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9 Синтаксичний аналiз без повернення назад
9.0.1 Проблеми загальних граматик

При виведеннi слова ω в G на кожному кроцi безпосереднього виведення,
коли ми беремо до уваги видiлений нами нетермiнал (в залежностi вiд
стратегiї виведення), виникає питання, яку альтернативу для Ai вико-
ристати. З точки зору практики, нас цiкавить така стратегiя виведення
ω в граматицi G, коли кожний наступний крок безпосереднього виведе-
ння наближав би нас до мети. Ця стратегiя дасть можливiсть виконати
виведення ω в G за час O(n), де n = |ω|.

Зрозумiло, що не маючи iнформацiї про структуру ω, досягнути ви-
браної нами мети в бiльшостi випадкiв неможливо. Але ж тримати iн-
формацiю про все слово ω також недопустимо. З точки зору практики,
отримати потрiбний результат розумно при наявностi локальної iнфор-
мацiї, наприклад, k поточних вхiдних лексем програми (k — наперед
фiксоване число) достатньо для органiзацiї виведення ω в G за час O(n).
З точки зору синтаксичного аналiзу слова ω мова ведеться про наступну
ситуацiю:
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Зафiксуємо стратегiю виведення: далi будемо розглядати лише лiво-
сторонню стратегiю виведення ω в G. Тодi:

• S ⇒? ω1Aω2 (A — перший злiва направо нетермiнал);

• ω1 — термiнальна частина слова ω, яку вже виведено (проаналiзо-
вана частина слова);

• результат ω3, який потрiбно ще вивести, виводиться зi слова Aω2;

• щоб зробити вiрний крок виведення (без повернення назад) нам до-
статньо k поточних вхiдних символiв з непроаналiзованої частини
програми ω3.

Сформульованi умови забезпечує клас LL(k)-граматик.

9.1 LL(k)-граматики

КС-граматика G = 〈N,Σ, P, S〉 називається LL(k)-граматикою для де-
якого фiксованого k, якщо для двох лiвостороннiх виведень вигляду:

1. S ⇒? ω1Aω2 ⇒ ω1αω2 ⇒? ω1x;

2. S ⇒? ω1Aω2 ⇒ ω1βω2 ⇒? ω1y;

з Firstk(x) = Firstk(y) випливає, що α = β, де A 7→ α | β, а

Firstk(α) = {ω | α⇒? ωx, |ω| = k} ∪ {ω | α⇒? ω, |ω| < k} .

Неформально, граматика G буде LL(k)-граматикою, якщо для слова

ω1Aω2 ∈ (N ∪ Σ)?
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достатньо k перших символiв (за умови, що вони iснують) решти не-
проаналiзованого слова щоб визначити, що з Aω2 iснує не бiльше однiєї
альтернативи виведення слова, що починається з ω та продовжується
наступними k термiнальними символами.

Сформулюємо основнi твердження стосовно класу LL(k)-граматик:

1. Не iснує алгоритма, який перевiряє належнiсть КС-граматики кла-
су LL(k)-граматик.

2. Для кожного конкретного k iснує алгоритм, який перевiряє, чи є
задана граматика LL(k)-граматикою.

3. Якщо граматика є LL(k)-граматикою, то вона є LL(k + p)-грама-
тикою для довiльного p ≥ 1.

4. Клас LL(k)-граматик — це пiдклас КС-граматик, який не покриває
його.

Продемонструємо на прикладi справедливiсть останнього твердже-
ння. Розглянемо граматику G з наступною схемою P : S 7→ Sa | b.

Мова, яку породжує наведена вище граматика L(G) = {bai}∞i=0. Вi-
зьмемо виведення наступного слова S ⇒i+1 bai. За визначенням LL(k)-
граматики якщо покласти A = S, ω2 = ai, α = Sa, β = b, то маємо
отримати

Firstk
(
Saai

)
∩ Firstk

(
bai

)
= ∅.

Втiм, для i ≥ k маємо:

Firstk
(
Saai

)
= Firstk

(
bai

)
=

{
bak−1

}
.

Таким чином, КС-граматика G не може бути LL(k)-граматикою для
жодного k.

Як наслiдок, КС-граматика G, яка має лiворекурсивний нетермiнал
A (нетермiнал A називається лiворекурсивним, якщо в граматицi G iснує
вивiд виду A⇒? Aω), не може бути LL(k)-граматикою.

З практичної точки зору в бiльшостi випадкiв ми будемо користу-
ватися LL(1)-граматиками. У класi LL(1)-граматик iснує один цiкавий
пiдклас — це розподiленi LL(1)-граматики.

LL(1)-граматика називаються розподiленою, якщо вона задовольняє
наступним умовам:

• у схемi P граматики вiдсутнi ε-правила (правила вигляду A 7→ ε);

• для нетермiнала A правi частини A-правила починаються рiзними
термiналами.
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9.1.1 Firstk

Зауважимо, що Firstk(ω1ω2) = Firstk(ω1) ⊕k Firstk(ω2), де ⊕k — бiнар-
на операцiя над словарними множинами (мовами) визначена наступним
чином:

L1 ⊕k L2 = {ω | ωω1 = xy, |ω| = k} ∪ {ω | ω = xy, |ω| < k} , (9.1)

де x ∈ L1, y ∈ L2.

Звiдси маємо наступний тривiальний висновок: якщо ω = α1α2 . . . αp,
де αi ∈ (N ∪ Σ), то

Firstk(ω) = Firstk(α1)⊕k Firstk(α2)⊕k . . .⊕k Firstk(αp). (9.2)

Для подальшого аналiзу визначення LL(k)-граматики розглянемо ал-
горитм обчислення функцiї Firstk(α), α ∈ (N ∪ Σ).

9.1.2 Алгоритм пошуку Firstk

Очевидно, що якщо αi ∈ Σ, то Firstk(αi) = {αi} при k > 0. Розглянемо
алгоритм пошуку Firstk(Ai), Ai ∈ N .

Алгоритм [пошуку Firstk(Ai), Ai ∈ N ]: визначимо значення фун-
кцiї Fi(x) для кожного x ∈ (N ∪ Σ):

1. Fi(a) = {a} для всiх a ∈ Σ, i ≥ 0.

2.

F0(Ai) =
{
ω | ω ∈ Σ?k : Ai 7→ ωx, |ω| = k

}
∪

∪
{
ω | ω ∈ Σ?k : Ai 7→ ω, |ω| < k

}
(9.3)

3.

Fn(A) = Fn−1(Ai)∪
∪
{
ω | ω ∈ Σ?k : ω ∈ Fn−1(α1)⊕k . . .⊕ Fn−1(αp), Ai 7→ α1 . . . αp

}
.

(9.4)

4. Fm(Ai) = Fm+1(Ai) = . . . для всiх Ai ∈ N .

Очевидно, що:

• послiдовнiсть F0(Ai) ⊆ F1(Ai) ⊆ . . . — монотонно зростаюча;
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• Fn(Ai) ⊆ Σ?k — послiдовнiсть обмежена зверху.

Тодi покладемо Firstk(Ai) = Fm(Ai) для кожного Ai ∈ N .

Приклад: знайти множину Firstk(Ai) для нетермiналiв граматики з
наступною схемою правил:

S 7→ BA, (9.5)
A 7→ +BA | ε, (9.6)
B 7→ DC, (9.7)
C 7→ ×DC | ε, (9.8)
D 7→ (S) | a. (9.9)

Нехай k = 2, тодi маємо наступну таблицю:

S A B C D
F0 ∅ {ε} ∅ {ε} {a}
F1 ∅ {ε} {a} {ε,×a} {a}
F2 {a} {ε,+a} {a, a×} {ε,×a} {a}
F3 {a, a+, a×} {ε,+a} {a, a×} {ε,×a} {a, (a}
F4 {a, a+, a×} {ε,+a} {a, a×, (a} {ε,×a,×(} {a, (a}
F5 {a, a+, a×, (a} {ε,+a,+(} {a, a×, (a} {ε,×a,×(} {a, (a}
F6 {a, a+, a×, (a} {ε,+a,+(} {a, a×, (a} {ε,×a,×(} {a, (a, ((}
F7 {a, a+, a×, (a} {ε,+a,+(} {a, a×, (a, ((} {ε,×a,×(} {a, (a, ((}
F8 {a, a+, a×, (a, ((} {ε,+a,+(} {a, a×, (a, ((} {ε,×a,×(} {a, (a, ((}
F9 {a, a+, a×, (a, ((} {ε,+a,+(} {a, a×, (a, ((} {ε,×a,×(} {a, (a, ((}

Скористаємося визначенням Firstk(α) сформулюємо необхiднi й до-
статнi умови, за яких КС-граматика буде LL(k)-граматикою: для довiль-
ного виводу в граматицi G вигляду S ⇒? ω1Aω2 та правила A 7→ α | β:

Firstk(αω2) ∩ Firstk(βω2) = ∅. (9.10)

Вище сформульована умова для LL(k)-граматик може бути перефра-
зована з урахуванням визначення множини Firstk: для довiльного виве-
дення в граматицi G вигляду S ⇒? ω1Aω2 та правила A 7→ α | β:

Firstk(α · L) ∩ Firstk(β · L) = ∅, L = Firstk(ω2). (9.11)

Оскiльки L ⊆ Σ?k, то остання умова є конструктивною умовою i може
бути використана для перевiрки, чи КС-граматика є LL(k)-граматикою
для фiксованого k.
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9.2 Сильнi LL(k)-граматики

КС-граматика називається сильною LL(k)-граматикою, якщо для ко-
жного правила вигляду A 7→ α | β виконується умова:

Firstk(α · Followk(A)) ∩ Firstk(β · Followk(A)) = ∅, (9.12)

де Followk(α), α ∈ (N ∪ Σ)? визначається так:

Followk(α) = {ω | S ⇒? ω1αω2, ω ∈ Firstk(ω2)} . (9.13)

Неформально, вiдмiннiсть сильних LL(k)-граматик вiд звичайних
LL(k)-граматик полягає у тому, що наступне правило безпосереднього
виведення, яке буде застосовано до A можна визначити абстраговано вiд
уже виведеної частини слова ω1, розглядаючи тiльки наступнi k символiв
якi потрiбно отримати пiсля A.

Операцiї Firstk та Followk можна узагальнити для словарної множини
L, тодi:

Firstk(L) = {ω | ∃αi ∈ L : ω ∈ Firstk(αi)} . (9.14)
Followk(L) = {ω | ∃αi ∈ L : S ⇒? ω1αiω2, ω ∈ Firstk(ω2)} . (9.15)

Без доведення зафiксуємо наступнi твердження:

• кожна LL(1)-граматика є сильною LL(1)-граматикою;

• для довiльного k > 1 iснують LL(k)-граматики, якi не є сильними
LL(k)-граматиками.

9.2.1 Не всi граматики сильнi

На прикладi продемонструємо останнє твердження. Нехай граматика
G визначена наступними правилами: S 7→ aAaa | bAba, A 7→ b | ε.

Вiдповiднi множини First2: First2(S) = {ab, aa, bb}, First2(A) = {b, ε},
а також Follow2: Follow2(A) = {aa, ba}, Follow2(S) = {ε}.

Перевiримо умову для сильної LL(2)-граматики:

1. виконаємо перевiрку LL(2)-умови для правила S 7→ aAaa | bAba:

First2(aAaa · Follow2(S)) ∩ First2(bAba · Follow2(S)) =

= (First2(aAaa)⊕2 Follow2(S)) ∩ (First2(bAba)⊕2 Follow2(S)) =

= ({ab, aa} ⊕2 {ε}) ∩ ({bb} ⊕2 {ε}) = {ab, aa} ∩ {bb} = ∅. (9.16)
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2. виконаємо перевiрку LL(2)-умови для правила A 7→ b | ε:

First2(b · Follow2(A)) ∩ First2(ε · Follow2(A)) =

= {ba, bb} ∩ {aa, ba} = {ba}. (9.17)

Висновок: вище наведена граматика не є сильною LL(2)-граматико-
ю. Перевiримо цю ж граматику на властивiсть LL(2)-граматики. Тут ми
маємо два рiзнi варiанти виводу з S:

1. S ⇒? aAaa: First2(b · aa) ∩ First2(ε · aa) = {ba} ∩ {aa} = ∅.

2. S ⇒? bAba: First2(b · ba) ∩ First2(ε · ba) = {bb} ∩ {ba} = ∅.

Висновок: наведена вище граматика є LL(2)-граматикою.

9.2.2 Алгоритм пошуку Followk

Алгоритм [обчислення Followk(Ai), Ai ∈ N ]: будемо розглядати всi-
лякi дерева, якi можна побудувати, починаючи з аксiоми S:

1. σ0(S, S) = {ε}. Очевидно, за 0 крокiв ми виведемо S, пiсля якої
знаходиться ε. У iнших випадках σ0(S,Ai) — невизначено, Ai ∈
(N \ {S}).

2.

σ1(S,Ai) = σ0(S,Ai) ∪ {ω | S 7→ ω1Aiω2, ω ∈ Firstk(ω2)} . (9.18)

В iнших випадках σ1(S,Ai) — невизначено.

3.

σn(S,Ai) = σn−1(S,Ai)∪
{ω | Aj 7→ ω1Aiω2, ω ∈ Firstk(ω2 · σn−1(S,Aj))} . (9.19)

В iнших випадках σn(S,Ai) — невизначено.

Настане крок m, коли σm(S,Ai) = σm+1(S,Ai) = . . ., ∀Ai ∈ N .

Тодi покладемо Followk(Ai) = σm(S,Ai), ∀Ai ∈ N .

Очевидно, що:

• послiдовнiсть σ0(S,Ai) ⊆ σ1(S,Ai) ⊆ . . . монотонно зростаюча;

• σn(S,Ai) ⊆ Σ?k — послiдовнiсть обмежена зверху.

Разом цi умови гарантують збiжнiсть послiдовностi {σn(S,Ai)}, а от-
же i алгоритму пошуку Followk(Ai).
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9.2.3 ε-нетермiнали

Нетермiнал Ai називається ε-нетермiналом, якщо Ai ⇒? ε.

Алгоритм [пошуку ε-нетермiналiв]:

1. S0 = {Ai | Ai 7→ ε}.

2. S1 = S0 ∪ {Ai | Ai 7→ α1α2 . . . αp, αj ∈ S0, j = 1..p}.

3. Sn = Sn−1 ∪ {Ai | Ai 7→ α1α2 . . . αp, αj ∈ Sn−1, j = 1..p}.

4. Sm = Sm+1 = . . ..

Тодi множина Sm — множина ε-нетермiналiв.

Приклад. Для граматики G з схемою правил P знайдемо ε-нетермi-
нали:

S 7→ aBD | D | AC | b, (9.20)
A 7→ SCB | SABC | CbD | ε, (9.21)
B 7→ CA | d, (9.22)
C 7→ ADC | a | ε, (9.23)
D 7→ EaC | SC, (9.24)
E 7→ BCS | a. (9.25)

За описани вище алгоритмом маємо:

S0 = {A,C}, (9.26)
S1 = {A,C} ∪ {B, S}, (9.27)
S2 = {A,B,C, S} ∪ {D}, (9.28)
S3 = {A,B,C, S,D} ∪ {E}, (9.29)
S4 = {A,B,C, S,D,E} ∪ {E}. (9.30)

Таким чином, ε-нетермiнали для наведеної вище граматики:

{S,A,B,C,D,E}. (9.31)

9.2.4 Лiва рекурсiя

До того, як перевiрити граматику на LL(k)-властивiсть необхiдно пере-
вiрити її на наявнiсть лiворекурсивних нетермiналiв та спробувати уни-
кнути лiвої рекурсiї.

Алгоритм [тестування нетермiнала Ai на лiву рекурсiю]: для
кожного нетермiнала Ai побудуємо наступну послiдовнiсть множин S0,
S1, . . .:
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1. S0 = {Ai | Ai 7→ ω1Aiω2, ω1 ⇒? ε}, починаємо з нетермiналу Ai.

2. S1 = S0 ∪ {Ai | Ai 7→ ω1Ajω2, ω1 ⇒? ε, Aj ∈ S0}.

3. Sn = Sn−1 ∪ {Ai | Ai 7→ ω1Ajω2, ω1 ⇒? ε, Aj ∈ Sn−1}.

4. Sm = Sm+1 = . . ..

Тодi якщо Ai ∈ Sm, то Ai — лiворекурсивний нетермiнал.

Приклад. Для граматики G зi схемою правил P знайдемо множину
лiворекурсивних нетермiналiв:

S 7→ AbS | AC, (9.32)
A 7→ BD, (9.33)
B 7→ BC | ε, (9.34)
C 7→ Sa | ε, (9.35)
D 7→ aB | BA. (9.36)

Виконаємо процедуру тестування для кожного нетермiнала окремо,
наприклад, для нетермiнала S:

S0 = {A}, (9.37)
S1 = {A,B,D}, (9.38)
S2 = {A,B,D,C}, (9.39)
S3 = {A,B,D,C, S}. (9.40)

Запропонуємо декiлька прийомiв, що дають можливiсть при побудовi
LL(k)-граматик уникнути лiвої рекурсiї. Розглянемо граматику зi схе-
мою правил S 7→ Sa | b, яка має лiворекурсивний нетермiнал S. Замiнимо
схему правил новою схемою з трьома правилами S 7→ bS1, S1 7→ aS1 | ε.

Приклад: для граматики G з схемою правил P для кожного нетер-
мiнала знайдемо множину Follow1(A) (k = 1):

S 7→ BA, (9.41)
A 7→ +BA | ε, (9.42)
B 7→ DC, (9.43)
C 7→ ×DC | ε, (9.44)
D 7→ (S) | a. (9.45)
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З прикладу, що наведено ранiше множини First1(A), будуть такими:

First1(S) = First1(B) = First1(D) = {(, a}, (9.46)
First1(A) = {+, ε}, (9.47)
First1(C) = {×, ε}. (9.48)

S A B C D
δ0 {ε} ∅ ∅ ∅ ∅
δ1 {ε} {ε} {+, ε} ∅ ∅
δ2 {ε} {ε} {+, ε} {+, ε} ∅
δ3 {ε} {ε} {+, ε} {+, ε} {×,+, ε}
δ4 {ε, )} {ε} {+, ε} {+, ε} {×,+, ε}
δ5 {ε, )} {ε, )} {+, ε} {+, ε} {×,+, ε}
δ6 {ε, )} {ε, )} {+, ε, )} {+, ε, )} {×,+, ε, )}
δ7 {ε, )} {ε, )} {+, ε, )} {+, ε, )} {×,+, ε, )}

Таким чином, Follow1(S) = {ε, )}, Follow1(A) = {ε, )}, Follow1(B) =
{+, ε, )}, Follow1(C) = {+, ε, )}, Follow1(D) = {×,+, ε, )}.

9.3 Контрольнi запитання

1. Яка граматика називається LL(k)-граматика?

2. Чи кожна КС-граматика є LL(k)-граматикою для деякого k?

3. Яка LL(1)-граматика називається розподiленою?

4. Яку бiнарну операцiю над мовами позначає символ ⊕k?

5. Яку мову (множину слiв) позначає запис Firstk(α)?

6. Опишiть алгоритм пошуку Firstk i доведiть його збiжнiсть.

7. Яка LL(k)-граматика називається сильною?

8. Чи кожна LL(k)-граматика є сильною LL(k)-граматикою?

9. Яку мову (множину слiв) позначає запис Followk(α)?

10. Опишiть алгоритм пошуку Followk i доведiть його збiжнiсть.

11. Який нетермiнал Ai ∈ N називається ε-нетермiналом?
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12. Опишiть алгоритм перевiрки нетермiналу Ai ∈ N на ε-нетермiнал
i доведiть його збiжнiсть.

13. Який нетермiнал Ai ∈ N називається лiворекурсивним?

14. Опишiть алгоритм перевiрки нетермiналу Ai ∈ N на лiву рекурсiю
i доведiть його збiжнiсть.
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