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5 Регулярнi множини i регулярнi вирази

5.1 Регулярнi множини

Нехай Σ — скiнчений алфавiт. Регулярна множина в алфавiтi Σ визна-
чається рекурсивно:

1. ∅ — пуста множина — це регулярна множина в алфавiтi Σ;

2. {ε} — пусте слово — регулярна множина в алфавiтi Σ;

3. {a} — однолiтерна множина — регулярна множина в алфавiтi Σ;

4. Якщо P та Q — регулярнi множини, то такими є наступнi множини:

• P ∪Q (операцiя об’єднання);

• P ×Q (операцiя конкатенацiї);

• P ? = {ε} ∪ P ∪ P 2 ∪ . . . (операцiя iтерацiї).

5. Нiякi iншi множини, окрiм побудованих на основi 1–4 не є регуляр-
ними множинами.

Таким чином, регулярнi множини можна побудувати з базових еле-
ментiв 1–3 шляхом скiнченого застосування операцiй об’єднання, конка-
тенацiї та iтерацiї.

5.2 Регулярнi вирази

Регулярнi вирази позначають регулярнi множини таким чином, що:

1. 0 позначає регулярну множину ∅;

2. ε позначає регулярну множину {ε};
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3. a позначає регулярну множину {a};

4. Якщо p та q позначають вiдповiдно регулярнi множини P та Q, то

• p+ q позначає регулярну множину P ∪Q;

• p · q позначає регулярну множину P ×Q;

• p? позначає регулярну множину P ?.

5. Нiякi iншi вирази, окрiм побудованих на основi 1–4 не є регулярни-
ми виразами.

5.2.1 Алгебра регулярних виразiв

Оскiльки ми почали вести мову про вирази, нам зручнiше перейти до
поняття алгебри регулярних виразiв. Для кожної алгебри одним з ва-
жливих питань є питання еквiвалентних перетворень, якi виконуються
на основi тотожностей у цiй алгебрi. Сформулюємо основнi тотожностi
алгебри регулярних виразiв:

1. a+ b+ c = a+ (b+ c) (лiва асоцiативнiсть додавання);

2. a+ b+ c = (a+ b) + c (права асоцiативнiсть додавання);

3. a+ 0 = 0 + a = a (0 — нейтральний елемент за додаванням);

4. a · b · c = a · (b · c) (лiва асоцiативнiсть множення);

5. a · b · c = (a · b) · c (права асоцiативнiсть множення);

6. a+ b = b+ a (комутативнiсть додавання);

7. a · ε = ε · a = a (ε — нейтральний елемент за множенням);

8. a · 0 = 0 · a = 0 (0 — нульовий елемент за множенням);

9. a · (b + c) = a · b + a · c (лiва дистрибутивнiсть множення вiдносно
додавання);

10. (a+ b) · c = a · c+ b · c (права дистрибутивнiсть множення вiдносно
додавання).

У алгебри регулярних виразiв є i некласичнi властивостi:

1. a+ a = a;

2. p+ p? = p?;
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3. 0? = ε;

4. ε? = ε.

5.2.2 Лiнiйнi рiвняння

За аналогiєю з класичними алгебрами розглянемо лiнiйне рiвняння в
алгебрi регулярних виразiв: X = a ·X + b, де a, b — регулярнi вирази.

Взагалi кажучи це рiвняння (в залежностi вiд a та b) може мати безлiч
розв’язкiв.

Серед всiх розв’язкiв рiвняння з регулярними коефiцiєнтами вибере-
мо найменший розв’язок X = a? · b, який назвемо найменша нерухома
точка.

Щоб перевiрити, що a? · b справдi розв’язок рiвняння в алгебрi ре-
гулярних виразiв, пiдставимо його в початкове рiвняння та перевiримо
тотожнiсть виразiв на основi системи тотожних перетворень:

a?b = aa?b = (aa? + ε)b = (a(ε+ a+ a2 + . . .) + ε)b = (εa+ a2 + . . .)b = a?b.

5.2.3 Системи рiвнянь

В алгебрi регулярних виразiв також розглядають i системи лiнiйних рiв-
нянь з регулярними коефiцiєнтами:

X1 = a11X1 + a12X2 + . . .+ a1nXn + b1,

X2 = a21X1 + a22X2 + . . .+ a2nXn + b2,

. . .

Xn = an1X1 + an2X2 + . . .+ annXn + bn.

(5.1)

Метод розв’язування системи лiнiйних рiвнянь з регулярними коефi-
цiєнтами нагадує метод виключення Гауса.

1. Для i = 1..n, використавши систему тотожних перетворень, запи-
сати i-е рiвняння у виглядi: Xi = aXi + b, де a — регулярний вираз
в алфавiтi Σ, а b — регулярний вираз виду

β0 + βi+1Xi+1 + βi+2Xi+2 + . . .+ βnXn,

де βk (k = 0, i+ 1..n) — регулярнi коефiцiєнти. Далi, в правих ча-
стинах рiвнянь зi змiнними Xi+1, Xi+2, . . . , Xn в лiвiй частинi рiвня-
ння пiдставити замiсть Xi значення a?b.
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2. Для i = n..1 розв’язати i-е рiвняння яке зараз має вигляд Xi =
aXi + b, де a, b — регулярнi вирази в алфавiтi Σ, i пiдставити його
розв’язок a?b у коефiцiєнти рiвнянь зi змiнними Xi−1, Xi−2, . . . , X1.

Приклад. Розв’язати систему 2× 2:{
X1 = a11X1 + a12X2 + b1,

X2 = a21X1 + a22X2 + b2.
(5.2)

Розв’язок:

1. З першого рiвняння

X1 = a?11(a12X2 + b1). (5.3)

2. Пiдставляємо у друге рiвняння, воно набуває вигляду

X2 = a21(a
?
11(a12X2 + b1)) + a22X2 + b2. (5.4)

Або, пiсля спрощень:

X2 = (a21a
?
11a12 + a22)X2 + (a21a

?
11b1 + b2). (5.5)

Звiдки знаходимо:

X2 = (a21a
?
11a12 + a22)

?(a21a
?
11b1 + b2). (5.6)

3. Пiдставляємо у вираз для X1:

X1 = a?11(a12(a21a
?
11a12 + a22)

?(a21a
?
11b1 + b2) + b1). (5.7)

Тут можна розкрити дужки, але зараз у цьому немає потреби.

5.3 Контрольнi запитання

1. Яка множина називається регулярною (в алфавiтi Σ)?

2. Як регулярнi вирази позначаються регулярнi множини?

3. Якi класичнi тотожностi алгебри регулярних виразiв ви знаєте?

4. Якi не класичнi тотожностi алгебри регулярних виразiв ви знаєте?
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5. Який розв’язок лiнiйного рiвняння X = a ·X + b називається най-
меншою нерухомою точкою?

6. Доведiть, що згаданий у попередньому рiвняння вираз справдi є
розв’язком.

7. Сформулюйте алгоритм Гауса розв’язування систем лiнiйних регу-
лярних рiвнянь.

8. Розв’яжiть систему 3× 3:
X1 = aX1 + bX2 + c,

X2 = cX1 + aX2 + bX3,

X3 = b+ cX2 + aX3.

(5.8)
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