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4 Скiнченно-автоматнi мови i праволiнiйнi
граматики

4.1 Скiнченно-автоматнi мови

Ознайомившись з деякими результатами теорiї скiнчених автоматiв,
спробуємо з’ясувати, якi мови (множини слiв) є скiнчено-автоматними.

4.1.1 Базовi мови

Твердження: Скiнчено автоматними є наступнi множини:

1. порожня словарна множина — ∅;

2. словарна множина, що складається з одного ε-слова — {ε};

3. множина {a}, a ∈ Σ.

Доведення: в кожному випадку нам доведеться конструктивно по-
будувати вiдповiдний скiнчений автомат:

1. Довiльний скiнчений автомат з пустою множиною заключних ста-
нiв (а мiнiмальний — з пустою множиною станiв) допускає ∅;

2. Розглянемо автомат M = 〈{q0},Σ, q0, δ, {q0}〉, у якому δ не визначе-
но нi для яких a ∈ Σ. Тодi L(M) = {ε}.

3. Розглянемо автомат M = 〈{q0, q1},Σ, q0, δ, {q1}〉, у якому функцiя δ
визначена лише для пари (q0, a), а саме: δ(q0, a) = {q1}. Тодi L(M) =
{a}.
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4.1.2 Операцiї над мовами

Твердження: ЯкщоM1 = 〈Q1,Σ, q
1
0, δ1, F1〉 таM2 = 〈Q2,Σ, q

2
0, δ2, F2〉, що

визначають вiдповiдно мови L(M1) та L(M2), то скiнченно-автоматними
мовами будуть:

1. L(M1) ∪ L(M2) = {w | q ∈ L(M1) or q ∈ L(M2)};

2. L(M1) · L(M2) = {w = xy | x ∈ L(M1), y ∈ L(M2)};

3. L(M1)
? = {ε} ∪ L(M1) ∪ L(M1)

2 ∪ L(M1)
3 ∪ . . ..

Доведення: в кожному випадку нам доведеться конструктивно по-
будувати вiдповiдний скiнчений автомат:

1. Побудуємо автомат M = 〈Q,Σ, q0, δ, F 〉 такий, що L(M) = L(M1) ∪
L(M2):

• Q = Q1 ∪Q2 ∪ {q0}, де q0 — новий стан (q0 /∈ Q1 ∪Q2);

• Функцiю δ визначимо таким чином:

δ(q, a) =


δ1(q, a), q ∈ Q1,

δ2(q, a), q ∈ Q2,

δ1(q
1
0, a) ∪ δ2(q20, a), q = q0.

(4.1)

• Множина заключних станiв:

F =

{
F1 ∪ F2, if ε /∈ L1 ∪ L2,

F1 ∪ F2 ∪ {q0}, otherwise.
(4.2)

Побудований таким чином автомат взагалi кажучи недетермiнова-
ний.

Iндукцiєю по i показуємо, що (q0, w) |=i (q, ε) тодi i тiльки тодi, коли
(q10, w) |=i (q, ε), q ∈ F1 або (q20, w) |=i (q, ε), q ∈ F2.

2. Побудуємо автомат M = 〈Q,Σ, q0, δ, F 〉 такий, що L(M) = L(M1) ·
L(M2):

• Q = Q1 ∪Q2;

• q0 = q10;
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• Функцiю δ визначимо таким чином:

δ(q, a) =


δ1(q, a), q ∈ Q1 \ F1,

δ2(q, a), q ∈ Q2,

δ1(q, a) ∪ δ2(q20, a), q ∈ F1.

(4.3)

• Множина заключних станiв:

F =

{
F2, if ε /∈ L2,

F1 ∪ F2, otherwise.
(4.4)

3. Побудуємо автомат M = 〈Q,Σ, q0, δ, F 〉 такий, що L(M) = L(M1)
?:

• Q = Q1 ∪ {q0}, де q0 — новий стан (q0 /∈ Q1);

• Функцiю δ визначимо таким чином:

δ(q, a) =


δ1(q, a), q ∈ Q1 \ F1,

δ1(q
1
0, a), q = q0,

δ1(q, a) ∪ δ1(q10, a), q ∈ F1.

(4.5)

• Множина заключних станiв F = F1 ∪ {q0}.

4.2 Скiнченнi автомати та праволiнiйнi граматики

Породжуюча граматика G — це четвiрка

G = 〈N,Σ, P, S〉 , (4.6)

де:

• N — скiнченна множина — допомiжний алфавiт (нетермiнали);

• Σ — скiнченна множина — основний алфавiт (термiнали);

• P — скiнченна множина правил вигляду

α 7→ β, α ∈ (N ∪ Σ)? ×N × (N ∪ Σ)? , β ∈ (N ∪ Σ) . (4.7)

• S — видiлений нетермiнал (аксiома).
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4.2.1 Класифiкацiя граматик Хомського

В залежностi вiд структури правил граматики дiляться на чотири типи:

• Тип 0: граматики загального вигляду, коли правила не мають обме-
жень, тобто

α 7→ β, α ∈ (N ∪ Σ)? ×N × (N ∪ Σ)? , β ∈ (N ∪ Σ) . (4.8)

• Тип 1: граматики, що не укорочуються, коли обмеження на правила
мiнiмальнi, а саме:

α 7→ β, α ∈ (N ∪ Σ)? ×N × (N ∪ Σ)? , β ∈ (N ∪ Σ) , |α| ≤ |β|.
(4.9)

• Тип 2: контекстно-вiльнi граматики, коли правила в схемi P мають
вигляд:

Ai 7→ β, Ai ∈ N, β ∈ (N ∪ Σ)? . (4.10)

• Тип 3: скiнченно-автоматнi граматики, коли правила в схемi P ма-
ють вигляд:

Ai 7→ wAj, Ai 7→ w, Ai 7→ Ajw, (4.11)

де Ai, Aj ∈ N , w ∈ Σ?.

В класi скiнченно-автоматних граматик видiлимо так званi праволi-
нiйнi граматики — це граматики, якi в схемi Р мають правила вигляду:

Ai 7→ wAj, Ai 7→ w, (4.12)

де Ai, Aj ∈ N , w ∈ Σ?.

Нескладно довести, що клас праволiнiйних граматик спiвпадає з кла-
сом граматик типу 3.

4.2.2 Мова породжена граматикою

Ланцюжок w1 безпосередньо виводиться з ланцюжка w (позначається
w ⇒ w1), якщо w = xαy, w1 = xβy та в схемi P граматики G є правило
виду α 7→ β. Оскiльки поняття “безпосередньо виводиться” розглядає-
ться на парах ланцюжкiв, то в подальшому символ⇒ буде трактуватися
як бiнарне вдiношення.

Ланцюжок w1 виводиться з ланцюжка w (позначається w ⇒? w1),
якщо iснує скiнчена послiдовнiсть виду w ⇒ w′1 ⇒ w′2 ⇒ . . .⇒ w′n ⇒ w1.
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Або кажуть, що бiнарне вiдношення ⇒? — це рефлексивно-транзитивне
замикання бiнарного вiдношення ⇒.

Мова, яку породжує граматика G (позначається L(G)) — це множина
термiнальних ланцюжкiв:

L(G) = {w | S ⇒? w,w ∈ Σ?} . (4.13)

4.2.3 Праволiнiйна граматика ∼ скiнченний автомат

Теорема. Клас мов, що породжуються праволiнiйними граматиками,
спiвпадає з класом мов, якi розпiзнаються скiнченими автоматами.

Доведення. Спочатку покажемо, що для довiльної праволiнiйної
граматики G можна побудувати скiнчений автоматM , такий що L(M) =
L(G).

Розглянемо правила праволiнiйної граматики. Вони бувають двох ти-
пiв: Ai 7→ wAj, i Ai 7→ w.

На основi правил граматики G побудуємо схему P1 нової граматики,
яка буде еквiвалентною початковiй, а саме:

• правила виду Ai 7→ a1a2 . . . apAj замiнимо послiдовнiстю правил

Ai 7→ a1B1,

B1 7→ a2B2,

. . .

Bp−1 7→ apAj.

(4.14)

• правила виду Ai 7→ a1a2 . . . ap замiнимо послiдовнiстю правил

Ai 7→ a1B1,

B1 7→ a2B2,

. . .

Bp−1 7→ apBp,

Bp 7→ ε.

(4.15)

де B1, B2, . . . — це новi нетермiнали граматики G1.

Очевидно, що граматика G1 ьуде еквiвалентна граматицi G.

Далi, на основi граматики G1 побудуємо скiнчений автоматM , таким
чином:
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• як iмена станiв автомата вiзьмемо нетермiнали граматики G1;

• початковий стан автомата позначається аксiомою S;

• функцiя δ визначається дiаграмою переходiв, яка будується на ос-
новi правил вигляду Ai 7→ akAj:

Ai Aj

ak

• множина F заключних станiв скiнченого автомата визначається
так: F = {Ai | Ai 7→ ε}.

Iндукцiєю по довжинi вхiдного слова покажемо, що якщо S ⇒n+1 w,
то (q0, w) |=n (q, ε):

• База: i = 0: S ⇒ ε, тодi (q0, ε) |=0 (q0, ε).

• Перехiд: нехай |w| = i+ 1, тобто w = aw1. Тодi S ⇒ aAp ⇒i aw1 та
(q0, aw1) |= (qi, w1) |=i−1 (q, ε), де q ∈ F .

Доведення навпаки є очевидним.

4.3 Контрольнi запитання

1. Якi три базовi скiнченно-автоматнi мови ви знаєте?

2. Доведiть, що мови з попереднього питання справдi є скiнченно-ав-
томатними.

3. Якi три операцiї над скiнченно-автоматними мовами ви знаєте?

4. Доведiть, що результати операцiй з попереднього питання справдi
є скiнченно-автоматними.

5. Що таке породжуюча граматика?

6. Якi чотири типи граматик за Хомським ви знаєте?

7. Що таке праволiнiйна граматика?

8. Дайте визначення безпосереднього виведення, виведення, породже-
ної граматикою мови.

9. Доведiть, що скiнченний автомат це майже праволiнiйна грамати-
ка.
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