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3 Мiнiмiзацiя детермiнованих скiнчених
автоматiв

3.1 Мiнiмiзацiя детермiнованих скiнчених
автоматiв

В подальшому при програмуваннi скiнчених автоматiв важливо мати
справу з так званими “мiнiмальними автоматами”. Мiнiмальним для да-
ного скiнченого автомата називається еквiвалентний йому автомат з мi-
нiмальною кiлькiстю станiв.

Нагадаємо, що два автомати називаються еквiвалентними якщо вони
розпiзнають одну мову.

Те, що скiнченi автомати можна мiнiмiзувати покажемо на наступно-
му прикладi:

q0 a,c q3
c q4 a,c q5

a,b

q2

Навiть при поверхневому аналiзi дiаграми переходiв наведеного скiн-
ченого автомата видно, що вершини q3, q4 та q5 є “зайвими”, тобто при їх
вилученнi новий автомат буде еквiвалентний початковому. З наведеного
вище прикладу видно, що для отриманого детермiнованого скiнченого

1



автомата можна запропонувати еквiвалентний йому автомат з меншою
кiлькiстю станiв, тобто мiнiмiзувати скiнчений автомат. Очевидно що
серед зайвих станiв цього автомата є недосяжнi та тупиковi стани.

3.1.1 Недосяжнi стани

Стан q скiнченого автомата M називається недосяжним, якщо на дiа-
грамi переходiв скiнченого автомата не iснує шляху з q0 в q.

Алгоритм [пошуку недосяжних станiв]. Спочатку спробуємо по-
будувати множину досяжних станiв. Якщо Qm — множина досяжних
станiв скiнченого автомата M , то Q\Qm — множина недосяжних станiв.
Побудуємо послiдовнiсть множин Q0, Q1, Q2, . . . таким чином, що:

1. Q0 = {q0}.

2. Qi = Qi−1 ∪ {q | ∃a ∈ Σ, qj ∈ Qi−1 : q ∈ δ(qj, a)}.

3. Qm = Qm+1 = . . ..

Справдi, очевидно, що кiлькiсть крокiв скiнчена, тому що послiдов-
нiсть Qi монотонна (Q0 ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⊆ . . .) та обмежена зверху: Qm ⊆ Q.

Тодi Qm — множина досяжних станiв скiнченого автомата, а Q \Qm

— множина недосяжних станiв.

Вилучимо з дiаграми переходiв скiнченого автомата M недосяжнi
вершини:

q0 a,c q3
c q4

a,b

q2

В новому автоматi функцiя δ визначається лише для досяжних станiв.
Побудований нами скiнчений автомат з меншою кiлькiстю станiв буде
еквiвалентний початковому.
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3.1.2 Тупиковi стани

Стан q скiнченого автоматаM називається тупиковим, якщо на дiаграмi
переходiв скiнченого автомата не iснує шляху з q в F .

Алгоритм [пошуку тупикових станiв]. Спочатку спробуємо зна-
йти нетупиковi стани. Якщо Sm — множина нетупикових станiв, то Q\Sm

— множина тупикових станiв. Побудуємо послiдовнiсть множин S0, S1,
S2, . . . таким чином, що:

1. S0 = F .

2. Si = Si−1 ∪ {q | ∃a ∈ Σ : δ(q, a) ∩ Si−1 6= ∅}.

3. Sm = Sm+1 = . . ..

Очевидно, що кiлькiсть крокiв скiнчена, тому що послiдовнiсть Si

монотонна (S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ . . .) та обмежена зверху — Sm ⊆ Q.

Тодi Sm — множина нетупикових станiв скiнченого автомата, а Q\Sm

— множина тупикових станiв.

Вилучимо з дiаграми переходiв скiнченого автомата M тупиковi вер-
шини:

q0

a,b

q2

В новому автоматi функцiя δ визначається лише для нетупикових
станiв.

3.1.3 Еквiвалентнi стани

Автомат, у котрого вiдсутнi недосяжнi та тупиковi стани, пiддається
подальшiй мiнiмiзацiї шляхом “склеювання” еквiвалентних станiв. Про-
демонструємо це на конкретному прикладi:
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q0

b

q1

a

q3

c q2

a,c

c q4

a,c

Очевидно, що для наведеного вище скiнченого автомата можна побу-
дувати еквiвалентний йому скiнчений автомат з меншою кiлькiстю ста-
нiв:

q0
a,b

q1
c q2

a,c

Ми досягли бажаного нам результату шляхом “склеювання” двох ста-
нiв q1 ≡ q3 та q2 ≡ q4.

Два стани q1 та q2 скiнченого автоматаM називаються еквiвалентни-
ми (позначається q1 ≡ q2), якщо множини слiв, якi розпiзнає автомат,
починаючи з q1 та q2, спiвпадають.

Нехай q1 та q2 — два рiзнi стани скiнченого автоматаM , а x ∈ Σ?. Бу-
демо говорити, що ланцюжок x розрiзняє стани q1 та q2, якщо (q1, x) |=?

(q3, ε) та (q2, x) |=? (q4, ε), причому рiвно один зi станiв q3 i q4 (не) нале-
жить множинi заключних станiв.

Стани q1 та q2 називаються k-нерозрiзненi, якщо не iснує ланцюжка
x (|x| ≤ k), що розрiзняє стани q1 та q2.

Два стани q1 та q2 нерозрiзненi, якщо вони k-нерозрiзненi для довiль-
ного k.

Теорема. Два стани q1 та q2 довiльного скiнченого автомата M з
n станами нерозрiзненi, якщо вони (n− 2)-нерозрiзненi.
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Доведення: На першому кроцi розiб’ємо множину станiв скiнченого
автомата на двi пiдмножини: F та Q \F . На цiй основi побудуємо вiдно-
шення ≡0: q1 ≡0 q2, якщо обидва стани одночасно належать F або Q \F .

Побудуємо вiдношення ≡k: q1 ≡k q2, якщо q1 ≡k−1 q2 та δ(q1, a) ≡k−1

δ(q2, a) для всiх a ∈ Σ.

Очевидно, кожна побудована множина мiстить не бiльше (n− 1) еле-
менти.

Таким чином, можна отримати не бiльше (n− 2) уточнення вiдноше-
ння ≡0.

Вiдношення ≡n−2 визначає класи еквiвалентних станiв автомата M .

3.1.4 Алгоритм

Алгоритм [побудови мiнiмального скiнченого автомата].

1. Побудувати скiнчений автомат без тупикових станiв.

2. Побудувати скiнчений автомат без недосяжних станiв.

3. Знайти множини еквiвалентних станiв та побудувати найменший
(мiнiмальний) автомат.

3.2 Контрольнi запитання

1. Якi автомати називаються еквiвалентними?

2. Який стан автомату називається недосяжним?

3. Опишiть алгоритм пошуку недосяжних станiв i доведiть його збi-
жнiсть.

Бонус: оцiнiть складнiсть цього алгоритму за часом i пам’яттю.

4. Який стан автомату називається тупиковим?

5. Опишiть алгоритм пошуку тупикових станiв i доведiть його збi-
жнiсть.

Бонус: оцiнiть складнiсть цього алгоритму за часом i пам’яттю.

6. Якi стани називаються еквiвалентними?
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7. Опишiть алгоритм пошуку еквiвалентних станiв i доведiть його збi-
жнiсть.

Бонус: оцiнiть складнiсть цього алгоритму за часом i пам’яттю.

8. Опишiть алгоритм мiнiмiзацiї детермiнованого скiнченного автома-
ту.

Бонус: виведiть з попереднiх оцiнок складнiсть цього алгоритму за
часом i пам’яттю.
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