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1 Постановка задачi
Нехай задана функцiя f(x). Необхiдно наближено обчислити iнтеграл I =

∫ a

b
f(x)dx вiд

f(x) на заданому iнтервалi [a, b], де a < b ∧ a, b ∈ R̄.
Вивести отримане наближене значення iнтегралу Ih, похибку R◦h та кiнцевий крок роз-
биття iнтервалу h.
(За замовчуванням використовуємо рiвномiрно-розподiленi вузли)
Для обчислень використати формулу Сiмпсона, принцип Рунге, формулу Рiчардсона,
та апрiорнi оцiнки похибки для квадратурних формул.

f(x) =
1

x2 + x− 2
, a = 2, b = +∞ (1)

2 Теоретичнi вiдомостi

2.1 Формула Сiмпсона

Нехай x0 = a, x1 = a+b
2
, x2 = b. Замiсть f викроистаємо L2(x). Тодi отримаємо квадра-

турну формулу:

I2(x) =
b− a

6

[
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

]
(2)

Це квадратурна формула Сiмпсона. Для f ∈ C4[a, b] залишковий член квадратури
має представлення:

R2(f) =
1

24

∫ b

a

(x− a)(x− a+ b

2
)2(x− b)f (4)(ξ)dx =

f (4)(ξ)

2880
(b− a)5, (3)

та вiрна оцiнка (M4 = max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|):

1



|R2(f)| ≤ M4

2880
(b− a)5 (4)

Складена формула Сiмпсона (отримана застосуванням звичайної формули до ко-
жного з iнтервалiв рiвномiрної сiтки, на якi подiлений початковий iнтервал):

Ih(f) =
N∑
i=1

h

6

[
f(xi−1) + 4f(

xi−1 + xi
2

) + f(xi)

]
(5)

Для неї справджуються наступнi оцiнки (апрiорнi):

• f ∈ C4[a, b] :

|Rh(f)| ≤ M4

2880
(b− a)h4 (6)

• f ∈ C6[a, b] :

Rh(f) = R◦h(f) + α(h), де R◦h(f) =
h4

2880

b∫
a

f (4)(x)dx, α(h) = O(h6) (7)

2.2 Принцип Рунге. Формула Рiчардсона
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Для формули Сiмпсона (для якої m = 4), формула Рiчардсона матиме вигляд:

Ĩh/2 =
16

15
Ih/2 −

1

15
Ih, Ih − Ĩh/2 = O(h6) (8)

3 Практична частина

Даний iнтеграл є невласним iнтегралом першого роду: I =
∞∫
2

dx
x2+x−2 . Перепишемо f(x)

як 1
(x+2)(x−1) . Бачимо, що особливостей на областi iнтегрування немає (вони є в точках

x = −2 та x = 1, якi лежать поза областю iнтегрування).

Зробимо замiну: t = x−2
x
, x = 2

1−t , dx = 2dt
(1−t)2 ;→ I =

∞∫
2

dx
(x+2)(x−1) =

1∫
0

dt
(2−t)(1+t)

(9)

Тодi iнтеграл набуде вигляду (9), де g(t) = 1
(2−t)(1+t)

- нова пiдiнтегральна фунцiя, [0, 1]
- новий промiжок iнтегрування. Отриманий iнтеграл є власним iнтегралом. Отже йо-
го можна обчислювати формулами Сiмпсона та Рiчардсона напряму (без попереднiх
дослiджень чи перетворень).

Також помiтимо, що початковий (як i отриманий) iнтеграл можна знайти аналiти-
чно: f(x) = 1

(x+2)(x−1) = 1
3

(
1

x−1 −
1

x+2

)
- не складно iнтегрується безпосереднiм знаходже-

нням первiсної. Справжнє значення iнтегралу рiвне ln(4)/3 ≈ 0.46209812037329687294...
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Для обчислення апрiорної похибки обчислень, нам необхiдно оцiнити четверту похi-
дну фунцiї g(t). g(4) = 24

3

(
1

(2−t)5 + 1
(1+t)5

)
Вона є обмеженою та додатньою на всьому iнтервалi iнтегрування.
П’ята похiдна g(5) = 120

3

(
1

(2−t)6 −
1

(1+t)6

)
бiльша за 0 коли t > 1/2 та менша за 0 коли

t < 1/2 Отже (локальнi) максимуми доягаються на кiнцях: g(4)(0) = g(4)(1) = 33/32. Отже
M4 = 33/32, та |R2(f)| ≤ M4

2880
(b− a)5 = 33

32∗2880 ≈ 0.00035807291(6).
В методi Рунге виставимо точнiсть ε = 10−3 та кiлькiсть iтерацiй не бiльше 20.

Результати:
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