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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ôóíêöiÿ f(x) = 1
2
(|x−4|+|x+4|) çàäàíà íà äèñêðåòíié ìíîæèíi òî÷îê (ñiòöi), ÿêi íàëåæàòü ïðîìiæêó

[−5, 7].

Ïîòðiáíî:

1. Ïîáóäóâàòè iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Íüþòîíà Pn(x) (âåëè÷èíà n ìîæå çìiíþâàòèñÿ) çà ìíî-
æèíîþ:

(à) Ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëiâ.

(á) ×åáèøîâñüêèõ âóçëiâ.

2. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè:

(à) f(x), Pn(x);

(á) f(x)− Pn(x), ωn(x) =
n∏

i=0

(x− xi);

äëÿ îáîõ ñiòîê. Ïîÿñíèòè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.

3. Ìåòîäîì îáåðíåíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ çíàéòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ òî÷êè (¨õ ìîæå áóòè äåêiëüêà)x∗,

â ÿêié f(x∗) = y∗, äå y∗ = min
[a,b]

f(x) +
2

3

(
max
[a,b]

f(x)−min
[a,b]

f(x)

)
.

2 Òåîðåòè÷íà ÷àñòèíà

2.1 Iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Íüþòîíà

Çàïèøåìî ôîðìóëó Ëàãðàíæà iíòåðïîëÿöiéíîãî áàãàòî÷ëåíà

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi) ·
ωn(x)

(x− xi) · ω′n(xi)
, (2.1)

äå ωn(x) =
n∏

j=0

(x− xj).

Ïîçíà÷èìî Φj(x) = Lj(x)− Lj−1(x). Òîäi, îñêiëüêè

Ln(x) = L0(x) + (L1(x)− L0(x)) + . . .+ (Ln(x)− Ln−1(x)),

Lj(xi) = Lj−1(xi) = f(xi), i = 0, j − 1,

òî
Φj(xi) = Aj · (x− x0) · . . . · (x− xj−1), (2.2)

äå Aj âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè Φj(xj) = Lj(xj)− Lj−1(xj) = f(xj)− Lj−1(xj). Çâiäñè

Φj(x) =
f(xj)− Lj−1(xj)

(xj − x0) · . . . · · · (xj − xj−1)
· (x− x0) · . . . · (x− xj).

Òîäi

2



Aj =
f(xj)− Lj−1(xj)

(xj − x0) · . . . · · · (xj − xj−1)
=

f(xj)

(xj − x0) · . . . · · · (xj − xj−1)
−

−
j−1∑
i=0

f(xi)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xj−1) · (xj − xi)
=

=
f(xj)

(xj − x0) · . . . · · · (xj − xj−1)
+

j−1∑
i=0

f(xi)

(xi − x0) · . . . · (xi − xj)
=

=

j∑
i=0

f(xi)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xj)
= f(x0; . . . ;xj).

Çâiäñè ìà¹ìî iíòåðïîëÿöiéíó ôîðìóëó Íüþòîíà âïåðåä (x0 → xn):

Ln(x) = f(x0) + f(x0;x1) · (x− x0) + . . .+ f(x0; . . . ;xn) · (x− x0) · . . . · (x− xn−1). (2.3)

Àíàëîãi÷íî, iíòåðïîëÿöiéíà ôîðìóëà Íüþòîíà íàçàä (xn → x0):

Ln(x) = f(xn) + f(xn;xn−1) · (x− xn) + . . .

. . .+ f(xn; . . . ;x0) · (x− xn) · . . . · (x− x1). (2.4)

Ìà¹ìî ðåêóðñiþ çà ñòåïåíåì áàãàòî÷ëåíà

Ln(x) = Ln−1(x) + f(x0; . . . ;xn) · (x− x0) · . . . (x− x1).

Çâiäñè

Ln(x) = f(x0) + (x− x0) · (f(x0;x1) + (x− x1) · (· · ·+ (x− xn−1) · f(x0;x1; . . . ;xn)))

i öþ ôîðìóëó ðîçêðèâà¹ìî ïî÷èíàþ÷è ç ñåðåäèíè (öå àíàëîã ñõåìè Ãîðíåðà îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ
áàãàòî÷ëåíà).

Ââåäåìî íîâó ôîðìóëó äëÿ ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ. Äëÿ x 6= xi, i = 0, n ðîçãëÿíåìî ðîçäiëåíó
ðiçíèöþ

f(x;x0; . . . ;xn) =
f(x)

(x− x0) · . . . · (x− xn)
+

n∑
k=0

f(xk)∏
i 6=k

(x− xi)
.

Çâiäñè

f(x) = f(x0) ·
(x− x1) · . . . · (x− xn)

(x0 − x1) · . . . · (x0 − xn)
+ . . .+ f(xn) · (x− x1) · . . . · (x− xn)

(xn − x1) · . . . · (xn − xn−1)
+

+ f(x;x0; . . . ;xn) · (x− x0) · . . . · (x− xn) = Ln(x) + f(x;x0; . . . ;xn) · ωn(x).

Òîäi ïîõèáêà ìà¹ âèãëÿä

rn(x) = f(x)− Ln(x) = f(x;x0; . . . ;xn) · ωn(x). (2.5)

Öå íîâà ôîðìà äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà.

Ïîðiâíþþ÷è ç ôîðìóëîþ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà â ïóíêòi (6.3), ìà¹ìî

f(x;x0; . . . ;xn) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
,
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ùî äîâîäèòü îñòàííþ âëàñòèâiñòü ðîçäiëåíèõ ðiçíèöü.

Íåõàé ìà¹ìî ñiòêó ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëiâ: xi = a + ih, h = b−a
n
, i = 0, n, x0 = a, xn = b. Ðîçíà÷èìî

∆f0 = f1− f0, ∆2f0 = ∆f1−∆f0 = f2− 2f1 + f0, . . . � ñêií÷åííi ðiçíèöi. Çàïèøåìî ôîðìóëè Íüþòîíà
ó íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ:

Ln(x) = Ln(x0 + th) = f0 + t∆f0 + . . .+
t · (t− 1) · (t− n+ 1)

n!
·∆nf0, t =

x− x0
h

.

Öå iíòåðïîëÿöiéíà ôîðìóëà Íüþòîíà âïåðåä ïî ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëàõ.

2.1.1 ×åáèøîâñüêi âóçëè

xm =

(b− a) cos

(
2m+ 1

2n

)
π + a+ b

2
, m = 0, n− 1.

2.1.2 Ðiâíîâiääàëåíi âóçëè

xm = a+ n · b− a
n− 1

, m = 0, n− 1.

2.2 Ìåòîä îáåðíåíî¨ iíòåðïîëÿöi¨

3 Ïðàêòè÷íà ÷àñòèíà

Ïîêàæåìî íàî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ çíà÷åííÿ n = 13, õî÷à çàïðîãðàìîâàíèé àëãîðèòì äà¹ çìîãó îòðè-
ìàòè ðåçóëüòàòè ∀n ∈ NN

f(x) =
1

2
(|x− 4|+ |x+ 4|).
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3.1 Iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Íüþòîíà

3.1.1 Ðiâíîâiääàëåíi âóçëè

Äëÿ n = 11 îòðèìà¹ìî òàêi âóçëè:

x0 x1 x2 x3 x4
−5 −2 1 4 7

Îòðèìàíà ïðîãðàìà äà¹ òàêi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëiâ íà çàäàíîìó âiäðiçêó

Pn(x) = x5 − x4 − 24x3 + 62x2 + 139x− 98.

3.1.2 ×åáèøîâñüêi âóçëè

Äëÿ n = 5 îòðèìà¹ìî òàêi âóçëè:

x0 x1 x2 x3 x4
−4.7063 −2.5267 1. 4.5267 6.7063

Pn(x) = x5 − 4.9738x4 + 123.667x2 + 284.23x− 352.197.

Ïîòðiáíî çàçíà÷èòè, ùî êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ çàçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ ε = 10−4 áiëÿ
íóëÿ, òîáòî ÿêùî |an| < ε, òî an áåðåòüñÿ ðiâíèì 0.

3.2 Ãðàôiêè ìíîãî÷ëåíiâ

Ðèñ. 1: Ðiâíîâiääàëåíi âóçëè
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Ïðîàíàëiçóâàâøè ãðàôiê ïîáóäîâàíîãî ïîëiíîìà Íüþòîíà ïî âiäïîâiäíèì âóçëàì, ìîæíà ñêàçàòè ùî
áëèæ÷å äî öåíòðó âiäðiçêà äîñÿãà¹òüñÿ äîñèòü âèñîêà òî÷íiñòü iíòåðïîëÿöi¨, ïðîòå ÷èì áëèæ÷å äî
êiíöiâ âiäðiçêó, òèì áiëüøîþ ñòà¹ ïîõèáêà, ïðè ÷îìó âîíà íå ¹ ñòàëîþ. Ïîãëÿíóâøè íà ãðàôiê ðiçíèöi
ïîëiíîìà òà ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ, âèäíî, ùî ïîõèáêà çðîñòà¹ ïðè ïðÿìóâàííi äî êðà¨â iíòåðâàëó.

Ðèñ. 2: ×åáèøiâñüêi âóçëè

Ïðîàíàëiçóâàâøè ãðàôiê ïîáóäîâàíîãî ïîëiíîìà, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äîñÿãíóòà äîñèòü âè-
ñîêà òî÷íiñòü íà âñüîìó iíòåðâàëi iíòåðïîëþâàííÿ. Òàêîæ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ÷åáèøîâñüêà
ñiòêà ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ÿê ñòàëiñòü âiäõèëåííÿ íà âñüîìó iíòåðâàëi.
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