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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé ìà¹ìî ðiâíÿííÿ f(x) = 0, x̄ � éîãî ðîçâ'ÿçîê, òîáòî f(x̄) = 0. Ïðîöåñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öüîãî
ðiâíÿííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà åòàïè:

1. Ïåðåâiðêà iñíóâàííÿ òà âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi êîðåíiâ.

2. Âiääiëåííÿ êîðåíiâ, òîáòî ðîçáèòòÿ R íà iíòåðâàëè, íà êîæíîìó ç ÿêèõ ðiâíî îäèí êîðiíü.

3. Îá÷èñëåííÿ íà êîæíîìó ç öèõ iíòåðâàëiâ êîðåíÿ iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ ε

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñòàâèòüñÿ çàäà÷à, ó ÿêié ó çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f íà çàäàíîìó ïðîìiæêó [a, b] ¹ ðiâíî
îäèí êîðiíü.

Ìåòà ëàáîðàòîðíî¨ ðîáîòè: ðåàëiçóâàòè ïóíêò 3 òðüîìà ðiçíèìè ìåòîäàìè, ïðîàíàëiçóâàòè êîæåí iç
íèõ, i çðîáèòè âiäïîâiäíi âèñíîâêè.

Áóëè âèêîðèñòàíi ìåòîäè ïðîñòî¨ iòåðàöi¨, ñi÷íèõ, òà õîðä äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéìåíøîãî çà ìîäóëåì
äîäàòíîãî êîðåíÿ ðiâíÿííÿ x4 − 4x3 + 5.5x2 − 3x+ 0.5 = 0 ç òî÷íiñòþ ε = 10−6.

2 Òåîðåòè÷íà ÷àñòèíà

2.1 Ìåòîä ïðîñòî¨ iòåðàöi¨

Ìåòîä ïîëÿãà¹ ó çàìiíi ðiâíÿííÿ f(x) = 0 åêâiâàëåíòíèì éîìó ðiâíÿííÿì x = ϕ(x). Äàëi çàïóñêà¹-
òüñÿ iòåðàöiéíèé ïðîöåñ âèãëÿäó xn+1 = ϕ(xn), äå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ x0 çàäà¹òüñÿ.

Äëÿ çáiæíîñòi ìåòîäó âàæëèâî ïðàâèëüíî ïåðåéòè äî ôóíêöi¨ ϕ, ïðîñòèì âèáîðîì ¹ ϕ(x) = x+ f(x),
à áiëüø ðîçóìíèì � ϕ(x) = x + τ(x) · f(x), äå τ(x) � çíàêîñòàëà íà [a, b] ôóíêöiÿ òàêà, ùî âèêîíóþ-
òüñÿ äîñòàòíi óìîâà çáiæíîñòi, òîáòî max

x∈[a,b]
|ϕ′(x)| ≤ q < 1 im = |x1−x0| ≤ δ(1−q), äå δ = max

x∈[a,b]
|x−x0|.

Ïåðåâàãè ìåòîäó: ïðîñòîòà, ïðè q < 1/2 ìåòîä çáiãà¹òüñÿ øâèäøå íiæ ìåòîä äiëåííÿ íàâïië, ìåòîä
óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ñèñòåìè.

Íåäîëiêè ìåòîäó: ïðè q > 1/2 çáiãà¹òüñÿ ïîâiëüíiøå íiæ ìåòîä äiëåííÿ íàâïië, âèíèêàþòü ñêëàäíîùi
ïðè çâåäåííi f(x) = 0 äî ϕ(x) = x.

2.2 Ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä Íüþòîíà

Ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä Íüþòîíà ïîëÿãà¹ ó ïðîâåäåííi íàñòóïíîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó: xn+1 = xn −
f(xn)/f ′(x0), äå x0 � çàäàíå. Âðàõîâóþ÷è, ùî ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä Íüþòîíà ¹ ïðîñòî ÷àñòèííèì âè-
ïàäêîì ìåòîäó ïðîñòî¨ iòåðàöi¨ (i ìåòîäó ðåëàêñàöi¨), òî äëÿ çáiæíîñòi äîñòàòíüî max

x∈[a,b]
|ϕ′(x)| ≤ q < 1.

Ïåðåâàãè ìåòîäó: íåìà¹ íåîáõiäíîñòi îá÷èñëþâàòè ïîõiäíó íà êîæíié iòåðàöi¨.

Íåäîëiêè ìåòîäó: ìà¹ ëèøå ëiíiéíó çáiæíiñòü, òîáòî |xn+1 − x̄| = O(|xk − x̄|).

2.3 Ìåòîä ñi÷íèõ

Ìåòîä ïîëÿãà¹ ó ïðîâåäåííi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó xn+1 = xn−
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
·f(xn), äå x0, x1 � çàäàíi.
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Ïåðåâàãè ìåòîäó: ñòåïiíü çáiæíîñòi ϕ =
(
1 +
√

5
)
/2, óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ñèñòåìè i ðiâíÿííÿ â C.

Íåäîëiêè ìåòîäó: çáiæíiñòü ìåòîäó çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ x0, i íåîáõiäíî f ∈ C(2)([a, b]).

3 Ïðàêòè÷íà ÷àñòèíà

Ïîïåðåäíié ãðàôi÷íèé àíàëiç ïîêàçó¹, ùî íàéìåíøèé çà ìîäóëåì äîäàòíié êîðiíü ïðèáëèçíî äîðiâ-
íþ¹ 0.29, òîìó øóêàòèìåìî êîðiíü íà ïðîìiæêó [a, b] = [0, 0.4].

3.1 Ìåòîä ïðîñòî¨ iòåðàöi¨

Âiçüìåìî τ(x) = 0.6, òîäi ϕ′(x) = x+ 0.6 · (x4 − 4x3 + 5.5x2 − 3x+ 0.5).

Ïîêàæåìî, ùî ϕ îïóêëà íà [0, 0.4], òîäi ¨¨ ìàêñèìóì íà îäíîìó ç êðà¨â iíòåðâàëó.

Ñïðàâäi, ϕ′′(x) = 6.6− 14.4x+ 7.2x2, ¨ ¨ êîðåíi x1,2 = 1±
√

1/3/2, x1,2 > 1/2 > 0.4.

Äàëi ïiäñòàâëÿ¹ìî êðà¨: |ϕ′(0)| = | − 0.8| = 0.8, |ϕ′(0.4)| = 0.8416 ⇒ q = max
x∈[a,b]

|ϕ′(x)| = 0.8416 < 1,

îòæå ìåòîä ãàðàíòîâàíî çiéäåòüñÿ.

Âiçüìåìî x0 =
a+ b

2
= 0.2.

Çíàéäåìî m = |x1 − x0| = 168/3125 = 0.05376 ≤ 0.16832 = δ(1− q), äå δ = max
x∈[a,b]

|x− x0| = 0.2.

Òàêèì ÷èíîì ìåòîä ãàðàíòîâàíî çiéäåòüñÿ.

Êiëüêiñòü iòåðàöié n ≥

 ln

(
ε(1− q)
(b− a)

)
ln q

+ 1 > 86.

Ñïðàâäi, ìåòîä óñïiøíî âiäïðàöüîâó¹, ïðè÷îìó çà çíà÷íî ìåíøó êiëüêiñòü iòåðàöié:
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n xn f(xn) |xn − xn−1|
1 0.2 0.0896 0.2
2 0.25376 0.0316717363 0.05376
3 0.2727630418 0.0152704811 0.019003
4 0.2819253304 0.0080599509 0.0091623
5 0.286761301 0.0044305753 0.004836
6 0.2894196461 0.0024864697 0.0026583
7 0.290911528 0.0014111068 0.0014919
8 0.2917581921 0.00080581 0.0008467
9 0.292241678 0.0004617709 0.0004835
10 0.2925187406 0.0002651468 0.0002771
11 0.2926778287 0.0001524198 0.0001591
12 0.2927692806 0.000087676 9.15e-05
13 0.2928218862 0.0000504525 5.26e-05
14 0.2928521577 0.0000290388 3.03e-05
15 0.292869581 0.0000167159 1.74e-05
16 0.2928796105 0.000009623 1e-05
17 0.2928853843 0.00000554 5.8e-06
18 0.2928887083 0.0000031895 3.3e-06
19 0.292890622 0.0000018363 1.9e-06
20 0.2928917237 0.0000010572 1.1e-06
21 0.292892358 0.0000006087 6e-07 *

3.2 Ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä Íüþòîíà

Áóäåìî øóêàòè êîðiíü íà [0.2, 0.3].

Ïåðåâiðèìî çáiæíiñòü çâè÷àéíîãî ìåòîäó Íüþòîíà:

Çíàéäåìî x0 äëÿ ÿêîãî f ′′(x0) · f(x0) > 0:

f ′′(x) = 11−24x+12x2 > 0 íà [0, 0.4], òîìó äîñòàòíüî ïðîñòî âèáðàòè x0 òàê, ùî f(x0) > 0, íàïðèêëàä
x0 = 0.2 äëÿ ÿêîãî f(x0) = 0.0896 > 0, òîäi |x0 − x̄| ≤ 0.1.

m1 = min
x∈[a,b]

f ′(x) M2 = max
x∈[a,b]

f ′′(x).

Óìîâà çáiæíîñòi q =
M2

2m1

|x0 − x̄| ≤ 1:{
f ′(0.2) = −1.248

f ′(0.3) = −0.672
⇒ m1 = 0.672

{
f ′′(0.2) = 6.68

f ′′(0.3) = 4.88
⇒M2 = 6.68

q ≤ 6.68

1.344
· 0.1 ≈ 0.497 < 1, îòæå ìåòîä ãàðàíòîâàíî çiéäåòüñÿ.
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Êiëüêiñòü iòåðàöié n ≥

 ln

(
|x0 − x̄|

ε

)
ln(1/q)

+ 1 > 17.

Àëå öå îöiíêà íà êiëüêiñòü iòåðàöié ìåòîäó Íüþòîíà à íå ìîäèôiêîâàíîãî, òîìó ìîæå áóòè áiëüøå
iòåðàöié.

Ñïðàâäi, ìåòîä óñïiøíî âiäïðàöüîâó¹:

n xn f(xn) |xn − xn−1|
1 0.2 0.0896 0.2
2 0.2444444444 0.0404538333 0.0444444
3 0.26451083 0.0221485969 0.0200664
4 0.2754972372 0.0130723485 0.0109864
5 0.281981537 0.008017075 0.0064843
6 0.2859582608 0.0050249356 0.0039767
7 0.2884507884 0.003190859 0.0024925
8 0.2900335557 0.0020425975 0.0015828
9 0.291046749 0.0013141928 0.0010132
10 0.2916986303 0.0008482741 0.0006519
11 0.2921194012 0.00054867 0.0004208
12 0.2923915589 0.0003553566 0.0002722
13 0.2925678271 0.0002303515 0.0001763
14 0.2926820887 0.000149403 0.0001143
15 0.2927561974 0.0000969357 7.41e-05
16 0.2928042806 0.0000629086 4.81e-05
17 0.2928354852 0.0000408321 3.12e-05
18 0.2928557393 0.0000265056 2.03e-05
19 0.2928688869 0.0000172068 1.31e-05
20 0.292877422 0.0000111707 8.5e-06
21 0.292882963 0.0000072522 5.5e-06
22 0.2928865603 0.0000047084 3.6e-06
23 0.2928888958 0.0000030569 2.3e-06
24 0.2928904121 0.0000019846 1.5e-06
25 0.2928913966 0.0000012885 1e-06 *

3.3 Ìåòîä ñi÷íèõ

Ïî÷íåìî ç x0 = 0.05, x1 = 0.1. Àïðiîðíèõ óìîâ çáiæíîñòi íåìà¹, òîìó ïðîñòî ïåðåâiðèìî ÷è ìåòîä
çiéäåòüñÿ ïåðåâiðÿþ÷è íà êîæíié iòåðàöi¨ óìîâè |xn − xn−1| < ε òà |f(xn)| < ε.

n xn f(xn) xn − xn−1
1 0.1 0.2511 0.05
2 0.2119420451 0.0751672237 0.1119420451
3 0.2597692489 0.026269176 0.0478272038
4 0.2854631426 0.0053930356 0.0256938937
5 0.292100772 0.0005619159 0.0066376294
6 0.2928728061 0.000014435 0.0007720341
7 0.2928931617 0.0000000404 0.0000203556
8 0.2928932188 0.0000000000 0.0000000571 *
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4 Âèñíîâêè

ßê áà÷èìî, ìè àáî çàîùàäæó¹ìî íà àíàëiçi (äîñëiäæåííi) ôóíêöi¨ àëå âèãðà¹ìî ó ïðîñòîòi ìåòîäó,
àáî æ çàîùàäæó¹ìî íà êiëüêîñòi iòåðàöié/øâèäêîäi¨, àëå äîäàòêîâî àíàëiçó¹ìî ôóíêöiþ (îá÷èñëþ¹ìî
ïîõiäíi, ñêií÷åííi ðiçíèöi, òîùî).
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