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5 Дослiдження узагальнених розв’язкiв
граничних задач

5.1 Математичний апарат дослiдження
узагальнених розв’язкiв граничних задач

5.1.1 Допомiжнi результати

При дослiдженнi властивостей узагальнених розв’язкiв граничних задач
ми будемо користуватися апаратом функцiонального аналiзу, тому нага-
даємо деякi важливi поняття.

Визначення 5.1.1.1. Нехай E — лiнiйний нормований простiв, тодi буде-
мо говорити, що сукупнiсть елементiв E′ ⊂ E є всюди щiльною в E, якщо
будь-який елемент E можна представити як границю в нормi E елементiв
з E′.

Визначення 5.1.1.2. Якщо в E iснує злiчена всюди щiльна множина, то
E називають сепарабельним простором.

Визначення 5.1.1.3. Простiр E називають повним, якщо для будь-якої
фундаментальної в E послiдовностi iснує граничний елемент, що нале-
жить E.
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Визначення 5.1.1.4. Повний лiнiйний нормований простiр називається
банаховим простором.

Визначення 5.1.1.5. Банаховий простiр H в якому для будь-яких двох
елементiв u, v ∈ H визначений скалярний добуток (u, v)H з усiма власти-
востями скалярного добутку називають гiльбертовим простором.

Визначення 5.1.1.6. Послiдовнiсть (un) ∈ H будемо називати такою, що
слабко збiгається в H до елементу u, якщо (un − u, v)H −−−→

n→∞
0, ∀v ∈ H.

Визначення 5.1.1.7. Множина M банахового (гiльбертового) простору
B називається компактною, якщо будь-яка нескiнчена пiдмножина M
мiстить збiжну в просторi B (пiд)послiдовнiсть.

Визначення 5.1.1.8. Лiнiйним функцiоналом ` у гiльбертовому просторi
H будемо називати лiнiйну неперервну числову функцiю `(u), визначену
для кожного u ∈ H.

Визначення 5.1.1.9. Функцiонал є неперервним якщо числова послiдов-
нiсть `(un) −−−→

n→∞
`(u) для un

H−→ u.

Твердження 5.1.1.1
Будь-який неперервний лiнiйний функцiонал є також i обмеженим
(|`(u)| ≤ C‖u‖H), i навпаки.

Теорема 5.1.1.1 (Фрiдьєша Рiса—Фiшера про представлення лiнiйно-
го неперервного функцiоналу в гiльбертовому просторi)
Будь-який неперервний лiнiйний функцiонал `, заданий у гiльбер-
товому просторi H може бути представлений у виглядi скалярного
добутку `(u) = (u, v)H , при цьому v визначається для кожного фун-
кцiоналу ` єдиним чином. Окрiм цього, ‖`‖ = ‖v‖H .

2



Визначення 5.1.1.10. Лiнiйний оператор A, який дiє з банахового про-
стору B1 у банахiв простiв B2, називається обмеженим, якщо iснує така
константа C, що для будь-якого елементу f ∈ D(A) ⊂ B1 виконується
нерiвнiсть ‖Af‖B2 ≤ C‖f‖B1 .

Визначення 5.1.1.11. Лiнiйний оператор A, який дiє з банахового про-
стору B1 у банахiв простiв B2, називається неперервним на елементi
f ∈ D(A) ⊂ B1, якщо для будь-якої послiдовностi елементiв

D(A) 3 fn −−−→
n→∞

f ∈ D(A),

де збiжнiсть розумiється у нормi банохового простору B1, числова послi-
довнiсть ‖Afn‖B2 збiгається до елемента ‖Af‖B2 .

Визначення 5.1.1.12. Якщо оператор A неперервний на кожному еле-
ментi банахового простору B1, його називають неперервним.

Твердження 5.1.1.2
Для того щоб лiнiйний оператор A був неперервним необхiдно i до-
статньо щоб цей оператор був обмеженим.

Нехай D(A?) ⊂ H, пiдмножина елементiв гiльбертового простору H, з
наступними властивостями: для будь-якого g ∈ D(A?) iснує такий еле-
мент h ∈ H, що для усiх f ∈ D(A) виконується рiвнiсть (Af, g) = (f, h).

Визначення 5.1.1.13. Тодi кажуть, що на множинi D(A?) заданий опе-
ратор A?, який ставить у вiдповiднiсть елементу g ∈ D(A?) елемент h =
A?g. Оператор A? називається спряженим до оператора A.

Твердження 5.1.1.3
Для спряженого оператора виконується (Af, g) = (f, A?g).

Визначення 5.1.1.14. Якщо A = A?, то A називається самоспряженим.
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Визначення 5.1.1.15. Будемо називати лiнiйний оператор A, який дiє
з гiльбертового простору H у себе, цiлком неперервним (eng. compact
operator), якщо вiн переводить будь-яку обмежену множину елементiв H
у компактну множину елементiв.

Визначення 5.1.1.16. Оператор A, який дiє у гiльбертовому просторi
називається скiнченно-вимiрним (n-вимiрним), якщо вiн вiдображає гiль-
бертов простiр H у його (n-вимiрний) пiдпростiр.

Теорема 5.1.1.2 (про представлення цiлком неперервного оператора)
Для того щоб заданий на сепарабельному гiльбертовому просторi H
лiнiйний обмежений оператор A iз H в H був цiлком неперервним
необхiдно i достатньо щоб для довiльного ε > 0 iснувало цiле число
n(ε) i такi лiнiйнi оператори A1 та A2, A1 — n-вимiрний), а A2 ≤ ε,
що A = A1 + A2.

5.1.2 Матричне представлення лiнiйного обмеженого операто-
ра

Нехай A — лiнiйний обмежений оператор, який дiє з сепарабельного гiль-
бертового простору H в H нехай DA = H, {ei}∞i=1 — ортонормований
базис H. Розглянемо нескiнченну матрицю з елементами

ai,j = (Aei, ej) = (ei, A
?ej), i, j = 1, 2, . . . (5.1.1)

Визначення 5.1.2.1. Будемо називати її матричним представленням
оператора A по базису {ei}∞i=1.

Оскiльки ai,j = (Aei, ej) — коефiцiєнт Фур’є елемента Aei, то з рiвностi
Парсеваля—Стєклова будемо мати, що

∞∑
j=1

|ai,j|2 = ‖Aei‖2 ≤ ‖A‖2 = ‖A?‖2. (5.1.2)

Вiзьмемо довiльний елемент f ∈ H i нехай f =
∑∞

i=1 fiei — його розви-
нення в ряд Фур’є. Оскiльки Af ∈ H, то його коефiцiєнти Фур’є мають
вигляд

(Af)j = (Af, ej) =

(
A
∞∑
i=1

fiei, ej

)
=
∞∑
i=1

fi(Aei, ej) =
∞∑
i=1

fiai,j, j ≥ 1.

(5.1.3)
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Ряд в правiй частинi збiгається абсолютно, оскiльки його загальний член
мажорується загальним членом збiжного ряду 1

2
(|fi|2 + |ai,j|2) (за нерiв-

нiстю Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним). Пiд-
ставляючи значення коефiцiєнтiв Фур’є в ряд Фур’є Af =

∑∞
j=1(Af)jej,

отримаємо

Af =
∞∑
j=1

(ai,jfi) ej. (5.1.4)

Таким чином, для довiльного елементу f ∈ H елемент Af ∈ H може
бути знайдений за формулою (5.1.4) лише з використанням матрицi ai,j.

Твердження 5.1.2.1
Матричне представлення спряженого оператора A? в базисi {ei}∞i=1

записується через матрицюз елементами

a?i,j = (A?ei, ej) = (ei, Aej) = āj,i, i, j = 1, 2, . . .

тобто через транспоновану i комплексно-спряжену.

5.1.3 Стискаючий лiнiйний оператор

Результати викладенi в цьому параграфi справедливi для будь-якого ба-
нахового простору, але ми розглянемо лише випадок коли лiнiйний опе-
ратор дiє в сеперебельному гiльбертовому просторi H.

Визначення 5.1.3.1. Будемо називати лiнiйний оператор A що дiє з H
в H стискаючим якщо ‖A‖H < 1.

Лема 5.1.3.1
Якщо A лiнiйний стискаючий оператор з H в H, то iснує заданий на
H оператор (I − A)−1 з H в H такий що ‖(I − A)−1‖ ≤ 1

1−‖A‖ .

Доведення. Розглянемо рiвняння

(I − A)f = g, (5.1.5)

i покажемо, що для довiльного g ∈ H єдиним розв’язком є розв’язок, що
представляється збiжним в H рядом

f =
∞∑
k=0

Akg, (5.1.6)
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де A0 = I.

Цей ряд збiжний, оскiльки H – повний простiр, а частковi суми ряду
fm =

∑m
k=0A

kg утворюють фундаментальну послiдовнiсть: при p > m:

‖fp − fm‖ = ‖Apg + . . .+ Am+1g‖ ≤
≤ ‖Apg‖+ . . .+ ‖Am+1g‖ ≤
≤ ‖g‖

(
‖A‖m+1 + . . .

)
=

= ‖g‖ · ‖A‖
m+1

1− ‖A‖
→ 0,

при m, p→∞.

Елемент f ∈ H є розв’язком рiвняння (5.1.5) оскiльки

(I − A)f = (g + Ag + A2g + . . .)− (Ag + A2g + . . .) = g.

Цей розв’язок єдиний. Дiйсно, якщо припустити, що iснують два елемен-
ти f1 та f2, то f = f1−f2 задовольняє однорiдному рiвнянню (I−A)f = 0.
Тому має мiсце оцiнка ‖f‖ = ‖Af‖ ≤ ‖A‖‖f‖, звiдки або ‖A‖ ≥ 1 i отри-
мали суперечнiсть, або f = 0 i f1 = f2.

Тобто оператор (I−A)−1 iснує, визначений на усьому просторiH. Оскiль-
ки

‖(I −A)−1g‖ = ‖g+Ag+ . . .+Amg+ . . . ‖ ≤ ‖g‖(1 + ‖A‖+ . . .) ≤ ‖g‖
1− ‖A‖

для усiх g ∈ H, то оператор (I − A)−1 є обмеженим.

Зауваження 5.1.3.1 — В припущеннях цiєї леми iснує також обме-
жений оператор (I − A?)−1, оскiльки ‖A‖ = ‖A?‖. При цьому (I −
A?)−1 = ((I − A)−1)

?.

5.1.4 Представлення операторного рiвняння з цiлком неперер-
вним оператором у скiнчено вимiрному виглядi

З теореми про представлення цiлком неперервного оператора в сепара-
бельному гiльбертовому просторi, операторне рiвняння (I − λA)f = g
можна представити у виглядi

(I − λA2)f − λA1f = g, (5.1.7)
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де оператор A1 — n-вимiрний, а |λ|‖A2‖ ≤ ε < 1. Позначимо (I−λA2)f =
h. За лемою 1 оператор (I−λ2A) має на H заданий обмежений оператор
(I − λA2)−1, при цьому f = (I − λA2)−1h.

Таким чином операторне рiвняння (5.1.7) перепишеться у виглядi

h− λA1(I − λA2)−1h = g. (5.1.8)

Для спряженого рiвняння

(I − λ̄A?)f ? = g? (5.1.9)

можна записати представлення

(I − λ̄A?
2)f ? − λ̄A?

1f
? = g?. (5.1.10)

Застосуємо до останнього рiвняння оператор(
I − λ̄A?

2

)−1
,

отримаємо еквiвалентне рiвняння:

f ? − λ̄
(
I − λ̄A?

2

)−1
A?

1f
? = z?, x? =

(
I − λ̄A?

2

)−1
g?. (5.1.11)

При цьому оператор
(
I − λ̄A?

2

)−1
A?

1 буде спряженим до оператора A1(I−
λA2)−1. Враховуючи скiнченновимiрнiсть оператора A1 скiнченновимiр-
ним буде також оператор A1(I − λA2)−1, тобто його матричне представ-
лення може бути записане через елементи базису {e1, e2, . . . , en} i при
цьому

∞∑
i=1

|ai,j|2 =
∥∥A1(I − λA2)−1

∥∥2
.

Рiвняння (5.1.8) можна представити у виглядi∑
j

hjej − λ
∑
j

∑
i

hiai,jej =
∑
j

ghej,

яке еквiвалентне алгебраїчнiй системi рiвнянь для коефiцiєнтiв Фур’є
h1, h2, . . . , hm, . . . елементу h:

hj − λ
∞∑
i=1

ai,jhi = gj, j ≤ n, hj = gj, j > n.
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Оскiльки j > n: hj = gj, тобто вiдомi, то остання система зводиться до
системи алгебраїчних рiвнянь

hj − λ
n∑

i=1

ai,jhi = gj + λ

∞∑
i=n+1

ai,jgj, j ≤ n. (5.1.12)

Аналогiчним чином спряжене рiвняння (5.1.11) можна замiнити систе-
мою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв Фур’є
f ?
j , j = 1, 2, . . . елемента f ? через коефiцiєнти Фур’є z?j , j = 1, 2, . . . еле-
мента z? = (I − λ̄A?

2)−1g?. При цьому для f ?
j , j ≤ n отримаємо лiнiйну

алгебраїчну систему

f ?
j − λ̄

n∑
i=1

āj,if
?
j = z?j , j = 1, 2, . . . , n. (5.1.13)

При цьому

f ?
j = z?j = λ̄

n∑
i=1

āj,if
?
j , j > n. (5.1.14)

5.1.5 Теореми Фредгольма для операторного рiвняння

Розглянемо операторнi рiвняння другого роду з лiнiйним цiлком непе-
рервним оператором A, який дiє з гiльбертового простору H у гiльбертiв
простiр H:

f − λAf = g, (5.1.15)

спряжене рiвняння[
f ? − λA? − f ? = g? (5.1.16)

та однорiднi рiвняння:
f − λAf = 0, (5.1.17)

f ? − λA? − f ? = 0, (5.1.18)

де λ — комплекснозначний параметр.

Для вказаних рiвнянь має мiсце теореми Фредгольма, якi узагаль-
нюють вiдомi нам теореми Фредгольма для iнтегральних рiвняння Фре-
дгольма другогороду (iнтегральний оператор з неперервним та полярним
ядром є цiлком неперервним).
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Теорема 5.1.5.1 (Фредгольма для операторного рiвняння, перша)
Якщо однорiдне рiвняння (5.1.17) має при даному значенi параметру
λ лише тривiальний розв’язок, то спряжене рiвняння (5.1.18) теж має
лише тривiальний розв’язок, а неоднорiдне рiвняння (5.1.15) i спря-
жене до нього неоднорiдне рiвняння (5.1.14) мають єдинi розв’язки
для будь-яких g, g? ∈ H.

Доведення. Розглянемо системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (5.1.12)
та (5.1.13), матрицi цих систем є ермiтово спряженими, таким чином мо-
дулi визначникiв цих матриць спiвпадають. Якщо для одна з цих систем
має розв’язок при довiльному вiльному членi (тобто визначник вiдмiнний
вiд нуля) то i спряжене рiвняння має розв’язок для довiльного вiльного
члена.

Тодi, зокрема, розв’язки однорiдного рiвняння i спряженого рiвняння
тiльки тривiальнi.

Якщо одне з однорiдних рiвнянь має лише тривiальний розв’язок (тобто
вiдповiдний визначник не дорiвнює нулю) то спряжене однорiдне рiв-
няння має лише тривiальний розв’язок, при цьому неоднорiднi системи
(5.1.12) та (5.1.13) мають єдинi розв’язки для довiльних вiльних членiв.
Ту саму властивiсть мають рiвняння (5.1.7) та (5.1.10). Дiйсно, нехай
рiвняння (5.1.7) або (5.1.10) має розв’язок для довiльного вiльного чле-
на g ∈ H (або g? ∈ H). Або те ж саме рiвняння (5.1.8) та (5.1.11) має
розв’язок для довiльного вiльного члена g ∈ H (або z? ∈ H), зокрема i
для g ∈ H (або z? ∈ H), якi натягнутi на елементи базису e1, e2, . . . , en.

Таким чином система алгебраїчних рiвнянь (5.1.12) або (5.1.13) мають
розв’язки для довiльного вiльного члена, тому визначник цих систем
вiдмiнний вiд нуля, а значить вiдповiднi однорiднi системи рiвнянь мають
лише тривiальнi розв’язки.

Зворотньо, нехай одне з однорiдних рiвнянь (5.1.17) або (5.1.18) має лише
тривiальний розв’язок, тодi вiдповiдна однорiдна система лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь для (5.1.12), (5.1.13) мають лише тривiальнi розв’язки.
Визначники обох систем вiдмiннi вiд нуля, тобто неоднорiднi системи
(5.1.12), (5.1.13) мають єдинi розв’язки для довiльних вiльних членiв,
а тодi єдинi розв’язки мають рiвняння (5.1.15), (5.1.16) для довiльних
вiльних членiв з H.
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Теорема 5.1.5.2 (Фредгольма для операторного рiвняння, друга)
Однорiдне рiвняння (5.1.17) може мати нетривiальний розв’язок ли-
ше для злiченної множини значень параметру λ = λk, k = 1, 2, . . .,
кожне з яких має скiнченну кратнiсть. Спряжене рiвняння (5.1.18)
має нетривiальний розв’язок тодi i лише тодi, коли параметр λ = λ̄k,
k = 1, 2, . . ., при цьому кратнiсть λk i λ̄k спiвпадає.

Доведення. Для довiльного значення параметра λ викон rang(E−λA) =
rang(E− λ̄A?) = q ≤ n, де A = (ai,j), A? = (āj,i), i, j = 1, 2, . . . , n. Таким
чином однорiднi для (5.1.12) та (5.1.13) системи рiвнянь мають однакову
кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв, що рiвна n − q. Для випадку,
коли q < n число λ будемо визначати як характеристичне число, число
r = n− q є кратнiсть характеристичного числа λ, а вiдповiднi розв’язки
(n-вимiрнi вектори) f (1), f (2), . . . , f (r) як власнi вектори числа λ. При цьо-
му спряжене однорiдне рiвняння для (5.1.13) має характеристичне число
λ i власнi вектори f ?(1), f ?(2), . . . , f ?(r).

Теорема 5.1.5.3 (Фредгольма для операторного рiвняння, третя)
Рiвняння (5.1.15) при λ = λk, кратностi rk має розв’язок тодi i
лише тодi, коли вiльний член g ортогональний до усiх розв’язкiв
спряженого однорiдного рiвняння f ?

k+j,j=0..rk−1, тобто (g, f ?
k+j)H = 0,

j = 0..rk − 1. Тодi розв’язок неєдиний i визначається з точнiстю до
лiнiйної оболонки натягнутої на систему власних функцiй характе-
ристичного числа λk, тобто f = f0 +

∑rk−1
j=0 cjfk+j, де f0 — частинний

розв’язок неоднорiдного рiвняння (5.1.15).

Доведення. Для випадку, коли параметр λ є характеристичним числом,
то для iснування розв’язку неоднорiдної системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (5.1.12) згiдно теореми Кронекера—Капеллi необхiдно i доста-
тньо щоб вiльний член системи (5.1.12) був ортогональним до усiх роз-
в’язкiв спряженого однорiдного рiвняння. Тобто

0 =
n∑

j=1

(
gj + λ

∞∑
i=n+1

ai,jgi

)
f
?(s)
j =

n∑
j=1

gj f̄
?(s)
j +

∞∑
j=n+1

gj f̄
?(s)
j = (g, f ?).

(5.1.19)
Розв’язок рiвняння (5.1.15) очевидно може бути записаний у виглядi
f (0) +

∑r
s=1 csf

(s), де f (0) — довiльний розв’язок неоднорiдного рiвнян-
ня, cs, s = 1, . . . , r — довiльнi константи.
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5.1.6 Простiр W k
2 (Ω) та його властивостi

Нехай Ω — обмежена область з границею S, яка задовольняє умовi Лi-
пшиця. Нехай C∞(Ω̄) — множина функцiй неперервних з усiма їх по-
хiдними в областi Ω̄. Позначимо через C∞0 (Ω) множину усiх функцiй з
C∞(Ω̄), якi мають компактний носiй в областi Ω, тобто усi функцiї з мно-
жини C∞0 (Ω̄) тотожно перетворюються в нуль в околi границi S разом з
усiма своїми похiдними.

Твердження 5.1.6.1
Для функцiй з класiв C∞0 (Ω) та C∞(Ω̄) можна ввести скалярний до-
буток

(u, v)L2(Ω) =

ˆ
Ω

u(x)v̄(x) dx,

який породжує норму

‖u‖2
L2(Ω) =

ˆ
Ω

u(x)ū(x) dx.

Твердження 5.1.6.2
Для функцiй з класiв C∞0 (Ω) та C∞(Ω̄) можна ввести скалярний до-
буток i в iншiй спосiб: нехай k — цiле невiд’ємне число. Тодi

(u, v)Wk
2 (Ω) =

∑
|i|≤k

ˆ
Ω

DiuDiv dx, (5.1.20)

де

Diu =
∂i1+i2+...+inu

∂xi11 ∂x
i2
2 . . . ∂x

in
n

. (5.1.21)

Твердження 5.1.6.3
Скалярний добуток (5.1.20) породжує норму

‖u‖2
Wk

2 (Ω) = (u, u)Wk
2 (Ω) =

∑
|i|≤k

ˆ
Ω

DiuDiu dx. (5.1.22)

Ця функцiя вiдповiдає усiм аксiомам норми i таким чином простiр C∞(Ω̄)

11



iз введеною нормою ‖u‖Wk
2 (Ω) стає нормованим простором, який ми бу-

демо позначати Sk
2 (Ω). Збiжнiсть у цьому просторi означає, що, якщо

‖un − u‖Wk
2 (Ω) −−−→

n→∞
0, то ‖Diun − Diu‖L2(Ω) −−−→

n→∞
0, ∀|i| ≤ k, тобто в

просторi Sk
2 (Ω) по нормi L2(Ω) збiгається послiдовнiсть функцiй та по-

слiдовнiсть усiх частинних похiдних до k-го порядку включно.

Особливiстю нормованого простору Sk
2 (Ω) є його неповнота, тобто не

будь-яка фундаментальна по нормi простору Sk
2 (Ω) послiдовнiсть буде

мати границю, що належить цьому простору.

Важливим для подальшого буде наступна властивiсть похiдних функцiй
з класу Sk

2 (Ω):ˆ
Ω

Diu(x)ψ(x) dx = (−1)|i|
ˆ

Ω

u(x)Diψ(x) dx, ∀u ∈ Sk
2 (Ω), ψ ∈ C∞0 (Ω).

(5.1.23)
Для побудови повного простору з нормою W k

2 (Ω) будемо використовува-
ти стандартну процедуру поповнення.

У випадку k = 0 повним простором, який мiстить в собi S0
2(Ω) та щiльну

множину C∞(Ω̄) є простiр L2(Ω).

Для випадку k > 0 скалярний добуток введений в Sk
2 (Ω) не може бути

розширений на усi елементи простору L2(Ω), оскiльки не усi елементи
цього простору мають похiднi в якому-небудь розумному сенсi.

Розглянемо послiдовнiсть {un} фундаментальну в Sk
2 (Ω). Тобто

‖un − um‖Wk
2 (Ω) −−−−→

n,m→∞
0,

або
‖Diun −Dium‖L2(Ω) −−−−→

n,m→∞
0, |i| ≤ k.

Можливi два випадки:

1. Послiдовнiсть {un} збiгається до деякого елементу u в Sk
2 (Ω), тобто

‖un − u‖Wk
2 (Ω) −−−→

n→∞
0

i елемент u ∈ Sk
2 (Ω), тобто u ∈ C∞(Ω). При цьому послiдовнiсть

{Diun} −−−→
n→∞

Diu по нормi L2(Ω) для |i| ≤ k.

2. Послiдовнiсть {un} збiгається до деякого u по нормi Sk
2 (Ω), але еле-

мент u 6∈ Sk
2 (Ω), тобто u 6∈ c∞(Ω). В цьому випадку u (як граничний

елемент фундаментальної послiдовностi) будемо додавати до про-
стору Sk

2 (Ω).
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Якщо до простору Sk
2 (Ω) додати границi усiх фундаментальних по нор-

мi W k
2 (Ω) послiдовностей, то ми отримаємо повний нормований простiр

який позначатимемо W k
2 (Ω).

Покажемо, що будь-який елемент u ∈ W k
2 (Ω) має похiднi до k-го порядку

включно Дiйсно, якщо u ∈ C∞(Ω), то ця функцiя має похiднi будь-якого
порядку в класичному розумiннi. Якщо u є границею деякої фундамен-
тальної послiдовностi, тобто u = limn→∞ un, то послiдовнiсть {Diun},
як вже зазаначалося, фундаментальна по нормi L2(Ω), оскiльки простiр
L2(Ω) є повним, то послiдовнiсть {Diun} збiгається по нормi L2(Ω) до
деякого елементу v(i) ∈ L2(Ω).

Визначення 5.1.6.1. Саме функцiю v(i) i можна вважати узагальненою
похiдною функцiї u ∈W k

2 (Ω). Тобто limn→∞Diun = v(i) в L2(Ω).

Твердження 5.1.6.4
Покажемо, що v(i) задовольняє iнтегральнiй тотожностi (5.1.23).

Доведення. Справдi,
ˆ

Ω

Diunψ(x) dx = (−1)|i|
ˆ

Ω

unD
iψ(x) dx,

перейдемо до границi при n→∞ в лiвiй i правiй частинi:
ˆ

Ω

v(i)ψ(x) dx = (−1)|i|
ˆ

Ω

uDiψ(x) dx. (5.1.24)

Остання рiвнiсть i показує, що v(i) можна вважати похiдною Diu.

Зауваження 5.1.6.1 — Можна показати що така похiдна єдина.

Зауваження 5.1.6.2 — Аналогiчно просторуW k
2 (Ω) можна побуду-

вати простiр
◦
W

k

2(Ω), який будується за допомогою процедури попов-
нення простора C∞0 (Ω).
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