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4 Äîñëiäæåííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè-

÷íî¨ ôiçèêè òà ìåòîäiâ ïîáóäîâè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ

4.1 Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òà äi¨ íàä íèìè

Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié âèíèêëî ÿê ðåçóëüòàò ïðèðîäíîãî ðîç-
øèðåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨. Òàê, âèêîíàííÿ äåÿêèõ äié íàä
êëàñè÷íèìè ôóíêöiÿìè âèâîäèòü çà ìåæè òàêèõ. Âïåðøå óçàãàëüíåíó
ôóíêöiþ â ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ ó 1947 ðîöi ââiâ àíãëiéñüêèé ôiçèê
Ïîëü Äiðàê ó ñâî¨õ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ äîñëiäæåííÿõ. Òàêà ôóíêöiÿ
îòðèìàëà íàçâó δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà. Öÿ ôóíêöiÿ äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ïðî-
ñòîðîâó ùiëüíiñòü ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè (ìàñè, âåëè÷èíè çàðÿäó, iíòåíñèâ-
íîñòi äæåðåëà òåïëà, ñèëè òîùî) çîñåðåäæåíî¨ àáî ïðèêëàäåíî¨ â îäíié
òî÷öi.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, ÿêèé äà¹ óÿâëåííÿ ïðî δ-ôóíêöiþ.

Ïðèêëàä 4.1.0.1

Íåõàé ε-îêië òî÷êè x ïðÿìî¨ ¹ äæåðåëîì òåïëà îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíî-
ñòi. Áóäåìî ïðèïóñêàòè òàêîæ, ùî äæåðåëî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå
ïî äîâæèíi ε-îêîëó. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ, äæåðåëî òåïëà ìîæå
áóòè îïèñàíå íàñòóïíîþ ôóíêöi¹þ

fε(x) =


0, x < −ε,
1/2ε, −ε ≤ x < ε,

0, ε ≤ x.

(4.1.1)

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.1 � Ïðè öüîìó âàæëèâî, ùî ñóìàðíà êiëüêiñòü
òåïëà, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ ε-îêîëîì äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òîáòî

∞̂

−∞

fε(x) dx = 1. (4.1.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôiçè÷íèé ðîçìið äæåðåëà òàêèé ìàëèé, ùî éîãî ðîçìi-
ðàìè ìîæíà íåõòóâàòè, òîáòî áóäåìî ââàæàòè ùî äæåðåëî ¹ òî÷êîâèì.
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Â öüîìó âèïàäêó ïðèðîäíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ

f0(x) = lim
ε→0

fε(x) =

{
0, x 6= 0,

∞, x = 0.
(4.1.3)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíòåãðàë Ëåáåãà ôóíêöi¨ f0(x) iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ:

∞̂

−∞

f0(x) dx = 0. (4.1.4)

Òîáòî êîðèñòóþ÷èñü çâè÷àéíèì ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì (ïîòî÷êîâîþ ãðà-
íèöåþ) ìè îòðèìó¹ìî ôóíêöiþ, ÿêà íå ìîäåëþ¹ îäèíè÷íå òî÷êîâå äæå-
ðåëî òåïëà.

Äëÿ êîðåêòíîãî âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ðîçãëÿäàòè çà-
ìiñòü ñèëüíî¨ (ïîòî÷êîâî¨) ãðàíèöi, ñëàáêó ãðàíèöþ.

Ââåäåìî íàáið ïðîáíèõ ôóíêöié D(Rn) = C0
∞(Rn) � ìíîæèíó íåñêií÷åí-

íî äèôåðåíöiéîâíèõ â Rn ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.2 � Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ ìà¹ êîìïàêòíèé íî-
ñié ÿêùî iñíó¹ êóëÿ UA(0) ðàäióñó A, çà ìåæàìè ÿêî¨ ôóíêöiÿ îáåð-
òà¹òüñÿ â òîòîæíié íóëü ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Òâåðäæåííÿ 4.1.0.1

Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0

∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx = ϕ(0) (4.1.5)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R1).
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi:∣∣∣∣∣∣
∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞̂

−∞

fε(x)(ϕ(x)− ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2ε

εˆ

ε

|ϕ(x)− ϕ(0)| dx =

=
η(ε)

2ε

εˆ

ε

dx = η(ε) −−→
ε→0

0.

(4.1.6)

Öå îçíà÷à¹, ùî ñëàáêà ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ ϕ(0) äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R1).

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.3 � Òóò ìè âèíåñëè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïiäiíòå-
ãðàëíüî¨ ôóíêöi¨ g(x) = |ϕ(x) − ϕ(0)| ç-ïiä iíòåãðàëó, òîáòî η(ε) =
g(ξ) = |ϕ(ξ)− ϕ(0)|, äå ξ = ξ(ε) � ÿêàñü ñåðåäíÿ òî÷êà, ξ ∈ (−ε, ε).

Äàëi, |ϕ(ξ)− ϕ(0)| → 0 ïðè ξ → 0, à ξ → 0 ïðè ε→ 0 áî |ξ| < |ε|.

Íàðåøòi, η(ε) → 0 ïðè ε → 0 àäæå ϕ � íåïåðåðâíà, òîáòî |ϕ(ξ) −
ϕ(0)| → 0 ïðè ξ → 0, i çíîâó-æ-òàêè ξ → 0 ïðè ε→ 0 áî |ξ| < |ε|.

Òàêèì ÷èíîì δ-ôóíêöiþ Äiðàêà ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê ñëàáêó ãðàíèöþ
ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöi¨ fε íà ìíîæèíi D(R1), ùî çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà ϕ(0)
ïðè ε→ 0.

Ìîæíà çàïèñàòè

lim
ε→0

∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx =

∞̂

−∞

δ(x)ϕ(x) dx. (4.1.7)

Îñòàííþ ðiâíiñòü áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiî-
íàë, ÿêèé áóäü-ÿêié ôóíêöi¨ ϕ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî ϕ(0).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.1 (óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ f
áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë çàäàíèé íà

ìíîæèíi îñíîâíèõ (ïðîáíèõ) ôóíêöié ϕ ∈ D(Rn).
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.4 � Ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ðîçóìi¹ìî â òðà-
äèöiéíîìó ñåíñi:

〈f, a1ϕ1 + a2ϕ2〉 = a1 〈f, ϕ1〉+ a2 〈f, ϕ2〉 , (4.1.8)

i
lim
k→∞
〈f, ϕk〉 = 0, (4.1.9)

äëÿ äîâiëüíî¨ {ϕk}∞k=1 òàêî¨, ùî Dα1...αnϕk(x) −−−→
k→∞

0 äëÿ äîâiëüíèõ
α1, . . . , αn.

Ñåðåä óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié âèäiëÿþòü êëàñ ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.2 (ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨). Ðåãóëÿðíèìè íàçèâàþòüñÿ ôóí-

êöi¨, ÿêi ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

ϕ 7→ 〈f, ϕ〉 =

˚

Rn

f(x)ϕ(x) dx (4.1.10)

ç ôóíêöi¹þ f(x) ∈ L1
loc

� òîáòî àáñîëþòíî iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ íà áóäü-

ÿêîìó êîìïàêòi, ùî íàëåæèòü Rn.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.5 � Êîæíà ëîêàëüíî iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ âè-
çíà÷à¹ ¹äèíó ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ i íàâïàêè, êîæíà ðå-
ãóëÿðíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹ ¹äèíó ëîêàëüíî iíòåãðîâàíó
ôóíêöiþ.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.6 � �äèíiñòü îçíà÷à¹, ùî äâi ëîêàëüíî iíòå-
ãðîâàíi ôóíêöi¨ ñïiâïàäàþòü ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà
ìíîæèíi íóëüîâî¨ ìiðè.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.3 (ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨). Óñi iíøi ëiíiéíi íåïåðåðâíi

ôóíêöiîíàëè âèçíà÷àþòü ñèíãóëÿðíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 4.1.0.2 (ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨)

δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.7 � Äóæå ÷àñòî óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü
òàêîæ ðîçïîäiëàìè.

Õî÷à ñèíãóëÿðíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié, àëå äëÿ ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïî-
çíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òàêå ñàìå ÿê i äëÿ ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

Ñïðàâà â òîìó, ùî

Òâåðäæåííÿ 4.1.0.2

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèíãóëÿðíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f : ϕ 7→ 〈f, ϕ〉 ìî-
æíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿêà
ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî íå¨, òîáòî ∃{fk}∞k=1, fk ∈ L1

loc
(Rn) òàêà, ùî

lim
k→∞

˚

Rn

fk(x)ϕ(x) dx = 〈f, ϕ〉 (4.1.11)

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.8 � Öÿ ïîñëiäîâíiñòü íå ¹äèíà.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.9 � δ-ôóíêöiþ ìè ïîáóäóâàëè ÿê ãðàíèöþ lim
ε→0

fε,

ÿêó ìîæíà áóëî íàçâàòè δ-îáðàçíîþ ïîñëiäîâíiñòþ.

Ìîæíà íàâåñòè i iíøi

Ïðèêëàäè 4.1.0.3 (δ-îáðàçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé)

δ-îáðàçíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè òàêîæ ¹:

• fm(x) =
m

π(1 +m2x2)
;

• fm(x) =
sinmx

πx
;

• fm(x) =
m√
2π

exp

{
−m

2x2

2

}
.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.10 � Êîíñòàíòè ó çíàìåííèêàõ òóò äëÿ òîãî,
ùîáè

∞̂

−∞

fm(x) dx = 1. (4.1.12)

4.1.1 Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ òà ôiçè÷íi ðîçïîäiëè

Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ (÷àñòî ¨õ íàçèâàþòü ðîçïîäiëàìè) ìîæíà iíòåðïðå-
òóâàòè ÿê ðîçïîäië åëåêòðè÷íèõ, ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ àáî ðîçïîäië ìàñ,
òîùî. Òàê íàïðèêëàä ôóíêöiþ Äiðàêà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ùiëüíiñòü ç
ÿêîþ ðîçïîäiëåíà ìàñà, ùî äîðiâíþ¹ îäèíèöi â òî÷öi x = 0.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.1 (çñóíóòî¨ δ-ôóíêöi¨). Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ââå-

ñòè i çñóíóòó ôóíêöiþ Äiðàêà.

∞̂

−∞

δ(x− a)ϕ(x) dx = ϕ(a). (4.1.13)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.1 � Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó ìîæíà çî-
áðàçèòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çîñåðåäæåíèõ ìàñ àáî iíøî¨ ôiçè÷íî¨
âåëè÷èíè â òî÷êàõ ïðÿìî¨.

Ïðèêëàä 4.1.1.1

Òàê, ÿêùî â òî÷êàõ xi ðîçòàøîâàíi çîñåðåäæåíi ìàñè mi, i ∈ I, òî
ùiëüíiñòü òàêîãî ðîçïîäiëó ìàñ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

ρ(x) =
∑
i∈I

mi · δ(x− xi). (4.1.14)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.2 � Ïðè öüîìó ïîâíó ìàñó, ÿêà çîñåðåäæåíà íà
ïðÿìié ìîæíà ïîðàõóâàòè çà ôîðìóëîþ

∞̂

−∞

ρ(x) dx =
∑
i∈I

mi. (4.1.15)
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Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.2 (δ-ôóíêöi¨ â Rn). Àíàëîãi÷íî δ-ôóíêöi¨, ââåäåíié íà
ïðÿìié, ìîæíà ââåñòè δ-ôóíêöiþ äëÿ n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó:

˚

Rn

δ(x− a)ϕ(x) dx = ϕ(a). (4.1.16)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.3 � Òîäi ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òî÷êîâèõ ìàñ ó
ïðîñòîði ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ(x) =
∑
i∈I

mi · δ3(x− xi). (4.1.17)

Íàãàäà¹ìî

Òâåðäæåííÿ 4.1.1.1

Òî÷êîâèé îäèíè÷íèé åëåêòðè÷íèé çàðÿä ðîçòàøîâàíèé â òî÷öi x0

ñòâîðþ¹ ïîòåíöiàë ðiâíèé

˚

R3

δ(y − x0) dy

4π|x− y|
=

1

4π|x− x0|
(4.1.18)

â òî÷öi x ∈ R3.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.4 � Â öüîìó âèïàäêó δ(y−x0) ìîæíà ñïðèéìàòè
ÿê ùiëüíiñòü îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó.

Ïðèêëàä 4.1.1.2

ßêùî ùiëüíiñòü çàðÿäiâ f(y) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ëîêàëüíî iíòåãðîâà-
íó ôóíêöiþ, òî ìà¹ìî äëÿ ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âiäîìó
ôîðìóëó åëåêòðîñòàòèêè:

P (x) =

˚

R3

f(x) dy

4π|x− y|
. (4.1.19)
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Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.3 (ïîâåðõíåâî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà). Óçàãàëüíåííÿì òî-

÷êîâî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà ¹ òàê çâàíà ïîâåðõíåâà ôóíêöiÿ Äiðàêà δS , ÿêó ìî-
æíà âèçíà÷èòè ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë:

ϕ 7→ 〈δS , ϕ〉 =

¨

S

ϕ(x) dx. (4.1.20)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.5 � Öÿ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè iíòåð-
ïðåòîâàíà ÿê ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàðÿäiâ íà ïîâåðõíi S.

Ïðèêëàä 4.1.1.3

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

W (x) =

〈
µ(y)δS(y),

1

4π|x− y|

〉
=

˚

R3

µ(y)δS(y) dy

4π|x− y|
=

¨

S

µ(y) dy

4π|x− y|
.

(4.1.21)

Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.4 (ïîòåíöiàëó ïðîñòîðîãî øàðó). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

W (x) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, óòâîðåíèé

çàðÿäæåíîþ ïîâåðõíåþ S i íàçèâà¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó.

4.1.2 Äi¨ íàä óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè

Ãîëîâíîþ ïåðåâàãîþ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ¹ òå, ùî áóäü-ÿêà óçàãàëüíåíà
ôóíêöiÿ ìà¹ ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíó íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ f(x) i çãàäà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íà-
ñòóïíà

Ôîðìóëà 4.1.2.1 (iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè)

ˆ

Rn

Dα1...αnf(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
ˆ

Rn

f(x)Dα1...αnϕ(x) dx, (4.1.22)

äå |α| = α1+. . .+αn, ÿêà ¹ iñòèííîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ D(Rn).
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Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ìà¹ çìiñò äëÿ áóäü-ÿêî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨
ôóíêöi¨ f .

Òàêèì ÷èíîì ìîæåìî äàòè

Âèçíà÷åííÿ 4.1.2.1 (ïîõiäíî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨). Ïîõiäíîþ

Dα1...αn áóäü-ÿêî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íàçèâàòè ëiíié-

íèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

〈Dα1...αnf, ϕ〉 = (−1)|α|
ˆ

Rn

f(x)Dα1...αnϕ(x) dx. (4.1.23)

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäèòüñÿ ïîõiäíà i äëÿ ñèíãóëÿðíèõ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.2.2 (ïîõiäíî¨ ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié). Dα1...αnf âèçíà÷à-

¹òüñÿ ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

〈Dα1...αnf, ϕ〉 = (−1)|α| 〈f,Dα1...αnϕ〉 . (4.1.24)

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié:

Ïðèêëàä 4.1.2.1

Çíàéòè θ′, äå

θ(x) =

{
0, x ≤ 0,

1, 0 < x
(4.1.25)

� ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

〈θ′, ϕ〉 = −
∞̂

−∞

θ(x)ϕ′(x) dx = −
∞̂

0

ϕ′(x) dx =

= −(ϕ(∞)− ϕ(0)) = ϕ(0)− ϕ(∞) = ϕ(0)− 0 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 .
(4.1.26)

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè θ′ = δ.

Ïðèêëàä 4.1.2.2

Çíàéòè δ(2).
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Ðîçâ'ÿçîê. 〈
δ(2), ϕ

〉
=
〈
δ, ϕ(2)

〉
= ϕ(2)(0). (4.1.27)

Ïðèêëàä 4.1.2.3

f � êóñêîâî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ â äåÿêié
òî÷öi x0 ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó.

Ðîçâ'ÿçîê.

〈f ′, ϕ〉 = −
∞̂

−∞

f(x)ϕ′(x) dx =

= −
x0ˆ

−∞

f(x)ϕ′(x) dx−
∞̂

x0

f(x)ϕ′(x) dx =

= −f(x0 − 0) + ϕ(x0) + f(x0 + 0)ϕ(x0)+

+

x0ˆ

−∞

f(x)′ϕ(x) dx+

∞̂

x0

f(x)′ϕ(x) dx =

= ϕ(x0)[f(x0)] +

x0ˆ

−∞

f(x)′ϕ(x) dx+

∞̂

x0

f(x)′ϕ(x) dx =

= ϕ(x0)[f(x0)] +

∞̂

−∞

f(x)′ dx =

=

∞̂

−∞

(
[f(x0)] · δ(x− x0) + {f(x)′}

)
ϕ(x) dx,

(4.1.28)

äå [f(x0)] = f(x0+0)−f(x0−0), {f ′(x)} � ëîêàëüíî iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ,
ÿêà ñïiâïàäà¹ ç çâè÷àéíîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f â óñiõ òî÷êàõ äå âîíà iñíó¹.

Çàóâàæåííÿ 4.1.2.1 � Òàêèì ÷èíîì äëÿ ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ ñêií÷å-
íó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó ìà¹ ìiñöå òàêà ôîðìóëà
îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨:

f ′(x) = {f ′(x)}+
∑
i

[f(xi)]δ(x− xi). (4.1.29)
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Ïðèêëàä 4.1.2.4

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) çàäàíà â ïðîñòîði R3 êóñêîâî íåïåðåðâíî-äèôå-
ðåíöiéîâíà i ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó íà êóñêîâî�ãëàäêié ïîâåðõíi
S. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ïîâåðõíÿ ðîçäiëÿ¹ ïðîñòið R3 íà äâà ïiâ-
ïðîñòîðè R3

+ òà R3
−.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî íà S íàïðÿì íîðìàëi, ÿêà íàïðàâëåíà âñåðåäèíó
R3

+.

Âèçíà÷èìî ïîõiäíó âiä f(x):〈
∂f

∂xi
, ϕ

〉
= −
˚

R3

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx =

= −
˚

R3
+

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx−

˚

R3
−

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx =

=

¨

S

f(x+ 0)ϕ(x) cos(n, xi) dS−

−
¨

S

f(x− 0)ϕ(x) cos(n, xi) dS+

+

˚

R3
+

ϕ(x)
∂f(x)

∂xi
dx+

˚

R3
−

ϕ(x)
∂f(x)

∂xi
dx =

=

˚

R3

({
∂f

∂xi

}
+ [f ]S(x) cos(n, xi)

)
ϕ(x) dx.

(4.1.30)

äå {∂f(x)/∂xi} � êëàñè÷íà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(x) â óñiõ òî÷êàõ, äå âî-
íà iñíó¹, [f(x)]S = (f(x+ 0)− f(x− 0))|x∈S � ñòðèáîê ôóíêöi¨ f(x) íà
ïîâåðõíi S.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè, ùî

∂f

∂xi
=

{
∂f

∂xi

}
+ [f ]S(x) cos(n, xi)δS(x). (4.1.31)

4.1.3 Íîñié òà ïîðÿäîê óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Ââîäÿ÷è ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ìè âèêîðèñòîâóâàëè ìíîæèíó
îñíîâíèõ (ïðîáíèõ) ôóíêöié D(Rn) = C0

∞(Rn). Âçàãàëi êàæó÷è, ïðîñòið
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ïðîáíèõ ôóíêöié (à òàêèì ÷èíîì i ðîçïîäiëiâ) ìîæíà óçàãàëüíèòè, ââiâ-
øè ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié ÿê D(Ω) = C0

∞(Ω), òîáòî êëàñ ïðîáíèõ
ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi íåñêií÷åííî-äèôåðåíöiéîâíi â Ω i íà
ãðàíèöi ∂Ω ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöié òàêîãî êëàñó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ε-øàïî÷êè.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.1 (ε-øàïî÷êè). ε-øàïî÷êîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ωε(x) =

{
Cε exp

{
− ε2

ε2−|x|2

}
, |x| ≤ ε,

0, |x| > ε.
(4.1.32)

Çàóâàæåííÿ 4.1.3.1 � Ñòàëó Cε îáèðà¹ìî òàê, ùîáè

˚

Rn

ωε(x) dx = 1. (4.1.33)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

lim
ε→+0

˚

Rn

ωε(x− y)ϕ(y) dy = ϕ(x). (4.1.34)

Öå îçíà÷à¹, ùî ε-øàïî÷êè ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî δ(x) ïðè ε→ +0.

Ââåäåìî ôóíêöiþ

η(x) =

˚

Rn

χ(x)ωε(x− y) dy, (4.1.35)

äå χ(x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè Ω2ε, òîáòî

χ(x) =

{
1, x ∈ Ω2ε,

0, x /∈ Ω2ε,
(4.1.36)

à ìíîæèíà Ω2ε óòâîðèëàñÿ ç ìíîæèíè Ω øëÿõîì âiäñòóïó âñåðåäèíó Ω
âiä ãðàíèöi íà ïîëîñó øèðèíè 2ε.

Òîäi áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ϕ(x) = η(x)f(x) ∈ D(Ω) ÿêùî f(x) ∈ C∞(Rn).

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà óòâîðèòè äîñòàòíüî øèðîêèé êëàñ ïðîáíèõ ôóí-
êöié.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.3.2 � Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ âçàãàëi êàæó÷è íå ìà-
þòü çíà÷åíü â îêðåìèõ òî÷êàõ.

Â òîé æå ÷àñ ìîæíà ãîâîðèòè ïðî îáåðòàííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
íà íóëü ó äåÿêié îáëàñòi.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.2 (îáåðòàííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ íà íóëü). Áóäåìî

ãîâîðèòè, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü ó îáëàñòi Ω,
ÿêùî 〈f, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.3 (íóëüîâî¨ ìíîæèíè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Íóëüî-

âîþ ìíîæèíîþ Of óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íàçèâàòè îá'¹äíàííÿ

óñiõ îáëàñòåé ó ÿêèõ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.4 (íîñiÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Íîñi¹ì suppf óçàãàëü-
íåíî¨ ôóíêöi¨ f íàçèâàþòü ìíîæèíó Rn \Of .

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.5 (ïîðÿäêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi (àáî ïðîñòî ïîðÿ-

äîê) ≤ j, ÿêùî
f =

∑
|α|≤j

Dαgα, (4.1.37)

äå gα ∈ L1
loc

(Ω). ßêùî ÷èñëî j ó öié ôîðìóëi íåìîæëèâî çìåíøèòè, òî

êàæóòü ùî ïîðÿäîê óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ j.

Íåõàé f � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó j, à ϕ � äîâiëüíà ïðîáíà ôóí-
êöiÿ. Çà âèçíà÷åííÿì

〈f, ϕ〉 =
∑
|α|≤j

〈Dαgα, ϕ〉 =
∑
|α|≤j

(−1)|α|
˚

Ω

gαD
αϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

(4.1.38)
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ôîðìóëè çáåðiãà¹ çìiñò íå òiëüêè
äëÿ ôóíêöié ç êëàñó D(Ω), àëå i äëÿ ôóíêöié øèðøîãî êëàñó Dj(Ω).

Çàóâàæåííÿ 4.1.3.3 � Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ïîðÿäêó j ìîæíà âè-
çíà÷àòè ÿê ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íà êëàñi îñíîâíèõ ôóí-
êöié Dj(Ω).
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4.1.4 Çãîðòêà òà ðåãóëÿðèçàöiÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Íåõàé f(x), g(x) � äâi ëîêàëüíî-iíòåãðîâíi ôóíêöi¨ â Rn. Ïðè öüîìó ôóí-
êöiÿ

h(x) =

˚

Rn

|g(y)f(x− y)| dy (4.1.39)

òåæ áóäå ëîêàëüíî-iíòåãðîâíà â Rn.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.4.1 (çãîðòêè). Çãîðòêîþ f ∗ g öèõ ôóíêöié áóäåìî íà-

çèâàòè ôóíêöiþ

(f ∗g)(x) =

˚

Rn

f(y)g(x−y) dy =

˚

Rn

g(y)f(x−y) dy = (g ∗f)(x). (4.1.40)

Òàêèì ÷èíîì çãîðòêà ¹ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíîþ ôóíêöiþ i òèì ñàìèì âè-
çíà÷à¹ ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ, ÿêà äi¹ íà îñíîâíi ôóíêöi¨ çà
ïðàâèëîì

ϕ 7→
˚

Rn

(f ∗ g)(ξ)ϕ(ξ) dξ. (4.1.41)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê çãîðòêè äâîõ ôóíêöié f òà ψ, äå f � óçàãàëüíåíà,
à ψ � îñíîâíà (ïðîáíà) ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè ψ � ôiíiòíà ôóíêöiÿ, òî
çãîðòêà f ∗ ψ iñíó¹, à âðàõîâóþ÷è íåñêií÷åíó ãëàäêiñòü ïðîáíî¨ ôóíêöi¨,
(f ∗ ψ) ∈ C∞(Rn).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.4.2. Ðåãóëÿðèçàöi¹þ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íà-

çèâàòè ôóíêöiþ fε = f ∗ ωε.

Çðîçóìiëî, ùî fε ∈ C∞(Rn), à âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ε-øàïî÷êè ωε
ëåãêî áà÷èòè, ùî

fε
w.−−→
ε→0

f, (4.1.42)

òîáòî äîâåëè

Òâåðäæåííÿ 4.1.4.1

Áóäü-ÿêà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ¹ ñëàáêà ãðàíèöÿ ñâî¨õ ðåãóëÿðèçàöié.
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Ïðèêëàä 4.1.4.1

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ

P
1

x− a
, (4.1.43)

ÿêà ñïiâïàäà¹ íà óñié ÷èñëîâié ïðÿìié ç ôóíêöi¹þ 1
x−a çà âèíÿòêîì

òî÷êè a i âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì〈

P
1

x− a
, ψ

〉
= v.p.

∞̂

−∞

ψ(x)

x− a
dx =

= lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)

x− a
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)

x− a
dx

 .

(4.1.44)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ

P
1

(x− a)2
, (4.1.45)

ÿêà ñïiâïàäà¹ íà óñié ÷èñëîâié ïðÿìié ç ôóíêöi¹þ 1
(x−a)2

çà âèíÿòêîì
òî÷êè a i âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì〈

P
1

(x− a)2
, ψ

〉
= v.p.

∞̂

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx =

= lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

 .

(4.1.46)
Ïîêàæåìî, ùî (

P
1

x− a

)′
= P

1

(x− a)2
(4.1.47)

ç òî÷êè çîðó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,〈(
P

1

x− a

)′
, ψ

〉
= −

〈
P

1

x− a
, ψ′
〉

=

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ′(x)

x− a
dx+

∞̂

a+ε

ψ′(x)

x− a
dx

 =

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

d(ψ(x)− ψ(a))

x− a
+

∞̂

a+ε

d(ψ(x)− ψ(a))

x− a

 =

= − lim
ε→0

(
ψ(x)− ψ(a)

x− a

∣∣∣∣a−ε
−∞

+
ψ(x)− ψ(a)

x− a

∣∣∣∣∞
a+ε

+

+

a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

 =

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

−
− lim

ε→0

(
ψ(a− ε)− ψ(a)

−ε
− ψ(a+ ε)− ψ(a)

ε

)
=

= −v.p.
∞̂

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx = −

〈
P

1

(x− a)2
, ψ

〉
.

(4.1.48)

4.2 Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îñíîâíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé L � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïîðÿäêó m âèãëÿäó

L =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα. (4.2.1)

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Lu = f(x). (4.2.2)
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Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.1 (óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó). Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì

öüîãî ðiâíÿííÿ áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ u, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ â ðîçóìiííi âèêîíàííÿ ðiâíîñòi:

〈Lu, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (4.2.3)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Ω).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ðiâíîçíà÷íà ðiâíîñòi

〈u, L?ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (4.2.4)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Ω).

Òóò áóëî ââåäåíî

Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.2 (ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà). Ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà

L íçàèâà¹òüñÿ îïåðàòîð ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

L?ϕ =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dα(aαϕ). (4.2.5)

Îñîáëèâó ðîëü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi âiäiãðàþòü ôóíäàìåíòàëüíi ðîç-
â'ÿçêè äëÿ îñíîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè:
(Ãåëüìãîëüöà, òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâîãî), ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ
óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

(∆ + k2)qk(x) = −δ(x), (4.2.6)(
a2∆− ∂

∂t

)
ε(x, t) = −δ(x, t), (4.2.7)(

a2∆− ∂2

∂t2

)
ψ(x, t) = −δ(x, t) (4.2.8)

Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.3 (ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó). Óçàãàëüíåíi ôóí-

êöi¨ qk(x), ε(x, t), ψ(x, t) íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâîãî âiäïîâiäíî, ÿêùî âîíè

çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ÿê óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨:

˚

Rn

qk(x)(∆ + k2)ϕ(x) dx = −ϕ(0), (4.2.9)

˚

Rn+1

ε(x, t)

(
a2∆ +

∂

∂t

)
ϕ(x, t) dx dt = −ϕ(0, 0), (4.2.10)
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˚

Rn+1

ψ(x, t)

(
a2∆ +

∂2

∂t2

)
ϕ(x, t) dx dt = −ϕ(0, 0). (4.2.11)

Çàóâàæåííÿ 4.2.0.1 � Òóò Rn+1 = Rn ×R, ïðîñòið óñiõ ìîæëèâèõ
çíà÷åíü (x, t). Çðîçóìiëî, ùî ìîæíà áóëî òàêîæ çàïèñàòè

˚

Rn+1

dx dt =

∞̂

−∞

˚

Rn

dx dt, (4.2.12)

àëå áóëî âèáðàíî ïåðøå ïîçíà÷åííÿ äëÿ çàîùàäæåííÿ ÷àñó, ìiñöÿ, à
òàêîæ çàäëÿ îäíîìàíiòíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 4.2.0.2 � Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ôóíäàìåíòàëüíi
ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì ¹ íå¹äèíèìè i âèçíà÷àþòüñÿ ç òî-
÷íiñòþ äî ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Àëå ñåðåä
ìíîæèíè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèáèðàþòü òàêi, ÿêi ìàþòü
ïåâíèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè íà íåñêií÷åíîñòi.

Çàãàëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðiâ
ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi ïðÿìîãî òà îáåðíå-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî ïðîñòîðîâié çìiííié x òà çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ
â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó ñòàöiîíàð-
íîãî ðiâíÿííÿ, àáî äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó
íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ.

Ìè ïîêàæåìî ùî äåÿêi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ôóí-
äàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îñíîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

4.2.1 Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüì-

ãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆2 =
2∑
i=1

∂2

∂x2
i

. (4.2.13)
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Òåîðåìà 4.2.1.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà)

Äëÿ äâîõâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ôóíêöiÿ

q(2)(x) =
1

2π
ln

1

|x|
, (4.2.14)

äå |x| =
√
x2

1 + x2
2, ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî çàäîâîëü-

íÿ¹ ÿê óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ðiâíÿííÿ

∆2
1

2π
ln

1

|x|
= −δ(x) (4.2.15)

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.1 � Òóò îñòàííþ ðiâíiñòü íåîáõiäíî ðîçóìiòè ÿê

¨

R2

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx = −ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(R2). (4.2.16)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå,

¨

R2

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx = lim

ε→0

¨

UR\Uε

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx =

= lim
ε→0

¨

UR\Uε

∆2
1

2π
ln

1

|x|
ϕ(x) dx+

¨

SR

. . . dS+

+ lim
ε→0

¨

Sε

(
1

2π
ln

1

|x|
∂ϕ(x)

∂n
− ∂

∂n

(
1

2π
ln

1

|x|

)
ϕ(x)

)
dS. (4.2.17)

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.2 � Òóò UR, Uε � îêîëè íóëÿ òàêi, ùî suppϕ ⊂
UR, à Uε � íåñêií÷åííî ìàëèé îêië.

Òàêîæ òóò ïîçíà÷åíî SR = ∂UR, Sε = ∂Uε.

Ó ñâîþ ÷åðãó n � âåêòîð íîðìàëi äî Sε.
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Òâåðäæåííÿ 4.2.1.1

Äëÿ x 6= 0

∆2
1

2π
ln

1

|x|
= 0. (4.2.18)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

∂

∂xi

1

2π
ln

1

|x|
= − xi
|x|2

, (4.2.19)

∂2

∂x2
i

1

2π
ln

1

|x|
=

1

|x|2
− 2x2

i

|x|4
, (4.2.20)

∆2
1

2π
ln

1

|x|
=

2∑
i=1

(
1

|x|2
− 2x2

i

|x|4

)
= 0. (4.2.21)

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ. Iíòåãðàë ïî ñôåði SR äëÿ
âåëèêîãî çíà÷åííÿ R òåæ äîðiâíþ¹ íóëþ çà ðàõóíîê ôiíiòíîñòi ïðîáíî¨
ôóíêöi¨ ϕ.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.3 � Ñïðàâäi, öåé iíòåãðàë ïîçíà÷à¹ ïîòiê ïîëÿ
~ϕ ÷åðåç SR, àëå suppϕ ⊂ UR, òîáòî ïîçà UR−ε äëÿ ÿêîãîñü (íîâîãî)
ìàëîãî ε ïîëå ~ϕ íå äi¹, à òîìó éîãî ïîòiê äîðiâí¹ íóëåâi.

Îá÷èñëèìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ ïî ñôåði Sε:

lim
ε→0

¨

Sε

(
1

2π
ln

1

|x|
∂ϕ(x)

∂n
− ∂

∂n

(
1

2π
ln

1

|x|

)
ϕ(x)

)
dS =

= lim
ε→0

1

2π

 2πˆ

0

ε ln
1

ε

∂ϕ(ε cos θ, ε sin θ)

∂n
dθ −

2πˆ

0

ε ln
1

ε
ϕ(ε cos θ, ε sin θ) dθ

 .

(4.2.22)

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.4 � Ïðè îá÷èñëåííi îñòàííüîãî iíòåãðàëó âðà-
õîâàíî, ùî

∂

∂n
ln

1

|x|

∣∣∣∣
x∈Sε

= − ∂

∂r
ln

1

r

∣∣∣∣
r=ε

=
1

ε
. (4.2.23)
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Ìíîæíèê ε ïiä çíàêîì iíòåãðàëó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ÿêîáiàí ïåðåõîäó äî
ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ ϕ, çäiéñíþþ÷è ãðà-
íè÷íèé ïåðåõiä ïðè ε → 0, îòðèìà¹ìî, ùî ïåðøié iíòåãðàë ïðÿìó¹ äî
íóëÿ, à äðóãèé äî çíà÷åííÿ −ϕ(0, 0).

4.2.2 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüì-

ãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî òðèâèìiðíèé îïåðàòîð Ãåëüìãîëüöà:

Λ3 =
3∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ k2 (4.2.24)

Òåîðåìà 4.2.2.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà)

Äëÿ òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ôóíêöiÿ

qk±(x) =
e±ik|x|

4π|x|
(4.2.25)

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ÿê óçàãàëüíåíà
ôóíêöiÿ äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ:

3∑
i=1

∂2qk±(x)

∂x2
i

+ k2qk±(x) = −δ(x). (4.2.26)

Çàóâàæåííÿ 4.2.2.1 � Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òðåáà ðîçóìiòè ÿê

˚

R3

qk±(x)

(
3∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ k2

)
ϕ(x) dx = −ϕ(0) (4.2.27)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R3).

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:
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˚

R3

qk±(x)

(
3∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ k2

)
ϕ(x) dx =

= lim
ε→0

˚

UR\Uε

(
3∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ k2

)
ϕ(x) dx = (4.2.28)

Îá÷èñëèìî êîæíèé ç iíòåãðàëiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.2.1

Äëÿ x 6= 0 (
3∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ k2

)
qk±(x) = 0. (4.2.29)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ
ôîðìóëîþ

∂2qk±(x)

∂x2
j

=
∂2

∂|x|2

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂|x|
∂xj

)2

+
∂

∂|x|

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂2|x|
∂x2

j

)
. (4.2.30)

Ó íié ïî-ïåðøå

∂2

∂|x|2

(
e±ik|x|

4π|x|

)
= −e

±ik|x|(k2|x|2 ± 2ik|x| − 2)

4π|x|3
, (4.2.31)

i (
∂|x|
∂xj

)2

=
x2
j

|x|2
, (4.2.32)

à òàêîæ

∂

∂|x|

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂2|x|
∂x2

j

)
=
e±ik|x|(±ik|x| − 1)

4π|x|5
(|x|2 − x2

j). (4.2.33)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè òà ïðèâåäåííÿ ïîäiáíèõ îòðèìà¹ìî(
3∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ k2

)
qk±(x) =

e±ik|x|

4π|x|3
(
− k2|x|2

)
+ k2 e

±ik|x|

4π|x|
= 0. (4.2.34)
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Iíòåãðàë ïî ñôåði âåëèêîãî ðàäióñó SR äîðiâíþ¹ íóëþ çà ðàõóíîê ôiíi-
òíîñòi ïðîáíî¨ ôóíêöi¨:

¨

Sε

∂ϕ(x)

∂n
qk±(x) dS =

e±ikε(±ikε− 1)

4πε2
·

·
2πˆ

0

πˆ

−π

ε2 sin θ
∂ϕ(ε cosψ cos θ, ε sinψ, cos θ, ε sin θ)

∂n
dψ dθ −−→

ε→0
0. (4.2.35)

Îá÷èñëèìî îñòàííié ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë

¨

Sε

∂qk±(x)

∂n
ϕ(x) dS =

e±ikε(±ikε− 1)

4πε2

¨

Sε

ϕ(x) dS =
e±ikε(±ikε− 1)

4πε2
·

·
2πˆ

0

πˆ

−π

ε2 sin θ · ϕ(ε cosψ cos θ, ε sinψ cos θ, ε sin θ) dψ dθ −−→
ε→0

−ϕ(0).

(4.2.36)

Çàóâàæåííÿ 4.2.2.2 � Ç ôîðìóëè äëÿ qk±(x) ëåãêî îòðèìàòè ôóí-
äàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òîáòî
ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

1

4π|x|
(4.2.37)

çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíîìó ðiâíÿííþ:

∆3
1

4π|x|
= −δ(x), x ∈ R3 (4.2.38)

Çàóâàæåííÿ 4.2.2.3 � Ôîðìàëüíî ôîðìóëó 1/4π|x| ìîæíà îòðè-
ìàòè ç qk±(x) ïðè k = 0.

4.2.3 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüì-

ãîëüöà
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Òåîðåìà 4.2.3.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà)

Ôóíêöiÿ

qk(x) =
1

2π
K0(−ik|x|), (4.2.39)

äå x = (x1, x2) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äâîâèìiðíîãî îïåðà-
òîðà Ãåëüìãîëüöà, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ:

¨

R2

qk(x)

(
2∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ k2

)
ϕ(x) dx = ϕ(0). (4.2.40)

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.1 � Ó ôîðìóëi äëÿ qk(x) ôóíêöiÿ Kν(x) � ôóí-
êöiÿ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó ν-ïîðÿäêó i ¹ îäíèì ç
äâîõ ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó:

x2Y ′′ + xY ′ − (x2 + ν2)Y = 0. (4.2.41)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà.

Òâåðäæåííÿ 4.2.3.1

Äëÿ x 6= 0
2∑
j=1

(
∂2

∂x2
j

+ k2

)
1

2π
K0(−ik|x|) = 0. (4.2.42)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

∂2

∂x2
j

1

2π
K0(−ik|x|) =

=
1

2π

(
−k2K ′′0 (−ik|x|)

x2
j

|x|2
− ikK ′0(−ik|x|)

|x|2 − x2
j

|x|3

)
. (4.2.43)

Òàêèì ÷èíîì

2∑
j=1

(
∂2

∂x2
j

+ k2

)
1

2π
K0(−ik|x|) =
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=
1

2π

(
−k2K ′′0 (−ik|x|)− ikK ′0(−ik|x|) 1

|x|
+ k2K0(ik|x|)

)
= 0. (4.2.44)

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.2 � Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñòà¹ î÷åâèäíîþ ÿêùî ïî-
ìíîæèòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà |x|2 òà ââåñòè íîâó íåçàëåæíó çìiííó
ξ = −ik|x|.

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.3 � Ïðè äîâåäåííi íåîáõiäíî¨ ðiâíîñòi âàæëè-
âèì ¹ òàêîæ õàðàêòåð ïîâåäiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó i éîãî
ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ â îêîëi òî÷êè x = 0.

Âiäîìî, ùî

K0(ix) ∼ 1

2π
ln

1

|x|
, (4.2.45)

K ′0(ix) ∼ − 1

2π

1

|x|
, (4.2.46)

ïðè x→ +0.

4.2.4 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi

Òåîðåìà 4.2.4.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëî-
ïðîâiäíîñòi)

Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi ¹

ε(x, t) =
θ(t)(

2a
√
πt
)n · exp

{
− |x|

2

4a2t

}
, x ∈ Rn (4.2.47)

Çàóâàæåííÿ 4.2.4.1 � Öå îçíà÷à¹, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ε(x, t)
çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi:

∞̂

−∞

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt = −ϕ(0, 0) (4.2.48)
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äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Rn × R).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ε(x, t) ∈ C∞(t > 0).

Òâåðäæåííÿ 4.2.4.1

Öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:(
a2∆− ∂

∂t

)
ε(x, t) = 0, t > 0, x ∈ Rn. (4.2.49)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

∂ε

∂t
=

(
|x|2

4a2t2
− n

2t

)
ε, (4.2.50)

∂ε

∂xi
= − xi

2a2t
ε, (4.2.51)

∂2ε

∂x2
i

=

(
x2
i

4a2t2
− 1

2a2t

)
ε. (4.2.52)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ïîõiäíi â îïåðàòîð òåïëîïðîâiäíîñòi âñòàíîâèìî
ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ.

Ïîâåðòà¹ìîñÿ äî äîâåäåííÿ iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi:

∞̂

−∞

˚

Rn

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt =

= lim
τ→0
R→∞

∞̂

τ

˚

UR

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt =

= lim
τ→0
R→∞

 ∞̂

τ

˚

UR

ϕ(x, t)

(
∂ε

∂t
− a2∆ε

)
dx dt +

+

∞̂

τ

¨

SR

a2

(
∂ϕ

∂n
ε− ∂ε

∂n
ϕ

)
dSr dt+

˚

UR

ε ϕ|∞τ dx

 =

= − lim
τ→0

˚

Rn

ϕ(x, τ)ε(x, τ) dx (4.2.53)
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Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

˚

Rn

exp
{
− |x|

2

4a2t

}
(
2a
√
πt
)n dx = 1, t > 0. (4.2.54)

Òâåðäæåííÿ 4.2.4.2

exp
{
− |x|

2

4a2τ

}
(2a
√
πτ)

n
w.−−−→

τ→+0
δ(x). (4.2.55)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî∣∣∣∣∣∣
˚

Rn

exp
{
− |x|

2

4a2τ

}
(2a
√
πτ)

2 (ϕ(x)− ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K

(2a
√
πτ)

n

˚

R3

exp

{
− |x|

2

4a2τ

}
|x| dx = A, (4.2.56)

äå K = max
x
|ϕ′(x)|.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëó ïåðåéäåìî äî óçàãàëüíåíî¨ ñôåðè-
÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò òà ââåäåìî íîâó çìiííó: ξ = r/2a

√
τ :

A =
Kσn

(2a
√
πτ)

n lim
R→∞

R̂

0

exp

{
− r2

4a2τ

}
rn dr =

=
2a
√
τKσn
πn/2

lim
R→∞

R/2a
√
τˆ

0

e−ξ
2

ξn dξ =

=
2a
√
τKσn
πn/2

∞̂

0

e−ξ
2

ξn dξ =

= O
(√

τ
)
−−−→
τ→+0

0.

(4.2.57)
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4.2.5 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê õâèëüîâîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 4.2.5.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíîãî õâè-
ëüîâîãî îïåðàòîðà)

Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

ψ1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|) (4.2.58)

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îäíîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî îïåðàòî-
ðà, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíîìó ñïiââiäíîøåííþ:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

(
a2∂

2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂t2

)
dx dt = −ϕ(0, 0) (4.2.59)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R2).

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüîãî âèðàçó:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

(
a2∂

2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂t2

)
dx dt =

= − 1

2a

∞̂

−∞

∞̂

|x|/a

∂2ϕ

∂t2
dt dx+

a

2

∞̂

0

atˆ

−at

∂2ϕ

∂x2
dx dt =

=
1

2a

∞̂

−∞

∂ϕ(x, |x|/a)

∂t
dx+

a

2

∞̂

0

(
∂ϕ(at, t)

∂x
− ∂ϕ(−at, t)

∂x

)
dt =

=
1

2a

∞̂

0

∂ϕ(x, |x|/a)

∂t
dx+

1

2a

∞̂

0

∂ϕ(−x, |x|/a)

∂t
dx+

+
a

2

∞̂

0

(
∂ϕ(at, t)

∂x
− ∂ϕ(−at, t)

∂x

)
dt = (?) (4.2.60)

Çàóâàæåííÿ 4.2.5.1 � Çðîçóìiëî, ùî òðåòié iíòåãðàë = 0, àäæå ìè
iíòåãðó¹ìî ÷àñòèííó ïîõiäíó ôóíêöi¨ ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x
ïî çìiííié x, òîáòî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëåâi.
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Â ïåðøîìó òà äðóãîìó iíòåãðàëàõ ââåäåìî íîâó çìiííó x = at, îòðèìà¹ìî

(?) =
1

2

∞̂

0

∂ϕ(at, t)

∂t
dt+

1

2

∞̂

0

∂ϕ(−at, t)
∂t

dt =

=
1

2

∞̂

0

dϕ(at, t)

dt
dt+

1

2

∞̂

0

dϕ(−at, t)
dt

dt =

= −ϕ(0, 0)

2
− ϕ(0, 0)

2
= −ϕ(0, 0).

(4.2.61)

Çàóâàæåííÿ 4.2.5.2 � Òóò ìè âêîòðå ñêîðèñòàëèñÿ ñêií÷åííiñòþ
íîñiÿ ϕ (ôiíiòíiñòþ ïðîáíî¨ ôóíêöi¨):

1

2

∞̂

0

dϕ(at, t)

dt
dt =

1

2

∞̂

0

dϕ(at, t) =

=
ϕ(at, t)

2

∣∣∣∣∞
0

=

=
ϕ(a · ∞,∞)− ϕ(a · 0, 0)

2
=

=
0− ϕ(0, 0)

2
= −ϕ(0, 0)

2
.

(4.2.62)

Çàóâàæåííÿ 4.2.5.3 � Áåç äîâåäåííÿ íàâåäåìî âèãëÿä ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ äâîâèìiðíîãî òà òðèâèìiðíîãî õâèëüîâîãî
îïåðàòîðà.

ψ2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, x ∈ R2, (4.2.63)

ψ3(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), x ∈ R3. (4.2.64)
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4.3 Âèêîðèñòàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà

ôóíêöié Ãðiíà äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷

Êîøi òà ãðàíè÷íèõ çàäà÷

Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâîãî îïå-
ðàòîðà ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, àáî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

4.3.1 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

Ïðèêëàä 4.3.1.1

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:a2∆u(x, t)− ∂u(x, t)

∂t
= −F (x, t), t > 0, x ∈ Rn,

u(x, 0) = u0(x).
(4.3.1)

Äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíî¨ ôîðìóëè çàïèøåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ε(x− ξ, t− τ) ïî ïàði àðãóìåíòiâ ξ, τ :

a2∆ξε(x− ξ, t− τ) +
∂ε(x− ξ, t− τ)

∂τ
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.2)

Çàóâàæåííÿ 4.3.1.1 � Îñêiëüêè äèôåðåíöiþâàííÿ âåäåòüñÿ ïî àð-
ãóìåíòàõ ξ, τ òî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ ñïðÿæåíî-
ìó ðiâíÿííþ òåïëîïðîâiäíîñòi.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âiäíîñíî íåçàëåæíèõ çìiííèõ ξ, τ :

a2∆u(ξ, τ)− ∂u(ξ, τ)

∂τ
= −F (ξ, τ). (4.3.3)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ äîìíîæèìî íà ε(x − ξ, t − τ), à ðiâíÿííÿ (4.3.2) � íà
u(ξ, τ), âiä ïåðøîãî âiäíiìå äðóãå òà ïðîiíòåãðó¹ìî ðåçóëüòàò ïî çìiííié

32



ξ ∈ UR i ïî çìiííié τ ∈ [0, t+ α] äëÿ ÿêîãîñü α > 0. Îòðèìà¹ìî

t+αˆ

0

˚

UR

a2(ε(x− ξ, t− τ)∆u(ξ, τ)− u(ξ, τ)∆ε(x− ξ, t− τ)) dξ dτ−

−
t+αˆ

0

˚

UR

∂(ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dξ dτ =

= −
t+αˆ

0

˚

UR

F (ξ, τ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ+

+

t+αˆ

0

˚

UR

δ(x− ξ)δ(t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ.

(4.3.4)
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïåðøîãî iíòåãðàëó ëiâî¨ ÷àñòèíè çàñòîñó¹ìî äðóãó ôîð-
ìóëó Ãðiíà, äðóãèé iíòåãðàë ñïðîñòèìî, îá÷èñëèâøè iíòåãðàë âiä ïîõi-
äíî¨ ïî çìiííié τ , äðóãèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi îá÷èñëèìî ç
âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

t+αˆ

0

˚

UR

a2(ε(x− ξ, t− τ)∆(ξ, τ)− u(ξ, τ)∆ε(x− ξ, t− τ)) dξ dτ =

= a2

t+αˆ

0

¨

SR

(
ε(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂nξ
− u(ξ, τ)

∂ε(x− ξ, t− τ)

∂nξ

)
dSξ dτ,

(4.3.5)
i

−
t+αˆ

0

˚

UR

∂(ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dξ dτ =

= −
˚

UR

ε(x− ξ,−α)u(ξ, t+ α) dξ +

˚

UR

ε(x− ξ, t)u(ξ, 0) dξ. (4.3.6)

Âðàõó¹ìî, ùî ε(x−ξ,−α) = 0 ïðè α > 0. Ñïðÿìó¹ìî ðàäióñ êóëi R→∞,
òà âðàõó¹ìî ïîâåäiíêó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â íåñêií÷åííî âiääà-
ëåíié òî÷öi, îòðèìà¹ìî, ùî ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè îáåðòàþòüñÿ â íóëü. Â
ðåçóëüòàòi îñòàòî÷íèõ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî
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Ôîðìóëà 4.3.1.1 (iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi)

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

F (ξ, τ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ +

˚

Rn

ε(x− ξ, t)u0(ξ) dξ.

(4.3.7)

4.3.2 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè. Ôîðìóëà

ä'Àëàìáåðà

Ïðèêëàä 4.3.2.1

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂2u(x, t)

∂t2
= −F (x, t), t > 0, x ∈ R1,

u(x, 0) = u0(x),

∂u(x, 0)

∂t
= v0(x).

(4.3.8)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨
çàäà÷i Êîøi çàïèøåìî ðiâíÿííÿ, ÿêîìó çàäîâîëüíÿ¹ ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê:

a2∂
2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ2
− ∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ 2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.9)

Íàä öèìè ðiâíÿííÿìè ïðîâåäåìî íàñòóïíi äi¨ àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó:

1. ïåðøå ïîìíîæèìî íà ψ1(x− ξ, t− τ);

2. äðóãå ïîìíîæèìî íà u(ξ, τ);

3. àðãóìåíòè x, t ïåðøîãî ïåðåïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ, τ âiäïîâiäíî;

4. âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî τ ∈ (0, t)
òà ïî ξ ∈ (−R,R).
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Áóäåìî ìàòè:

tˆ

0

R̂

−R

a2

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂2u(ξ, τ)

∂ξ2
− u(ξ, τ)

∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ2

)
dξ dτ−

−
tˆ

0

R̂

−R

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂2u(ξ, τ)

∂τ 2
− u(ξ, τ)

∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ 2

)
dξ dτ =

= −
tˆ

0

R̂

−R

ψ1(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ +

tˆ

0

R̂

−R

δ(x− ξ)δ(t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ

(4.3.10)
Çàñòîñó¹ìî äî ïåðøîãî òà äðóãîãî iíòåãðàëiâ ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ çà
÷àñòèíàìè:

tˆ

0

a2

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂ξ
− u(ξ, τ)

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ

)∣∣∣∣ξ=R
ξ=−R

dτ−

−
R̂

−R

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂τ
− u(ξ, τ)

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ

)∣∣∣∣τ=t

τ=0

dξ =

= −
tˆ

0

R̂

−R

ψ(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ + u(x, t).

(4.3.11)
Âèêîíà¹ìî íåîáõiäíi ïiäñòàíîâêè òà ñïðÿìó¹ìî R → ∞, îòðèìà¹ìî, ùî
ïåðøèé iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi òîòîæíüî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü çà ðà-
õóíîê âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Â äðóãîìó iíòåãðàëi
ó ëiâié ÷àñòèíi âåðõíÿ ïiäñòàíîâêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü çà ðàõóíîê
âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, à íèæíþ ïiäñòàíîâêó ìîæíà
ïåðåòâîðèòè ç âèêîðèñòàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ çàäà÷i Êîøi.

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

−∞

ψ(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
∞̂

−∞

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ+

+

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t)v0(ξ) dξ.

(4.3.12)
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Öþ ïðîìiæíó ôîðìóëó ìîæíà êîíêðåòèçóâàòè îá÷èñëèâøè âiäïîâiäíi
iíòåãðàëè, âðàõîâóþ÷è êîíêðåòíèé âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

ψ1(x− ξ, t− τ) =
θ(a(t− τ)− |x− ξ|)

2a
. (4.3.13)

Îá÷èñëèìî ïåðøèé iíòåãðàë:

tˆ

0

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ =
1

2a

tˆ

0

x+a(t−τ)ˆ

x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ. (4.3.14)

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ìîæíà çàïèñàòè òðåòié iíòåãðàë

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t)v0(ξ) dξ =
1

2a

x+atˆ

x−at

v0(ξ) dξ. (4.3.15)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãîãî iíòåãðàëó, îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ïîõiäíó âiä ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêà ôiãóðó¹ ïiä çíàêîì iíòåãðàëó:

∂ψ1(x− ξ, t)
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

θ(a(t− τ)− |x− ξ|)
2a

∣∣∣∣
τ=0

= −1

2
δ(at− |x− ξ|).

(4.3.16)
Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ïîõiäíî¨ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, çàïèøåìî äðó-
ãèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi:

∞̂

−∞

1

2
δ(at− |x− ξ|)u0(ξ) dξ =

=
1

2

xˆ

−∞

δ(at+ ξ − x)u0(ξ) dξ +
1

2

∞̂

x

δ(at− ξ + x)u0(ξ) dξ =

=
1

2

xˆ

−∞

δ(ξ − (x− at))u0(ξ) dξ +
1

2

∞̂

x

δ(ξ − (x+ at))u0(ξ) dξ =

=
u0(x− at) + u0(x+ at)

2
.

(4.3.17)
Òàêèì ÷èíîì îñòàòî÷íî ìîæåìî çàïèñàòè
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Ôîðìóëà 4.3.2.1 (ä'Àëàìáåðà)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè:

u(x, t) =
u0(x− at) + u0(x+ at)

2
+

+
1

2a

x+atˆ

x−at

v0(ξ) dξ +
1

2a

tˆ

0

x+a(t−τ)ˆ

x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ.
(4.3.18)

4.3.3 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè òà êîëè-

âàííÿ íåîáìåæåíîãî îá'¹ìó. Ôîðìóëè Ïóàññîíà òà Êið-

ãîôà

Ïðèêëàä 4.3.3.1

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äâîâèìiðíîãî àáî òðèâèìiðíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

a2∆u(x, t)− utt(x, t) = −F (x, t), t > 0, x ∈ Rn, n = 2, 3,

u(x, 0) = u0(x),

ut(x, 0) = v0.
(4.3.19)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ àíàëîãi÷íi âèïàäêó ôîðìóëè ä'Àëàìáåðà,
ìîæåìî îòðèìàòè ïðîìiæíó ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨ àáî
òðèâèìiðíî¨ çàäà÷ Êîøi:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

ψn(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
˚

Rn

∂ψn(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ+

+

ˆ

Rn

ψn(x− ξ, t)v0(ξ) dξ.

(4.3.20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ äâîâèìiðíîãî
âèïàäêó:

ψ2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, x ∈ R2 (4.3.21)
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òà ïðîìiæíó ôîðìóëó çàïèøåìî ôîðìóëó Ïóàññîíà. Îá÷èñëèìî ïåðøié
iíòåãðàë:

tˆ

0

¨

R2

ψ2(x− ξ, t)F (ξ, τ) dξ =
1

2aπ

tˆ

0

¨

|ξ−x|<a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ√
a2(t− τ)2 − |ξ − x|2

.

(4.3.22)
Çàïèøåìî òðåòié iíòåãðàë:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

ψ2(x− ξ, t)v0(ξ) dξ =
1

2aπ

¨

|ξ−x|<at

v0(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

. (4.3.23)

Íàðåøòi çàïèøåìî äðóãèé iíòåãðàë:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

∂ψ2(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ = − ∂

∂t

¨

|ξ−x|<at

u0(ξ) dξ

2aπ
√
a2t2 − |ξ − x|2

.

(4.3.24)
Çâîäÿ÷è óñi òðè iíòåãðàëè â îäíó ôîðìóëó îòðèìà¹ìî

Ôîðìóëà 4.3.3.1 (Ïóàññîíà)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi êîëèâàííÿ ìåìáðàíè

u(x, t) =
1

2aπ

tˆ

0

¨

|ξ−x|<a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ√
a2(t− τ)2 − |ξ − x|2

+

+
∂

∂t

¨

|ξ−x|<at

u0(ξ) dξ

2aπ
√
a2t2 − |ξ − x|2

+

+
1

2aπ

¨

|ξ−x|<at

v0(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

.

(4.3.25)

Áåç äîâåäåííÿ íàâåäåìî
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Ôîðìóëà 4.3.3.2 (Êiðãîôà)

Äëÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

u(x, t) =
1

4πa2

˚

|x−ξ|<at

F (ξ, t− |x− ξ|/a)

|x− ξ|
dξ+

+
1

4πa2t

¨

|x−ξ|=at

v0(ξ) dSξ+

+
1

4πa2

∂

∂t

 ¨

|x−ξ|=at

u0(ξ) dSξ

 .

(4.3.26)

4.3.4 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâî-
ãî ðiâíÿííÿ ìè âèêîðèñòîâóâàëè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiä-
íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé äîçâîëÿâ âðàõóâàòè âïëèâ âiëüíîãî ÷ëåíà ðiâíÿ-
ííÿ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ
ðîçâ'ÿçîê òðåáà øóêàòè â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi íà ãðàíèöi ÿêî¨ ïî-
âèííi âèêîíóâàòèñÿ äåÿêi ãðàíè÷íi óìîâè, òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ñïåöi-
àëüíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Êðiì òîãî öi ñïåöiàëüíi ôóíäàìåíòàëü-
íi ðîçâ'ÿçêè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè îäíîðiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì. Òàêi
ñïåöiàëüíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îòðèìàëè íàçâó ôóíêöié Ãðiíà ãðà-
íè÷íî¨ çàäà÷i ïåâíîãî ðîäó äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 4.3.4.1

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:{
(∆ + k2)u(x) = −F (x), x ∈ Ω,

`iu(x)|x∈S = f(x), i = 1, 2, 3.
(4.3.27)

Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ:

`1u(x)|x∈S = u(x)|x∈S , (4.3.28)

`2u(x)|x∈S =
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.29)
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`3u(x)|x∈S =
∂u(x)

∂n
+ α(x)u(x)

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.30)

� ãðàíè÷íi óìîâè ïåðøîãî, äðóãîãî àáî òðåòüîãî ðîäó. Çàóâàæèìî, ùî â
íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó â êîæíié òî÷öi ãðàíèöi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïåð-
øîãî, äðóãîãî àáî òðåòüîãî ðîäó, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì i ãðàíè÷íi çàäà÷i íàçè-
âàþòü ïåðøîþ, äðóãîþ àáî òðåòüîþ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Âèçíà÷åííÿ 4.3.4.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà). Ôóíêöiþ Gki (x, ξ) áóäåìî íàçèâà-

òè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨ äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îáëàñòi

Ω ç ãðàíèöåþ S îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:(∆x + k2)Gki (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`iG
k
i (x, ξ)

∣∣∣
x∈S

= 0, i = 1, 2, 3.
(4.3.31)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ç òàêîþ æ ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ ÿê i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (ëèøå çi çäâèãîì íà ξ), òî äëÿ
âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ìîæíà íàäàòè íàñòóïíå åêâiâàëåíòíå âèçíà÷å-
ííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 4.3.4.2 (åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà). Ôóíêöiþ

Gki (x, ξ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨ äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðà-

íè÷íî¨ çàäà÷i â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ÿêùî öÿ

ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Gki (x, ξ) = qk±(x− ξ) + gki (x, ξ), (4.3.32)

äå qk±(x − ξ) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, à

ôóíêöiÿ gki çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i:(∆x + k2)gki (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`ig
k
i (x, ξ)

∣∣∣
x∈S

= − `iqk±(x)
∣∣∣
x∈S

, i = 1, 2, 3.
(4.3.33)

Òâåðäæåííÿ 4.3.4.1

Ôóíêöiÿ Ãðiíà Gk
i (x, ξ) = Gk

i (ξ, x), x, ξ ∈ Ω, i = 1, 2, 3, òîáòî ¹ ñèìå-
òðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ç ïàðàìå-
òðîì η:

(∆x + k2)Gk
i (x, η) = −δ(x− η), x, η ∈ Ω (4.3.34)
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Ðiâíÿííÿ ç âèçíà÷åííÿ ïîìíîæèìî íà Gk
i (x, η), à îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ �

íà Gk
i (x, ξ), âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå i ïðîiíòåãðó¹ìî ïà

àðãóìåíòó x ∈ Ω:

˚

Ω

(
Gk
i (x, η)(∆x + k2)Gk

i (x, ξ)−Gk
i (x, ξ)(∆x + k2)Gk

i (x, η)
)

dx =

=

˚

Ω

(
−Gk

i (x, η)δ(x− ξ) +Gk
i (x, ξ)δ(x− η)

)
dx

(4.3.35)
Äî ëiâî¨ ÷àñòèíè çàñòîñó¹ìî äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà, à iíòåãðàë â ïðàâié
÷àñòèíi îá÷èñëþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî:

−Gk
i (ξ, η) +Gk

i (η, ξ) =

¨

S

(
Gk
i (x, η)

∂Gk
i (x, ξ)

∂nx
−Gk

i (x, ξ)
∂Gk

i (x, η)

∂nx

)
dSx.

(4.3.36)
Ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ êî-
æíîãî i = 1, 2, 3. Äiéñíî ïðè i = 1:

Gk
1(x, ξ)

∣∣
x∈S = Gk

1(x, η)
∣∣
x∈S ≡ 0, (4.3.37)

ïðè i = 2:
∂Gk

2(x, ξ)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

=
∂Gk

2(x, η)

∂n

∣∣∣∣
x∈S
≡ 0, (4.3.38)

ïðè i = 3:

∂Gk
3(x, ξ)

∂n
+ α(x)Gk

3(x, ξ)

∣∣∣∣
x∈S

=
∂Gk

3(x, η)

∂n
+ α(x)Gk

3(x, η)

∣∣∣∣
x∈S
≡ 0,

(4.3.39)
ùî çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü íóëþ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëó äëÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ
áóäü-ÿêîãî ðîäó.

Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðè÷íiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà îòðèìà¹ìî ôîðìóëè iíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òðüîõ îñíîâíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ
Ãåëüìãîëüöà.

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó âiäíîñíî àðãóìåíòó ξ:{
(∆ + k2)u(ξ) = −F (ξ), ξ ∈ Ω,

`iu(ξ)|ξ∈S = f(ξ), i = 1, 2, 3.
(4.3.40)
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Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ ôóíêöi¨ Ãðiíà òà ïàðíiñòü δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà, çàïè-
øåìî ñèñòåìó ó âèãëÿäi:{

(∆ξ + k2)Gk
i (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`iG
k
i (x, ξ)

∣∣
x∈S = 0, i = 1, 2, 3.

(4.3.41)

Ïðîâåäåìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ: ïåðøó ñèñòåìó ïîìíîæèìî íàGk
i (x, ξ),

à äðóãó ïîìíîæèìî íà u(ξ), âiäíiìåìî âiä ïåðøî¨ ðiâíîñòi äðóãó i ïðîií-
òåãðó¹ìî ïî çìiííié ξ ∈ Ω:

˚

Ω

(
Gk
i (x, ξ)(∆ + k2)u(ξ)− u(ξ)(∆ξ + k2)Gk

i (x, ξ)
)

dξ =

=

˚

Ω

(
−Gk

i (x, ξ)F (ξ) + u(ξ)δ(x− ξ)
)

dξ.

(4.3.42)

Çàñòîñó¹ìî äî ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà, à äðóãèé iíòå-
ãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îá÷èñëèìî áåçïîñåðåäíüî âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi
δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà:

u(x) =

˚

Ω

Gk
i (x, ξ)F (ξ) dξ+

+

¨

S

(
Gk
i (x, ξ)

∂u(ξ)

∂n
− u(ξ)

∂Gk
i (x, ξ)

∂nξ

)
dSξ.

(4.3.43)

Ïðîìiæíó ôîðìóëó ìîæíà êîíêðåòèçóâàòè äëÿ êîæíî¨ ç òðüîõ ãðàíè-
÷íèõ çàäà÷:

1. Íåõàé i = 1, òîäi

Gk
1(x, ξ)

∣∣
ξ∈S = 0, u(ξ)|ξ∈S = f(ξ), (4.3.44)

i òîäi ôîðìóëà ïðèéìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
1(x, ξ)F (ξ) dξ −

¨

S

(
∂Gk

1(x, ξ)

∂nξ
f(ξ)

)
dSξ. (4.3.45)

2. Íåõàé i = 2, òîäi

∂Gk
2(x, ξ)

∂nξ

∣∣∣∣
ξ∈S

= 0,
∂u(ξ)

∂n

∣∣∣∣
ξ∈S

= f(ξ), (4.3.46)
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i ôîðìóëà ïðèéìà¹ âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
2(x, ξ)F (ξ) dξ +

¨

S

(
Gk

2(x, ξ)f(ξ)
)

dSξ. (4.3.47)

3. Ó âèïàäêó i = 3

∂Gk
3(x, ξ)

∂nξ
+ α(ξ)Gk

3(x, ξ)

∣∣∣∣
ξ∈S

= 0,
∂u(ξ)

∂n
+ α(ξ)u(ξ)

∣∣∣∣
ξ∈S

= f(ξ).

(4.3.48)

Ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
3(x, ξ)F (ξ) dξ +

¨

S

(
Gk

3(x, ξ)f(ξ)
)

dSξ. (4.3.49)

Âïðàâà 4.3.4.1. Äîâåäiòü îñòàííþ ôîðìóëó.

4.3.5 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà òåïëîïðîâiä-

íîñòi

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:
a2∆u(x, t)− ∂u(x, t)

∂t
= −F (x, t), x ∈ Ω, t > 0

u(x, 0) = u0(x),

`iu(x, t)|x∈S = f(x, t), i = 1, 2, 3.

(4.3.50)

Òóò

`1u(x, t)|x∈S = u(x, t)|x∈S , (4.3.51)

`2u(x, t)|x∈S =
∂u(x, t)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.52)

`3u(x, t)|x∈S =
∂u(x, t)

∂n
+ α(x, t) · u(x, t)

∣∣∣∣
x∈S

(4.3.53)

� îïåðàòîðè ãðàíè÷íèõ óìîâ ïåðøîãî, äðóãîãî, àáî òðåòüîãî ðîäó.
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Âèçíà÷åííÿ 4.3.5.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi). Ôóí-

êöiþ Ei(x, ξ, t − τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî

òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòi Ω ç ãðà-

íèöåþ S äëÿ t > 0, ÿêùî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:
a2∆xEi(x, ξ, t− τ)− ∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂t
= −δ(x− ξ, t− τ), x ∈ Ω, t > 0

Ei(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

`iEi(x, ξ, t− τ)|x∈S = 0, i = 1, 2, 3.
(4.3.54)

Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ìîæíà íàäàòè ó âèãëÿäi

Âèçíà÷åííÿ 4.3.5.2 (ôóíêöi¨ Ãðiíà ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi). Ôóí-

êöiþ Ei(x, ξ, t − τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî

òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòi Ω ç ãðà-

íèöåþ S äëÿ t > 0, ÿêùî âîíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Ei(x, ξ, t− τ) = ε(x− ξ, t− τ) + ωi(x, ξ, t− τ), (4.3.55)

äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà òåïëîïðî-

âiäíîñòi, à äðóãèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
a2∆xωi(x, ξ, t− τ)− ∂ωi(x, ξ, t− τ)

∂t
= −δ(x− ξ, t− τ), x ∈ Ω, t > 0

ωi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

`iωi(x, ξ, t− τ)|x∈S = − `iεi(x− ξ, t− τ)|x∈S i = 1, 2, 3.
(4.3.56)

Âèâ÷èìî
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Âëàñòèâîñòi 4.3.5.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

1. Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç
àðãóìåíòàìè Ei(x, ξ,−t) çàäîâîëüíÿ¹ ñïðÿæåíîìó äèôåðåíöi-
àëüíîìó ðiâíÿííþ

a2∆xEi(x, ξ,−t) +
∂Ei(x, ξ,−t)

∂t
= −δ(x− ξ)δ(t− τ), (4.3.57)

äå x, ξ ∈ Ω, t > 0.

2. Ôóíêöiÿ Ãðiíà ¹ òàêîæ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ ïåðøèõ
äâîõ àðãóìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî äðóãó âëàñòèâiñòü. Çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêèì
çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà:

a2∆xEi(x, ξ, t− τ1)− ∂Ei(x, ξ, t− τ1)

∂t
= −δ(x− ξ)δ(t− τ1), x, ξ ∈ Ω,

(4.3.58)

a2∆xEi(x, η, τ2 − t) +
∂Ei(x, η, τ2 − t)

∂t
= −δ(x− η)δ(t− τ2), x, η ∈ Ω.

(4.3.59)

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà Ei(x, ξ, τ2−t), äðóãå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî
íà Ei(x, ξ, t− τ1), âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî äðóãå i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî x ∈ Ω
i ïî −∞ < t < τ :

a2

˚

Ω

τˆ

−∞

(
Ei(x, η, τ2 − t)∆xEi(x, ξ, t− τ1)−

− Ei(x, ξ, t− τ1)∆xEi(x, η, τ2 − t)
)

dt dx−

−
˚

Ω

τˆ

−∞

∂

∂τ
(Ei(x, ξ, t− τ1)Ei(x, η, τ2 − t)) dt dx =

= −Ei(ξ, η, τ2 − τ1) + Ei(η, ξ, τ2 − τ1).

(4.3.60)

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ôîðìóëè Ãðiíà äî ïåðøîãî iíòåãðàëó
â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi i îá÷èñëåííÿ äðóãîãî iíòåãðàëó ëiâî¨ ÷àñòèíè,
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îòðèìà¹ìî:

Ei(ξ, η, τ2 − τ1)− Ei(η, ξ, τ2 − τ1) =

= −
˚

Ω

(
Ei(x, ξ, τ − τ1)Ei(x, η, τ2 − τ)−

− Ei(x, ξ,−∞)Ei(x, η,−∞)
)

dΩ+

+ a2

¨

S

τˆ

−∞

(
∂Ei(x, ξ, t− τ1)

∂n
Ei(x, η, τ2 − t) −

− Ei(x, ξ, t− τ1)
∂Ei(x, η, τ2 − t)

∂n

)
dS dt.

(4.3.61)

Îáèðàþ÷è τ > τ2 > τ1 , îòðèìà¹ìî ç óðàõóâàííÿ ãðàíè÷íèõ i ïî÷àòêîâèõ
óìîâ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà, ùî iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
äîðiâíþþòü íóëþ.

Äëÿ îòðèìàííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çà-
äà÷, çàïèøåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi ó çìiííèõ ξ, τ :

a2∆u(ξ, τ)− ∂u(ξ, τ)

∂τ
= −F (ξ, τ), ξ ∈ Ω, τ > 0,

u(ξ, 0) = u0(ξ),

`iu(ξ, τ)|ξ∈S = f(ξ, τ), i = 1, 2, 3.

(4.3.62)

òà ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ïî çìiííèõ ξ, τ :

a2∆ξEi(x, ξ, t− τ) +
∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂τ
= −δ(x− ξ)δ(t− τ), (4.3.63)

äå x, ξ ∈ Ω, t > τ > 0.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà Ei(x, ξ, t − τ), à äðóãå � íà u(ξ, τ), âiä-
íiìåìî âiä ïåðøîãî äðóãå, i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî 0 < τ < t + ε òà ïî ξ ∈ Ω.
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Îòðèà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ:

a2

t+εˆ

0

˚

Ω

(
Ei(x, ξ, t− τ)∆u(ξ, τ)−

− u(ξ, τ)∆ξEi(x, ξ, t− τ)
)

dξ dτ+

+

t+εˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
˚

Ω

t+εˆ

0

∂(Ei(x, ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dτ dξ =

=

t+εˆ

0

˚

Ω

δ(x− ξ)δ(t− τ) dξ dτ.

(4.3.64)

Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ôîðìóëè Ãðiíà äî ïåðøîãî iíòåãðàëó, îá÷è-
ñëåííÿ òðåòüîãî iíòåãðàëó ïðè ε→ 0 îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ïðîìiæíó ôîð-
ìóëó:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Ei(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

tˆ

0

¨

S

(
Ei(x, ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂nξ

− u(ξ, τ)
∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂nξ

)
dSξ dτ.

(4.3.65)

Âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi óìîâè, ÿêèì çàäîâîëüíÿ¹ ðîçâ'ÿçîê íà
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ãðàíèöi ïîâåðõíi S îòðèìà¹ìî äëÿ ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

E1(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

E1(x, ξ, t)u0(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
∂E1(x, ξ, t− τ)

∂nξ
f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.66)

Äëÿ äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îòðèìà¹ìî

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Ei(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

tˆ

0

¨

S

Ei(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dSξ dτ, i = 2, 3.

(4.3.67)

4.3.6 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ õâèëüîâîãî îïåðàòîðà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

a2∆u(x, t)− ∂2u(x, t)

∂t2
= −F (x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x),

∂u(x, 0)

∂t
= v0(x),

`iu(x, t)|x∈S = f(x, t), i = 1, 2, 3.

(4.3.68)

Âèçíà÷åííÿ 4.3.6.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ). Ôóíêöiþ Θi(x, ξ, t−
τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨

çàäà÷i õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S i t > 0, ÿêùî âîíà ¹
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ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

a2∆xΘi(x, ξ, t− τ)− ∂2Θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ),

Θi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

∂Θi(x, ξ, t− τ)

∂t

∣∣∣∣
t−τ≤0

= 0,

`iΘi(x, ξ, t− τ)|x∈S = 0, i = 1, 2, 3.

(4.3.69)

Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ìîæíà íàäàòè ó âèãëÿäi:

Âèçíà÷åííÿ 4.3.6.2 (ôóíêöi¨ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ). Ôóíêöiþ Θi(x, ξ, t−
τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨

çàäà÷i õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S i t > 0, ÿêùî âîíà

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Θi(x, ξ, t− τ) = ψ(x− ξ, t− τ) + θi(x, ξ, t− τ), (4.3.70)

äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì õâèëüîâîãî îïåðàòîðà,

à äðóãèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

a2∆xθi(x, ξ, t− τ)− ∂2θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= 0,

θi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

∂θi(x, ξ, t− τ)

∂t

∣∣∣∣
t−τ≤0

= 0,

`iθi(x, ξ, t− τ)|x∈S = − `iψi(x, ξ, t− τ)|x∈S , i = 1, 2, 3.

(4.3.71)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi âèêëàäêè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ëåã-
êî âñòàíîâèòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ
ôóíêöi¹þ ïåðøèõ äâîõ àðãóìåíòiâ i ïî ñóêóïíîñòi àðãóìåíòiâ ξ, τ çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

a2∆ξΘi(x, ξ, t− τ)− ∂2Θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.72)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè
ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àíàëîãi÷íi âiäïîâiäíèì ôîðìóëàì
äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:
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Ôîðìóëà 4.3.6.1

Ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ¹

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Θ1(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Θ1(x, ξ, t)v0(ξ), dξ−

−
˚

Ω

∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂nξ
f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.73)

Âïðàâà 4.3.6.1. Îòðèìàéòå íàâåäåíó ôîðìóëó.

Ôîðìóëà 4.3.6.2

Ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i òðåòüî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿí-
íÿ ¹

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Θi(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Θi(x, ξ, t)v0(ξ), dξ−

−
˚

Ω

∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
Θi(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.74)

Âïðàâà 4.3.6.2. Îòðèìàéòå íàâåäåíó ôîðìóëó.
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4.4 Ìåòîäè ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ êàíîíi÷íèõ

îáëàñòåé

Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ
âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà, çàäàíî¨ îáëàñòi òà òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ ôàêòè-
÷íî çâîäèòüñÿ äî íåîáõiäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i åêâiâàëåí-
òíî¨ âèõiäíié ç ñïåöiàëüíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨
Ãðiíà äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé ¹ çàäà÷åþ òàêîãî æ ðiâíÿ ñêëàäíîñòi ÿê
i áåçïîñåðåäí¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, â òîé æå ÷àñ iñíóþòü òàê çâàíi
êàíîíi÷íi îáëàñòi äëÿ ÿêèõ ìîæíà â ÿâíîìó âèãëÿäi çàïèñàòè ôóíêöiþ
Ãðiíà, à çíà÷èòü ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i.

Äî êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé áóäåìî âiäíîñèòè ïàðàëåëåïiïåä â ïðÿìîêóòíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, à òàêîæ îáëàñòi ÿêi â îðòîãîíàëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ
êîîðäèíàòàõ ¹ ïàðàëåëåïiïåäàìè. Çîêðåìà, ïiâïðîñòið, ÷åòâåðòà ÷àñòèíà
ïðîñòîðó, äâîãðàííèé êóò âåëè÷èíè π/n, øàð, ùî ìiñòèòüñÿ ìiæ äâîìà
ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè, êóëÿ òà ¨¨ êàíîíi÷íi ÷àñòèíè, öèëiíäð ïðÿìî-
êóòíîãî òà êðóãîâîãî ïåðåðiçó, ïàðàëåëåïiïåä òà iíøi.

4.4.1 Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ãðiíà ìåòîäîì âiäîáðàæåííÿ çàðÿäiâ

äëÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôiçè-
÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òðèâèìiðíîãî òà äâîâè-
ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìà¹ âèãëÿä:

q0(x) =


1

4π|x|
, x ∈ R3,

1

2π
ln

1

|x|
, x ∈ R2.

(4.4.1)

Äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëüíî ðîçâ'ÿçêó
íàì âiäîìèé i ïðåäñòàâëÿ¹ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ â òî÷öi x
îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó, ÿêèé ðîçòàøîâàíèé â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Äëÿ äâîâèìiðíîãî âèïàäêó ìè âèçíà÷èìî ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó òðîõè íèæ÷å.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiþ Ãðiíà äëÿ äåÿêî¨ ïðîñòîðîâî¨ îáëàñòi ìîæíà øó-
êàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ñóêóïíîñòi òî÷êîâèõ
àáî ðîçïîäiëåíèõ çàðÿäiâ, îäèí ç ÿêèõ ¹ îäèíè÷íèì ïîçèòèâíèì i çíà-
õîäèòüñÿ â äîâiëüíié âíóòðiøíié òî÷öi îáëàñòi Ω, à óñi iíøi ëåæàòü ïîçà
îáëàñòþþ Ω, ìiñöå ðîçòàøóâàííÿ i âåëè÷èíà çàðÿäiâ ïiäáèðàþòüñÿ òàêèì
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÷èíîì, ùîáè çàäîâiëüíèìè îäíîðiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì íà ïîâåðõíi
îáëàñòi.

Òîáòî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé äóæå ÷àñòî ìîæå áóòè
çíàéäåíà ó âèãëÿäi:

Gi(p, P0) =
1

4π|P − P0|
+
∑
j

γj
4π|P − Pj|

. (4.4.2)

Ó öié ôîðìóëi ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì i îäíî-
÷àñíî ìîäåëþ¹ ïîòåíöiàë â òî÷öi P îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó ðîç-
òàøîâàíîãî â òî÷öi P0 ∈ Ω. Ñóìà � äðóãèé ðåãóëÿðíèé äîäàíîê, ÿêèé
ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi 2 ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðåäñòàâëÿ¹ ôóíêöiþ gki (x, ξ), γk �
êîíñòàíòè, ÿêi ìîäåëþþòü âåëè÷èíó òî÷êîâîãî çàðÿäó, Pj /∈ Ω � òî÷êè
ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäiâ, ÿêi ëåæàòü ïîçà îáëàñòþ Ω.

Îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∆P
1

4π|P − Pj|
= 0, (4.4.3)

äëÿ P 6= Pj, òî ñóìà ∑
j

γj
4π|P − Pj|

(4.4.4)

â ðiâíîñòi âèùå äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà êîëè P ∈ Ω, Pj /∈
Ω.

4.4.2 Çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ïiâïðîñòîðó

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó:{
∆U(P ) = −F (P ), P ∈ Ω = {(x, y, z) : z > 0, x, y ∈ R},
U(P )|P∈S = f(P ), S = {(x, y, z) : z = 0, x, y ∈ R}.

(4.4.5)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨
ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà ó ïiâïðîñòîði z > 0.

Â äîâiëüíié òî÷öi P0 âåðõíüîãî ïiâïðîñòîðó ðîçòàøó¹ìî îäèíè÷íèé òî-
÷êîâèé çàðÿä, ïîòåíöiàë ÿêîãî îá÷èñëþ¹òüñÿ

1

4π|P − P0|
, (4.4.6)
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â íèæíüîìó ïiâïðîñòîði z < 0, ðîçòàøó¹ìî êîìïåíñóþ÷è çàðÿäè, òàê
ùî áè â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi (ïëîùèíè z = 0) ñóìàðíèé ïîòåíöiàë
åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ äîðiâíþâàâ íóëþ:

+P0 = (x0, y0, z0)

−P0 = (x0, y0,−z0)

P = (x, y, z)

Êîðèñòóþ÷èñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöi¨ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ, ëåãêî
çðîçóìiòè, ùî êîìïåíñàöiÿ ïîòåíöiàëó çàðÿäó â òî÷öi P0 âiäáóäåòüñÿ ó
âèïàäêó, êîëè êîìïåíñóþ÷èé çàðÿä ðîçòàøóâàòè äçåðêàëüíî iñíóþ÷îìó
âiäíîñíî ïëîùèíè z = 0, à âåëè÷èíó çàðÿäó îáðàòè îäèíè÷íó çi çíàêîì
ìiíóñ.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñóìàðíèé ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ:

Π(P ) =
1

4π|P − P0|
− 1

4π|P − P0|
=

=
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
.

(4.4.7)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
Π(P )|P∈S = 0. (4.4.8)

Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ôóíêöiþ Ãðiíà ïåð-
øî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (Äiðiõëå) îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ ïiâïðîñòîðó:

G1(P, P0) =
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
.

(4.4.9)
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ií-
òåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ:

U(P0) =

˚

Ω

G1(P, P0)F (P ) dP −
¨

S

∂G1(P, P0)

∂nP
f(P ) dSP . (4.4.10)

Îá÷èñëèìî

∂G1(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= − ∂

∂z

(
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
=

= −
(

z − z0

4π((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
−

− z − z0

4π((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2)3/2

)∣∣∣∣
z=0

=

=
−z0

2π((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0))3/2

.

(4.4.11)
Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.45) (ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨)
iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i, ìîæåìî
çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà:

U(x0, y0, z0) =
1

4π

∞̂

0

¨

R2

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
F (x, y, z) dx dy dz+

+
z0

2π

∞̂

−∞

∞̂

−∞

f(x, y) dx dy

((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0)3/2

(4.4.12)

4.4.3 Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ïiâïðîñòîðó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó:
∆U(P ) = −F (P ), P ∈ Ω = {(x, y, z) : z > 0, x, y ∈ R},

− ∂U(P )

∂z

∣∣∣∣
P∈S

= f(P ), S = {(x, y, z) : z = 0, x, y ∈ R}.
(4.4.13)
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà äðóãî¨
ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ ïiâïðîñòîðó.

Äëÿ âèïàäêó óìîâè äðóãîãî ðîäó òîáòî êîëè íà ïëîùèíi z = 0 âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà

∂G2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= 0, (4.4.14)

¨¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ðiâíiñòü íóëþ ïîòîêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïî-
ëÿ êðiçü ïëîùèíó z = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëå âíóòðiøíüîãî îäèíè÷íîãî çàðÿäó òðåáà êîìïåíñó-
âàòè ïîëåì çîâíiøíiõ çàðÿäiâ. Öå ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî äçåðêàëüíî îäè-
íè÷íîìó ïîçèòèâíîìó çàðÿäó â òî÷öi P0 ðîçòàøóâàòè çàðÿä äîäàòíîãî
çíàêó â ñèìåòðè÷íié òî÷öi P0:

+P0 = (x0, y0, z0)

+P0 = (x0, y0,−z0)

P = (x, y, z)

Òàêèì ÷èíîì ñóìàðíèé ïîòåíöiàë äâîõ çàðÿäiâ, à çíà÷èòü i ôóíêöiþ Ãði-
íà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Π(P ) =
1

4π|P − P0|
+

1

4π|P − P0|
=

=
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
= G2(P, P0).

(4.4.15)
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Ïåðåâiðèìî, ùî ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié óìîâi:

∂G2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= − ∂

∂z

1

4π

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)∣∣∣∣∣
z=0

=

=
1

4π

(
z − z0

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
+

+
z + z0

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2)3/2

)∣∣∣∣
z=0

= 0.

(4.4.16)
Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.47) (ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨) iíòåãðàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Íåéìàíà ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïiâïðîñòîði:

U(x0, y0, z0) =
1

4π

∞̂

0

¨

R2

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
F (x, y, z) dx dy dz+

+
1

2π

∞̂

−∞

∞̂

−∞

f(x, y) dx dy

((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0)3/2

.

(4.4.17)

4.4.4 Ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êóëi

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó{
∆U(P ) = 0, |P | < R,

U(P )||P |=R = f(P ).
(4.4.18)

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà
äëÿ êóëi.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

|OP0| = r0, |OP ′0| = r′0, r = |P − P0|, r′ = |P − P ′0|. (4.4.19)
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Íà äîâiëüíîìó ïðîìåíi, ÿêèé ïðîxîäèòü ÷åðåç öåíòð êóëi òî÷êó O ðîç-
ìiñòèìî âñåðåäèíi êóëi ó òî÷öi P0 îäèíè÷íèé òî÷êîâèé äîäàòíèé çàðÿä.
Ðîçãëÿíåìî òî÷êó P ′0 ñèìåòðè÷íó òî÷öi P0 âiäíîñíî ñôåðè.

O

P0

P ′
0

P

r0

r′0
ρ r

r′

γ

Çàóâàæåííÿ 4.4.4.1 � Öå îçíà÷à¹, ùî îáèäâi òî÷êè ëåæàòü íà
îäíîìó ïðîìåíi, à ¨x âiäñòàíi âiä öåíòðó ñôåðè çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííþ

r0 · r′0 = R2. (4.4.20)

Â òî÷öi P ′0 ðîçìiñòèìî âiä'¹ìíèé çàðÿä âåëè÷èíè e, ÿêó îáåðåìî âèxîäÿ÷è
ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Çàïèøåìî ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âiä ñóìè çàðÿäiâ:

Π(P ) =
1

4πr
− e

4πr
. (4.4.21)
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Îá÷èñëèìî âåëè÷èíó e âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó êîñèíóñiâ:

Π(P ) =
1

4π

 1√
ρ2 + r2

0 − 2ρr0 cos γ
− e√

ρ2 + R4

r20
− 2ρ · R2

r0
· cos γ

∣∣∣∣∣∣
ρ=R

=

=
1

4π

 1√
R2 + r2

0 − 2Rr0 cos γ
− e√

R2 + R4

r20
− 2R · R2

r0
· cos γ

 =

=
1

4π
·

1− e · r0
R√

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ

= 0.

(4.4.22)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü áóäå âiðíîþ, ÿêùî e = R/r0.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiþ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êóëi ìîæíà çàïèñàòè
ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi ïðè çíàéäåíîìó çíà÷åííi âåëè÷èíè çîâíiøíüîãî
çàðÿäó:

G1(P, P0) =
1

4π

(
1/
√
ρ2 + r2

0 − 2ρr0 cos γ − 1/

√
R2 +

ρ2r2
0

R2
− 2ρr0 cos γ

)
.

(4.4.23)
Äëÿ çíàxîäæåííÿ ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ îá÷èñëèìî:

∂G1(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

=
∂G1(P, P0)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=R

=

=
1

4π

− ρ− r0 cos γ

(ρ2 + r2
0 − 2ρr0 cos γ)3/2

+

ρr20
R2 − r0 cos γ(

ρ2r20
R2 + r2

0 − 2Rr0 cos γ
)3/2


∣∣∣∣∣∣∣
ρ=R

=

= − 1

4πR
· R2 − r2

0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ)3/2

. (4.4.24)

Äëÿ çàïèñó îñòàòî÷íî¨ ôîðìóëè òðåáà ââåñòè ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. Çàïèøåìî ÷åðåç ñôåðè÷íi êóòè:

cos γ =
](OP,OP0)

ρr0

= cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0). (4.4.25)

Òóò ρ, ϕ, θ � ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè P , à r0, ϕ0, θ0 � ñôåðè÷íi êîîð-
äèíàòè òî÷êè P0.
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Ôîðìóëà 4.4.4.1 (ôîðìóëà Ïóàññîíà äëÿ êóëi)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.16) çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå:

U(r0, ϕ0, θ0) =
R

4π

2πˆ

0

πˆ

0

(R2 − r2
0) sin θf(ϕ, θ) dθ dϕ

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ)3/2

. (4.4.26)

Öÿ ôîðìóëà äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i
íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ïóàññîíà äëÿ êóëi.

4.4.5 Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòåé íà ïëîùèíi

Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòåé ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó â ïðèíöèïi ìîæíà
áóäóâàòè â òîé æå ñïîñiá, ùî i â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó. Ïðè öüîìó òðåáà
âðàxîâóâàòè âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ R2, ùî ïðèâîäèòü
äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ Ãðiíà:

Gi(p, p0) =
1

2π
· ln
(

1

|p− p0|

)
+ gi(p, p0), p, p0 ∈ D ⊂ R2. (4.4.27)

Ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ â òî÷öi p ðiâíî-
ìiðíî çàðÿäæåíî¨ îäèíè÷íèì äîäàòíiì çàðÿäîì íåñêií÷åíî¨ íèòêè, ÿêà
ïðîxîäèòü îðòîãîíàëüíî äî ïëîùèíè ÷åðåç äåÿêó òî÷êó p0. Òî÷êè p, p0

íàëåæàòü ïëîùèíi:

p0

p

Àíàëîãi÷íî êóëi, ìîæíà îòðèìàòè ôóíêöiþ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êî-
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ëà, ÿêà ìà¹ âèãëÿä:

G1(p, p0) =
1

2π

(
ln

(
1√

r2
0 + ρ2 − 2ρr0 cos γ

)
−

− ln

R

r0

· 1√
R4

r20
+ ρ2 − 2ρ · R2

r0
· cos γ

 .

(4.4.28)

Àáî ÷åðåç êîìïëåêñíi çìiííi z = ρeiϕ, z0 = r0e
iϕ0 , z?0 = R2

z0
:

G1(z, z0) =
1

2π
ln

(
r0 · |z − z?0 |
R · |z − z0|

)
. (4.4.29)

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êîëà ìîæå áóòè çàïèñàíèì ó
âèãëÿäi:

u(r0, ϕ0) =
1

2π

2πˆ

0

R2 − r2
0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(ϕ− ϕ0)

f(ϕ) dϕ. (4.4.30)

Àáî ÷åðåç òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,

R2 − r2
0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(ϕ− ϕ0)

= Re

(
z + z0

z − z0

)
, dϕ =

dz

iz
. (4.4.31)

Òîäi ïîïåðåäíÿ ôîðìóëà íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(z0) = Re
1

2πi

ˆ

|z|=R

f(z) · z + z0

z − z0

· dz

z
. (4.4.32)

Íåxàé íåîáxiäíî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D,

u(x, y)|C = f(x, y)

(4.4.33)

äëÿ äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi D ç æîðäàíîâîþ ãðàíèöåþ C.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìà ôóíêöiÿ ω(z), ÿêà çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðà-
æåííÿ îáëàñòi D íà îäèíè÷íèé êðóã |ω| < 1, òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ ôîðìóëè,
ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ îáëàñòi D áóäå ìàòè âèãëÿä:
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G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣1− ω(z0)ω(z)

ω(z)− ω(z0)

∣∣∣∣∣ . (4.4.34)

À ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

u(ζ0) = Re
1

2πi

˛

C

f(ζ) · ω(ζ) + ω(ζ0)

ω(ζ)− ω(ζ0)
· ω
′(ζ)

ω(ζ)
· dζ. (4.4.35)

4.4.6 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿ-

ííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâ ïðÿìî¨

Ìè ïîêàæåìî, ÿê çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà ìîæíà çíàéòè ðîçâ¹ÿçîê
ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâïðÿ-
ìî¨ x > 0.

Íåõàé ìè ðîçãëÿäà¹ìî ãðàíè÷íi çàäà÷i:
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t), t > 0, x > 0,

u(0, t) = ϕ(t),

u(x, 0) = u0(x),

(4.4.36)

i 
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t), t > 0, x > 0,

∂u(0, t)

∂x
= ϕ(t),

u(x, 0) = u0(x).

(4.4.37)

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà âèêîðèñòà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi â îäíîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. ßê
âiäîìî âiä ìà¹ âèãëÿä:

ε(x, t) =
θ(t)

2a
√
πt

exp

{
− |x|

2

2a2t

}
. (4.4.38)

Îñêiëüêè ïðè ïîáóäîâi ôóíêöi¨ Ãðiíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôiçè÷íà iíòåð-
ïðåòàöiÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, òî ç'ÿñó¹ìî ¨¨ çíàéøîâøè ðîçâ'ÿçîê
íàñòóïíî¨ çàäà÷i:

Çàäà÷à 4.4.1. Â íåñêií÷åíîìó ñòðèæíi ç òåïëîiçîëüîâàíîþ áîêîâîþ ïî-
âåðõíåþ i íóëüîâîþ ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

61



t = 0 â òî÷öi x = 0 ìèòò¹âî âèäiëèëîñÿ Q îäèíèöü òåïëà. Íåîáõiäíî âè-
çíà÷èòè òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó â äîâiëüíié éîãî
òî÷öi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.

Ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà ó îäíîðiäíîìó ñòðèæíi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì òå-
ïëîïðîâiäíîñòi ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

a2∂
2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t)

cρS
, t > 0, −∞ < x <∞, (4.4.39)

äå a2 = k
cρ
, f(x, t) � ïîòóæíiñòü òåïëîâèõ äæåðåë. Çà óìîâîþ çàäà÷i

òåïëîâå äæåðåëî ¹ òàêèì, ùî âèäiëÿ¹ ìèòò¹âî Q îäèíèöü òåïëà â òî÷öi
x = 0 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, òîìó ôóíêöiÿ f(x, t) = Qδ(t)δ(x). Òîáòî
ñóìàðíà êiëüêiñòü òåïëà äîðiâíþ¹

∞̂

−∞

∞̂

−∞

Qδ(t)δ(x) dx dt = Q. (4.4.40)

Îñêiëüêè äî ìîìåíòó äi¨ òåïëîâèõ äæåðåë ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà äî-
ðiâíþâàëà íóëþ, òî ïî÷àòêîâà óìîâà ïîâèííà ìàòè âèãëÿä: u(x, 0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç
îäíîðiäíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i (òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â òî÷öi x â ìîìåíò ÷àñó t)
ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

F (ξ, τ)ε(x−ξ, t−τ) dξ dτ+

˚

Rn

ε(x−ξ, t)u0(ξ) dξ. (4.4.41)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨¨ äëÿ öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ìàòè:

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

−∞

Q

cρS
δ(τ)δ(ξ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ =

=
Q

cρS

1

2a
√
πt

exp

{
− |x|

2

2a2t

}
.

(4.4.42)

Òàêèì ÷èíîì, ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ôóíêöiþ, ùî ìîäåëþ¹ òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â òî÷öi
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x â ìîìåíò ÷àñó t çà ðàõóíîê äi¨ ìèòò¹âîãî òî÷êîâîãî äæåðåëà iíòåíñèâ-
íîñòi Q = cρS ÿêå äi¹ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â òî÷öi x = 0.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.4.36), (4.4.37) íà ïiâïðÿ-
ìié âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiäîáðàæåííÿ òåïëîâèõ äæåðåë.

ßêùî íà ïðÿìié ðîçòàøóâàòè â äîâiëüíié òî÷öi ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæå-
ðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ iíòåíñèâíîñòi cρS, à ñèìåòðè÷íié òî÷öi
−ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæåðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ i ìà¹ iíòåíñèâ-
íiñòü −cρS, òî ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî â òî÷öi x = 0,
ÿêà ëåæèòü ïîñåðåäèíi ìiæ òî÷êàìè x = ξ òà x = −ξ, âïëèâ òåïëîâèõ
äæåðåë äà¹ íóëüîâó òåìïåðàòóðó. Äiéñíî, âèõîäÿ÷è ç ôiçè÷íîãî çìiñòó
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, îòðèìà¹ìî, ùî òåìïåðàòóðà âiä äi¨ äâîõ
òî÷êîâèõ äæåðåë äîðiâíþ¹

E1(x, ξ, t− τ) =
θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x− ξ|

2

2a2(t− τ)

}
−

− θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x+ ξ|2

2a2(t− τ)

}
.

(4.4.43)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî E1(0, ξ, t−τ) = 0, E1(x, ξ, t− τ)|t−τ<0 = 0, à äðóãèé
äîäàíîê çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ òåïëîïðîâiäíîñòi ïðè x > 0,
t− τ > 0. Òàêèì ÷èíîì E1(x, ξ, t− τ) ¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨
çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâïðÿìî¨.

ßêùî íà ïðÿìié ðîçòàøóâàòè â äîâiëüíié òî÷öi ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæå-
ðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ iíòåíñèâíîñòi cρS, à ñèìåòðè÷íié òî÷öi −ξ
ìèòò¹âå òî÷êîâå äæåðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ i ìà¹ iíòåíñèâíiñòü
cρS, òî ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî â òî÷öi x = 0, ÿêà
ëåæèòü ïîñåðåäèíi ìiæ òî÷êàìè x = ξ òà x = −ξ, òåïëîâèé ïîòiê áóäå
äîðiâíþâàòè íóëþ.

Çàïèøåìî òåìïåðàòóðó â öüîìó âèïàäêó

E2(x, ξ, t− τ) =
θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x− ξ|

2

2a2(t− τ)

}
+

θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x+ ξ|2

2a2(t− τ)

}
.

(4.4.44)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

∂E2(x, ξ, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − θ(t− τ)

2a3
√
πt3/2

(
ξ exp

{
− ξ2

2a2t

}
− ξ exp

{
− ξ2

2a2t

})
= 0.

(4.4.45)
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Òàêèì ÷èíîì E2(x, ξ, t − τ) ¹ ôóíêöi¹þ Ãðiíà äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâ ïðÿìî¨.

Äëÿ çàïèñó ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.4.36), (4.4.37) áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ôîðìóëè (3.22) òà (3.23), ÿêi òðåáà çàïèñàòè äëÿ âèïàäêó ïiâ
ïðÿìî¨.

Äëÿ ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i áóäåìî ìàòè:

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

0

E1(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ dτ+

+

∞̂

0

E1(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

∞̂

0

∂E1(x, ξ, t− τ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

ϕ(τ) dτ.

(4.4.46)

Äëÿ äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îòðèìà¹ìî

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

0

E2(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ dτ+

+

∞̂

0

E2(x, ξ, t)u0(ξ) dξ−

− a2

∞̂

0

E2(x, 0, t− τ)ϕ(τ) dτ.

(4.4.47)

Ïðîäåìîíñòðîâàíèé ìåòîä öå ëèøå îäèí ç ïðèéîìiâ, ÿêèé âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Ìåòîä âiäîáðàæåííÿ äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ îäíîâèìiðíî-
ãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

4.5 Ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ òà ¨x âëàñòèâîñòi

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.1 (ãàðìîíi÷íî¨ ó âiäêðèòié îáëàñòi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ

u(x) íàçèâàþòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié âiäêðèòié îáëàñòi Ω, ÿêùî u ∈
C(2)(Ω) i ∆u(x) = 0, x ∈ Ω, òîáòî ôóíêöiÿ ¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
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éîâàíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.2 (ãàðìîíi÷íî¨ â òî÷öi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ u(x) íàçèâà-
þòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié òî÷öi, ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ ãàðìîíi÷íà â äåÿêîìó

îêîëi öi¹¨ òî÷êè.

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.3 (ãàðìîíi÷íî¨ â çàìêíåíié îáëàñòi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ

u(x) íàçèâàþòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié çàìêíåíié îáëàñòi, ÿêùî âîíà ãàð-

ìîíi÷íà â äåÿêié áiëüø øèðîêié âiäêðèòié îáëàñòi.

Ç ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè ó òðèâèìiðíèx i äâîâèìiðíèx îáëàñòÿx ìè
âæå çóñòði÷àëèñÿ:

Ïðèêëàä 4.5.0.1 (ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ó R2)

∆
1

2π
ln

1

|x− ξ|
= 0, x 6= ξ, x, ξ ∈ R2. (4.5.1)

Ïðèêëàä 4.5.0.2 (ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ó R3)

∆
1

4π|x− ξ|
= 0, x 6= ξ, x, ξ ∈ R3. (4.5.2)

4.5.1 Iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω)

Äëÿ îòðèìàííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω) áóäå-
ìî âèêîðèñòîâóâàòè äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

˚

Ω

(v(x)∆u(x)− u(x)∆v(x)) dx =

¨

S

(
v(x) · ∂u(x)

∂n
− u(x) · ∂v(x)

∂n

)
dS.

(4.5.3)
Â ÿêîñòi ôóíêöi¨ u(ξ) îáåðåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ C2(Ω), à ó ÿêîñòi v,
ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ òðèâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó 1

4π|x−ξ| .
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Â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè öèx âåëè÷èí â îñòàííþ ôîðìóëó îòðèìà¹ìî

˚

Ω

(
1

4π|x− ξ|
∆u(ξ) + u(ξ)δ(x− ξ)

)
dξ =

=

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.4)

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãîãî äîäàíêó â ëiâié ÷àñòèíi ìîæåìî çàïèñàòè ôîð-
ìóëó iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω):

u(x) = −
˚

Ω

1

4π|x− ξ|
∆u(ξ) dξ+

+

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂n

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.5)

Ó âèïàäêó êîëè ôóíêöiÿ u(x) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi Ω òî îñòàííÿ ôîð-
ìóëà ïðèéìå âèãëÿä:

u(x) =

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ. (4.5.6)

Ç ôîðìóë âèùå ìîæíà îòðèìàòè äåÿêi âëàñòèâîñòi ãàðìîíi÷íèx ôóíêöié:

Âëàñòèâiñòü 4.5.1.1

Ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω ôóíêöiÿ u(x) ìà¹ â êîæíié âíóòðiøíié òî÷öi
îáëàñòi Ω íåïåðåðâíi ïîxiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè x ∈ Ω, ξ ∈ S, x 6= ξ, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîxiäíî¨ íåîáxiäíî äèôåðåíöiþâàòè ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ,
ÿêà ìà¹ ïîxiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó:

∂k1+k2+k3u(x)

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

=

¨

S

(
∂k1+k2+k3

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
−

− u(ξ) · ∂k1+k2+k3

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

· ∂

∂nξ

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.7)
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Âëàñòèâiñòü 4.5.1.2

ßêùî u(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â ñêií÷åíié îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ
S, òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

‹

S

∂u(x)

∂n
dS = 0. (4.5.8)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ó äðóãié ôîðìóëi Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà îáå-
ðåìî v(x) ≡ 1, òîäi iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi i äðóãèé iíòåãðàë ïðàâî¨
÷àñòèíè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìà¹ìî æàäàíó
ðiâíiñòü.

Òåîðåìà 4.5.1.1 (ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨)

ßêùî u(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â êóëi i íåïåðåðâíà â çàìèêàííi
öi¹¨ êóëi, òî çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ â öåíòði êóëi äîðiâíþ¹
ñåðåäíüîìó àðèôìåòè÷íîìó ¨¨ çíà÷åíü íà ñôåði, ùî îáìåæó¹ êóëþ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

u(x) =

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ. (4.5.9)

â ÿêié â ÿêîñòi ïîâåðxíi S âiçüìåìî ñôåðó ðàäióñó R ç öåíòðîì ó òî÷öi
x0, i îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u â òî÷öi x0:

u(x0) =

¨

S(x0,R)

(
1

4π|x0 − ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂nξ

1

4π|x0 − ξ|

)
dSξ. (4.5.10)

Îñêiëüêè ξ ∈ S(x0, R), òî
1

4π|x0 − ξ|
=

1

4πR
, à

∂

∂nξ

1

4π|x0 − ξ|

∣∣∣∣
S(x0,R)

=
1

4πR2
. (4.5.11)

Òàêèì ÷èíîì

u(x0) =
1

4πR

¨

S(x0,R)

∂u(ξ)

∂n
dSξ +

1

4πR2

¨

S(x0,R)

u(ξ) dSξ. (4.5.12)
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Îñêiëüêè ïåðøèé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ, òî îñòàòî÷íî ìà¹ìî

u(x0) =
1

4πR2

¨

S(x0,R)

u(ξ) dSξ. (4.5.13)

4.5.2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìó ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

Òåîðåìà 4.5.2.1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìó ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié)

ßêùî ãàðìîíi÷íà â ñêií÷åííié îáëàñòi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ó âíóòðiøíié
òî÷öi öi¹¨ îáëàñòi ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî àáî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ,
òî öÿ ôóíêöiÿ ¹ òîòîæíà êîíñòàíòà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u(x) ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â îáìåæåíié îáëàñòi Ω i äî-
ñÿãà¹ â òî÷öi x0 ∈ Ω ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî êóëþ
U(x0, R0) ⊂ Ω ìàêñèìàëüíî âåëèêîãî ðàäióñó.

Îñêiëüêè u(x0) = maxx∈Ω u(x), òî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(x), êîëè x ∈ S(x0, R0)
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi u(x) ≤ u(x0).

ßêùî õî÷à á ó îäíié òî÷öi S(x0, R0) íåðiâíiñòü ñòðîãà, òîáòî u(x) < u(x0),
òî çà ðàõóíîê íåïåðåðâíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié öÿ íåðiâíiñòü áóäå çáå-
ðåæåíà i â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè, à öå îçíà÷àòèìå, ùî

u(x0) >
1

4πR2
0

¨

S(x0,R0)

u(ξ) dSξ. (4.5.14)

Òîáòî ïîðóøó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ i
ìè ïðèéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì, ùî ∃ξ ∈ S(x0, R0) : u(ξ) <
u(x0). Öå îçíà÷à¹, ùî u(x) = u(x0), x ∈ S(x0, R0).

Îñêiëüêè öÿ ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ êóëi áóäü-ÿêîãî ðàäióñó R ≤ R0, òî
öå îçíà÷à¹, ùî u(x) ≡ u(x0) êîëè x ∈ U(x0, R0).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ u(x) ≡ u(x0) êîëè x ∈ Ω.

Äëÿ öüîãî âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x? ∈ Ω, òî ç'¹äíà¹ìî ¨¨ ç òî÷êîþ x0

ëàìàíîþ. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü êóëü {U(xi, Ri)}Ni=0 ç òàêèìè âëàñòè-
âîñòÿìè:

• öåíòðè êóëü xi, i = 1..N íàëåæàòü ëàìàíié;

• xi+1 ∈ U(xi, Ri) ⊂ Ω, i = 1..N ;
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• x? ∈ U(xN , RN).

Îñêiëüêè öåíòð êîæíî¨ íàñòóïíî¨ êóëi ç íîìåðîì i+ 1, ëåæèòü âñåðåäèíi
êóëi ç íîìåðîì i, òî âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìè
ìîæåìî âñòàíîâèòè âëàñòèâiñòü: ÿêùî ôóíêöiÿ u(x) ≡ u(x0) êîëè x ∈
U(xi, Ri) òî u(x) ≡ u(x0), êîëè x ∈ U(xi+1, Ri+1). Öå îçíà÷à¹, ùî u(x) ≡
u(x0), êîëè x ∈ U(xN , RN). Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî u(x?) = u(x0).

Íàñëiäîê 4.5.2.1

Ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ âiäìiííà âiä òîòîæíî¨ êîíñòàíòè íå äîñÿãà¹ â
ñêií÷åííié îáëàñòi íi ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî íi ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà-
÷åííÿ.

Íàñëiäîê 4.5.2.2

ßêùî ôóíêöiÿ ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω i íåïåðåðâíà â Ω, òî ñâî¨ ìà-
êñèìàëüíå i ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ âîíà ïðèéìà¹ íà ãðàíèöi S îáëàñòi.

Íàñëiäîê 4.5.2.3

ßêùî ôóíêöiÿ ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω i íåïåðåðâíà â Ω, òî |u(x)| ≤
maxx∈S |u(x)|.

Íàñëiäîê 4.5.2.4

Íåõàé u(x), v(x) � ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ â îáëàñòi Ω i ìà¹ ìiñöå íåðiâ-
íiñòü u(x) ≤ v(x), x ∈ S, òîäi u(x) ≤ v(x), x ∈ Ω.

4.5.3 Îïåðàòîð Ëàïëàñà â öèëiíäðè÷íié òà ñôåðè÷íié ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò

Çàìiñòü ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò x, y, z ââåäåìî îðòîãîíàëüíi êðèâîëiíié-
íi êîîðäèíàòè q1, q2, q3 çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü

qi = fi(x, y, z), i = 1, 2, 3, (4.5.15)

ÿêi äîçâîëÿþòü çàïèñàòè îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ

x = ϕ1(q1, q2, q3), y = ϕ2(q1, q2, q3), z = ϕ3(q1, q2, q3). (4.5.16)
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Çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹
âèãëÿä:

∆(u) =
1

H1H2H3

(
∂

∂q1

(
H2H3

H1

∂u

∂q1

)
+

+
∂

∂q2

(
H1H3

H2

∂u

∂q2

)
+

∂

∂q3

(
H1H2

H3

∂u

∂q3

))
,

(4.5.17)

äå 

H2
1 =

(
∂ϕ1

∂q1

)2

+

(
∂ϕ2

∂q1

)2

+

(
∂ϕ3

∂q1

)2

,

H2
2 =

(
∂ϕ1

∂q2

)2

+

(
∂ϕ2

∂q2

)2

+

(
∂ϕ3

∂q2

)2

,

H2
4 =

(
∂ϕ1

∂q3

)2

+

(
∂ϕ2

∂q3

)2

+

(
∂ϕ3

∂q3

)2

.

(4.5.18)

• Äëÿ ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ, i ôîðìóëè
(4.5.16), (4.5.18) ìàþòü âèãëÿä x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z =
r cos θ, H1 = 1, H2 = r, H3 = r sin θ.

Òàêèì ÷èíîì îïåðàòîð Ëàïëàñà ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà-
òèìå âèãëÿä.

∆r,ϕ,θu =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

(4.5.19)

• Äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò q1 = ρ, q2 = ϕ, q3 = z, i
ôîðìóëè (4.5.16), (4.5.18) ìàþòü âèãëÿä x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,
z = z, H1 = 1, H2 = ρ, H3 = 1.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä:

∆ρ,ϕ,zu =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
. (4.5.20)

• ßêùî ôóíêöiÿ u íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ z, òî îòðèìó¹ìî ïîëÿðíó
ñèñòåìó êîîðäèíàò i âèðàç îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïîëÿðíié ñèñòåìi
êîîðäèíàò:

∆ρ,ϕu =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
. (4.5.21)

70



4.5.4 Ïåðåòâîðåííÿ Êåëüâiíà ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

Âèçíà÷åííÿ 4.5.4.1. Íåõàé ôóíêöiÿ u ãàðìîíi÷íà çà ìåæàìè êóëi U(0, R),
òîäi ôóíêöiþ

v(y) =

(
R

|y|

)n−2

u

(
R2

|y|2
y

)
(4.5.22)

(òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ àðãóìåíòó îáåðíåíèõ ðàäióñ âåêòîðiâ

x = R2/|y|2y àáî îáåðíåíå y = R2/|x|2x) áóäåìî íàçèâàòè ïåðåòâîðåííÿì

Êåëüâiíà ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ u(x) â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

Çàóâàæåííÿ 4.5.4.1 � Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî R = 1,
öüîãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè øëÿõîì çìiíè ìàñøòàáó.

Òâåðäæåííÿ 4.5.4.1

Äëÿ n = 3 ïåðåòâîðåííÿ Êåëüâiíà v(y) ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ u(x) ¹
ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó y.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ïåðøèé äîäàíîê â îïåðàòîði Ëàïëàñà â
ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (4.5.19) ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
=

1

r

∂2(ru)

∂r2
. (4.5.23)

Òàêèì ÷èíîì ïðè n = 3, R = 1, (4.5.22) ìà¹ âèãëÿä

v(y) =
1

|y|
· u
(

y

|y|2

)
. (4.5.24)

Îñêiëüêè y = x/|x|2, à x = y/|y|2, òî |y| = 1/|x|, àáî v(y) = |x| · u(x).

Òâåðäæåííÿ 4.5.4.2

Ôóíêöiÿ v(r′, θ, ϕ) = r · u(r, θ, ϕ), äå r = 1/r′, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ
Ëàïëàñà, ÿêùî u(r, θ, ϕ) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

0 = r ·∆r,ϕ,θu =
∂2(ru)

∂r2
+

1

r sin θ

(
∂

∂θ

(
sin θ · ∂u

∂θ

)
+

1

sin θ

∂2u

∂ϕ2

)
=

=
∂2v

∂r2
+

1

r2 sin θ

(
∂

∂θ

(
sin θ · ∂v

∂θ

)
+

1

sin θ

∂2v

∂ϕ2

)
=

= (r′)2 · ∂
∂r′

(
(r′)2 ∂v

∂r′

)
+

+
(r′)2

sin θ

(
∂

∂θ

(
sin θ · ∂v

∂θ

)
+

1

sin θ

∂2v

P
∂ϕ2

)
=

= (r′)4∆r′,ϕ,θv(r′, θ, ϕ).
(4.5.25)

Ïðè îòðèìàííi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi áóëî âðàõîâàíî ùî

∂v

∂r
= −(r′)2 ∂v

∂r′
,

∂2v

∂r2
= (r′)2 ∂

∂r′

(
(r′)2 ∂v

∂r′

)
. (4.5.26)

Çàóâàæåííÿ 4.5.4.2 � Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê áóëî ïîêàçàíà ãàðìî-
íi÷íiñòü

v(y) =
1

|y|
u

(
y

|y|2

)
(4.5.27)

ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, ìîæíà ïîêàçàòè ãàðìîíi÷íiñòü
ôóíêöi¨

v(y) = u

(
y

|y|2

)
(4.5.28)

ó äâîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

4.5.5 Ãàðìîíi÷íiñòü â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi òà ïîâåäií-

êà ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åíîñòi

Âèçíà÷åííÿ 4.5.5.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ u(x) ¹ ãàðìîíi÷íîþ
ôóíêöi¹þ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, ÿêùî ôóíêöiÿ

v(y) =


1

|y|
u

(
y

|y|2

)
, n = 3,

u

(
y

|y|2

)
, n = 2,

(4.5.29)
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¹ ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ â òî÷öi íóëü.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

v(y) =

{
|x| · u(x), n = 3,

u(x), n = 2.
(4.5.30)

Òåîðåìà 4.5.5.1 (ïðî ïîâåäiíêó ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié â íåñêií÷åííî
âiääàëåíi òî÷öi â ïðîñòîði)

ßêùî ïðè n = 3 ôóíêöiÿ u(x) ãàðìîíi÷íà â íåñêií÷åííî âiääàëåíié
òî÷öi, òî ïðè |x| → ∞ ôóíêöiÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå 1/|x|,
à ÷àñòèííi ïîõiäíi âåäóòü ñåáå ÿê Dαu(x) = O(1/|x|1+|α|.

Òåîðåìà 4.5.5.2 (ïðî ïîâåäiíêó ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié â íåñêií÷åííî
âiääàëåíi òî÷öi íà ïëîùèíi)

ßêùî ïðè n = 2 ôóíêöiÿ u(x) ãàðìîíi÷íà â íåñêií÷åííî âiääàëåíié
òî÷öi, òî ïðè |x| → ∞ ôóíêöiÿ îáìåæåíà, à ÷àñòèííi ïîõiäíi âåäóòü
ñåáå ÿê Dαu(x) = O(1/|x|1+|α|).

Âèçíà÷åííÿ 4.5.5.2. Ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ ÿêi ìàþòü ïîâåäiíêó íà íåñêií-

÷åíîñòi âèçíà÷åíó òåîðåìàìè 4.5.5.1 òà 4.5.5.2 äëÿ òðèâèìiðíîãî i äâîâè-

ìiðíîãî ïðîñòîðiâ íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè íà íåñêií÷åíîñòi ãàðìîíi÷íè-

ìè ôóíêöiÿìè, à âiäïîâiäíi îöiíêè � óìîâàìè ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷å-

íîñòi.

4.5.6 �äèíiñòü ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé U(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S,
òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Äiðiõëå

˚

Ω

|∇U |2 dx =

¨

S

U
∂U

∂~n
dS. (4.5.31)

Íåõàé U(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ îáëàñòi U(0, R) \ Ω ç ãðàíèöÿìè S òà
S(0, R), äå R � ÿê çàâãîäíî âåëèêå ÷èñëî, òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Äiðiõëå

˚

Ω

|∇U |2 dx =

¨

S

U
∂U

∂~n
dS +

¨

S(0,R)

U
∂U

∂~n
dS. (4.5.32)
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Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi Äiðiõëå (4.5.31) äîñòàòíüî çàïèñàòè î÷åâèäíèé
ëàíöþæîê ðiâíîñòåé:

0 =

¨

Ω

U(x)∆U(x) dx =

¨

Ω

U(x)∇ · (∇U(x)) dx =

=

¨

S

U(x) 〈∇U(x), ~n〉 dS −
¨

Ω

|∇U(x)|2 dx.

(4.5.33)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè i ðiâíiñòü (4.5.32).

Ïðè ôîðìóëþâàííi òåîðåì ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ìè ñêðiçü áóäå-
ìî ïðèïóñêàòè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨, õî÷à ñàì ôàêò
iñíóâàííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ìè äîâåäåìî ïiçíiøå.

Òåîðåìà 4.5.6.1 (Ïåðøà òåîðåìà ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié)

ßêùî â îáìåæåíié îáëàñòi Ω, (àáî â îáëàñòi Ω′ = R3 \Ω) iñíó¹ ãàðìî-
íi÷íà ôóíêöiÿ (àáî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ ðåãóëÿðíà íà íåñêií÷åíîñòi),
ÿêà ïðèéìà¹ íà ïîâåðõíi S çàäàíi çíà÷åííÿ, òî òàêà ôóíêöiÿ ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â îáëàñòi Ω iñíó¹ ïðèíàéìíi äâi ãàðìîíi÷íi
ôóíêöi¨, ÿêi ïðèéìàþòü íà ïîâåðõíi S îäíàêîâi çíà÷åííÿ:{

∆ui(x) = 0, x ∈ Ω,

ui|x∈S = f, i = 1, 2.
(4.5.34)

Äëÿ ôóíêöi¨ u(x) = u1(x)− u2(x) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó{
∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

u|x∈S = 0.
(4.5.35)

Çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü Äiðiõëå äëÿ ôóíêöi¨ u(x). Áóäåìî ìàòè

˚

Ω

|∇u|2 dx =

¨

S

u · ∂u
∂~n
· dS = 0. (4.5.36)

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ∇u(x) ≡ 0, x ∈ Ω. Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî u(x) ≡
const, x ∈ Ω à îñêiëüêè u(x) = 0, x ∈ S òî u(x) ≡ 0, x ∈ Ω. Òîáòî ìè
ìà¹ìî, ùî u1(x) ≡ u2(x).

Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè äëÿ îáëàñòi Ω′ = R3 \ Ω.
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Ïðèïóñêàþ÷è iñíóâàííÿ äâîõ ðåãóëÿðíèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ÿêi ïðè-
éìàþòü íà ïîâåðõíi S îäíàêîâi çíà÷åííÿ{

∆ui(x) = 0, x ∈ Ω′,

ui|x∈S = f, i = 1, 2.
(4.5.37)

îòðèìà¹ìî äëÿ ôóíêöi¨ u(x) = u1(x)− u2(x) çàäà÷ó
∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

u|x∈S = 0,

u(x) = O

(
1

|x|

)
, |x| → ∞.

(4.5.38)

Çàñòîñó¹ìî äëÿ u(x) ðiâíiñòü (4.5.32):
˚

U(0,R)\Ω

|∇u|2 dx =

¨

S

u · ∂u
∂~n
· dS +

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS =

=

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS.

(4.5.39)

Ñïðÿìó¹ìî ðàäióñ êóëi R äî íåñêií÷åííîñòi i âðàõó¹ìî óìîâó ðåãóëÿðíî-
ñòi íà íåñêií÷åíîñòi:˚

Ω′

|∇u|2 dx = lim
R→∞

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS =

= lim
R→∞

O

(
1

R3

) ¨
S(0,R)

dS = 0.

(4.5.40)

Òàêèì ÷èíîì u(x) ≡ const, x ∈ Ω′ à îñêiëüêè u(x) = 0, x ∈ S òî u1(x) ≡
u2(x).

Òåîðåìà 4.5.6.2 (Äðóãà òåîðåìà ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié)

ßêùî â îáìåæåíié îáëàñòi Ω, (àáî â îáëàñòi Ω′ = R3 \Ω) iñíó¹ ãàðìî-
íi÷íà ôóíêöiÿ (àáî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ ðåãóëÿðíà íà íåñêií÷åíîñòi),
ÿêà ïðèéìà¹ íà ïîâåðõíi S çàäàíi çíà÷åííÿ ñâî¹¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨
∂u
∂~n

∣∣
x∈S, òî â îáëàñòi Ω âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ñ òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨

êîíñòàíòè, à â îáëàñòi Ω′ âîíà ¹äèíà.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â îáëàñòi Ω iñíó¹ ïðèíàéìi äâi ãàðìîíi÷íi
ôóíêöi¨, ÿêi ïðèéìàþòü íà ïîâåðõíi S îäíàêîâi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïî-
õiäíî¨ 

∆ui(x) = 0, x ∈ Ω,

∂ui
∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f, i = 1, 2.
(4.5.41)

Äëÿ ôóíêöi¨ u(x) = u1(x)− u2(x) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó
∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= 0.
(4.5.42)

Äëÿ ôóíêöi¨ u(x) âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü Äiðiõëå:˚

Ω

|∇u|2 dx =

¨

S

u · ∂u
∂~n
· dS = 0, (4.5.43)

òîáòî ∇u(x) ≡ 0, x ∈ Ω, u(x) ≡ const. Êîíñòàíòà çàëèøà¹òüñÿ íåâèçíà-
÷åíîþ i òàêèì ÷èíîì u1(x) = u2(x) + const.

Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè äëÿ îáëàñòi Ω′.

Ïðèïóñêàþ÷è iñíóâàííÿ äâîõ ðåãóëÿðíèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ÿêi ïðè-
éìàþòü íà ïîâåðõíi S îäíàêîâi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨

∆ui(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂ui
∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f, i = 1, 2.
(4.5.44)

îòðèìà¹ìî äëÿ ôóíêöi¨ u(x) = u1(x)− u2(x) çàäà÷ó
∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= 0.
(4.5.45)

Çàñòîñó¹ìî äëÿ u(x) ðiâíiñòü (4.5.32):˚

U(0,R)\Ω

|∇u|2 dx =

¨

S

u · ∂u
∂~n
· dS +

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS =

=

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS.

(4.5.46)
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Ñïðÿìó¹ìî ðàäióñ êóëi R äî íåñêií÷åííîñòi i âðàõó¹ìî óìîâó ðåãóëÿðíî-
ñòi íà íåñêií÷åíîñòi:˚

Ω′

|∇u|2 dx = lim
R→∞

¨

S(0,R)

u · ∂u
∂~n
· dS =

= lim
R→∞

O

(
1

R3

) ¨
S(0,R)

dS = 0.

(4.5.47)

Òàêèì ÷èíîì u(x) ≡ const, x ∈ Ω′ à îñêiëüêè limx→∞ u(x) = 0, òî u(x) ≡ 0,
à u1(x) ≡ u2(x).

Òåîðåìà 4.5.6.3 (Òðåòÿ òåîðåìà ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié)

ßêùî â îáìåæåíié îáëàñòi Ω, (àáî â îáëàñòi Ω′ = R3 \Ω) iñíó¹ ãàðìî-
íi÷íà ôóíêöiÿ (àáî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ ðåãóëÿðíà íà íåñêií÷åíîñòi),
ÿêà ïðèéìà¹ íà ïîâåðõíi S çàäàíi çíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ íîð-
ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ òà ôóíêöi¨ ∂u

∂~n
+ α(x) · u

∣∣
x∈S, α ≥ 0 òî â îáëàñòi Ω

òà â îáëàñòi Ω′ âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì.

Âïðàâà 4.5.6.1. Îñòàííþ òåîðåìó äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

4.6 Ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, äåÿêi âëàñòèâîñòi éîãî

ðîçâ'ÿçêiâ

Ïðèêëàä 4.6.0.1

Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿa2∆u(x, t)− ∂2u

∂t2
= −F (x, t), x ∈ Ω,

`iu|x∈S = f(x, t).
(4.6.1)

Çàóâàæåííÿ 4.6.0.1 � Â öié çàäà÷i âiäñóòíi ïî÷àòêîâi óìîâè ó
çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F (x, t)
òà f(x, t). À ñàìå ìè ââàæà¹ìî, ùî öi ôóíêöi¨ ¹ ïåðiîäè÷íèìè ïî
àðãóìåíòó t ç îäíàêîâèì ïåðiîäîì.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ïîêëàäåìî, ùî{
F (x, t) = F1(x) cos(ωt)− F2(x) sin(ωt),

f(x, t) = f1(x) cos(ωt)− f2(x) sin(ωt).
(4.6.2)

Ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî â ðåçóëüòàòi äîâîëi òðèâàëî¨ äi¨ òàêèõ çáóðåíü
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ òåæ áóäå ïåðiîäè-
÷íèì, òîáòî

u(x, t) = V1(x) cos(ωt)− V2(x) sin(ωt). (4.6.3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé ðîçâ'ÿçîê ó çàäà÷ó (4.6.1), îòðèìà¹ìî

(
∆V1 +

ω2

a2
V1

)
cos(ωt)−

(
∆V2 +

ω2

a2
V2

)
sin(ωt) =

= −F1

a2
cos(ωt)− F2

a2
sin(ωt),

cos(ωt)`iV1|x∈S − sin(ωt)`iV2|x∈S =

= f1 cos(ωt)− f2 sin(ωt).

(4.6.4)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ cos(ωt), sin(ωt) � ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî äëÿ àìïëiòóäè
Vi(x), i = 1, 2 îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà∆Vj +

ω2

a2
Vj = −Fj

a2
, x ∈ Ω, j = 1, 2,

`iVj|x∈S = fj.
(4.6.5)

Çàóâàæåííÿ 4.6.0.2 � Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè,
ÿêùî ââåñòè êîìïëåêñíó àìïëiòóäó V = V1 + iV2, êîìïëåêñíó çîâíi-
øíþ ñèëó F = F1 + iF2 òà êîìïëåêñíó àìïëiòóäó ãðàíè÷íî¨ óìîâè
f = f1 + if2.

Øóêàþ÷è ðîçâ'ÿçîê (4.6.1) ó âèãëÿäi U(x, t) = V (x)eiωt, îòðèìà¹ìî
äëÿ êîìïëåêñíî¨ àìïëiòóäè çàäà÷ó∆V (x) +

ω2

a2
= −F

a2
, x ∈ Ω,

`iV |x∈S = f.
(4.6.6)

Äðóãèì äæåðåëîì âèíèêíåííÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ¹ ñòàöiîíàðíå ðiâ-
íÿííÿ äèôóçi¨ ïðè íàÿâíîñòi â ñåðåäîâèùi ïðîöåñiâ, ùî âåäóòü äî ðîç-
ìíîæåííÿ ðå÷îâèíè.
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Ïðèêëàä 4.6.0.2

Òàêi ïðîöåñè íàïðèêëàä âèíèêàþòü, íàïðèêëàä, ïðè äèôóçi¨ íåéòðî-
íiâ. Ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

∆V (x) +
c

D
V (x) = 0, (4.6.7)

äå D � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨, c � øâèäêiñòü ðîçìíîæåííÿ íåéòðîíiâ.

Çàóâàæåííÿ 4.6.0.3 � Ñóòò¹âà âiäìiííiñòþ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ
ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà âiä ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ïîëÿ-
ãà¹ â ìîæëèâîìó ïîðóøåííi ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ÿê äëÿ âíóòðiøíiõ
òàê i äëÿ çîâíiøíiõ çàäà÷.

Ïðèêëàä 4.6.0.3

Ðîçãëÿíåìî òàêó ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 2k2y = 0, 0 < x, y < π,

u(0, y) = u(π, y) = u(x, 0) = u(x, π) = 0.

(4.6.8)

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðè k = 0 öÿ çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî
âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ òåîðåìè ¹äíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Íåõàé òåïåð k � öiëå ÷èñëî. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî â öüîìó ðàçi çàäà÷à
ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) = sin(kx) sin(ky), à öå â ñâîþ ÷åðãó
îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à ç íåîäíîðiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òà íåîäíîðiäíå
ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 2k2u = −F (x, y), 0 < x, y < π,

u(0, y) = ϕ1(y),

u(π, y) = ϕ2(y),

u(x, 0) = ψ1(x),

u(x, π) = ψ2(x)

(4.6.9)

ìà¹ íå¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ðîçâ'ÿçêó îäíî-
ðiäíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî ç òî÷íiñòþ äî ôóíêöi¨ A sin(kx) sin(ky).

79



Ïðèêëàä 4.6.0.4

Ðîçãëÿíåìî çîâíiøíþ çàäà÷ó äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
∆u(x) + k2u = 0, |x| > π, x = (x1, x2, x3),

u(x)||x|=π = 0,

u(x) −−−−→
|x|→∞

0.

(4.6.10)

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðè k = 0 ãðàíè÷íà çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
òîòîæíî ðiâíèé íóëþ, ùî âèïëèâà¹ ç äðóãî¨ òåîðåìè ¹äèíîñòi ãàðìîíi-
÷íèõ ôóíêöié.

Ó âèïàäêó, êîëè k � öiëå ìè ìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüî¨ ãðàíè÷íî¨
çàäà÷i îêðiì òîòîæíîãî íóëÿ áóäå ôóíêöiÿ

u(x) =
sin(k|x|)

4π|x|
. (4.6.11)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ÿê îäíîðiäíîìó ðiâíÿí-
íþ Ãåëüìãîëüöà (öå óÿâíà ÷àñòèíà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó) òàê i
ãðàíè÷íié óìîâi íà ñôåði i óìîâi íà íåñêií÷åíîñòi.

Íàÿâíiñòü íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó îäíîðiäíî¨ çàäà÷i îçíà÷à¹ íå¹äè-
íiñòü ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i.

4.6.1 Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïðè÷èíè ïîðóøåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó âíóòðiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
(4.6.9) i çîâíiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.10) ðiçíi.

Äëÿ òîãî ùîá çðîçóìiòè ïðè÷èíó iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó
çàäà÷i (4.6.9) ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíó îäíîðiäíó çàäà÷ó ç ïàðàìåòðîì:{

∆u(x) + λu(x) = 0, x ∈ Ω,

`iu|S = 0
(4.6.12)

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ââàæàòè òàêó ìíîæèíó çíà÷åíü ïàðàìåòðó
λ, ïðè ÿêèõ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.12), i ñàìi
ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü öèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðó λ, ÿêi íàçèâàþòü
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè. Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî (4.6.12) ¹ óçàãàëüíåííÿ çà-
äà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Çàñòîñîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà Gi(x, y) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ãðàíè÷íî¨
çàäà÷i, ÿêà âiäïîâiäà¹ òèïó ãðàíè÷íî¨ óìîâè, ìîæåìî çâåñòè (4.6.12) äî
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îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç åðìiòî-
âèì ïîëÿðíèì ÿäðîì:

u(x) = λ

˚

Ω

Gi(x, y)u(y) dy. (4.6.13)

Îñêiëüêè ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë åðìiòîâîãî ÿäðà íå ïîðîæíÿ,
òî iñíó¹ äiéñíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ = λ0, òàêi ùî ðiâíÿííÿ (4.6.13) ïðè
öüîìó çíà÷åíi ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(x) = u0(x). Òîáòî λ0, u0(x)
� õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i âëàñíà ôóíêöiÿ ðiâíÿííÿ (4.6.13), à çíà÷èòü
i åêâiâàëåíòíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.12).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i{
∆u(x) + k2u(x) = −F (x), x ∈ Ω,

`iu(x)|x∈S = 0
(4.6.14)

ðåàëiçó¹òüñÿ ñèòóàöiÿ, ùî ÷èñëî k2 ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòi ç çàäàíèì òèïîì ãðàíè÷íèõ
óìîâ, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.6.14) äëÿ äîâiëüíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà ðiâíÿííÿ
âçàãàëi êàæó÷è íå iñíó¹.

Çðîçóìiëî, ùî (4.6.14) ÷åðåç ôóíêöiþ Ãðiíà ìîæíà çâåñòè äî iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ

u(x) = k2

˚

Ω

Gi(x, y)u(y) dy + F1(x), (4.6.15)

äå F1(x) =

˚

Ω

Gi(x, y)F (y) dy.

Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ñòâåðäæó¹, ùî ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.6.15), ó âèïàäêó êîëè k2 � õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiëüíèé ÷ëåí F1 îðòîãîíàëüíèé óñiì
ðîçâ'ÿçêàì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.6.13) ïðè λ = k2 à ñàì ðîçâ'ÿçîê
íå¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íàòÿãíóòî¨ íà
ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó çíà÷åííþ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðèðîäó íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà÷i (4.6.10).
Òðåáà âiäìiòèòè, ùî äëÿ çîâíiøíiõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà óìîâà ðå-
ãóëÿðíîñòi çàáåçïå÷óâàëà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâ-
íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âèìîãà ëèøå çàòóõàííÿ
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ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åíîñòi âæå íå äà¹ ìîæëèâiñòü âèäiëèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çîâíiøíiõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ÿê ïðàâèëî
öiêàâèìè ¹ äâi îñíîâíi çàäà÷i:

• Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi âiä òiëà â íåñêií÷åíiñòü, êîëè òiëî ¹ äæåðå-
ëîì âèíèêíåííÿ ïåðiîäè÷íèõ êîëèâàíü.

• Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi ç íåñêií÷åíîñòi i âçà¹ìîäiÿ ¨¨ ç òiëîì, â öüî-
ìó âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ äèôðàêöiÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó ó ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ¹
ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè

q±k (x) =
e±ik|x|

4π|x|
(4.6.16)

ÿêi ¹ êîìïëåêñíèìè àìïëiòóäàìè ïåðiîäè÷íèõ ñôåðè÷íèõ õâèëü

u±(r, t) =
exp

{
iω
(
t± r

a

)}
4πr

(4.6.17)

òà, ïðè öüîìó çãàäà¹ìî, ùî k = ωa, r = |x|.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñôåðè÷íi õâèëi u±(r, t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó.

Àíàëiçóþ÷è íàõèë ïðÿìèõ t± r/a = const, ìîæíà çðîçóìiòè, ùî u−(r, t)
âiäïîâiäà¹ ñôåðè÷íié õâèëi, ÿêà ïðÿìó¹ íà íåñêií÷åíiñòü çi øâèäêiñòþ a,
à u+(r, t) âiäïîâiäà¹ õâèëi ÿê ïðÿìó¹ ç íåñêií÷åíîñòi çi øâèäêiñòþ −a.

Âèçíà÷åííÿ 4.6.1.1. Äëÿ âèäiëåííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà-

÷i çàäàþòüñÿ óìîâè ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i â íåñêií÷åííî âiääàëåíié

òî÷öi. Öi óìîâè íàçèâàþòü óìîâàìè âèïðîìiíþâàííÿ àáî óìîâàìè Çîìåð-

ôåëüäà:

u(x) = O(1/|x|), ∂u(x)

∂|x|
− iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞, (4.6.18)

u(x) = O(1/|x|), ∂u(x)

∂|x|
+ iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞. (4.6.19)

Óìîâà (4.6.18) âiäïîâiäà¹ õâèëÿì, ùî óõîäÿòü íà íåñêií÷åíiñòü, (4.6.19)
� õâèëÿì, ùî ïðèõîäÿòü ç íåñêií÷åíîñòi.

82



Ñàìå óìîâè (4.6.18) i (4.6.19) çàáåçïå÷óþòü ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíiõ
ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëàìè iíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (∆u +
k2u = 0):

u(x) = −
¨

S

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|
∂u(y)

∂~n
− u(y)

∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy. (4.6.20)

Ôîðìóëà (4.6.20) ¹ àíàëîãîì ôîðìóëè (4.5.6) îòðèìàíî¨ äëÿ ïðåäñòàâëå-
ííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Çàïèñàâøè (4.6.20) äëÿ ñôåðè SR(0) i ñïðÿìîâóþ÷è ¨¨ ðàäióñ äî íåñêií÷å-
íîñòi, à òàêîæ âðàõîâóþ÷è óìîâè Çîìåðôåëüäà (4.6.18) äëÿ çíàêà ïëþñ
òà (4.6.19) äëÿ çíàêó ìiíóñ ìè îòðèìà¹ìî, ùî u(x) ≡ 0.

Ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà íà ïëîùèíi óìîâè Çîìåðôåëüäà ìàþòü
âèãëÿä:

u(x) = O
(

1/
√
|x|
)
,

∂u(x)

∂|x|
− iku(x) = o

(
1/
√
|x|
)
, |x| → ∞,

(4.6.21)

u(x) = O
(

1/
√
|x|
)
,

∂u(x)

∂|x|
+ iku(x) = o

(
1/
√
|x|
)
, |x| → ∞.

(4.6.22)

4.7 Ôóíêöi¨ Áåññåëÿ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òà Ãåëüìãîëüöà â îáëà-
ñòÿõ öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè, ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâîãî ðiâ-
íÿííÿ â êðóãîâèõ òà öèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåîáõiäíiñòü çà-
ïèñàòè ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ç ñòåïåíåâèìè êîåôiöi¹íòàìè:

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (4.7.1)

x2y′′ + xy′ − (x2 + ν2)y = 0. (4.7.2)

Â ðiâíÿííÿõ (4.7.1), (4.7.2) ν ¹ ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.

Âèçíà÷åííÿ 4.7.0.1. Ðiâíÿííÿ (4.7.1) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ ïî-

ðÿäêó ν, à ðiâíÿííÿ (4.7.2) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãó-
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ìåíòó ïîðÿäêó ν.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (4.7.2) ìîæíà îòðèìàòè ç ðiâíÿííÿ (4.7.1)
ÿêùî â (4.7.1) ââåñòè çàìiíó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ξ = ix, öåé ôàêò i ïî-
ÿñíþ¹ íàçâó ðiâíÿííÿ (4.7.2).

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü ó âèãëÿäi åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié íå âäà-
¹òüñÿ, òîìó âðàõîâóþ÷è ïîëiíîìiàëüíèé âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ,
ìîæíà ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ñòåïåíåâî-
ãî ðÿäó.

y(x) = xρ(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .), (4.7.3)

äå ρ, a0, a1, . . . � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè.

Ïiäñòàâèìî (4.7.3) ó (4.7.1) i çáåðåìî êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ
çìiííî¨ x:

(ρ2−ν2)a0x
ρ+((ρ+1)2−ν2)a1x

ρ+1+
∞∑
k=2

(
((ρ+ k)2 − ν2)ak + ak−2

)
xρ+k = 0.

(4.7.4)
Ç (4.6.4) îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ.

ρ2 − ν2 = 0,

a1 = 0,

((ρ+ k)2 − ν2)ak + ak−2 = 0.

(4.7.5)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (4.7.5) ìà¹ìî:

ρ = ν, ρ = −ν. (4.7.6)

Îáåðåìî ïåðøå çíà÷åííÿ, à ñàìå ρ = ν, òîäi îòðèìà¹ìî

ak = − ak−2

k(2ν + k)
, k = 2, 3, . . . (4.7.7)

Âðàõîâóþ÷è (4.7.7) òà äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ (4.7.5) ìà¹ìî a1 = a3 = . . . =
a2k+1 = . . . = 0.

Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ç ïàðíèìè iíäåêñàìè ç ôîðìóëè (4.7.7) ëåãêî îòðèìàòè

a2k = (−1)k · a0

22k · (ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (ν + k) · k!
(4.7.8)

Îáèðàþ÷è

a0 =
1

2νΓ(ν + 1)
(4.7.9)
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i ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ â (4.7.3) îòðèìà¹ìî

Jν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)k!

(x
2

)2k+ν

. (4.7.10)

Îáèðàþ÷è äðóãå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ρ = −ν, îòðèìà¹ìî

J−ν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k − ν + 1)k!

(x
2

)2k−ν
. (4.7.11)

Âiäìiòèìî, ùî âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ J−ν(x) ¹ êîðåêòíèì ëèøå äëÿ íå öiëèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðó ν, îñêiëüêè âèçíà÷åííÿ a0 çà ôîðìóëîþ (4.7.9) ïðè
ν = −n íå ìà¹ çìiñòó, îñêiëüêè Γ(0) = Γ(−1) = . . . = Γ(−n) =∞.

Çìiíþþ÷è â ôîðìóëi (4.7.11) iíäåêñ ñóìóâàííÿ k = k′ + n, îòðèìà¹ìî

J−n(x) = (−1)n
∞∑
k′=1

(−1)k
′

Γ(k′ + n+ 1)Γ(k′ + 1)

(x
2

)2k′+n

= (−1)nJn(x).

(4.7.12)
Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñâiä÷èòü ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü ôóíêöié Jn(x) òà J−n(x)
i òàêèì ÷èíîì ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ ôóíêöié íå ìîæå ñêëàäàòè çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ.

Äðóãèé ëiíiéíî íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ äëÿ äîâiëüíî-
ãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ν, âçàãàëi êàæó÷è íå ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi óçàãàëüíåíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.7.3), óòâîðèìî ñïåöiàëüíó ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ äëÿ íåöiëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó ν:

Nν(x) =
cos(νπ)Jν(x)− J−ν(x)

sin(νπ)
, ν 6= n. (4.7.13)

Äëÿ ν = n, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi âèêëàäêè, ìà¹ìî ùî ÷èñåëüíèê i çíà-
ìåííèê òîòîæíî ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü, òîáòî ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü òè-
ïó 0/0. Ðîçêðè¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ:

Nn(x) =
1

π

((
∂Jν(x)

∂ν

)
ν=n

− (−1)n
(
∂J−ν(x)

∂ν

)
ν=n

)
(4.7.14)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Nn(x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.7.1). Äiéñíî, ïî-
çíà÷èìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

L(Jν) = J ′′ν +
1

x
· J ′ν +

(
1− ν2

x2

)
· Jν = 0, (4.7.15)
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L(J−ν) = J ′′−ν +
1

x
· J ′−ν +

(
1− ν2

x2

)
· J−ν = 0. (4.7.16)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îñòàííi ðiâíîñòi ïî ν, òà îòðèìà¹ìî:

L

(
∂Jν
∂ν

)
− 2ν

x2
· Jν = 0, L

(
∂J−ν
∂ν

)
− 2ν

x2
· J−ν = 0. (4.7.17)

Ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà (+1)n, äðóãå ðiâíÿííÿ íà (−1)n, âiäíiìå-
ìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå, îòðèìà¹ìî:

L

(
∂Jν
∂ν

)
− (−1))nL

(
∂J−ν
∂ν

)
− 2ν

x2
(Jν − (−1)nJ−ν) = 0. (4.7.18)

Îñòàòî÷íèé âèãëÿä ôóíêöi¨ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó

Nn(x) = − 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)2k−n
+

2

π
· Jn(x) · ln x

2
−

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k(x/2)2k+n

k!(k + n)!
(Ψ(k + n+ 1) + Ψ(k + 1)) .

(4.7.19)

Çàóâàæåííÿ 4.7.0.1 � Äóæå ÷àñòî ôóíêöiþ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó
Nν(x) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Âåáåðà.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöié Áåññåëÿ ¹ àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð ïî-
âåäiíêè öèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åíîñòi. Ââîäÿ÷è ôóíêöiþ y(x) = V (x)/

√
x,

ïiäñòàâëÿþ÷è ¨¨ â ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

V ′′ +

(
1− ν2 − 0.25

x2

)
V = 0. (4.7.20)

Ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè äëÿ x→∞ ó âèãëÿäi

V (x) = γ · sin(x+ δ) +O

(
1

x

)
, (4.7.21)

i, âiäïîâiäíî,

y(x) = γ · sin(x+ δ)√
x

+O

(
1

x3/2

)
. (4.7.22)

Äîäàòêîâi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü îòðèìàòè, íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ôîð-
ìóëè ïðè x→∞:

Jν(x) =

√
2

πx
· cos

(
x− νπ

2
− π

4

)
+O

(
1

x3/2

)
, (4.7.23)
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Nν(x) =

√
2

πx
· sin

(
x− νπ

2
− π

4

)
+O

(
1

x3/2

)
. (4.7.24)

Îñòàííi ôîðìóëè ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ÿê ïåðøîãî òàê i
äðóãîãî ðîäó ìàþòü çëi÷åíó êiëüêiñòü íóëiâ, òîáòî ðiâíÿííÿ Jν(x) = 0,
Nν(x) = 0 ìàþòü çëi÷åíó êiëüêiñòü êîðåíiâ, ÿêi äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü àð-
ãóìåíòó x àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü äî íóëiâ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
, sin

(
x− νπ

2
− π

4

)
. À ñàìi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ âåäóòü ñåáå ÿê

O(1/
√
x), x→∞.

Àíàëiç ôîðìóë (4.7.10) òà (4.7.23) ïîêàçó¹, ùî ïðè x→ 0:

Jn(x) ≈ 1

n!

(x
2

)n
, n = 0, 1, 2, . . . , (4.7.25)

Nn(x) ≈ −(n− 1)!

π

(x
2

)n
→∞, (4.7.26)

N0(x) =
2

π
ln
x

2
→∞. (4.7.27)

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöié Áåññåëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó ¹ ðå-
êóðåíòíi ôîðìóëè, ÿêèì çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ Áåññåëÿ:

d

dx
Jν(x) +

ν

x
Jν(x) = Jν−1(x),

d

dx
Jν(x)− ν

x
Jν(x) = −Jν+1(x), (4.7.28)

d

dx
Nν(x) +

ν

x
Nν(x) = Nν−1(x),

d

dx
Nν(x)− ν

x
Nν(x) = −Nν+1(x).

(4.7.29)

Âèêëþ÷àþ÷è ç äâîõ ñïiââiäíîøåíü ïîõiäíó, ìîæíà çâ'ÿçàòè ìiæ ñîáîþ
ôóíêöi¨ Áåññåëÿ òðüîõ ñóñiäíiõ ïîðÿäêiâ.

Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî ãðàôiêè ôóíêöié Áåññåëÿ J3(x) òà N3(x):
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Ðèñ. 1: J3(x)

Ðèñ. 2: N3(x)

Äðóãèé êëàñ ôóíêöié Áåññåëÿ � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó ìî-
æíà îòðèìàòè ÿê äâà ëiíiéíî�íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.7.2),
çîêðåìà ¨õ ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ (4.7.10) ç âèêîðèñòàííÿì çà-
ìiíè çìiííî¨ x := ix â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè ôóíêöiþ Áåññåëÿ ïåðøîãî
ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó:

Iν(x) =
Jν(ix)

iν
=
∞∑
k=0

(x/2)2k+ν

k! · Γ(k + ν + 1)
, 0 < x <∞. (4.7.30)
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Äðóãèé ëiíiéíî-íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ íåöiëèõ ν ìîæíà îòðèìàòè
àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçêó ç ôîðìóëè (4.7.11):

I−ν(x) = iνJ−ν(ix) =
∞∑
k=0

(x/2)2k−ν

k! · Γ(k − ν + 1)
, 0 < x <∞. (4.7.31)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè ν = n ôóíêöi¨ In(x) = I−n(x), òîáòî ¹ ëiíiéíî çàëå-
æíèìè ìiæ ñîáîþ i íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ çàïèñó çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4.7.2).

Ôóíêöiþ äðóãîãî ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó áóäóþòü ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨

Kν(x) =
π(I−ν(x)− Iν(x))

2 sin(νπ)
. (4.7.32)

Âðàõîâóþ÷è, ùî In(x) = I−n(x), îñòàííÿ ôîðìóëà ìà¹ íåâèçíà÷åíiñòü
òèïó 0/0 ïðè ν = n. Ðîçêðèâàþ÷è ¨¨ çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ îòðèìà¹ìî

Kn(x) =
(−1)n

2

((
∂I−ν(x)

∂ν

)
ν=n

−
(
∂Iν(x)

∂ν

)
ν=n

)
. (4.7.33)

Âèçíà÷åííÿ 4.7.0.2. Ôóíêöiþ Kν(x) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ äðóãîãî ðî-

äó óÿâíîãî àðãóìåíòó, àáî ôóíêöi¹þ Ìàêäîíàëüäà âîíà ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä:

Kn(x) = −In(x) ln
x

2
+

1

2

∞∑
k=0

(x/2)n+2k

k!(n− k)!
(Ψ(k + 1) + Ψ(k + n+ 1)) +

+
1

2

n−1∑
k=0

(−1)k(n− k − 1)!

k!

(
2

x

)n−2k

.

(4.7.34)

Âèõîäÿ÷è ç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (4.7.23), (4.7.24), ìîæíà îòðèìà-
òè ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ôóíêöié Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó
ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó:

d

dx
Iν(x)− ν

x
· Iν(x) = Iν+1(x)

d

dx
Iν(x) +

ν

x
· Iν(x) = Iν−1(x), (4.7.35)

d

dx
Kν(x) +

ν

x
·Kν(x) = −Kν−1(x)

d

dx
Kν(x) +

ν

x
·Kν(x) = −Kν+1(x).

(4.7.36)

Âiäìiòèìî òàêîæ õàðàêòåð ïîâåäiíêè ôóíêöié Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåí-
òó ïðè x = 0 òà x→∞.
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Âèõîäÿ÷è ç ôîðìóë (4.7.30) òà (4.7.34) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

Iν(x) = O(xν), x→ 0, (4.7.37)

Kν(x) = O(x−ν), ν > 0, K0(x) = O(ln(x)), x→ 0, (4.7.38)

Iν(x) ≈
√

1

2πx
· ex, Kν(x) ≈

√
π

2x
· e−x, x→∞. (4.7.39)

Íàâåäåìî ãðàôiêè ôóíêöié I3(x) òà K3(x):

Ðèñ. 3: I3(x)

Ðèñ. 4: K3(x)
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4.8 Ïîòåíöiàëè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà,

¨õ âëàñòèâîñòi

Òåîðiÿ ïîòåíöiàëiâ ¹ äóæå åôåêòèâíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ
i ¹äíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëiâ ãðàíè÷íi çàäà÷i ìîæíà çâåñòè äî ií-
òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç ïîëÿðíèì ÿäðîì, à iíîäi
äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó ç ñèíãóëÿðíèì àáî
íàâiòü ãiïåðñèíãóëÿðíèì ÿäðîì.

Ïðè îòðèìàíi çàìiñòü ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëü-
ìà äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ i ¹äíîñòi ðîçâ'ÿçêó ìîæíà ïðîâîäèòè âèêîðè-
ñòîâóþ÷è òåîðiþ Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîòåíöiàëè ìîæíà ïîáóäóâàòè áiëüø åôå-
êòèâíi ÷èñåëüíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.1. ×èñåëüíi ìåòîäè ÿêi áàçóþòüñÿ íà òåîði¨ ïîòåíöiàëó

íàçèâàþòü ìåòîäàìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ââåäåìî ïîòåíöiàëè äëÿ îñíîâíèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà i Ãåëüì-
ãîëüöà äëÿ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó:

U(x) =

˚

Ω

ρ(y)

4π|x− y|
dy (4.8.1) Uk(x) =

˚

Ω

e±ik|x−y|ρ(y)

4π|x− y|
dy (4.8.2)

V (x) =

¨

S

µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.3) V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

(4.8.4)

W (x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy

(4.8.5)

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy

(4.8.6)

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.2. Iíòåãðàëè (4.8.1), (4.8.2) áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöià-

ëîì îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî. Iíòåãðàëè

(4.8.3), (4.8.4) áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëàìè ïðîñòîãî øàðó (ñëîÿ) äëÿ

îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî. Iíòåãðàëè (4.8.5), (4.8.6)
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áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëàìè ïîäâiéíîãî øàðó (ñëîÿ) äëÿ îïåðàòîðiâ

Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.3. Ïðè öüîìó ôóíêöi¨ ρ, µ, σ íàçèâàþòü ùiëüíîñòÿìè

ïîòåíöiàëiâ, ÿêi çàäàíi â îáëàñòi Ω àáî íà ïîâåðõíi S.

ßê ëåãêî áà÷èòè, ïðè çàïèñi óñiõ ïîòåíöiàëiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà: ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà Ëàïëàñà

1

4π|x− y|
(4.8.7)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó, ïðîñòîãî øàðó i ïîäâiéíîãî øàðó äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà, àáî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.8)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó, ïðîñòîãî øàðó i ïîäâiéíîãî øàðó.

Àíàëîãi÷íî ïîòåíöiàëàì äëÿ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà â òðèâè-
ìiðíîìó ïðîñòîði ìîæíà ââåñòè ïîòåíöiàëè i äëÿ äâîâèìiðíîãî ïðîñòîðó.
Ïðè öüîìó òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà â äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ïðè n = 2
ìà¹ âèãëÿä

q0(|x− y|) =
1

2π
ln

1

|x− y|
, (4.8.9)

à ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ïðè n = 2
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

qk(|x− y|) = ± i
4

(J0(k|x− y|)± iN(k|x− y|)) , (4.8.10)

äå ôóíêöi¨ J0(x), N0(x) � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïåðøîãî i
äðóãîãî ðîäó.

Âiäïîâiäíî äî âèãëÿäó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîòåíöiàëè â äâîâè-
ìiðíîìó ïðîñòîði ìàòèìóòü âèãëÿä:
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U0(x) =

¨

D

ρ(y)q0(|x− y|) dy

(4.8.11)

Uk(x) =

¨

D

ρ(y)qk(|x− y|) dy

(4.8.12)

V0(x) =

˛

C

µ(y)q0(|x− y|) d`y

(4.8.13)

Vk(x) =

˛

C

µ(y)qk(|x− y|) d`y

(4.8.14)

W0(x) =

˛

C

σ(y)
∂q0(|x− y|)

∂~ny
d`y

(4.8.15)

Wk(x) =

˛

C

σ(y)
∂qk(|x− y|)

∂~ny
d`y

(4.8.16)

Âiäìiòèìî, ùî âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ çàëåæàòü âiä äåêiëüêîõ ôàêòîðiâ,
ïåðåëi÷èìî ¨õ:

• âëàñòèâîñòåé ùiëüíîñòåé ïîòåíöiàëiâ;

• ïîëîæåííÿ òî÷êè x (íàëåæèòü x îáëàñòi iíòåãðàöi¨ àáî íå íàëå-
æèòü);

• âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S äëÿ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðó.

4.8.1 Âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ïîçà îáëàñòþ iíòåãðàöi¨

Òåîðåìà 4.8.1.1 (ïðî âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ïîçà îáëàñòþ iíòåãðàöi¨)

ßêùî ùiëüíîñòi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðó iíòåãðîâàíi
íà ïîâåðõíi S, (

˜
S
|µ(y)| dSy < ∞,

˜
S
|σ(y)| dSy < ∞), à ïîòåíöiàë

îá'¹ìó � iíòåãðîâàíà â îáëàñòi Ω, )
˝

Ω
|ρ(y)| dy < ∞), òî âiäïîâiä-

íi ïîòåíöiàëè äëÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà ¹ ôóíêöiÿìè
ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó â äîâiëüíié îáëàñòi
Ω1, ÿêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ (Ω äëÿ ïîòåíöiàëó
îá'¹ìó òà S äëÿ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî òà ïîäâiéíîãî øàðó) i â êî-
æíié òî÷öi Ω1 öi ïîòåíöiàëè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà àáî
Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ áóäü-ÿêîãî ç ïîòåíöiàëiâ ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿ¹-
òüñÿ, òîìó ïðîäåìîíñòðó¹ìî äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî
øàðó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà.

93



Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó µ iíòåãðîâàíà
íà S, à ôóíêöiÿ

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.17)

¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíîþ ñêiëüêè çàâãîäíî ðàçiâ ó âèïàäêó, êîëè
(x, y) ∈ (Ω1, S), Ω1 ∩ S = ∅, òî ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî ìîæëè-
âiñòü äèôåðåíöiþâàííÿ òàêîãî iíòåãðàëó, øëÿõîì îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨
âiä ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Òîáòî

DαV k(x) =

¨

S

µ(y)Dα

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy, x ∈ Ω1, (4.8.18)

îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó x,
ìàéæå äëÿ êîæíîãî y ∈ S, òî

¨

S

µ(y)Dα

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy ∈ C(Ω1). (4.8.19)

Îñêiëüêè ïîòåíöiàë ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó, òî

(∆+k2)V k(x) =

¨

S

µ(y)(∆x+k2)

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy = 0, x ∈ Ω1. (4.8.20)

Îñòàííié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ïðè x 6= y:

(∆x + k2)

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
≡ 0. (4.8.21)

Òåîðåìà 4.8.1.2 (ïðî íåïåðåðâíiñòü i íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâàíiñòü
ïîòåíöiàëó îá'¹ìó)

ßêùî ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó îá'¹ìó iíòåãðîâàíà â îáëàñòi Ω, òî ïîòåí-
öiàë îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà (4.8.1) òà (4.8.2) ¹
íåïåðåðâíèìè i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèìè ôóíêöiÿìè â óñüîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ρ1(y) =

{
ρ(y), y ∈ Ω,

0, y ∈ Ω′.
(4.8.22)

Ôóíêöiÿ ρ1 çàëèøà¹òüñÿ iíòåãðîâàíîþ â áóäü-ÿêié îáëàñòi Ω1 ∈ R3.

Íåõàé x ∈ R3 � äîâiëüíà òî÷êà. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó îáëàñòü, ÿêà ìi-
ñòèòü òî÷êó x, íåõàé öå îáëàñòü Ω1, òîäi

Uk(x) =

˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy. (4.8.23)

Íà îñòàííþ ôîðìóëó áóäåìî äèâèòèñÿ ÿê íà ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ
äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ρ1 ∈ L2(Ω1) çà äîïîìîãîþ ïîëÿðíîãî ÿäðà

K(x, y) =
e±ik|x−y|

4π|x− y|
. (4.8.24)

Âiäîìî, ùî ðåçóëüòàòîì âiäîáðàæåííÿ áóäå ôóíêöiÿ Uk ∈ C(Ω1). Òàêèì
÷èíîì íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

U
(s)
k (x) =

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy. (4.8.25)

Äëÿ íå¨:

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=

(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
∂|x− y|
∂xs

=

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
xs − ys
|x− y|

=
As(x, y)

|x− y|2
,

(4.8.26)

äå As � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òàêèì ÷èíîì

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.27)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì â áóäü-ÿêèé îáëàñòi òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.

À öå îçíà÷à¹ ùî

U
(s)
k (x) =

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy, (4.8.28)
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ÿê ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ρ1 ∈ L2(Ω2) çà äîïîìîãîþ ïîëÿðíîãî

ÿäðà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîáòî U
(s)
k ∈ C(Ω2).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî

U
(s)
k (x) =

∂Uk(x)

∂xs
. (4.8.29)

Ðîçãëÿíåìî

zsˆ

z0

U
(s)
k (. . . , xs, . . .) dxs =

zsˆ

z0

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy dxs =

=

˚

Ω1

ρ1(y)

zsˆ

z0

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dxs dy =

=

˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy

∣∣∣∣∣∣
xs=zs

−

−
˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy

∣∣∣∣∣∣
xs=z0

=

= Uk(x)|xs=zs − Uk(x)|xs=z0 .

(4.8.30)

Ââàæà¹ìî òî÷êó zs çìiííîþ, à z0 ôiêñîâàíîþ i îá÷èñëèìî ïîõiäíó âiä
ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:

∂Uk(. . . , zs, . . .)

∂zs
= U

(s)
k (. . . , zs, . . .). (4.8.31)

Òåîðåìà 4.8.1.3 (ïðî äðóãi ïîõiäíi ïîòåíöiàëó îá'¹ìó)

ßêùî öiëüíiñòü ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ρ ∈ C(1)(Ω) ∩ C(Ω), òî îá'¹ìíèé
ïîòåíöiàë (4.8.1) i (4.8.2) ìà¹ â îáëàñòi Ω íåïåðåðâíi ïîõiäíi äðóãîãî
ïîðÿäêó i çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíî ðiâíÿííþ Ïóàññîíà:

∆U(x) = −ρ(x), x ∈ Ω, (4.8.32)

àáî íåîäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ Ãåëüìãîëüöà

(∆ + k2)Uk(x) = −ρ(x), x ∈ Ω. (4.8.33)

96



Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ ïîòåíöiàëó îá'¹ìó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà â
òðèâèìiðíîìó âèïàäêó. Óñi iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ¹ íåïåðåðâíîþ, òî çãiäíî äî
òåîðåìè 4.8.1.2 ïîòåíöiàë îá'¹ìó ìà¹ íåïåðåðâíi ïåðøi ïîõiäíi çîêðåìà i
â îáëàñòi Ω. Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïîòåíöiàëó îá'¹ìó:

∂Uk(x)

∂xj
=

˚

Ω

ρ(y)
∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy = −

˚

Ω

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy =

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~n, yj) dSy

(4.8.34)
Òóò áóëà âèêîðèñòàíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè. Òàêèì ÷èíîì
ïåðøà ÷àñòèííà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi äâîõ
ïîòåíöiàëiâ: ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ç íåïåðåðâíîþ ùiëüíiñòþ ∂ρ/∂yj i ïîòåíöi-
àëó ïðîñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ ρ(y) cos(~n, yj). Ç òåîðåìè 4.8.1.2 âèïëèâà¹
ùî ïåðøèé äîäàíîê � ïîòåíöiàë îá'¹ìó � ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà
ôóíêöiÿ, à ç òåîðåìè 4.8.1.1 âèïëèâà¹, ùî äðóãèé äîäàíîê � ïîòåíöiàë
ïðîñòîãî øàðó � òåæ ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà îá÷èñëèòè äðóãó ïîõiäíó, øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ
ðiâíîñòi (4.8.41):

∂2Uk(x)

∂x2
j

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy−

−
¨

S

ρ(y)
∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy−

−
¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy = A.

(4.8.35)

Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ¹ íåâëàñíèì iíòå-
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ãðàëîì, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi:

A = lim
ε→0

˚

Ω\U(x,ε)

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

= lim
ε→0

˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)
∂2

∂y2
j

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy︸ ︷︷ ︸

+

+

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy︸ ︷︷ ︸

−
¨

S(x,ε)

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy.

(4.8.36)
Îñêiëüê è

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=

(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
(yj − xj)
|x− y|

=

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos( ~y − x, yj) =

= −(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~ny, yj).

(4.8.37)

òî ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

¨

S(x,ε)

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

= −
¨

S(x,ε)

ρ(y)
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos2(~ny, yj) dSy =

=
(±ikε− 1)e±ikε

4π

¨

S(0,1)

ρ(x+ εξ) cos2(nξ, yj) dSξ. (4.8.38)

Òàêèì ÷èíîì äðóãà ïîõiäíà ìà¹ âèãëÿä:

∂2Uk(x)

∂x2
j

= lim
ε→0

 ˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)
∂2

∂y2
j

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

− (±ikε− 1)e±ikε

4π

¨

S(0,1)

ρ(x+ εξ) cos2(nξ, xj) dSξ

 .

(4.8.39)
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Îá÷èñëèìî íàðåøòi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà âiä ïîòåíöiàëó îá'¹ìó:

(∆ + k2)Uk(x) = lim
ε→0

 ˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)(∆ + k2)
e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy

−
= −ρ(x)

¨

S(0,1)

3∑
j=1

cos2(nξ, xj) dSξ = −ρ(x).

(4.8.40)

Çàóâàæåííÿ 4.8.1.1 � Òåîðåìà 4.8.1.3 ìà¹ öiëêîì êîíêðåòíå çà-
ñòîñóâàííÿ.

Ïðèêëàä 4.8.1.1

Çîêðåìà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (∆ + k2)u(x) =
−F (x), x ∈ Ω àáî Ïóàññîíà ∆u(x) = −F (x), x ∈ Ω ìîæíà çíàéòè ó
âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà àáî Ëàïëàñó,
ç ùiëüíiñòþ ïîòåíöiàëó ρ(x) = F (x).

4.8.2 Ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà

Âèçíà÷åííÿ 4.8.2.1. Ïîâåðõíþ S ⊂ R3 áóäåìî íàçèâàòè ïîâåðõíåþ Ëÿ-

ïóíîâà, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì:

• Â áóäü-ÿêié òî÷öi x ïîâåðõíi S iñíó¹ ¹äèíà öiëêîì âèçíà÷åíà íîð-

ìàëü ~nx.

• Äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê x, y ∈ S, iñíóþòü òàêi äîäàòíi êîíñòàíòè a, α,
ùî êóò θ ìiæ âåêòîðàìè íîðìàëi ~nx, ~ny çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

θ ≤ a|x− y|α. (4.8.41)

Òåîðåìà 4.8.2.1 (ïðî ñôåðó Ëÿïóíîâà)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òîäi iñíó¹ òàêà ïîñòiéíà
d > 0, ùî ÿêùî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ S ïðèéíÿòè çà öåíòð ñôåðè
ðàäióñó d, òî áóäü-ÿêà ïðÿìà ïàðàëåëüíà íîðìàëi ~nx0 äî ïîâåðõíi S
ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ S âñåðåäèíi ñôåðè ëèøå îäèí ðàç.
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Âèçíà÷åííÿ 4.8.2.2. Öþ ñôåðó S(x0, d) áóäåìî íàçèâàòè ñôåðîþ Ëÿïó-

íîâà.

Çàóâàæåííÿ 4.8.2.1 � Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ÷èñëî d ¹ ðàäióñîì
ñôåðè Ëÿïóíîâà, òî áóäü-ÿêå ÷èñëî ìåíøå çà d òåæ áóäå ðàäióñîì
ñôåðè Ëÿïóíîâà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî d ìîæíà îáðàòè òàê,
ùî áè âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

a · dα < 1. (4.8.42)

4.8.3 Ìiñöåâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà

Íà ïîâåðõíi S âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x i çðîáèìî ¨¨ ïî÷àòêîì ìiñöåâî¨
ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, âiñü ξ3 íàïðàâèìî â íàïðÿìêó çîâíiøíüî¨
íîðìàëi ~nx, à äâi iíøi âiñi ξ1, ξ2 ðîçòàøó¹ìî â äîòè÷íié ïëîùèíi äî ïî-
âåðõíi S â òî÷öi x òàê ùî áè îáðàíi âiñi óòâîðþâàëè ïðàâó òðiéêó. Âðàõî-
âóþ÷è òåîðåìó 4.8.2.1, çðîçóìiëî, ùî ÷àñòèíó ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S, ÿêà
ðîçòàøîâàíà âñåðåäèíi ñôåðè S(x, d) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ÿâíîãî
ðiâíÿííÿ

ξ3 = f(ξ1, ξ2), f ∈ C1. (4.8.43)

Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî

f(0, 0) = 0,
∂f(0, 0)

∂ξi
, i = 1, 2. (4.8.44)

Îñòàííi ðiâíîñòi ìàþòü ìiñöå îñêiëüêè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0) ìà¹ âèãëÿä

ξ3 =
∂f(0, 0)

∂ξ1

· ξ1 +
∂f(0, 0)

∂ξ2

· ξ2, (4.8.45)

à ç iíøîãî áîêó öÿ ïëîùèíà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ξ3 = 0.
Îñêiëüêè, âèêîíó¹òüñÿ (4.8.43), òî ñàìà ôóíêöiÿ f i ¨ ¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi
âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà áóäóòü ìàëèìè. Íàøà çàäà÷à îöiíèòè ïîðÿäîê
ìàëîñòi ôóíêöi¨ f i ¨ ¨ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1(x) = S ∩ U(x, d) � ÷àñòèíó ïîâåðõíi, ÿêà ëåæèòü
âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ S1(x), îöiíèìî
cos(~ny, ξ3) = cos(~ny, ~nx):

cos(~ny, ξ3) = cos θ = 1− θ2

2!
+
θ4

4!
− . . . ≥ 1− θ2

2!
, (4.8.46)
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îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè íåðiâíîñòÿì (4.8.41), (4.8.42),
θ ≤ a|x− y|α < adα < 1. Íåõàé r = |x− y|, òîäi

cos(~ny, ξ3) = cos(~ny, ~nx) ≥ 1− 1

2
a2r2α ≥ 1

2
. (4.8.47)

Îñêiëüêè âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä (4.8.43),
òî âåêòîð îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ìîæíà çàïèñàòè:

~ny =

(
−∂f(ξ1,ξ2)

∂ξ1
,−∂f(ξ1,ξ2)

∂ξ2
, 1
)

√
1 +

(
∂f(ξ1,ξ2)
∂ξ1

)2

+
(
∂f(ξ1,ξ2)
∂ξ2

)2
=

cos(~ny, ξ1)
cos(~ny, ξ2)
cos(~ny, ξ3)

 . (4.8.48)

Îöiíèìî√
1 +

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ1

)2

+

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ2

)2

=
1

cos(~ny, ~nx)
≤

≤ 1

1− 1
2
a2r2α

= 1 +
1
2
a2r2α

1− 1
2
a2r2α

≤ 1 + a2r2α. (4.8.49)

Òàêèì ÷èíîì(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ1

)2

+

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ2

)2

≤ 2a2r2α + a4r4α ≤ 3a2r2α, (4.8.50)

∣∣∣∂f(ξ1,ξ2)
∂ξi

∣∣∣ ≤ √3arα, i = 1, 2, àáî

cos(~ny, ξi) ≤
√

3arα, i = 1, 2. (4.8.51)

Îöiíèìî |ξ3| = |f(ξ1, ξ2)| äëÿ ÷àñòèíè ïîâåðõíi S1(x). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
ρ2 = ξ2

1 + ξ2
2 , r

2 = ρ2 + ξ2
3 . Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (4.8.51), ìîæíà çàïèñàòè

îöiíêó äëÿ ïîõiäíî¨ âçäîâæ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìó â äîòè÷íié ïëîùèíi:∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3arα ≤

√
3adα ≤

√
3. (4.8.52)

Òàêèì ÷èíîì

|ξ3| = |f | ≤
ρˆ

0

∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3ρ, (4.8.53)

à çâiäñè ìà¹ìî ρ2 ≤ r2 ≤ 4ρ2, àáî ρ ≤ r ≤ 2ρ.
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Ç (4.8.52) ìà¹ìî ∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3arα ≤ 2α

√
3aρα. (4.8.54)

Òàêèì ÷èíîì ç (4.8.53):

|ξ3| ≤
2αa
√

3

α + 1
= a1ρ

α+1 ≤ a1r
α+1. (4.8.55)

Îöiíèìî òåïåð cos(~ny, ~r) äå ~r = ~y − x. Äiéñíî

cos(~ny, ~r) =
3∑

k=1

yk − xk
y − x

cos(~ny, xk) =

=
2∑

k=1

ξk
r

cos(~ny, xk) +
ξ3

r
cos(~ny, x3) ≤

≤ 2
√

3rα + a1r
α = c1r

α.

(4.8.56)

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî ìà¹ìî

cos(~ny, ~r) ≤ c1r
α. (4.8.57)

4.8.4 Òiëåñíèé êóò ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåðõíi

Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííþ êóñêîâî-ãëàäêó ïîâåðõíþ Σ, ÿêà ìîæå áóòè ÿê
çàìêíåíîþ òàê i íåçàìêíåíîþ. Çàôiêñó¹ìî îäíó ç äâîõ ñòîðií ïîâåðõíi,
îáðàâøè íà íié äîäàòíié íàïðÿìîê íîðìàëi. Íåõàé y ∈ Σ � äîâiëüíà òî-
÷êà, ~ny � çîâíiøíÿ íîðìàëü â òî÷öi y äî ïîâåðõíi Σ. Íåõàé x � äîâiëüíà
òî÷êà ïðîñòîðó, çîêðåìà ìîæå íàëåæàòè i ïîâåðõíi Σ.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïîâåðõíi Σ i òî÷êè x ¹ òàêèì,
ùî cos(~ny, y − x) ≥ 0.

Ç'¹äíà¹ìî êîæíó òî÷êó ïîâåðõíi Σ ç òî÷êîþ x. Ïîâåðõíÿ, ÿêà óòâîðþ¹-
òüñÿ â ðåçóëüòàòi ç'¹äíàííÿ êðà¨â ïîâåðõíi Σ ç òî÷êîþ x óòâîðþ¹ êîíi÷íó
ïîâåðõíþ K.

Îáåðåìî òî÷êó x çà öåíòð ñôåðè äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñó R, òàêîãî,
ùîá ñôåðà S(x,R) íå ïåðåòèíàëàñÿ ç ïîâåðõíåþ Σ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σR
ïëîùó ïîâåðõíi òi¹¨ ÷àñòèíè ñôåðè, ÿêà îïèíèëàñÿ âñåðåäèíi êîíóñó:
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Âèçíà÷åííÿ 4.8.4.1. Òiëåñíèì êóòîì ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåðõíi Σ ç äå-

ÿêî¨ òî÷êè x ∈ R3 áóäåìî íàçèâàòè âåëè÷èíó

ω(x,Σ) =
σR
R2

. (4.8.58)

Îñòàííÿ âåëè÷èíà, î÷åâèäíî, íå çàëåæèòü âiä ðàäióñó ñôåðè R i òîìó
ïðåäñòàâëÿ¹ ìiðó òiëåñíîãî êóòà.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîâåðõíÿ Σ ¹ òàêîþ, ùî âåëè÷èíà cos(~ny, y − x) çìiíþ¹
ñâié çíàê â çàëåæíîñòi âiä ïîëîæåííÿ òî÷êè y, äëÿ âèçíà÷åííÿ òiëåñíîãî
êóòà ñïîñòåðåæåííÿ òàêî¨ ïîâåðõíi, âîíà ðîçáèâà¹òüñÿ íà îêðåìi ÷àñòèíè
Σ =

⊔
i Σi, íà êîæíié ç ÿêèõ sign(cos(~ny, y − x)) = const, y ∈ Σi.

Òàêèì ÷èíîì

ω(x,Σ) =
∑
i

ω(x,Σi) · sign(cos(~ny, y − x))|y∈Σi
. (4.8.59)

Ëåìà 4.8.4.1

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóñêîâî-ãëàäêî¨ ïîâåðõíi Σ, êóò ñïîñòåðåæåííÿ öi¹¨
ïîâåðõíi âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ω(x,R) = −
˚

Σ

∂

∂~ny

1

|x− y|
dSy. (4.8.60)
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Òåîðåìà 4.8.4.1 (ïðî îáìåæåíiñòü êóòà ñïîñòåðåæåííÿ äëÿ ñêií÷åíî¨
ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà)

ßêùî Σ � ñêií÷åííà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òî iñíó¹ òàêà ïîñòiéíà C0,
ùî ˚

Σ

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

|x− y|

∣∣∣∣ dSy ≤ C0. (4.8.61)

4.8.5 Ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó òà éîãî ïðÿìå çíà÷åííÿ

Çãiäíî äî òåîðåìè 4.8.1.1 ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨, ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó
îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà (à òàêîæ Ëàïëàñà)

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.8.62)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi, ÿêà íå ìà¹ ïåðåòèíó ç ïîâåðõíåþ S ¹ ôóíêöi¹þ
ÿêà ìà¹ ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíi S ïîòåíöiàëè ïîäâiéíîãî øàðó ¹ íåâëàñíèì iíòåãðà-
ëîì i éîãî ïîâåäiíêà çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi òà âëàñòèâîñòi
ïîâåðõíi iíòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 4.8.5.1 (ïðî ïðÿìå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó)

ßêùî S çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, σ ∈ C(S), òîäi ïîòåíöiàë ïî-
äâiéíîãî øàðó (4.8.5), (4.8.6) ìà¹ â áóäü-ÿêié òî÷öi x ïîâåðõíi S öië-
êîì âèçíà÷åíå ñêií÷åíå çíà÷åííÿ i öå çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî çìiíþ¹-
òüñÿ, êîëè òî÷êà x ïðîáiãà¹ ïîâåðõíþ S.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè σ ∈ C(S), òî σ � îáìåæåíà íà ïîâåðõíi S, òàêèì
÷èíîì∣∣∣∣σ(y)

∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣ ∂∂~ny e
±ik|x−y|

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤
≤M

√
1 + k2|x− y|2

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤
≤M1

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣
(4.8.63)
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Çãiäíî äî òåîðåìè 5 ëåêöi¨ 24 iíòåãðàë

¨

S

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

|x− y|

∣∣∣∣ dSy (4.8.64)

iñíó¹, à òàêèì ÷èíîì iñíó¹ iíòåãðàë

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.8.65)

êîëè x ∈ S.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî W k ∈ C(S). Ðîçãëÿíåìî

K(x, y) =
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
, (4.8.66)

ÿê ÿäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Îñêiëüêè

K(x, y) =
A(x, y)

4π|x− y|2
cos(~ny, y − x), (4.8.67)

äå
A(x, y) = (∓ik|x− y|+ 1)e±ik|x−y|, (4.8.68)

òî çãiäíî (4.8.57) cos(~ny, y − x)) ≤ c1|x− y|α. Òàêèì ÷èíîì

K(x, y) =
A(x, y) cos(~ny, y − x)|x− y|−α/2

4π|x− y|2−α/2
=

A1(x, y)

|x− y|2−α/2
(4.8.69)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì. À öå â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹ âiäîáðàæåííÿ íåïå-
ðåðâíî¨ íà S ùiëüíîñòi σ â íåïåðåðâíèé íà S ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó
W k.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.5.1. Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó â òî÷êàõ ïî-

âåðõíi áóäåìî íàçèâàòè ïðÿìèì çíà÷åííÿì ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó

i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî W k(x), x ∈ S.

4.8.6 Iíòåãðàë Ãàóñà

Âèçíà÷åííÿ 4.8.6.1. Iíòåãðàëîì Ãàóñà áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàë ïî-
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äâiéíîãî øàðó îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç ùiëüíiñòþ σ(y) = 1, òîáòî

W0(x) =

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy. (4.8.70)

Ëåìà 4.8.6.1

ßêùî S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, ùî îáìåæó¹ îáëàñòü Ω, òî
iíòåãðàë Ãàóñà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

W0(x) =


−1, x ∈ Ω,

−1/2, x ∈ S,
0, x ∈ Ω′.

(4.8.71)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè x ∈ Ω′. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ
1

4π|x−y| � ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω ïî àðãóìåíòó y îñêiëüêè y ∈ S òî x 6= y.
Çãiäíî äî âëàñòèâîñòi ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = 0. (4.8.72)

Äëÿ âèïàäêó, êîëè x ∈ Ω ðîçãëÿíåìî îáëàñòü Ωε = Ω \ U(x, ε). Ôóíêöiÿ
1

4π|x−y| áóäå ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi Ωε i äëÿ íå¨ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

¨

S(x,ε)

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = 0. (4.8.73)

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ

lim
ε→0

¨

S(x,ε)

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = lim

ε→0

¨

S(x,ε)

cos(~ny, y − x)

4π|x− y|2
dSy =

= − lim
ε→0

1

4πε2
(−1)

¨

S(x,ε)

dSy = 1.

(4.8.74)

Âèïàäîê x ∈ S ìîæíà äîñëiäèòè, ÿêùî ðîçãëÿíóòè îáëàñòü Ω1
ε = Ω\ (Ω∩

U(x, ε)):
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Ω

x

U(x, ε)

S1(x, ε)

S1

Ó íié ôóíêöiÿ 1
4π|x−y| � ãàðìîíi÷íà i çàïèñàòè iíòåãðàë ïî çàìêíåíié

ïîâåðõíi S1
ε ÿêà îáìåæó¹ îáëàñòü Ω1

ε òà ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.

Àíàëiçóþ÷è iíòåãðàë Ãàóñà ëåãêî áà÷èòè, ùî íàâiòü ó íàéïðîñòiøîìó âè-
ïàäêó ïîñòiéíî¨ ùiëüíîñòi ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç
ïîâåðõíþ S ìà¹ ðîçðèâ. Íàñòóïíà òåîðåìà âèâ÷à¹ ïîâåäiíêó ïîòåíöiàëó
ïîäâiéíîãî øàðó ïðè ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S çñåðåäèíè òà ççîâíi îáëàñòi.

Òåîðåìà 4.8.6.1 (ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó)

Íåõàé S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à σ � íåïåðåðâíà íà S
ùiëüíiñòü, òîäi ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà òà
Ëàïëàñà W k(x) ∈ C(Ω) ∩ C(Ω′) ∩ C(S) i éîãî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïðè
ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S çñåðåäèíèW k

i
(x) i ççîâíiW k

e
(x) çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿì:

W k
i

(x) = W k(x)− σ(x)

2
, (4.8.75)

W k
e

(x) = W k(x) +
σ(x)

2
. (4.8.76)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy =

=

¨

S

σ(y)(1∓ ik|x− y|)e±ik|x−y| ∂
∂~ny

1

4π|x− y|
dSy.

(4.8.77)

Ïîçíà÷èìî (1∓ ik|x− y|)e±ik|x−y| = ϕ(|x− y|).
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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ S òà çàïèøåìî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî
øàðó ó âèãëÿäi:

W k(x) = W k(x)±
¨

S

σ(x0)ϕ(|x− x0|)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy =

= W k
1 (x) + σ(x0)ϕ(|x− x0)W0(x).

(4.8.78)

äå

W k
1 (x) =

¨

S

(σ(y)ϕ(|x− y|)− σ(x0)ϕ(|x− x0|))
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy.

(4.8.79)
à W0(x) � iíòåãðàë Ãàóñà. Ïîêàæåìî, ùî W k

1 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ â
òî÷öi x0. Âiçüìåìî òî÷êó x0 çà öåíòð ñôåðè U(x0, η), ÿêà ðîçiá'¹ ïîâåðõíþ
S íà äâi ÷àñòèíè S ′ i S ′′, äå S ′ = S ∩ U(x0, η), à S ′′ = S \ S ′. Âðàõîâóþ÷è
ïðåäñòàâëåííÿ ïîâåðõíi S = S ′ ∩ S ′′, çàïèøåìî

W k
1 (x) = W

′k
1 (x) +W

′′k
1 (x) =

¨

S′

(. . .) dS ′y +

¨

S′′

(. . .) dS ′′y . (4.8.80)

Ïîêàæåìî, ùî |W k
1 (x) −W k

1 (x0)| ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì çà
ðàõóíîê çáëèæåííÿ òî÷îê x òà x0. Çàïèøåìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü:∣∣∣W k

1 (x)−W k
1 (x0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣W ′′k
1 (x)−W ′′k

1 (x0)
∣∣∣+∣∣∣W ′k

1 (x)
∣∣∣+∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ . (4.8.81)

Îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi. Îáåðåìî ðàäióñ ñôåðè η òàêèì ÷èíîì
ùîáè ∣∣∣σ(y)ϕ(|x− y|)− σ(x0)ϕ(|x− x0|)

∣∣∣ ≤ ε

3C0

, (4.8.82)

äå ε � äîâiëüíå ìàëå ÷èñëî, à C0 � êîíñòàíòà ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè
4.8.4.1, íåðiâíiñòü (4.8.61). Öå ìîæëèâî çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi σ(y)ϕ(|x−
y|) ïî àðãóìåíòó y. Òàêèì ÷èíîì∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ ≤ ε

3C0

¨

S′

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣ dS ′y ≤ ε

3
. (4.8.83)

Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ ≤ ε

3
, ÿê äëÿ ÷àñòèí-

íîãî âèïàäêó ïîëîæåííÿ òî÷êè x = x0.

Çàôiêñó¹ìî ðàäióñ ñôåðè η i áóäåìî ââàæàòè, ùî òî÷êà x äîñòàòíüî
áëèçüêà äî òî÷êè x0 òàêà, ùî |x− x0| ≤ η/2, òîäi íà ïîâåðõíi S ′′:

|x− y| ≥ |y − x0| − |x0 − x| ≥ η − η

2
=
η

2
. (4.8.84)
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Òàêèì ÷èíîì ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â iíòåãðàëi W
′′k
1 (x) ¹ íåïåðåðâíîþ

i òîìó íåïåðåðâíèì áóäå i ñàì iíòåãðàë, òîáòî
∣∣∣W ′′k

1 (x)−W ′′k
1 (x0)

∣∣∣ ≤ ε
3
.

Öå äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü W
′′k
1 (x) â òî÷öi x0.

Ç íåïåðåðâíîñòi W k
1 (x), ìîæåìî çàïèñàòè

W k
1 ,i(x0) = W k

1 ,e(x0) = W k
1 (x0). (4.8.85)

Âðàõó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

W k(x) = W k
1 (x) + σ(x0)ϕ(|x− x0|)W0(x). (4.8.86)

Îá÷èñëèìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â òî÷öi x0 çñåðåäèíè òà ççîâíi:

W k
i (x0) = W k

1 (x0) + σ(x0)ϕ(|x0 − x0|)W0,i(x0) = W k
1 (x0)− σ(x0), (4.8.87)

W k
e (x0) = W k

1 (x0) + σ(x0)ϕ(|x0 − x0|)W0,e(x0) = W k
1 (x0). (4.8.88)

Îñêiëüêè

W k
1 (x0) = W k(x0)− σ(x0)W0(x0) = W k(x0) +

σ(x0)

2
, (4.8.89)

òî ç òðüîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé îòðèìà¹ìî:

W k
i (x) = W k(x)− σ(x)

2
, (4.8.90)

W k
e (x) = W k(x) +

σ(x)

2
. (4.8.91)

4.8.7 Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó òà éîãî âëàñòèâîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà òà
Ãåëüìãîëüöà çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi

V (x) =

¨

S

µ(y)

4π|x− y|
dSy V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.92)

Âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi öèõ ïîòåíöiàëiâ â óñüîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.
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Òåîðåìà 4.8.7.1 (ïðî íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à µ âèìiðþâàíà i îáìåæå-
íà íà S ôóåêöiÿ, òî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó îïåðàòîðà Ëàïëàñà òà
Ãåëüìãîëüöà ¹ ôóíêöi¹þ íåïåðåðâíîþ â óñüîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòî-
ði.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ â áóäü-ÿêié òî÷öi ïðîñòîðó,
ÿêà íå íàëåæèòü ïîâåðõíi S äîñëiäæóâàëèñü â òåîðåìi 4.8.1.1, òî âñòàíî-
âèòè íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó íåîáõiäíî ëèøå â òî÷êàõ
ïîâåðõíi S.

Ïîáóäó¹ìî ñôåðó Ëÿïóíîâà S(x, d) i íåõàé S ′d(x) � ÷àñòèíà ïîâåðõíi S,
ÿêà çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà. Òîäi ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øà-
ðó

V k(x) =

¨

S′d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy +

¨

S\S′d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.93)

Ó äðóãîìó iíòåãðàëi ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíà i îáìåæåíà , à
çíà÷èòü öåé iíòåãðàë iñíó¹.

Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî iíòåãðàëó ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ξ1, ξ2, ξ3

ç öåíòðîì ó òî÷öi x. Íåõàé G′(x) � ïðîåêöiÿ S ′d(x) íà ïëîùèíó ξ3 = 0,
äîòè÷íó äî ïîâåðõíi S â òî÷öi x, òîäi:∣∣∣∣∣∣∣

¨

S′d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
¨

G′(x)

|µ(ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2

4π
√
ξ2

1 + ξ2
2 + ξ2

3 cos(~ny, ξ3)
≤

≤ 2M

2πˆ

0

dˆ

0

ρ dρ

4πρ
= Md.

(4.8.94)

Ïðè äîñëiäæåííi iíòåãðàëó áóëè âèêîðèñòàíi îöiíêè (4.8.47) òà îöiíêà

1

r
=

1√
ξ2

1 + ξ2
2 + ξ2

3

≤ 1√
ξ2

1 + ξ2
2

=
1

ρ
. (4.8.95)

Òàêèì ÷èíîì ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó äiéñíî iñíó¹ â êîæíié òî÷öi ïðî-
ñòîðó R3.

Ïîêàæåìî òåïåð íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó â òî÷öi x ∈ S.
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Îáåðåìî ñôåðó Ëÿïóíîâà S(x, η), η < d. Òîäi ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó
ìîæíà ïðåäñòàâèòè àíàëîãi÷íî (4.8.93) ó âèãëÿäi:

V k(x) =

¨

S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy +

¨

S\S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.96)

Î÷åâèäíî, ùî äðóãèé iíòåãðàë

V k
1 (x) =

¨

S\S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.97)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ i ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêà, ùî |V k
1 (x)−V k

1 (x′)| ≤ ε/3
ÿê òiëüêè |x− x′| < δ(ε).

Ïîêàæåìî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy −

¨

S′η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
2ε

3
(4.8.98)

ïðè |x− x′| < δ.

Î÷åâèäíî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy −

¨

S′η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ . (4.8.99)

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé iíòåãðàë i âèáåðåìî òî÷êè x, x′ òàê, ùî |x−x′| < η/2.

Ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç öåíòðîì â òî÷öi x. Òîäi íåõàé
òî÷êà y = (ξ1, ξ2, ξ3), à x′ = (ξ′1, ξ

′
2, ξ
′
3). Òîäi

1

r
=

1

|y − x′|
≤ 1√

(ξ1 − ξ′1)2 + (ξ2 − ξ′2)2
≤ 1

ρ
(4.8.100)

à òàêîæ

ρ ≤ |y − x′| = |y − x′ + x− x| ≤ |x− x′|+ |x− y| ≤ η +
η

2
=

3η

2
. (4.8.101)
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Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè îöiíêó iíòåãðàëà∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M

¨

G′η(x)

dξ1 dξ2

4π
√

(ξ1 − ξ′1)2 + (ξ2 − ξ′2)2
≤

≤ 2M

2πˆ

0

3η/2ˆ

0

ρ dρ

4πρ
=

3ηM

2
≤ ε

3

(4.8.102)

çà ðàõóíîê âèáîðó äîñòàòíüî ìàëåíüêîãî çíà÷åííÿ η.

Iíòåãðàë ∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε

3
, (4.8.103)

ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê ïîïåðåäíüîãî iíòåãðàëó ïðè x′ = x. Òàêèì ÷èíîì
âñòàíîâëåíî, ùî |V k − V k(x′)| ≤ ε, ÿêùî |x− x′| ≤ δ.

4.8.8 Íîðìàëüíà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó

V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.104)

äëÿ îïåðàòîðó Ãåëüìãîëüöà.

Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x 6∈ S, i ïðîâåäåìî ÷åðåç öþ òî÷êó ÿêó-íåáóäü
íîðìàëü ~nx äî ïîâåðõíi S:

S
x ~nx

Äëÿ òàêîãî âèïàäêó â òî÷öi x, ìîæíà îá÷èñëèòè ïîõiäíó ïî íàïðÿìêó
íîðìàëi ~nx âiä ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ÿêó îá÷èñëþþòü øëÿõîì äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨

∂V k(x)

∂~nx
=

∂

∂~nx

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy.

(4.8.105)
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Îá÷èñëèìî âèðàç

∂

∂~nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=
±ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
· e±ik|x−y|

3∑
j=1

xj − yj
|x− y|

cos(~nx, xj) =

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y).

(4.8.106)

Òåîðåìà 4.8.8.1 (ïðî ïðÿìå çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó
ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî µ îáìåæåíà i âèìiðþâàíà ôóíêöiÿ íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S, òî
íîðìàëüíà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

∂V k(x)

∂~nx
=

¨

S

µ(y)
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y) dSy.

(4.8.107)
ìà¹ â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi S öiëêîì âèçíà÷åíå ñêií÷åíå çíà÷åííÿ,
ÿêå íåïåðåðâíî çìiíþ¹òüñÿ êîëè òî÷êà x ïðîáiãà¹ ïîâåðõíþ S.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.8.1. Öå çíà÷åííÿ íàçèâàþòü ïðÿìèì çíà÷åííÿì íîð-

ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ïîçíà÷à¹òüñÿ ∂V k(x)
∂~nx

, x ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íîðìàëüíó ïîõi-
äíó ïîòåíöiàëó, ÿê ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ ùiëüíîñòi µ çà äîïîìîãîþ
iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç ÿäðîì

K(x, y) =
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y). (4.8.108)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öå ÿäðî
¹ ïîëÿðíèì, îñêiëüêè äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü |x − y| âèêîíó¹òüñÿ
cos(~nx, x− y) ≤ a2|x− y|α. Öå îçíà÷à¹, ùî

K(x, y) =
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y| cos(~nx, x− y)|x− y|−α/2

4π|x− y|2−α/2
=

=
A(x, y)

4π|x− y|2−α/2

(4.8.109)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç
ïîëÿðíèì ÿäðîì âiäîáðàæà¹ îáìåæåíó ôóíêöiþ ó íåïåðåðâíó.
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Òåîðåìà 4.8.8.2 (ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöi-
àëó ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî S çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à µ íåïåðåðâíà íà S ùiëüíiñòü,
òî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ìà¹ íà S ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïðàâèëüíî¨
íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïðè ïiäõîäi äî òî÷êè x ∈ S çñåðåäèíè òà ççîâíi,
i öi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi çà ôîðìóëàìè:

∂V k(x)

∂~ni
=
∂V k(x)

∂~n
+
µ(x)

2
, (4.8.110)

∂V k(x)

∂~ne
=
∂V k(x)

∂~n
− µ(x)

2
. (4.8.111)

Âèçíà÷åííÿ 4.8.8.2. Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 ∈
S ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó çñåðåäèíè ∂V k(x)

∂~ni
òà ççîâíi ∂V

k(x)
∂~ne

áóäåìî íà-

çèâàòè ïðàâèëüíèìè, ÿêùî âîíè ¹ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè ∂V k(x)
∂~n êîëè

x→ x0 âçäîâæ íîðìàëi ~nx0 çñåðåäèíè òà ççîâíi âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèðàç, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó ïîòåíöià-
ëó ïîäâiéíîãî øàðó i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç
îäíàêîâîþ ùiëüíiñòþ µ(x):

∂V k(x)

∂~nx
+W k(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
+

∂

∂ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy.

(4.8.112)
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî, êîëè òî÷êà x
ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ S, ðóõàþ÷èñü ïî íîðìàëi äî öi¹¨ ïîâåðõíi â òî÷öi x.

Âðàõîâóþ÷è öþ íåïåðåðâíiñòü ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïîâåðõíþ âçäîâæ íîð-
ìàëi , ìîæåìî çàïèñàòè:

∂V k(x0)

∂ni
+W k

i (x0) =
∂V k(x0)

∂ne
+W k

e (x0) =
∂V k(x0)

∂nx
+W k(x0). (4.8.113)

Çâiäñè ìà¹ìî:

∂V k(x0)

∂ni
= W k(x0)−W k

i (x0) +
∂V k(x0)

∂nx
=
∂V k(x0)

∂nx
+
µ(x0)

2
. (4.8.114)

∂V k(x0)

∂ne
= W k(x0)−W k

e (x0) +
∂V k(x0)

∂nx
=
∂V k(x0)

∂nx
− µ(x0)

2
. (4.8.115)
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4.9 Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îñíîâíèõ ãðà-

íè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàìêíåíó Ëÿïóíîâñüêó ïîâåðõíþ, ÿêà îáìåæó¹ äâi
îáëàñòi Ω òà Ω′ � çîâíiøíþ ïî âiäíîøåííþ äî îáëàñòi Ω. Áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè îñíîâíi ãðàíè÷íi çàäà÷i ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà:

{
∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

u|x∈S = f(x).
(4.9.1)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

u|x∈S = f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.2)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x).
(4.9.3)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.4)

Âèçíà÷åííÿ 4.9.0.1. Áóäåìî íàçèâàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i (4.9.1) òà (4.9.2)

âíóòðiøíüîþ òà çîâíiøíüîþ ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè Äiðiõëå i ïîçíà÷àòè

Di òà De âiäïîâiäíî. Ãðàíè÷íi çàäà÷i (4.9.3) òà (4.9.4) áóäåìî íàçèâàòè

âíóòðiøíüîþ òà çîâíiøíüîþ ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè Íåéìàíà òà ïîçíà÷à-

òè Ni òà Ne âiäïîâiäíî.

Ôóíêöiþ f(x) áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíîþ íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ, áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ãðàíè-
÷íèõ çàäà÷ Äiðiõëå ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó, à çàäà÷ Íå-
éìàíà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç íåâiäîìèìè ùiëüíîñòÿìè:

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy äëÿ Di òà De, (4.9.5)

u(x) =

¨

S

µ(y)
1

4π|x− y|
dSy äëÿ Ni òà Ne. (4.9.6)

Â îáëàñòi Ω òà Ω′ ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó òà ïîäâiéíîãî øàðó çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ íåîáõiäíî çà-
äîâiëüíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàì íà ïîâåðõíi S òà äëÿ çîâíiøíiõ çàäà÷
óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi.
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Çàïèøåìî iíòåãðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi äîçâîëÿòü çàäîâîëüíèòè ãðà-
íè÷íi óìîâè òà âèçíà÷èòè íåâiäîìi ùiëüíîñòi ïîòåíöiàëiâ.

Äëÿ çàïèñó iíòåãðàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìè ïðî ãðà-
íè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó òà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîð-
ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó.

f(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy −

σ(x)

2
, x ∈ S, Di (4.9.7)

f(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

σ(x)

2
, x ∈ S, De (4.9.8)

f(x) =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy +

µ(x)

2
, x ∈ S, Ni (4.9.9)

f(x) =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ(x)

2
, x ∈ S, Ne. (4.9.10)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ (4.9.7)�(4.9.10) ¹ iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿ-
ìè Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó i ðîçïàäàþòüñÿ íà äâi ïàðè ñîþçíèõ (ñïðÿ-
æåíèõ): Di, Ne òà De, Ni. Ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà âiäîìî, ùî iñíóâàííÿ i
¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ i ñïðÿæåíîãî äî íüîãî âèêîíó-
¹òüñÿ îäíî÷àñíî. Òîìó ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè îäíî÷àñíî ïàðè ðiâíÿíü
Di, Ne òà De, Ni.

ßäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.8) ìà¹ âèãëÿä

K(x, y) =
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
= −cos(y − x, ~ny)

4π|x− y|2
, (4.9.11)

âiäïîâiäíî ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ðiâíÿííÿ (4.9.10) ìà¹ ÿäðî:

K?(x, y) =
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
= −cos(x− y, ~nx)

4π|x− y|2
, (4.9.12)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà i îöiíêè cos(y − x, ~ny) <
a1|x−y|α, ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ÿäðàK(x, y), K?(x, y) ¹ ïîëÿðíèìè i äëÿ
òàêèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òåîðåìè Ôðåäãîëüìà.

4.9.1 Äîñëiäæåííÿ âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà çîâíiøíüî¨

çàäà÷i Íåéìàíà

Ïîêàæåìî, ùî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà (4.9.7) ç ïîëÿðíèì ÿäðîì
(4.9.11) òà ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ (4.9.10) ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà.
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Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (4.9.10)

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ(x)

2
= 0, x ∈ S. (4.9.13)

Íåõàé µ0(x) ∈ L2(S) � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.13). Çðîçóìi-
ëî, ùî â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ µ0(x) ∈ C(S) i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

¨

S

µ0(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ0(x)

2
= 0, x ∈ S. (4.9.14)

Ïîáóäó¹ìî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ µ0 i ïîçíà÷èìî éîãî

V0(x) =

¨

S

µ0(y)
1

4π|x− y|
dSy. (4.9.15)

Ïîòåíöiàë (4.9.15) ìà¹ ïðàâèëüíó íîðìàëüíó ïîõiäíó ïðè ïiäõîäi äî ïî-
âåðõíi S ççîâíi, à ðiâíÿííÿ (4.9.14) îçíà÷à¹, ùî

∂V0(x)

∂~ne

≡ 0, x ∈ S. (4.9.16)

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ V0 çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i
∆V0(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂V0(x)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= 0,

V0(x) = O(1/|x|), |x| → ∞

(4.9.17)

ÿêà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî V0(x) ≡ 0, x ∈ Ω′. Îñêiëüêè
ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â óñüîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði, òî V0(x) ≡ 0, x ∈ S, òàêèì ÷èíîì V0(x) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié
çàäà÷i Äiðiõëå {

∆V0(x) = 0, x ∈ Ω,

V0(x)|x∈S = 0,
(4.9.18)

ÿêà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê V0(x) ≡ 0, x ∈ Ω. Òàêèì ÷èíîì ìà¹-
ìî, ùî V0(x) ≡ 0, x ∈ R3, à öå îçíà÷à¹, âðàõîâóþ÷è (4.9.15), ùî µ0(x) ≡ 0,
x ∈ S. Òàêèì ÷èíîì îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.13) ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê, à âiäïîâiäíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.10) i ñïðÿæåíå äî íüîãî
íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïå-
ðåðâíîãî âiëüíîãî ÷ëåíó f(x). Ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ìà¹ ìiñöå
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Òåîðåìà 4.9.1.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå
òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òîäi âíóòðiøíÿ çàäà÷à Äiði-
õëå (4.9.1) òà çîâíiøíÿ çàäà÷à Íåéìàíà (4.9.4) ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè
äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f(x) i ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó (4.9.5) òà
ïðîñòîãî øàðó (4.9.6) âiäïîâiäíî.

4.9.2 Äîñëiäæåííÿ çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà âíóòðiøíüî¨

çàäà÷i Íåéìàíà

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Ôðåäãîëüìà
(4.9.8)

¨

S

σ0(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

σ0(x)

2
= 0, x ∈ S, De. (4.9.19)

Çãiäíî äî âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëó ÃàóñàW0(x), ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî, ðiâ-
íÿííÿ (4.9.19) ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê σ0(x) ≡ 1, ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî iíøèõ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê
ñïðÿæåíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.9) iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
éîãî âiëüíèé ÷ëåí f îðòîãîíàëüíèé ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ, òîáòî ôóíêöi¨ σ0(x) ≡ 1. Óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi ¨

S

f(x) dS = 0. (4.9.20)

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 4.9.2.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà)

Íåõàé S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à f ∈ C(S), òîäi âíóòðiøíÿ
çàäà÷à Íåéìàíà (4.9.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíàíà
óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi (4.9.20), à ñàì ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó (4.9.6).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå. Çãiäíî äî òîãî, ùî îäíî-
ðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.19) ìà¹ îäèí íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî îäíîðiäíå
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ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ
¨

S

µ1(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy +

µ1(x)

2
, x ∈ S, Ninner (4.9.21)

òåæ ìà¹ îäèí íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê µ1(x) � âëàñíó ôóíêöiþ õàðà-
êòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ = −2. Çãiäíî äî òðåòüî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà,
íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.8) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi¨

S

f(x)µ1(x) dS = 0 (4.9.22)

i ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.8) íå¹äèíèé.

Â òîé æå ÷àñ âiäîìî, ùî çîâíiøíÿ çàäà÷à Äiðiõëå ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(äðóãà òåîðåìà ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié). Îòæå ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ,
ÿêå âèêëèêàíå òèì, ùî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy (4.9.23)

ó âèãëÿäi ÿêîãî ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå íå ¹
ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ ðåãóëÿðíîþ íà íåñêií÷åíîñòi. Äiéñíî öåé ïîòåí-
öiàë âåäå ñåáå ÿê O(1/|x|2), |x| → ∞, òîáòî ïðÿìó¹ äî íóëÿ øâèäøå íiæ
ðåãóëÿðíà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ.

Äëÿ âèïðàâëåííÿ öi¹¨ ñèòóàöi¨ áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çîâíiøíüî¨ çàäà-
÷i Äiðiõëå De ó âèãëÿäi:

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

1

|x|

¨

S

σ(y) dSy, (4.9.24)

äå ïåðøèé äîäàíîê ÿê i ðàíiøå ¹ ïîòåíöiàëîì ïîäâiéíîãî øàðó, à äðó-
ãèé � ïîòåíöiàë Ðîáåíà, ÿêèé íå ïîðóøóþ÷è ãàðìîíi÷íiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨,
çàáåçïå÷ó¹ ðåãóëÿðíiñòü íà íåñêií÷åíîñòi. Ïðè öüîìó ìè ââàæà¹ìî, ùî
ñèñòåìà êîîðäèíàò îáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êà x = 0 ∈ Ω.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ùiëüíîñòi σ, çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ âè-
êîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øà-
ðó (ïîòåíöiàë Ðîáåíà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â R3):

f(x) =

¨

S

σ(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|

)
dSy +

σ(x)

2
. (4.9.25)
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Òóò K(x, y) =
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|
� ÿäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî (4.9.25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

¨

S

σ(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|

)
dSy +

σ(x)

2
= 0 (4.9.26)

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé σ0 � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(4.9.26). Ïîáóäó¹ìî ïîòåíöiàë ç ùiëüíiñòþ σ0:

U0(x) =

¨

S

σ0(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

1

|x|

¨

S

σ0(y) dSy, (4.9.27)

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ x ∈ Ω′. Ç (4.9.26) âèïëèâà¹,
ùî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó U0 ïðè ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S ççîâíi
äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ôóíêöiÿ U0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

∆U0(x) = 0, x ∈ Ω′,

U0|x∈S = 0,

U0(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.28)

Öÿ çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî U0(x) ≡ 0, x ∈ Ω′.
Ïîìíîæèìî (4.9.27) íà |x|, òà ñïðÿìó¹ìî x→∞. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî,
ùî ¨

S

σ(y) dS = 0. (4.9.29)

Òîáòî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.26), çàäîâîëüíÿ¹
ñïiââiäíîøåííÿ (4.9.29), àëå òîäi ðiâíÿííÿ (4.9.26) ñïðîùó¹òüñÿ i ïðèéìà¹
âèãëÿä ¨

s

σ0(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|

)
dSy +

σ0(x)

2
= 0. (4.9.30)

Âiäîìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ó ÿêîñòi ðîçâ'ÿçêó ôóíêöiþ σ0(x) ≡ const,
àëå ç (4.9.29) âèïëèâà¹ ùî σ0(x) ≡ 0. Òàêèì ÷èíîì, îäíîðiäíå ðiâíÿí-
íÿ ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, à âiäïîâiäíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ
(4.9.25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f . Òîáòî
íàìè äîâåäåíà
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Òåîðåìà 4.9.2.2 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, f ∈ C(S), òîäi çîâíiøíÿ
çàäà÷à Äiðiõëå (4.9.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðåãóëÿðíèé íà íåñêií÷å-
íîñòi äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f i öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè
çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ñóìè ïîòåíöiàëi ïîäâiéíîãî øàðó i ïîòåíöiàëó
Ðîáåíà.

4.9.3 Òðåòÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

Îêðiì îñíîâíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ìåòîä ïîòåíöiàëiâ
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (Íüþòîíà).


∆u(x) = 0, x ∈ Ω,(
∂u

∂~n
+ α(x)u

)∣∣∣∣
x∈S

= f(x).

(4.9.31)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,(
∂u

∂~n
+ α(x)u

)∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.32)

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, α(x) > 0, x ∈ S. Ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.9.31)
òà (4.9.32) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

V (x) =

¨

S

µ(y)
1

4π|x− y|
dSy. (4.9.33)

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåí-
öiàëó ïðîñòîãî øàðó çàïèøåìî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ùiëüíîñòi ïî-
òåíöiàëó µ ïî ïîâåðõíi S:

f(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
+

α(x)

4π|x− y|

)
dSy +

µ(x)

2
, x ∈ S, Hi,

(4.9.34)

f(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
+

α(x)

4π|x− y|

)
dSy −

µ(x)

2
, x ∈ S, He.

(4.9.35)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè α(x) ≥ 0, x ∈ S, iíòåãðàëüíi ðiâíÿ-
ííÿ (4.9.34) òà (4.9.35) ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f(x), i öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó
ïðîñòîãî øàðó.
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4.9.4 Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâ-

íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà{
(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω,

u|x∈S = f(x).
(4.9.36)



(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω′,

u|x∈S = f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞,
∂u(x)

∂|x|
± iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞.

(4.9.37)


(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x)
(4.9.38)



(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞,
∂u(x)

∂|x|
± iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞.

(4.9.39)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó
âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.9.40)

äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà (4.9.38), (4.9.39) òà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî
øàðó

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.9.41)

äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå (4.9.36), (4.9.37).
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Òåîðåìà 4.9.4.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâ-
íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà)

Íåõàé ÷èñëî k2 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì âíóòðiøíiõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íå-
éìàíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòi Ω, òîäi ãðàíè÷íi çàäà÷i Äiðiõëå òà
Íåéìàíà, âíóòðiøíÿ òà çîâíiøíÿ (4.9.36), (4.9.38) òà (4.9.37), (4.9.39)
ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(x) íà
ïîâåðõíi S, i öi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ
ïîäâiéíîãî øàðó òà ïðîñòîãî øàðó âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷i
Äiðiõëå ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

eik|x−y|

4π|x− y|
dSy, (4.9.42)

à âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷ Íåéìàíà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòî-
ãî øàðó

u(x) =

¨

S

e−ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy, (4.9.43)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ òà ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ëåãêî áà÷èòè, ùî öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü îäíîði-
äíîìó ðiâíÿííþ Ãåëüìãîëüöà òà óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi ó
âèïàäêó çîâíiøíiõ çàäà÷. Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìî¨ ùiëüíîñòi çàïèøåìî
ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ:

f(x) = −σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy, Di, (4.9.44)

f(x) =
σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy, De, (4.9.45)

f(x) =
µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy, Ni, (4.9.46)

f(x) = −µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy, Ne. (4.9.47)

Òóò

K(x, y) =
∂

∂~ny

eik|x−y|

4π|x− y|
=
ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
eik|x−y| cos(y − x, ~ny) (4.9.48)
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òà

K?(x, y) =
∂

∂~nx

e−ik|x−y|

4π|x− y|
=
−ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
e−ik|x−y| cos(x− y, ~nx) (4.9.49)

� ÿäðà îñíîâíîãî òà ñïðÿæåíîãî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Âèâ÷èìî âèïàäîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íå-
éìàíà De, Ni. Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
Ni:

0 =
µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy. (4.9.50)

Ïðèïóñòèìî, ùî (4.9.50) ìà¹ ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê µ0, òîäi i
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ De

f(x) =
σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy. (4.9.51)

òåæ ìà¹ ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê σ0. Ñêëàäåìî ïîòåíöiàë ïðî-
ñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ µ0:

V k
0 (x) =

¨

S

e−ik|x−y|µ0(y)

4π|x− y|
dSy. (4.9.52)

Ç òåîðåìè ïðî ðîçðèâ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó
ìà¹ìî, ùî öåé ïîòåíöiàë ¹ ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

(∆ + k2)V k
0 (x) = 0, x ∈ Ω,

∂V k
0 (x)

∂~ni

∣∣∣∣
x∈S

= 0,
(4.9.53)

àëå îñêiëüêè k2 íå ¹ âëàñíå ÷èñëî âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà, òî îñòà-
ííÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî V k

0 (x) ≡ 0,
x ∈ Ω. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó â óñüîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìîæíà çàïèñàòè, ùî V k

0 (x) ≡ 0, x ∈ S. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî V k

0 çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i{
(∆ + k2)V k

0 (x) = 0, x ∈ Ω′,

V k
0 (x)

∣∣
x∈S = 0,

(4.9.54)

à îñêiëüêè V k
0 (x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Çîìåðôåëüäà, òî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

îñòàííüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ¹ òîòîæíié íóëü. Îòæå ìà¹ìî, ùî V k
0 (x) ≡ 0,
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x ∈ R3, à öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî µ0 ≡ 0, x ∈ S i ðiâíÿííÿ (4.9.50)
òà (4.9.51) ìàþòü ëèøå òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Çãiäíî äî òåîðåìè Ôðå-
äãîëüìà âiäïîâiäíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ (4.9.45) òà (4.9.46) ìàþòü ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f .
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