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4.9 Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îñíîâíèõ ãðà-

íè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàìêíåíó Ëÿïóíîâñüêó ïîâåðõíþ, ÿêà îáìåæó¹ äâi
îáëàñòi Ω òà Ω′ � çîâíiøíþ ïî âiäíîøåííþ äî îáëàñòi Ω. Áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè îñíîâíi ãðàíè÷íi çàäà÷i ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà:

{
∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

u|x∈S = f(x).
(4.9.1)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

u|x∈S = f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.2)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x).
(4.9.3)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.4)

Âèçíà÷åííÿ 4.9.0.1. Áóäåìî íàçèâàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i (4.9.1) òà (4.9.2)

âíóòðiøíüîþ òà çîâíiøíüîþ ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè Äiðiõëå i ïîçíà÷àòè

Di òà De âiäïîâiäíî. Ãðàíè÷íi çàäà÷i (4.9.3) òà (4.9.4) áóäåìî íàçèâàòè

âíóòðiøíüîþ òà çîâíiøíüîþ ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè Íåéìàíà òà ïîçíà÷à-

òè Ni òà Ne âiäïîâiäíî.

Ôóíêöiþ f(x) áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíîþ íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ, áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ãðàíè-
÷íèõ çàäà÷ Äiðiõëå ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó, à çàäà÷ Íå-
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éìàíà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç íåâiäîìèìè ùiëüíîñòÿìè:

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy äëÿ Di òà De, (4.9.5)

u(x) =

¨

S

µ(y)
1

4π|x− y|
dSy äëÿ Ni òà Ne. (4.9.6)

Â îáëàñòi Ω òà Ω′ ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó òà ïîäâiéíîãî øàðó çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ íåîáõiäíî çà-
äîâiëüíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàì íà ïîâåðõíi S òà äëÿ çîâíiøíiõ çàäà÷
óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi.

Çàïèøåìî iíòåãðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi äîçâîëÿòü çàäîâîëüíèòè ãðà-
íè÷íi óìîâè òà âèçíà÷èòè íåâiäîìi ùiëüíîñòi ïîòåíöiàëiâ.

Äëÿ çàïèñó iíòåãðàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìè ïðî ãðà-
íè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó òà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîð-
ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó.

f(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy −

σ(x)

2
, x ∈ S, Di (4.9.7)

f(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

σ(x)

2
, x ∈ S, De (4.9.8)

f(x) =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy +

µ(x)

2
, x ∈ S, Ni (4.9.9)

f(x) =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ(x)

2
, x ∈ S, Ne. (4.9.10)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ (4.9.7)�(4.9.10) ¹ iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿ-
ìè Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó i ðîçïàäàþòüñÿ íà äâi ïàðè ñîþçíèõ (ñïðÿ-
æåíèõ): Di, Ne òà De, Ni. Ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà âiäîìî, ùî iñíóâàííÿ i
¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ i ñïðÿæåíîãî äî íüîãî âèêîíó-
¹òüñÿ îäíî÷àñíî. Òîìó ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè îäíî÷àñíî ïàðè ðiâíÿíü
Di, Ne òà De, Ni.

ßäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.8) ìà¹ âèãëÿä

K(x, y) =
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
= −cos(y − x, ~ny)

4π|x− y|2
, (4.9.11)
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âiäïîâiäíî ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ðiâíÿííÿ (4.9.10) ìà¹ ÿäðî:

K?(x, y) =
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
= −cos(x− y, ~nx)

4π|x− y|2
, (4.9.12)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà i îöiíêè cos(y − x, ~ny) <
a1|x−y|α, ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ÿäðàK(x, y), K?(x, y) ¹ ïîëÿðíèìè i äëÿ
òàêèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òåîðåìè Ôðåäãîëüìà.

4.9.1 Äîñëiäæåííÿ âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà çîâíiøíüî¨

çàäà÷i Íåéìàíà

Ïîêàæåìî, ùî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà (4.9.7) ç ïîëÿðíèì ÿäðîì
(4.9.11) òà ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ (4.9.10) ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (4.9.10)
¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ(x)

2
= 0, x ∈ S. (4.9.13)

Íåõàé µ0(x) ∈ L2(S) � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.13). Çðîçóìi-
ëî, ùî â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ µ0(x) ∈ C(S) i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

¨

S

µ0(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy −

µ0(x)

2
= 0, x ∈ S. (4.9.14)

Ïîáóäó¹ìî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ µ0 i ïîçíà÷èìî éîãî

V0(x) =

¨

S

µ0(y)
1

4π|x− y|
dSy. (4.9.15)

Ïîòåíöiàë (4.9.15) ìà¹ ïðàâèëüíó íîðìàëüíó ïîõiäíó ïðè ïiäõîäi äî ïî-
âåðõíi S ççîâíi, à ðiâíÿííÿ (4.9.14) îçíà÷à¹, ùî

∂V0(x)

∂~ne

≡ 0, x ∈ S. (4.9.16)

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ V0 çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i
∆V0(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂V0(x)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= 0,

V0(x) = O(1/|x|), |x| → ∞

(4.9.17)
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ÿêà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî V0(x) ≡ 0, x ∈ Ω′. Îñêiëüêè
ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â óñüîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði, òî V0(x) ≡ 0, x ∈ S, òàêèì ÷èíîì V0(x) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié
çàäà÷i Äiðiõëå {

∆V0(x) = 0, x ∈ Ω,

V0(x)|x∈S = 0,
(4.9.18)

ÿêà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê V0(x) ≡ 0, x ∈ Ω. Òàêèì ÷èíîì ìà¹-
ìî, ùî V0(x) ≡ 0, x ∈ R3, à öå îçíà÷à¹, âðàõîâóþ÷è (4.9.15), ùî µ0(x) ≡ 0,
x ∈ S. Òàêèì ÷èíîì îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.13) ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê, à âiäïîâiäíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.10) i ñïðÿæåíå äî íüîãî
íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïå-
ðåðâíîãî âiëüíîãî ÷ëåíó f(x). Ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 4.9.1.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå
òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òîäi âíóòðiøíÿ çàäà÷à Äiði-
õëå (4.9.1) òà çîâíiøíÿ çàäà÷à Íåéìàíà (4.9.4) ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè
äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f(x) i ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó (4.9.5) òà
ïðîñòîãî øàðó (4.9.6) âiäïîâiäíî.

4.9.2 Äîñëiäæåííÿ çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà âíóòðiøíüî¨

çàäà÷i Íåéìàíà

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Ôðåäãîëüìà
(4.9.8)

¨

S

σ0(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

σ0(x)

2
= 0, x ∈ S, De. (4.9.19)

Çãiäíî äî âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëó ÃàóñàW0(x), ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî, ðiâ-
íÿííÿ (4.9.19) ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê σ0(x) ≡ 1, ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî iíøèõ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê
ñïðÿæåíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.9) iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
éîãî âiëüíèé ÷ëåí f îðòîãîíàëüíèé ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ, òîáòî ôóíêöi¨ σ0(x) ≡ 1. Óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi ¨

S

f(x) dS = 0. (4.9.20)
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Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 4.9.2.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà)

Íåõàé S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à f ∈ C(S), òîäi âíóòðiøíÿ
çàäà÷à Íåéìàíà (4.9.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíàíà
óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi (4.9.20), à ñàì ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó (4.9.6).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå. Çãiäíî äî òîãî, ùî îäíî-
ðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.19) ìà¹ îäèí íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî îäíîðiäíå
ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ

¨

S

µ1(y)
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
dSy +

µ1(x)

2
, x ∈ S, Ninner (4.9.21)

òåæ ìà¹ îäèí íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê µ1(x) � âëàñíó ôóíêöiþ õàðà-
êòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ = −2. Çãiäíî äî òðåòüî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà,
íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (4.9.8) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi

¨

S

f(x)µ1(x) dS = 0 (4.9.22)

i ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.8) íå¹äèíèé.

Â òîé æå ÷àñ âiäîìî, ùî çîâíiøíÿ çàäà÷à Äiðiõëå ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(äðóãà òåîðåìà ¹äèíîñòi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié). Îòæå ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ,
ÿêå âèêëèêàíå òèì, ùî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy (4.9.23)

ó âèãëÿäi ÿêîãî ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå íå ¹
ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ ðåãóëÿðíîþ íà íåñêií÷åíîñòi. Äiéñíî öåé ïîòåí-
öiàë âåäå ñåáå ÿê O(1/|x|2), |x| → ∞, òîáòî ïðÿìó¹ äî íóëÿ øâèäøå íiæ
ðåãóëÿðíà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ.

Äëÿ âèïðàâëåííÿ öi¹¨ ñèòóàöi¨ áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çîâíiøíüî¨ çàäà-
÷i Äiðiõëå De ó âèãëÿäi:

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

1

|x|

¨

S

σ(y) dSy, (4.9.24)
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äå ïåðøèé äîäàíîê ÿê i ðàíiøå ¹ ïîòåíöiàëîì ïîäâiéíîãî øàðó, à äðó-
ãèé � ïîòåíöiàë Ðîáåíà, ÿêèé íå ïîðóøóþ÷è ãàðìîíi÷íiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨,
çàáåçïå÷ó¹ ðåãóëÿðíiñòü íà íåñêií÷åíîñòi. Ïðè öüîìó ìè ââàæà¹ìî, ùî
ñèñòåìà êîîðäèíàò îáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êà x = 0 ∈ Ω.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ùiëüíîñòi σ, çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ âè-
êîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øà-
ðó (ïîòåíöiàë Ðîáåíà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â R3):

f(x) =

¨

S

σ(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|

)
dSy +

σ(x)

2
. (4.9.25)

Òóò K(x, y) =
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|
� ÿäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî (4.9.25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

¨

S

σ(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
+

1

|x|

)
dSy +

σ(x)

2
= 0 (4.9.26)

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé σ0 � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(4.9.26). Ïîáóäó¹ìî ïîòåíöiàë ç ùiëüíiñòþ σ0:

U0(x) =

¨

S

σ0(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

1

|x|

¨

S

σ0(y) dSy, (4.9.27)

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ x ∈ Ω′. Ç (4.9.26) âèïëèâà¹,
ùî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó U0 ïðè ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S ççîâíi
äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ôóíêöiÿ U0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

∆U0(x) = 0, x ∈ Ω′,

U0|x∈S = 0,

U0(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.28)

Öÿ çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî U0(x) ≡ 0, x ∈ Ω′.
Ïîìíîæèìî (4.9.27) íà |x|, òà ñïðÿìó¹ìî x→∞. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî,
ùî ¨

S

σ(y) dS = 0. (4.9.29)
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Òîáòî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9.26), çàäîâîëüíÿ¹
ñïiââiäíîøåííÿ (4.9.29), àëå òîäi ðiâíÿííÿ (4.9.26) ñïðîùó¹òüñÿ i ïðèéìà¹
âèãëÿä ¨

s

σ0(y)

(
∂

∂~ny

1

4π|x− y|

)
dSy +

σ0(x)

2
= 0. (4.9.30)

Âiäîìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ó ÿêîñòi ðîçâ'ÿçêó ôóíêöiþ σ0(x) ≡ const,
àëå ç (4.9.29) âèïëèâà¹ ùî σ0(x) ≡ 0. Òàêèì ÷èíîì, îäíîðiäíå ðiâíÿí-
íÿ ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, à âiäïîâiäíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ
(4.9.25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f . Òîáòî
íàìè äîâåäåíà

Òåîðåìà 4.9.2.2 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, f ∈ C(S), òîäi çîâíiøíÿ
çàäà÷à Äiðiõëå (4.9.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðåãóëÿðíèé íà íåñêií÷å-
íîñòi äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f i öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè
çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ñóìè ïîòåíöiàëi ïîäâiéíîãî øàðó i ïîòåíöiàëó
Ðîáåíà.

4.9.3 Òðåòÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

Îêðiì îñíîâíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ìåòîä ïîòåíöiàëiâ
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (Íüþòîíà).


∆u(x) = 0, x ∈ Ω,(
∂u

∂~n
+ α(x)u

)∣∣∣∣
x∈S

= f(x).

(4.9.31)


∆u(x) = 0, x ∈ Ω′,(
∂u

∂~n
+ α(x)u

)∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞.
(4.9.32)

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, α(x) > 0, x ∈ S. Ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.9.31)
òà (4.9.32) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

V (x) =

¨

S

µ(y)
1

4π|x− y|
dSy. (4.9.33)

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåí-
öiàëó ïðîñòîãî øàðó çàïèøåìî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ùiëüíîñòi ïî-
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òåíöiàëó µ ïî ïîâåðõíi S:

f(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
+

α(x)

4π|x− y|

)
dSy +

µ(x)

2
, x ∈ S, Hi,

(4.9.34)

f(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂~nx

1

4π|x− y|
+

α(x)

4π|x− y|

)
dSy −

µ(x)

2
, x ∈ S, He.

(4.9.35)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè α(x) ≥ 0, x ∈ S, iíòåãðàëüíi ðiâíÿ-
ííÿ (4.9.34) òà (4.9.35) ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f(x), i öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó
ïðîñòîãî øàðó.

4.9.4 Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâ-

íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà{
(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω,

u|x∈S = f(x).
(4.9.36)



(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω′,

u|x∈S = f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞,
∂u(x)

∂|x|
± iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞.

(4.9.37)


(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x)
(4.9.38)



(∆ + k2)u(x) = 0, x ∈ Ω′,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= f(x),

u(x) = O(1/|x|), |x| → ∞,
∂u(x)

∂|x|
± iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞.

(4.9.39)
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Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó
âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.9.40)

äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà (4.9.38), (4.9.39) òà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî
øàðó

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.9.41)

äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå (4.9.36), (4.9.37).

Òåîðåìà 4.9.4.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâ-
íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà)

Íåõàé ÷èñëî k2 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì âíóòðiøíiõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íå-
éìàíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòi Ω, òîäi ãðàíè÷íi çàäà÷i Äiðiõëå òà
Íåéìàíà, âíóòðiøíÿ òà çîâíiøíÿ (4.9.36), (4.9.38) òà (4.9.37), (4.9.39)
ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(x) íà
ïîâåðõíi S, i öi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ
ïîäâiéíîãî øàðó òà ïðîñòîãî øàðó âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷i
Äiðiõëå ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó

u(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

eik|x−y|

4π|x− y|
dSy, (4.9.42)

à âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ çàäà÷ Íåéìàíà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòî-
ãî øàðó

u(x) =

¨

S

e−ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy, (4.9.43)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ òà ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ëåãêî áà÷èòè, ùî öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü îäíîði-
äíîìó ðiâíÿííþ Ãåëüìãîëüöà òà óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi ó
âèïàäêó çîâíiøíiõ çàäà÷. Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìî¨ ùiëüíîñòi çàïèøåìî
ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ:

f(x) = −σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy, Di, (4.9.44)
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f(x) =
σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy, De, (4.9.45)

f(x) =
µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy, Ni, (4.9.46)

f(x) = −µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy, Ne. (4.9.47)

Òóò

K(x, y) =
∂

∂~ny

eik|x−y|

4π|x− y|
=
ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
eik|x−y| cos(y − x, ~ny) (4.9.48)

òà

K?(x, y) =
∂

∂~nx

e−ik|x−y|

4π|x− y|
=
−ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
e−ik|x−y| cos(x− y, ~nx) (4.9.49)

� ÿäðà îñíîâíîãî òà ñïðÿæåíîãî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Âèâ÷èìî âèïàäîê çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå òà âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íå-
éìàíà De, Ni. Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
Ni:

0 =
µ(x)

2
+

¨

S

K?(x, y)µ(y) dSy. (4.9.50)

Ïðèïóñòèìî, ùî (4.9.50) ìà¹ ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê µ0, òîäi i
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ De

f(x) =
σ(x)

2
+

¨

S

K(x, y)σ(y) dSy. (4.9.51)

òåæ ìà¹ ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê σ0. Ñêëàäåìî ïîòåíöiàë ïðî-
ñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ µ0:

V k
0 (x) =

¨

S

e−ik|x−y|µ0(y)

4π|x− y|
dSy. (4.9.52)

Ç òåîðåìè ïðî ðîçðèâ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó
ìà¹ìî, ùî öåé ïîòåíöiàë ¹ ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

(∆ + k2)V k
0 (x) = 0, x ∈ Ω,

∂V k
0 (x)

∂~ni

∣∣∣∣
x∈S

= 0,
(4.9.53)
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àëå îñêiëüêè k2 íå ¹ âëàñíå ÷èñëî âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Íåéìàíà, òî îñòà-
ííÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî V k

0 (x) ≡ 0,
x ∈ Ω. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó â óñüîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìîæíà çàïèñàòè, ùî V k

0 (x) ≡ 0, x ∈ S. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî V k

0 çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i{
(∆ + k2)V k

0 (x) = 0, x ∈ Ω′,

V k
0 (x)

∣∣
x∈S = 0,

(4.9.54)

à îñêiëüêè V k
0 (x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Çîìåðôåëüäà, òî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

îñòàííüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ¹ òîòîæíié íóëü. Îòæå ìà¹ìî, ùî V k
0 (x) ≡ 0,

x ∈ R3, à öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî µ0 ≡ 0, x ∈ S i ðiâíÿííÿ (4.9.50)
òà (4.9.51) ìàþòü ëèøå òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Çãiäíî äî òåîðåìè Ôðå-
äãîëüìà âiäïîâiäíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ (4.9.45) òà (4.9.46) ìàþòü ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f .
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