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4.8.5 Ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó òà éîãî ïðÿìå çíà÷åííÿ

Çãiäíî äî òåîðåìè 4.8.1 ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨, ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó
îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà (à òàêîæ Ëàïëàñà)

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.8.62)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi, ÿêà íå ìà¹ ïåðåòèíó ç ïîâåðõíåþ S ¹ ôóíêöi¹þ
ÿêà ìà¹ ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíi S ïîòåíöiàëè ïîäâiéíîãî øàðó ¹ íåâëàñíèì iíòåãðà-
ëîì i éîãî ïîâåäiíêà çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi òà âëàñòèâîñòi
ïîâåðõíi iíòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 4.8.5.1 (ïðî ïðÿìå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó)

ßêùî S çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, σ ∈ C(S), òîäi ïîòåíöiàë ïî-
äâiéíîãî øàðó (4.8.3), (4.8.3') ìà¹ â áóäü-ÿêié òî÷öi x ïîâåðõíi S
öiëêîì âèçíà÷åíå ñêií÷åíå çíà÷åííÿ i öå çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî çìi-
íþ¹òüñÿ, êîëè òî÷êà x ïðîáiãà¹ ïîâåðõíþ S.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè σ ∈ C(S), òî σ � îáìåæåíà íà ïîâåðõíi S, òàêèì
÷èíîì∣∣∣∣σ(y)

∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣ ∂∂~ny e
±ik|x−y|

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤
≤M

√
1 + k2|x− y|2

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤
≤M1

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣
(4.8.63)

Çãiäíî äî òåîðåìè 5 ëåêöi¨ 24 iíòåãðàë
¨

S

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

|x− y|

∣∣∣∣ dSy (4.8.64)
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iñíó¹, à òàêèì ÷èíîì iñíó¹ iíòåãðàë

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy (4.8.65)

êîëè x ∈ S.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî W k ∈ C(S). Ðîçãëÿíåìî

K(x, y) =
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
, (4.8.66)

ÿê ÿäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Îñêiëüêè

K(x, y) =
A(x, y)

4π|x− y|2
cos(~ny, y − x), (4.8.67)

äå
A(x, y) = (∓ik|x− y|+ 1)e±ik|x−y|, (4.8.68)

òî çãiäíî (4.8.19) cos(~ny, y − x)) ≤ c1|x− y|α. Òàêèì ÷èíîì

K(x, y) =
A(x, y) cos(~ny, y − x)|x− y|−α/2

4π|x− y|2−α/2
=

A1(x, y)

|x− y|2−α/2
(4.8.69)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì. À öå â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹ âiäîáðàæåííÿ íåïå-
ðåðâíî¨ íà S ùiëüíîñòi σ â íåïåðåðâíèé íà S ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó
W k.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.5.1. Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó â òî÷êàõ ïî-

âåðõíi áóäåìî íàçèâàòè ïðÿìèì çíà÷åííÿì ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó

i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî W k(x), x ∈ S.

4.8.6 Iíòåãðàë Ãàóñà

Âèçíà÷åííÿ 4.8.6.1. Iíòåãðàëîì Ãàóñà áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàë ïî-

äâiéíîãî øàðó îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç ùiëüíiñòþ σ(y) = 1, òîáòî

W0(x) =

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy. (4.8.70)
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Ëåìà 4.8.6.1

ßêùî S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, ùî îáìåæó¹ îáëàñòü Ω, òî
iíòåãðàë Ãàóñà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

W0(x) =


−1, x ∈ Ω,

−1/2, x ∈ S,
0, x ∈ Ω′.

(4.8.71)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè x ∈ Ω′. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ
1

4π|x−y| � ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω ïî àðãóìåíòó y îñêiëüêè y ∈ S òî x 6= y.
Çãiäíî äî âëàñòèâîñòi ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = 0. (4.8.72)

Äëÿ âèïàäêó, êîëè x ∈ Ω ðîçãëÿíåìî îáëàñòü Ωε = Ω \ U(x, ε). Ôóíêöiÿ
1

4π|x−y| áóäå ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi Ωε i äëÿ íå¨ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

¨

S

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy +

¨

S(x,ε)

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = 0. (4.8.73)

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ

lim
ε→0

¨

S(x,ε)

∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy = lim

ε→0

¨

S(x,ε)

cos(~ny, y − x)

4π|x− y|2
dSy =

= − lim
ε→0

1

4πε2
(−1)

¨

S(x,ε)

dSy = 1.

(4.8.74)

Âèïàäîê x ∈ S ìîæíà äîñëiäèòè, ÿêùî ðîçãëÿíóòè îáëàñòü Ω1
ε = Ω\ (Ω∩

U(x, ε)):
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Ω

x

U(x, ε)

S1(x, ε)

S1

Ó íié ôóíêöiÿ 1
4π|x−y| � ãàðìîíi÷íà i çàïèñàòè iíòåãðàë ïî çàìêíåíié

ïîâåðõíi S1
ε ÿêà îáìåæó¹ îáëàñòü Ω1

ε òà ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.

Àíàëiçóþ÷è iíòåãðàë Ãàóñà ëåãêî áà÷èòè, ùî íàâiòü ó íàéïðîñòiøîìó âè-
ïàäêó ïîñòiéíî¨ ùiëüíîñòi ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç
ïîâåðõíþ S ìà¹ ðîçðèâ. Íàñòóïíà òåîðåìà âèâ÷à¹ ïîâåäiíêó ïîòåíöiàëó
ïîäâiéíîãî øàðó ïðè ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S çñåðåäèíè òà ççîâíi îáëàñòi.

Òåîðåìà 4.8.6.1 (ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó)

Íåõàé S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à σ � íåïåðåðâíà íà S
ùiëüíiñòü, òîäi ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà òà
Ëàïëàñà W k(x) ∈ C(Ω) ∩ C(Ω′) ∩ C(S) i éîãî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïðè
ïiäõîäi äî ïîâåðõíi S çñåðåäèíèW k

i
(x) i ççîâíiW k

e
(x) çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿì:

W k
i

(x) = W k(x)− σ(x)

2
, (4.8.75)

W k
e

(x) = W k(x) +
σ(x)

2
. (4.8.76)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy =

=

¨

S

σ(y)(1∓ ik|x− y|)e±ik|x−y| ∂
∂~ny

1

4π|x− y|
dSy.

(4.8.77)

Ïîçíà÷èìî (1∓ ik|x− y|)e±ik|x−y| = ϕ(|x− y|).
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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ S òà çàïèøåìî ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî
øàðó ó âèãëÿäi:

W k(x) = W k(x)±
¨

S

σ(x0)ϕ(|x− x0|)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy =

= W k
1 (x) + σ(x0)ϕ(|x− x0)W0(x).

(4.8.78)

äå

W k
1 (x) =

¨

S

(σ(y)ϕ(|x− y|)− σ(x0)ϕ(|x− x0|))
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy.

(4.8.79)
à W0(x) � iíòåãðàë Ãàóñà. Ïîêàæåìî, ùî W k

1 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ â
òî÷öi x0. Âiçüìåìî òî÷êó x0 çà öåíòð ñôåðè U(x0, η), ÿêà ðîçiá'¹ ïîâåðõíþ
S íà äâi ÷àñòèíè S ′ i S ′′, äå S ′ = S ∩ U(x0, η), à S ′′ = S \ S ′. Âðàõîâóþ÷è
ïðåäñòàâëåííÿ ïîâåðõíi S = S ′ ∩ S ′′, çàïèøåìî

W k
1 (x) = W

′k
1 (x) +W

′′k
1 (x) =

¨

S′

(. . .) dS ′y +

¨

S′′

(. . .) dS ′′y . (4.8.80)

Ïîêàæåìî, ùî |W k
1 (x) −W k

1 (x0)| ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì çà
ðàõóíîê çáëèæåííÿ òî÷îê x òà x0. Çàïèøåìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü:∣∣∣W k

1 (x)−W k
1 (x0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣W ′′k
1 (x)−W ′′k

1 (x0)
∣∣∣+∣∣∣W ′k

1 (x)
∣∣∣+∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ . (4.8.81)

Îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi. Îáåðåìî ðàäióñ ñôåðè η òàêèì ÷èíîì
ùîáè ∣∣∣σ(y)ϕ(|x− y|)− σ(x0)ϕ(|x− x0|)

∣∣∣ ≤ ε

3C0

, (4.8.82)

äå ε � äîâiëüíå ìàëå ÷èñëî, à C0 � êîíñòàíòà ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè
4.8.5, íåðiâíiñòü (4.8.61). Öå ìîæëèâî çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi σ(y)ϕ(|x−y|)
ïî àðãóìåíòó y. Òàêèì ÷èíîì∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ ≤ ε

3C0

¨

S′

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

4π|x− y|

∣∣∣∣ dS ′y ≤ ε

3
. (4.8.83)

Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
∣∣∣W ′k

1 (x0)
∣∣∣ ≤ ε

3
, ÿê äëÿ ÷àñòèí-

íîãî âèïàäêó ïîëîæåííÿ òî÷êè x = x0.

Çàôiêñó¹ìî ðàäióñ ñôåðè η i áóäåìî ââàæàòè, ùî òî÷êà x äîñòàòíüî
áëèçüêà äî òî÷êè x0 òàêà, ùî |x− x0| ≤ η/2, òîäi íà ïîâåðõíi S ′′:

|x− y| ≥ |y − x0| − |x0 − x| ≥ η − η

2
=
η

2
. (4.8.84)
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Òàêèì ÷èíîì ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â iíòåãðàëi W
′′k
1 (x) ¹ íåïåðåðâíîþ

i òîìó íåïåðåðâíèì áóäå i ñàì iíòåãðàë, òîáòî
∣∣∣W ′′k

1 (x)−W ′′k
1 (x0)

∣∣∣ ≤ ε
3
.

Öå äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü W
′′k
1 (x) â òî÷öi x0.

Ç íåïåðåðâíîñòi W k
1 (x), ìîæåìî çàïèñàòè

W k
1 ,i(x0) = W k

1 ,e(x0) = W k
1 (x0). (4.8.85)

Âðàõó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

W k(x) = W k
1 (x) + σ(x0)ϕ(|x− x0|)W0(x). (4.8.86)

Îá÷èñëèìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â òî÷öi x0 çñåðåäèíè òà ççîâíi:

W k
i (x0) = W k

1 (x0) + σ(x0)ϕ(|x0 − x0|)W0,i(x0) = W k
1 (x0)− σ(x0), (4.8.87)

W k
e (x0) = W k

1 (x0) + σ(x0)ϕ(|x0 − x0|)W0,e(x0) = W k
1 (x0). (4.8.88)

Îñêiëüêè

W k
1 (x0) = W k(x0)− σ(x0)W0(x0) = W k(x0) +

σ(x0)

2
, (4.8.89)

òî ç òðüîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé îòðèìà¹ìî:

W k
i (x) = W k(x)− σ(x)

2
, (4.8.90)

W k
e (x) = W k(x) +

σ(x)

2
. (4.8.91)

4.8.7 Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó òà éîãî âëàñòèâîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà òà
Ãåëüìãîëüöà çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi

V (x) =

¨

S

µ(y)

4π|x− y|
dSy V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.92)

Âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi öèõ ïîòåíöiàëiâ â óñüîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.
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Òåîðåìà 4.8.7.1 (ïðî íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî S � çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à µ âèìiðþâàíà i îáìåæå-
íà íà S ôóåêöiÿ, òî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó îïåðàòîðà Ëàïëàñà òà
Ãåëüìãîëüöà ¹ ôóíêöi¹þ íåïåðåðâíîþ â óñüîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòî-
ði.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ â áóäü-ÿêié òî÷öi ïðîñòîðó,
ÿêà íå íàëåæèòü ïîâåðõíi S äîñëiäæóâàëèñü â òåîðåìi 4.8.1, òî âñòàíî-
âèòè íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó íåîáõiäíî ëèøå â òî÷êàõ
ïîâåðõíi S.

Ïîáóäó¹ìî ñôåðó Ëÿïóíîâà S(x, d) i íåõàé S ′d(x) � ÷àñòèíà ïîâåðõíi S,
ÿêà çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà. Òîäi ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øà-
ðó

V k(x) =

¨

S′
d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy +

¨

S\S′
d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.93)

Ó äðóãîìó iíòåãðàëi ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíà i îáìåæåíà , à
çíà÷èòü öåé iíòåãðàë iñíó¹.

Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî iíòåãðàëó ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ξ1, ξ2, ξ3
ç öåíòðîì ó òî÷öi x. Íåõàé G′(x) � ïðîåêöiÿ S ′d(x) íà ïëîùèíó ξ3 = 0,
äîòè÷íó äî ïîâåðõíi S â òî÷öi x, òîäi:∣∣∣∣∣∣∣

¨

S′
d(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
¨

G′(x)

|µ(ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2

4π
√
ξ21 + ξ22 + ξ23 cos(~ny, ξ3)

≤

≤ 2M

2πˆ

0

dˆ

0

ρ dρ

4πρ
= Md.

(4.8.94)

Ïðè äîñëiäæåííi iíòåãðàëó áóëè âèêîðèñòàíi îöiíêè (4.8.47) òà îöiíêà

1

r
=

1√
ξ21 + ξ22 + ξ23

≤ 1√
ξ21 + ξ22

=
1

ρ
. (4.8.95)

Òàêèì ÷èíîì ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó äiéñíî iñíó¹ â êîæíié òî÷öi ïðî-
ñòîðó R3.

Ïîêàæåìî òåïåð íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó â òî÷öi x ∈ S.
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Îáåðåìî ñôåðó Ëÿïóíîâà S(x, η), η < d. Òîäi ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó
ìîæíà ïðåäñòàâèòè àíàëîãi÷íî (4.8.93) ó âèãëÿäi:

V k(x) =

¨

S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy +

¨

S\S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy. (4.8.96)

Î÷åâèäíî, ùî äðóãèé iíòåãðàë

V k
1 (x) =

¨

S\S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.97)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ i ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêà, ùî |V k
1 (x)−V k

1 (x′)| ≤ ε/3
ÿê òiëüêè |x− x′| < δ(ε).

Ïîêàæåìî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy −

¨

S′
η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
2ε

3
(4.8.98)

ïðè |x− x′| < δ.

Î÷åâèäíî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy −

¨

S′
η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ . (4.8.99)

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé iíòåãðàë i âèáåðåìî òî÷êè x, x′ òàê, ùî |x−x′| < η/2.

Ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç öåíòðîì â òî÷öi x. Òîäi íåõàé
òî÷êà y = (ξ1, ξ2, ξ3), à x

′ = (ξ′1, ξ
′
2, ξ
′
3). Òîäi

1

r
=

1

|y − x′|
≤ 1√

(ξ1 − ξ′1)2 + (ξ2 − ξ′2)2
≤ 1

ρ
(4.8.100)

à òàêîæ

ρ ≤ |y − x′| = |y − x′ + x− x| ≤ |x− x′|+ |x− y| ≤ η +
η

2
=

3η

2
. (4.8.101)
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Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè îöiíêó iíòåãðàëà∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x
′−y|µ(y)

4π|x′ − y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M

¨

G′
η(x)

dξ1 dξ2

4π
√

(ξ1 − ξ′1)2 + (ξ2 − ξ′2)2
≤

≤ 2M

2πˆ

0

3η/2ˆ

0

ρ dρ

4πρ
=

3ηM

2
≤ ε

3

(4.8.102)

çà ðàõóíîê âèáîðó äîñòàòíüî ìàëåíüêîãî çíà÷åííÿ η.

Iíòåãðàë ∣∣∣∣∣∣∣
¨

S′
η(x)

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε

3
, (4.8.103)

ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê ïîïåðåäíüîãî iíòåãðàëó ïðè x′ = x. Òàêèì ÷èíîì
âñòàíîâëåíî, ùî |V k − V k(x′)| ≤ ε, ÿêùî |x− x′| ≤ δ.

4.8.8 Íîðìàëüíà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó

V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.104)

äëÿ îïåðàòîðó Ãåëüìãîëüöà.

Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x 6∈ S, i ïðîâåäåìî ÷åðåç öþ òî÷êó ÿêó-íåáóäü
íîðìàëü ~nx äî ïîâåðõíi S:

S
x ~nx

Äëÿ òàêîãî âèïàäêó â òî÷öi x, ìîæíà îá÷èñëèòè ïîõiäíó ïî íàïðÿìêó
íîðìàëi ~nx âiä ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ÿêó îá÷èñëþþòü øëÿõîì äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨

∂V k(x)

∂~nx
=

∂

∂~nx

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy =

¨

S

µ(y)
∂

∂~nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy.

(4.8.105)
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Îá÷èñëèìî âèðàç

∂

∂~nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=
±ik|x− y| − 1

4π|x− y|2
· e±ik|x−y|

3∑
j=1

xj − yj
|x− y|

cos(~nx, xj) =

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y).

(4.8.106)

Òåîðåìà 4.8.8.1 (ïðî ïðÿìå çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó
ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî µ îáìåæåíà i âèìiðþâàíà ôóíêöiÿ íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S, òî
íîðìàëüíà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

∂V k(x)

∂~nx
=

¨

S

µ(y)
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y) dSy.

(4.8.107)
ìà¹ â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi S öiëêîì âèçíà÷åíå ñêií÷åíå çíà÷åííÿ,
ÿêå íåïåðåðâíî çìiíþ¹òüñÿ êîëè òî÷êà x ïðîáiãà¹ ïîâåðõíþ S.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.8.1. Öå çíà÷åííÿ íàçèâàþòü ïðÿìèì çíà÷åííÿì íîð-

ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ïîçíà÷à¹òüñÿ ∂V k(x)
∂~nx

, x ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íîðìàëüíó ïîõi-
äíó ïîòåíöiàëó, ÿê ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ ùiëüíîñòi µ çà äîïîìîãîþ
iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç ÿäðîì

K(x, y) =
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~nx, x− y). (4.8.108)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öå ÿäðî
¹ ïîëÿðíèì, îñêiëüêè äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü |x − y| âèêîíó¹òüñÿ
cos(~nx, x− y) ≤ a2|x− y|α. Öå îçíà÷à¹, ùî

K(x, y) =
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y| cos(~nx, x− y)|x− y|−α/2

4π|x− y|2−α/2
=

=
A(x, y)

4π|x− y|2−α/2

(4.8.109)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç
ïîëÿðíèì ÿäðîì âiäîáðàæà¹ îáìåæåíó ôóíêöiþ ó íåïåðåðâíó.
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Òåîðåìà 4.8.8.2 (ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöi-
àëó ïðîñòîãî øàðó)

ßêùî S çàìêíóòà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, à µ íåïåðåðâíà íà S ùiëüíiñòü,
òî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ìà¹ íà S ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïðàâèëüíî¨
íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïðè ïiäõîäi äî òî÷êè x ∈ S çñåðåäèíè òà ççîâíi,
i öi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi çà ôîðìóëàìè:

∂V k(x)

∂~ni
=
∂V k(x)

∂~n
+
µ(x)

2
, (4.8.110)

∂V k(x)

∂~ne
=
∂V k(x)

∂~n
− µ(x)

2
. (4.8.111)

Âèçíà÷åííÿ 4.8.8.2. Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 ∈
S ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó çñåðåäèíè ∂V k(x)

∂~ni
òà ççîâíi ∂V

k(x)
∂~ne

áóäåìî íà-

çèâàòè ïðàâèëüíèìè, ÿêùî âîíè ¹ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè ∂V k(x)
∂~n êîëè

x→ x0 âçäîâæ íîðìàëi ~nx0 çñåðåäèíè òà ççîâíi âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèðàç, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó ïîòåíöià-
ëó ïîäâiéíîãî øàðó i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç
îäíàêîâîþ ùiëüíiñòþ µ(x):

∂V k(x)

∂~nx
+W k(x) =

¨

S

µ(y)

(
∂

∂nx

e±ik|x−y|

4π|x− y|
+

∂

∂ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy.

(4.8.112)
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî, êîëè òî÷êà x
ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ S, ðóõàþ÷èñü ïî íîðìàëi äî öi¹¨ ïîâåðõíi â òî÷öi x.

Âðàõîâóþ÷è öþ íåïåðåðâíiñòü ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïîâåðõíþ âçäîâæ íîð-
ìàëi , ìîæåìî çàïèñàòè:

∂V k(x0)

∂ni
+W k

i (x0) =
∂V k(x0)

∂ne
+W k

e (x0) =
∂V k(x0)

∂nx
+W k(x0). (4.8.113)

Çâiäñè ìà¹ìî:

∂V k(x0)

∂ni
= W k(x0)−W k

i (x0) +
∂V k(x0)

∂nx
=
∂V k(x0)

∂nx
+
µ(x0)

2
. (4.8.114)

∂V k(x0)

∂ne
= W k(x0)−W k

e (x0) +
∂V k(x0)

∂nx
=
∂V k(x0)

∂nx
− µ(x0)

2
. (4.8.115)
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