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4.8 Ïîòåíöiàëè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà,

¨õ âëàñòèâîñòi

Òåîðiÿ ïîòåíöiàëiâ ¹ äóæå åôåêòèâíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ
i ¹äíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëiâ ãðàíè÷íi çàäà÷i ìîæíà çâåñòè äî ií-
òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç ïîëÿðíèì ÿäðîì, à iíîäi
äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó ç ñèíãóëÿðíèì àáî
íàâiòü ãiïåðñèíãóëÿðíèì ÿäðîì.

Ïðè îòðèìàíi çàìiñòü ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëü-
ìà äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ i ¹äíîñòi ðîçâ'ÿçêó ìîæíà ïðîâîäèòè âèêîðè-
ñòîâóþ÷è òåîðiþ Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîòåíöiàëè ìîæíà ïîáóäóâàòè áiëüø åôå-
êòèâíi ÷èñåëüíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.1. ×èñåëüíi ìåòîäè ÿêi áàçóþòüñÿ íà òåîði¨ ïîòåíöiàëó

íàçèâàþòü ìåòîäàìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ââåäåìî ïîòåíöiàëè äëÿ îñíîâíèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà i Ãåëüì-
ãîëüöà äëÿ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó:

U(x) =

˚

Ω

ρ(y)

4π|x− y|
dy (4.8.1) Uk(x) =

˚

Ω

e±ik|x−y|ρ(y)

4π|x− y|
dy (4.8.2)

V (x) =

¨

S

µ(y)

4π|x− y|
dSy (4.8.3) V k(x) =

¨

S

e±ik|x−y|µ(y)

4π|x− y|
dSy

(4.8.4)
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W (x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

1

4π|x− y|
dSy

(4.8.5)

W k(x) =

¨

S

σ(y)
∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dSy

(4.8.6)

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.2. Iíòåãðàëè (4.8.1), (4.8.2) áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöià-

ëîì îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî. Iíòåãðàëè

(4.8.3), (4.8.4) áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëàìè ïðîñòîãî øàðó (ñëîÿ) äëÿ

îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî. Iíòåãðàëè (4.8.5), (4.8.6)

áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëàìè ïîäâiéíîãî øàðó (ñëîÿ) äëÿ îïåðàòîðiâ

Ëàïëàñà òà Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî.

Âèçíà÷åííÿ 4.8.0.3. Ïðè öüîìó ôóíêöi¨ ρ, µ, σ íàçèâàþòü ùiëüíîñòÿìè

ïîòåíöiàëiâ, ÿêi çàäàíi â îáëàñòi Ω àáî íà ïîâåðõíi S.

ßê ëåãêî áà÷èòè, ïðè çàïèñi óñiõ ïîòåíöiàëiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà: ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà Ëàïëàñà

1

4π|x− y|
(4.8.7)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó, ïðîñòîãî øàðó i ïîäâiéíîãî øàðó äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà, àáî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.8)

äëÿ ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó, ïðîñòîãî øàðó i ïîäâiéíîãî øàðó.

Àíàëîãi÷íî ïîòåíöiàëàì äëÿ îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà â òðèâè-
ìiðíîìó ïðîñòîði ìîæíà ââåñòè ïîòåíöiàëè i äëÿ äâîâèìiðíîãî ïðîñòîðó.
Ïðè öüîìó òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà â äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ïðè n = 2
ìà¹ âèãëÿä

q0(|x− y|) =
1

2π
ln

1

|x− y|
, (4.8.9)

à ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ïðè n = 2
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

qk(|x− y|) = ± i
4

(J0(k|x− y|)± iN(k|x− y|)) , (4.8.10)
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äå ôóíêöi¨ J0(x), N0(x) � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïåðøîãî i
äðóãîãî ðîäó.

Âiäïîâiäíî äî âèãëÿäó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîòåíöiàëè â äâîâè-
ìiðíîìó ïðîñòîði ìàòèìóòü âèãëÿä:

U0(x) =

¨

D

ρ(y)q0(|x− y|) dy

(4.8.11)

Uk(x) =

¨

D

ρ(y)qk(|x− y|) dy

(4.8.12)

V0(x) =

˛

C

µ(y)q0(|x− y|) d`y

(4.8.13)

Vk(x) =

˛

C

µ(y)qk(|x− y|) d`y

(4.8.14)

W0(x) =

˛

C

σ(y)
∂q0(|x− y|)

∂~ny
d`y

(4.8.15)

Wk(x) =

˛

C

σ(y)
∂qk(|x− y|)

∂~ny
d`y

(4.8.16)

Âiäìiòèìî, ùî âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ çàëåæàòü âiä äåêiëüêîõ ôàêòîðiâ,
ïåðåëi÷èìî ¨õ:

• âëàñòèâîñòåé ùiëüíîñòåé ïîòåíöiàëiâ;

• ïîëîæåííÿ òî÷êè x (íàëåæèòü x îáëàñòi iíòåãðàöi¨ àáî íå íàëå-
æèòü);

• âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S äëÿ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðó.

4.8.1 Âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ïîçà îáëàñòþ iíòåãðàöi¨

Òåîðåìà 4.8.1.1 (ïðî âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ïîçà îáëàñòþ iíòåãðàöi¨)

ßêùî ùiëüíîñòi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðó iíòåãðîâàíi
íà ïîâåðõíi S, (

˜
S
|µ(y)| dSy < ∞,

˜
S
|σ(y)| dSy < ∞), à ïîòåíöiàë

îá'¹ìó � iíòåãðîâàíà â îáëàñòi Ω, )
˝

Ω
|ρ(y)| dy < ∞), òî âiäïîâiä-

íi ïîòåíöiàëè äëÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà ¹ ôóíêöiÿìè
ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó â äîâiëüíié îáëàñòi
Ω1, ÿêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ (Ω äëÿ ïîòåíöiàëó
îá'¹ìó òà S äëÿ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî òà ïîäâiéíîãî øàðó) i â êî-
æíié òî÷öi Ω1 öi ïîòåíöiàëè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà àáî
Ãåëüìãîëüöà âiäïîâiäíî.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ áóäü-ÿêîãî ç ïîòåíöiàëiâ ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿ¹-
òüñÿ, òîìó ïðîäåìîíñòðó¹ìî äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî
øàðó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó µ iíòåãðîâàíà
íà S, à ôóíêöiÿ

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.17)

¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíîþ ñêiëüêè çàâãîäíî ðàçiâ ó âèïàäêó, êîëè
(x, y) ∈ (Ω1, S), Ω1 ∩ S = ∅, òî ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî ìîæëè-
âiñòü äèôåðåíöiþâàííÿ òàêîãî iíòåãðàëó, øëÿõîì îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨
âiä ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Òîáòî

DαV k(x) =

¨

S

µ(y)Dα

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy, x ∈ Ω1, (4.8.18)

îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó x,
ìàéæå äëÿ êîæíîãî y ∈ S, òî

¨

S

µ(y)Dα

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy ∈ C(Ω1). (4.8.19)

Îñêiëüêè ïîòåíöiàë ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó, òî

(∆+k2)V k(x) =

¨

S

µ(y)(∆x+k2)

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy = 0, x ∈ Ω1. (4.8.20)

Îñòàííié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ïðè x 6= y:

(∆x + k2)

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
≡ 0. (4.8.21)

Òåîðåìà 4.8.1.2 (ïðî íåïåðåðâíiñòü i íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâàíiñòü
ïîòåíöiàëó îá'¹ìó)

ßêùî ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó îá'¹ìó iíòåãðîâàíà â îáëàñòi Ω, òî ïîòåí-
öiàë îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà (4.8.1) òà (4.8.2) ¹
íåïåðåðâíèìè i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèìè ôóíêöiÿìè â óñüîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ρ1(y) =

{
ρ(y), y ∈ Ω,

0, y ∈ Ω′.
(4.8.22)

Ôóíêöiÿ ρ1 çàëèøà¹òüñÿ iíòåãðîâàíîþ â áóäü-ÿêié îáëàñòi Ω1 ∈ R3.

Íåõàé x ∈ R3 � äîâiëüíà òî÷êà. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó îáëàñòü, ÿêà ìi-
ñòèòü òî÷êó x, íåõàé öå îáëàñòü Ω1, òîäi

Uk(x) =

˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy. (4.8.23)

Íà îñòàííþ ôîðìóëó áóäåìî äèâèòèñÿ ÿê íà ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ
äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ρ1 ∈ L2(Ω1) çà äîïîìîãîþ ïîëÿðíîãî ÿäðà

K(x, y) =
e±ik|x−y|

4π|x− y|
. (4.8.24)

Âiäîìî, ùî ðåçóëüòàòîì âiäîáðàæåííÿ áóäå ôóíêöiÿ Uk ∈ C(Ω1). Òàêèì
÷èíîì íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

U
(s)
k (x) =

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy. (4.8.25)

Äëÿ íå¨:

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=

(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
∂|x− y|
∂xs

=

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
xs − ys
|x− y|

=
As(x, y)

|x− y|2
,

(4.8.26)

äå As � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òàêèì ÷èíîì

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
(4.8.27)

¹ ïîëÿðíèì ÿäðîì â áóäü-ÿêèé îáëàñòi òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.

À öå îçíà÷à¹ ùî

U
(s)
k (x) =

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy, (4.8.28)
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ÿê ðåçóëüòàò âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ρ1 ∈ L2(Ω2) çà äîïîìîãîþ ïîëÿðíîãî

ÿäðà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîáòî U
(s)
k ∈ C(Ω2).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî

U
(s)
k (x) =

∂Uk(x)

∂xs
. (4.8.29)

Ðîçãëÿíåìî

zsˆ

z0

U
(s)
k (. . . , xs, . . .) dxs =

zsˆ

z0

˚

Ω1

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy dxs =

=

˚

Ω1

ρ1(y)

zsˆ

z0

∂

∂xs

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dxs dy =

=

˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy

∣∣∣∣∣∣
xs=zs

−

−
˚

Ω1

e±ik|x−y|

4π|x− y|
ρ1(y) dy

∣∣∣∣∣∣
xs=z0

=

= Uk(x)|xs=zs
− Uk(x)|xs=z0

.

(4.8.30)

Ââàæà¹ìî òî÷êó zs çìiííîþ, à z0 ôiêñîâàíîþ i îá÷èñëèìî ïîõiäíó âiä
ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:

∂Uk(. . . , zs, . . .)

∂zs
= U

(s)
k (. . . , zs, . . .). (4.8.31)

Òåîðåìà 4.8.1.3 (ïðî äðóãi ïîõiäíi ïîòåíöiàëó îá'¹ìó)

ßêùî öiëüíiñòü ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ρ ∈ C(1)(Ω) ∩ C(Ω), òî îá'¹ìíèé
ïîòåíöiàë (4.8.1) i (4.8.2) ìà¹ â îáëàñòi Ω íåïåðåðâíi ïîõiäíi äðóãîãî
ïîðÿäêó i çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíî ðiâíÿííþ Ïóàññîíà:

∆U(x) = −ρ(x), x ∈ Ω, (4.8.32)

àáî íåîäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ Ãåëüìãîëüöà

(∆ + k2)Uk(x) = −ρ(x), x ∈ Ω. (4.8.33)
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Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ ïîòåíöiàëó îá'¹ìó îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà â
òðèâèìiðíîìó âèïàäêó. Óñi iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ¹ íåïåðåðâíîþ, òî çãiäíî äî
òåîðåìè 4.8.1.2 ïîòåíöiàë îá'¹ìó ìà¹ íåïåðåðâíi ïåðøi ïîõiäíi çîêðåìà i
â îáëàñòi Ω. Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïîòåíöiàëó îá'¹ìó:

∂Uk(x)

∂xj
=

˚

Ω

ρ(y)
∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy = −

˚

Ω

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy =

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~n, yj) dSy

(4.8.34)
Òóò áóëà âèêîðèñòàíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè. Òàêèì ÷èíîì
ïåðøà ÷àñòèííà ïîõiäíà ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi äâîõ
ïîòåíöiàëiâ: ïîòåíöiàëó îá'¹ìó ç íåïåðåðâíîþ ùiëüíiñòþ ∂ρ/∂yj i ïîòåíöi-
àëó ïðîñòîãî øàðó ç ùiëüíiñòþ ρ(y) cos(~n, yj). Ç òåîðåìè 4.8.1.2 âèïëèâà¹
ùî ïåðøèé äîäàíîê � ïîòåíöiàë îá'¹ìó � ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà
ôóíêöiÿ, à ç òåîðåìè 4.8.1.1 âèïëèâà¹, ùî äðóãèé äîäàíîê � ïîòåíöiàë
ïðîñòîãî øàðó � òåæ ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà îá÷èñëèòè äðóãó ïîõiäíó, øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ
ðiâíîñòi (4.8.41):

∂2Uk(x)

∂x2
j

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy−

−
¨

S

ρ(y)
∂

∂xj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

=

˚

Ω

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy−

−
¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy = A.

(4.8.35)

Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ¹ íåâëàñíèì iíòå-
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ãðàëîì, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi:

A = lim
ε→0

˚

Ω\U(x,ε)

∂ρ(y)

∂yj

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

= lim
ε→0

˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)
∂2

∂y2
j

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy︸ ︷︷ ︸

+

+

¨

S

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy︸ ︷︷ ︸

−
¨

S(x,ε)

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy.

(4.8.36)
Îñêiëüê è

∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
=

(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
(yj − xj)
|x− y|

=

=
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos( ~y − x, yj) =

= −(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos(~ny, yj).

(4.8.37)

òî ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

¨

S(x,ε)

ρ(y)
∂

∂yj

e±ik|x−y|

4π|x− y|
cos(~ny, yj) dSy =

= −
¨

S(x,ε)

ρ(y)
(±ik|x− y| − 1)e±ik|x−y|

4π|x− y|2
cos2(~ny, yj) dSy =

=
(±ikε− 1)e±ikε

4π

¨

S(0,1)

ρ(x+ εξ) cos2(nξ, yj) dSξ. (4.8.38)

Òàêèì ÷èíîì äðóãà ïîõiäíà ìà¹ âèãëÿä:

∂2Uk(x)

∂x2
j

= lim
ε→0

 ˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)
∂2

∂y2
j

e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy −

− (±ikε− 1)e±ikε

4π

¨

S(0,1)

ρ(x+ εξ) cos2(nξ, xj) dSξ

 .

(4.8.39)

8



Îá÷èñëèìî íàðåøòi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà âiä ïîòåíöiàëó îá'¹ìó:

(∆ + k2)Uk(x) = lim
ε→0

 ˚

Ω\U(x,ε)

ρ(y)(∆ + k2)
e±ik|x−y|

4π|x− y|
dy

−
= −ρ(x)

¨

S(0,1)

3∑
j=1

cos2(nξ, xj) dSξ = −ρ(x).

(4.8.40)

Çàóâàæåííÿ 4.8.1.1 � Òåîðåìà 4.8.1.3 ìà¹ öiëêîì êîíêðåòíå çà-
ñòîñóâàííÿ.

Ïðèêëàä 4.8.1.1

Çîêðåìà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (∆ + k2)u(x) =
−F (x), x ∈ Ω àáî Ïóàññîíà ∆u(x) = −F (x), x ∈ Ω ìîæíà çíàéòè ó
âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ îá'¹ìó äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà àáî Ëàïëàñó,
ç ùiëüíiñòþ ïîòåíöiàëó ρ(x) = F (x).

4.8.2 Ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà

Âèçíà÷åííÿ 4.8.2.1. Ïîâåðõíþ S ⊂ R3 áóäåìî íàçèâàòè ïîâåðõíåþ Ëÿ-

ïóíîâà, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì:

• Â áóäü-ÿêié òî÷öi x ïîâåðõíi S iñíó¹ ¹äèíà öiëêîì âèçíà÷åíà íîð-

ìàëü ~nx.

• Äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê x, y ∈ S, iñíóþòü òàêi äîäàòíi êîíñòàíòè a, α,
ùî êóò θ ìiæ âåêòîðàìè íîðìàëi ~nx, ~ny çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

θ ≤ a|x− y|α. (4.8.41)

Òåîðåìà 4.8.2.1 (ïðî ñôåðó Ëÿïóíîâà)

Íåõàé S � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òîäi iñíó¹ òàêà ïîñòiéíà
d > 0, ùî ÿêùî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ S ïðèéíÿòè çà öåíòð ñôåðè
ðàäióñó d, òî áóäü-ÿêà ïðÿìà ïàðàëåëüíà íîðìàëi ~nx0 äî ïîâåðõíi S
ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ S âñåðåäèíi ñôåðè ëèøå îäèí ðàç.
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Âèçíà÷åííÿ 4.8.2.2. Öþ ñôåðó S(x0, d) áóäåìî íàçèâàòè ñôåðîþ Ëÿïó-

íîâà.

Çàóâàæåííÿ 4.8.2.1 � Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ÷èñëî d ¹ ðàäióñîì
ñôåðè Ëÿïóíîâà, òî áóäü-ÿêå ÷èñëî ìåíøå çà d òåæ áóäå ðàäióñîì
ñôåðè Ëÿïóíîâà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî d ìîæíà îáðàòè òàê,
ùî áè âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

a · dα < 1. (4.8.42)

4.8.3 Ìiñöåâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà

Íà ïîâåðõíi S âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x i çðîáèìî ¨¨ ïî÷àòêîì ìiñöåâî¨
ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, âiñü ξ3 íàïðàâèìî â íàïðÿìêó çîâíiøíüî¨
íîðìàëi ~nx, à äâi iíøi âiñi ξ1, ξ2 ðîçòàøó¹ìî â äîòè÷íié ïëîùèíi äî ïî-
âåðõíi S â òî÷öi x òàê ùî áè îáðàíi âiñi óòâîðþâàëè ïðàâó òðiéêó. Âðàõî-
âóþ÷è òåîðåìó 4.8.2.1, çðîçóìiëî, ùî ÷àñòèíó ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà S, ÿêà
ðîçòàøîâàíà âñåðåäèíi ñôåðè S(x, d) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ÿâíîãî
ðiâíÿííÿ

ξ3 = f(ξ1, ξ2), f ∈ C1. (4.8.43)

Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî

f(0, 0) = 0,
∂f(0, 0)

∂ξi
, i = 1, 2. (4.8.44)

Îñòàííi ðiâíîñòi ìàþòü ìiñöå îñêiëüêè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0) ìà¹ âèãëÿä

ξ3 =
∂f(0, 0)

∂ξ1

· ξ1 +
∂f(0, 0)

∂ξ2

· ξ2, (4.8.45)

à ç iíøîãî áîêó öÿ ïëîùèíà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ξ3 = 0.
Îñêiëüêè, âèêîíó¹òüñÿ (4.8.43), òî ñàìà ôóíêöiÿ f i ¨ ¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi
âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà áóäóòü ìàëèìè. Íàøà çàäà÷à îöiíèòè ïîðÿäîê
ìàëîñòi ôóíêöi¨ f i ¨ ¨ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1(x) = S ∩ U(x, d) � ÷àñòèíó ïîâåðõíi, ÿêà ëåæèòü
âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ S1(x), îöiíèìî
cos(~ny, ξ3) = cos(~ny, ~nx):

cos(~ny, ξ3) = cos θ = 1− θ2

2!
+
θ4

4!
− . . . ≥ 1− θ2

2!
, (4.8.46)
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îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè íåðiâíîñòÿì (4.8.41), (4.8.42),
θ ≤ a|x− y|α < adα < 1. Íåõàé r = |x− y|, òîäi

cos(~ny, ξ3) = cos(~ny, ~nx) ≥ 1− 1

2
a2r2α ≥ 1

2
. (4.8.47)

Îñêiëüêè âñåðåäèíi ñôåðè Ëÿïóíîâà ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä (4.8.43),
òî âåêòîð îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ìîæíà çàïèñàòè:

~ny =

(
−∂f(ξ1,ξ2)

∂ξ1
,−∂f(ξ1,ξ2)

∂ξ2
, 1
)

√
1 +

(
∂f(ξ1,ξ2)
∂ξ1

)2

+
(
∂f(ξ1,ξ2)
∂ξ2

)2
=

cos(~ny, ξ1)
cos(~ny, ξ2)
cos(~ny, ξ3)

 . (4.8.48)

Îöiíèìî√
1 +

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ1

)2

+

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ2

)2

=
1

cos(~ny, ~nx)
≤

≤ 1

1− 1
2
a2r2α

= 1 +
1
2
a2r2α

1− 1
2
a2r2α

≤ 1 + a2r2α. (4.8.49)

Òàêèì ÷èíîì(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ1

)2

+

(
∂f(ξ1, ξ2)

∂ξ2

)2

≤ 2a2r2α + a4r4α ≤ 3a2r2α, (4.8.50)

∣∣∣∂f(ξ1,ξ2)
∂ξi

∣∣∣ ≤ √3arα, i = 1, 2, àáî

cos(~ny, ξi) ≤
√

3arα, i = 1, 2. (4.8.51)

Îöiíèìî |ξ3| = |f(ξ1, ξ2)| äëÿ ÷àñòèíè ïîâåðõíi S1(x). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
ρ2 = ξ2

1 + ξ2
2 , r

2 = ρ2 + ξ2
3 . Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (4.8.51), ìîæíà çàïèñàòè

îöiíêó äëÿ ïîõiäíî¨ âçäîâæ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìó â äîòè÷íié ïëîùèíi:∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3arα ≤

√
3adα ≤

√
3. (4.8.52)

Òàêèì ÷èíîì

|ξ3| = |f | ≤
ρˆ

0

∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3ρ, (4.8.53)

à çâiäñè ìà¹ìî ρ2 ≤ r2 ≤ 4ρ2, àáî ρ ≤ r ≤ 2ρ.
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Ç (4.8.52) ìà¹ìî ∣∣∣∣∂f∂ρ
∣∣∣∣ ≤ √3arα ≤ 2α

√
3aρα. (4.8.54)

Òàêèì ÷èíîì ç (4.8.53):

|ξ3| ≤
2αa
√

3

α + 1
= a1ρ

α+1 ≤ a1r
α+1. (4.8.55)

Îöiíèìî òåïåð cos(~ny, ~r) äå ~r = ~y − x. Äiéñíî

cos(~ny, ~r) =
3∑

k=1

yk − xk
y − x

cos(~ny, xk) =

=
2∑

k=1

ξk
r

cos(~ny, xk) +
ξ3

r
cos(~ny, x3) ≤

≤ 2
√

3rα + a1r
α = c1r

α.

(4.8.56)

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî ìà¹ìî

cos(~ny, ~r) ≤ c1r
α. (4.8.57)

4.8.4 Òiëåñíèé êóò ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåðõíi

Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííþ êóñêîâî-ãëàäêó ïîâåðõíþ Σ, ÿêà ìîæå áóòè ÿê
çàìêíåíîþ òàê i íåçàìêíåíîþ. Çàôiêñó¹ìî îäíó ç äâîõ ñòîðií ïîâåðõíi,
îáðàâøè íà íié äîäàòíié íàïðÿìîê íîðìàëi. Íåõàé y ∈ Σ � äîâiëüíà òî-
÷êà, ~ny � çîâíiøíÿ íîðìàëü â òî÷öi y äî ïîâåðõíi Σ. Íåõàé x � äîâiëüíà
òî÷êà ïðîñòîðó, çîêðåìà ìîæå íàëåæàòè i ïîâåðõíi Σ.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïîâåðõíi Σ i òî÷êè x ¹ òàêèì,
ùî cos(~ny, y − x) ≥ 0.

Ç'¹äíà¹ìî êîæíó òî÷êó ïîâåðõíi Σ ç òî÷êîþ x. Ïîâåðõíÿ, ÿêà óòâîðþ¹-
òüñÿ â ðåçóëüòàòi ç'¹äíàííÿ êðà¨â ïîâåðõíi Σ ç òî÷êîþ x óòâîðþ¹ êîíi÷íó
ïîâåðõíþ K.

Îáåðåìî òî÷êó x çà öåíòð ñôåðè äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñó R, òàêîãî,
ùîá ñôåðà S(x,R) íå ïåðåòèíàëàñÿ ç ïîâåðõíåþ Σ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σR
ïëîùó ïîâåðõíi òi¹¨ ÷àñòèíè ñôåðè, ÿêà îïèíèëàñÿ âñåðåäèíi êîíóñó:
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Âèçíà÷åííÿ 4.8.4.1. Òiëåñíèì êóòîì ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåðõíi Σ ç äå-

ÿêî¨ òî÷êè x ∈ R3 áóäåìî íàçèâàòè âåëè÷èíó

ω(x,Σ) =
σR
R2

. (4.8.58)

Îñòàííÿ âåëè÷èíà, î÷åâèäíî, íå çàëåæèòü âiä ðàäióñó ñôåðè R i òîìó
ïðåäñòàâëÿ¹ ìiðó òiëåñíîãî êóòà.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîâåðõíÿ Σ ¹ òàêîþ, ùî âåëè÷èíà cos(~ny, y − x) çìiíþ¹
ñâié çíàê â çàëåæíîñòi âiä ïîëîæåííÿ òî÷êè y, äëÿ âèçíà÷åííÿ òiëåñíîãî
êóòà ñïîñòåðåæåííÿ òàêî¨ ïîâåðõíi, âîíà ðîçáèâà¹òüñÿ íà îêðåìi ÷àñòèíè
Σ =

⊔
i Σi, íà êîæíié ç ÿêèõ sign(cos(~ny, y − x)) = const, y ∈ Σi.

Òàêèì ÷èíîì

ω(x,Σ) =
∑
i

ω(x,Σi) · sign(cos(~ny, y − x))|y∈Σi
. (4.8.59)

Ëåìà 4.8.4.1

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóñêîâî-ãëàäêî¨ ïîâåðõíi Σ, êóò ñïîñòåðåæåííÿ öi¹¨
ïîâåðõíi âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ω(x,R) = −
˚

Σ

∂

∂~ny

1

|x− y|
dSy. (4.8.60)
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Òåîðåìà 4.8.4.1 (ïðî îáìåæåíiñòü êóòà ñïîñòåðåæåííÿ äëÿ ñêií÷åíî¨
ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà)

ßêùî Σ � ñêií÷åííà ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà, òî iñíó¹ òàêà ïîñòiéíà C0,
ùî ˚

Σ

∣∣∣∣ ∂∂~ny 1

|x− y|

∣∣∣∣ dSy ≤ C0. (4.8.61)
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