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4.6.1 Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïðè÷èíè ïîðóøåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó âíóòðiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
(4.6.9) i çîâíiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.10) ðiçíi.

Äëÿ òîãî ùîá çðîçóìiòè ïðè÷èíó iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó
çàäà÷i (4.6.9) ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíó îäíîðiäíó çàäà÷ó ç ïàðàìåòðîì:{

∆u(x) + λu(x) = 0, x ∈ Ω,

`iu|S = 0
(4.6.12)

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ââàæàòè òàêó ìíîæèíó çíà÷åíü ïàðàìåòðó
λ, ïðè ÿêèõ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.12), i ñàìi
ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü öèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðó λ, ÿêi íàçèâàþòü
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè. Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî (4.6.12) ¹ óçàãàëüíåííÿ çà-
äà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Çàñòîñîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà Gi(x, y) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ãðàíè÷íî¨
çàäà÷i, ÿêà âiäïîâiäà¹ òèïó ãðàíè÷íî¨ óìîâè, ìîæåìî çâåñòè (4.6.12) äî
îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç åðìiòî-
âèì ïîëÿðíèì ÿäðîì:

u(x) = λ

˚

Ω

Gi(x, y)u(y) dy. (4.6.13)

Îñêiëüêè ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë åðìiòîâîãî ÿäðà íå ïîðîæíÿ,
òî iñíó¹ äiéñíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ = λ0, òàêi ùî ðiâíÿííÿ (4.6.13) ïðè
öüîìó çíà÷åíi ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(x) = u0(x). Òîáòî λ0, u0(x)
� õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i âëàñíà ôóíêöiÿ ðiâíÿííÿ (4.6.13), à çíà÷èòü
i åêâiâàëåíòíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.6.12).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i{
∆u(x) + k2u(x) = −F (x), x ∈ Ω,

`iu(x)|x∈S = 0
(4.6.14)

ðåàëiçó¹òüñÿ ñèòóàöiÿ, ùî ÷èñëî k2 ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòi ç çàäàíèì òèïîì ãðàíè÷íèõ
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óìîâ, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.6.14) äëÿ äîâiëüíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà ðiâíÿííÿ
âçàãàëi êàæó÷è íå iñíó¹.

Çðîçóìiëî, ùî (4.6.14) ÷åðåç ôóíêöiþ Ãðiíà ìîæíà çâåñòè äî iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ

u(x) = k2

˚

Ω

Gi(x, y)u(y) dy + F1(x), (4.6.15)

äå F1(x) =

˚

Ω

Gi(x, y)F (y) dy.

Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ñòâåðäæó¹, ùî ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.6.15), ó âèïàäêó êîëè k2 � õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiëüíèé ÷ëåí F1 îðòîãîíàëüíèé óñiì
ðîçâ'ÿçêàì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4.6.13) ïðè λ = k2 à ñàì ðîçâ'ÿçîê
íå¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íàòÿãíóòî¨ íà
ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó çíà÷åííþ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðèðîäó íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà÷i (4.6.10).
Òðåáà âiäìiòèòè, ùî äëÿ çîâíiøíiõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà óìîâà ðå-
ãóëÿðíîñòi çàáåçïå÷óâàëà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâ-
íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âèìîãà ëèøå çàòóõàííÿ
ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åíîñòi âæå íå äà¹ ìîæëèâiñòü âèäiëèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çîâíiøíiõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ÿê ïðàâèëî
öiêàâèìè ¹ äâi îñíîâíi çàäà÷i:

• Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi âiä òiëà â íåñêií÷åíiñòü, êîëè òiëî ¹ äæåðå-
ëîì âèíèêíåííÿ ïåðiîäè÷íèõ êîëèâàíü.

• Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi ç íåñêií÷åíîñòi i âçà¹ìîäiÿ ¨¨ ç òiëîì, â öüî-
ìó âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ äèôðàêöiÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó ó ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ¹
ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè

q±k (x) =
e±ik|x|

4π|x|
(4.6.16)

ÿêi ¹ êîìïëåêñíèìè àìïëiòóäàìè ïåðiîäè÷íèõ ñôåðè÷íèõ õâèëü

u±(r, t) =
exp

{
iω
(
t± r

a

)}
4πr

(4.6.17)
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òà, ïðè öüîìó çãàäà¹ìî, ùî k = ωa, r = |x|.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñôåðè÷íi õâèëi u±(r, t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó.

Àíàëiçóþ÷è íàõèë ïðÿìèõ t± r/a = const, ìîæíà çðîçóìiòè, ùî u−(r, t)
âiäïîâiäà¹ ñôåðè÷íié õâèëi, ÿêà ïðÿìó¹ íà íåñêií÷åíiñòü çi øâèäêiñòþ a,
à u+(r, t) âiäïîâiäà¹ õâèëi ÿê ïðÿìó¹ ç íåñêií÷åíîñòi çi øâèäêiñòþ −a.

Âèçíà÷åííÿ 4.6.1.1. Äëÿ âèäiëåííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíüî¨ çàäà-

÷i çàäàþòüñÿ óìîâè ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i â íåñêií÷åííî âiääàëåíié

òî÷öi. Öi óìîâè íàçèâàþòü óìîâàìè âèïðîìiíþâàííÿ àáî óìîâàìè Çîìåð-

ôåëüäà:

u(x) = O(1/|x|), ∂u(x)

∂|x|
− iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞, (4.6.18)

u(x) = O(1/|x|), ∂u(x)

∂|x|
+ iku(x) = o(1/|x|), |x| → ∞. (4.6.19)

Óìîâà (4.6.18) âiäïîâiäà¹ õâèëÿì, ùî óõîäÿòü íà íåñêií÷åíiñòü, (4.6.19)
� õâèëÿì, ùî ïðèõîäÿòü ç íåñêií÷åíîñòi.

Ñàìå óìîâè (4.6.18) i (4.6.19) çàáåçïå÷óþòü ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêó çîâíiøíiõ
ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëàìè iíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (∆u +
k2u = 0):

u(x) = −
¨

S

(
e±ik|x−y|

4π|x− y|
∂u(y)

∂~n
− u(y)

∂

∂~ny

e±ik|x−y|

4π|x− y|

)
dSy. (4.6.20)

Ôîðìóëà (4.6.20) ¹ àíàëîãîì ôîðìóëè (4.5.6) îòðèìàíî¨ äëÿ ïðåäñòàâëå-
ííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Çàïèñàâøè (4.6.20) äëÿ ñôåðè SR(0) i ñïðÿìîâóþ÷è ¨¨ ðàäióñ äî íåñêií÷å-
íîñòi, à òàêîæ âðàõîâóþ÷è óìîâè Çîìåðôåëüäà (4.6.18) äëÿ çíàêà ïëþñ
òà (4.6.19) äëÿ çíàêó ìiíóñ ìè îòðèìà¹ìî, ùî u(x) ≡ 0.

Ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà íà ïëîùèíi óìîâè Çîìåðôåëüäà ìàþòü
âèãëÿä:

u(x) = O
(

1/
√
|x|
)
,

∂u(x)

∂|x|
− iku(x) = o

(
1/
√
|x|
)
, |x| → ∞,

(4.6.21)
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u(x) = O
(

1/
√
|x|
)
,

∂u(x)

∂|x|
+ iku(x) = o

(
1/
√
|x|
)
, |x| → ∞.

(4.6.22)

4.7 Ôóíêöi¨ Áåññåëÿ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òà Ãåëüìãîëüöà â îáëà-
ñòÿõ öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè, ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâîãî ðiâ-
íÿííÿ â êðóãîâèõ òà öèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåîáõiäíiñòü çà-
ïèñàòè ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ç ñòåïåíåâèìè êîåôiöi¹íòàìè:

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (4.7.1)

x2y′′ + xy′ − (x2 + ν2)y = 0. (4.7.2)

Â ðiâíÿííÿõ (4.7.1), (4.7.2) ν ¹ ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.

Âèçíà÷åííÿ 4.7.0.1. Ðiâíÿííÿ (4.7.1) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ ïî-

ðÿäêó ν, à ðiâíÿííÿ (4.7.2) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãó-

ìåíòó ïîðÿäêó ν.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (4.7.2) ìîæíà îòðèìàòè ç ðiâíÿííÿ (4.7.1)
ÿêùî â (4.7.1) ââåñòè çàìiíó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ξ = ix, öåé ôàêò i ïî-
ÿñíþ¹ íàçâó ðiâíÿííÿ (4.7.2).

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü ó âèãëÿäi åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié íå âäà-
¹òüñÿ, òîìó âðàõîâóþ÷è ïîëiíîìiàëüíèé âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ,
ìîæíà ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ñòåïåíåâî-
ãî ðÿäó.

y(x) = xρ(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .), (4.7.3)

äå ρ, a0, a1, . . . � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè.

Ïiäñòàâèìî (4.7.3) ó (4.7.1) i çáåðåìî êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ
çìiííî¨ x:

(ρ2−ν2)a0x
ρ+((ρ+1)2−ν2)a1x

ρ+1+
∞∑
k=2

(
((ρ+ k)2 − ν2)ak + ak−2

)
xρ+k = 0.

(4.7.4)
Ç (4.6.4) îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ.

ρ2 − ν2 = 0,

a1 = 0,

((ρ+ k)2 − ν2)ak + ak−2 = 0.

(4.7.5)
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Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (4.7.5) ìà¹ìî:

ρ = ν, ρ = −ν. (4.7.6)

Îáåðåìî ïåðøå çíà÷åííÿ, à ñàìå ρ = ν, òîäi îòðèìà¹ìî

ak = − ak−2

k(2ν + k)
, k = 2, 3, . . . (4.7.7)

Âðàõîâóþ÷è (4.7.7) òà äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ (4.7.5) ìà¹ìî a1 = a3 = . . . =
a2k+1 = . . . = 0.

Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ç ïàðíèìè iíäåêñàìè ç ôîðìóëè (4.7.7) ëåãêî îòðèìàòè

a2k = (−1)k · a0

22k · (ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (ν + k) · k!
(4.7.8)

Îáèðàþ÷è

a0 =
1

2νΓ(ν + 1)
(4.7.9)

i ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ â (4.7.3) îòðèìà¹ìî

Jν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)k!

(x
2

)2k+ν

. (4.7.10)

Îáèðàþ÷è äðóãå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ρ = −ν, îòðèìà¹ìî

J−ν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k − ν + 1)k!

(x
2

)2k−ν
. (4.7.11)

Âiäìiòèìî, ùî âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ J−ν(x) ¹ êîðåêòíèì ëèøå äëÿ íå öiëèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðó ν, îñêiëüêè âèçíà÷åííÿ a0 çà ôîðìóëîþ (4.7.9) ïðè
ν = −n íå ìà¹ çìiñòó, îñêiëüêè Γ(0) = Γ(−1) = . . . = Γ(−n) =∞.

Çìiíþþ÷è â ôîðìóëi (4.7.11) iíäåêñ ñóìóâàííÿ k = k′ + n, îòðèìà¹ìî

J−n(x) = (−1)n
∞∑
k′=1

(−1)k
′

Γ(k′ + n+ 1)Γ(k′ + 1)

(x
2

)2k′+n

= (−1)nJn(x).

(4.7.12)
Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñâiä÷èòü ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü ôóíêöié Jn(x) òà J−n(x)
i òàêèì ÷èíîì ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ ôóíêöié íå ìîæå ñêëàäàòè çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ.
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Äðóãèé ëiíiéíî íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ äëÿ äîâiëüíî-
ãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ν, âçàãàëi êàæó÷è íå ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi óçàãàëüíåíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.7.3), óòâîðèìî ñïåöiàëüíó ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ äëÿ íåöiëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó ν:

Nν(x) =
cos(νπ)Jν(x)− J−ν(x)

sin(νπ)
, ν 6= n. (4.7.13)

Äëÿ ν = n, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi âèêëàäêè, ìà¹ìî ùî ÷èñåëüíèê i çíà-
ìåííèê òîòîæíî ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü, òîáòî ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü òè-
ïó 0/0. Ðîçêðè¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ:

Nn(x) =
1

π

((
∂Jν(x)

∂ν

)
ν=n

− (−1)n
(
∂J−ν(x)

∂ν

)
ν=n

)
(4.7.14)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Nn(x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.7.1). Äiéñíî, ïî-
çíà÷èìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

L(Jν) = J ′′ν +
1

x
· J ′ν +

(
1− ν2

x2

)
· Jν = 0, (4.7.15)

L(J−ν) = J ′′−ν +
1

x
· J ′−ν +

(
1− ν2

x2

)
· J−ν = 0. (4.7.16)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îñòàííi ðiâíîñòi ïî ν, òà îòðèìà¹ìî:

L

(
∂Jν
∂ν

)
− 2ν

x2
· Jν = 0, L

(
∂J−ν
∂ν

)
− 2ν

x2
· J−ν = 0. (4.7.17)

Ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà (+1)n, äðóãå ðiâíÿííÿ íà (−1)n, âiäíiìå-
ìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå, îòðèìà¹ìî:

L

(
∂Jν
∂ν

)
− (−1))nL

(
∂J−ν
∂ν

)
− 2ν

x2
(Jν − (−1)nJ−ν) = 0. (4.7.18)

Îñòàòî÷íèé âèãëÿä ôóíêöi¨ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó

Nn(x) = − 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)2k−n
+

2

π
· Jn(x) · ln x

2
−

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k(x/2)2k+n

k!(k + n)!
(Ψ(k + n+ 1) + Ψ(k + 1)) .

(4.7.19)
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Çàóâàæåííÿ 4.7.0.1 � Äóæå ÷àñòî ôóíêöiþ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó
Nν(x) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Âåáåðà.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöié Áåññåëÿ ¹ àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð ïî-
âåäiíêè öèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åíîñòi. Ââîäÿ÷è ôóíêöiþ y(x) = V (x)/

√
x,

ïiäñòàâëÿþ÷è ¨¨ â ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

V ′′ +

(
1− ν2 − 0.25

x2

)
V = 0. (4.7.20)

Ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè äëÿ x→∞ ó âèãëÿäi

V (x) = γ · sin(x+ δ) +O

(
1

x

)
, (4.7.21)

i, âiäïîâiäíî,

y(x) = γ · sin(x+ δ)√
x

+O

(
1

x3/2

)
. (4.7.22)

Äîäàòêîâi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü îòðèìàòè, íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ôîð-
ìóëè ïðè x→∞:

Jν(x) =

√
2

πx
· cos

(
x− νπ

2
− π

4

)
+O

(
1

x3/2

)
, (4.7.23)

Nν(x) =

√
2

πx
· sin

(
x− νπ

2
− π

4

)
+O

(
1

x3/2

)
. (4.7.24)

Îñòàííi ôîðìóëè ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ÿê ïåðøîãî òàê i
äðóãîãî ðîäó ìàþòü çëi÷åíó êiëüêiñòü íóëiâ, òîáòî ðiâíÿííÿ Jν(x) = 0,
Nν(x) = 0 ìàþòü çëi÷åíó êiëüêiñòü êîðåíiâ, ÿêi äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü àð-
ãóìåíòó x àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü äî íóëiâ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
, sin

(
x− νπ

2
− π

4

)
. À ñàìi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ âåäóòü ñåáå ÿê

O(1/
√
x), x→∞.

Àíàëiç ôîðìóë (4.7.10) òà (4.7.23) ïîêàçó¹, ùî ïðè x→ 0:

Jn(x) ≈ 1

n!

(x
2

)n
, n = 0, 1, 2, . . . , (4.7.25)

Nn(x) ≈ −(n− 1)!

π

(x
2

)n
→∞, (4.7.26)

N0(x) =
2

π
ln
x

2
→∞. (4.7.27)
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Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöié Áåññåëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó ¹ ðå-
êóðåíòíi ôîðìóëè, ÿêèì çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ Áåññåëÿ:

d

dx
Jν(x) +

ν

x
Jν(x) = Jν−1(x),

d

dx
Jν(x)− ν

x
Jν(x) = −Jν+1(x), (4.7.28)

d

dx
Nν(x) +

ν

x
Nν(x) = Nν−1(x),

d

dx
Nν(x)− ν

x
Nν(x) = −Nν+1(x).

(4.7.29)

Âèêëþ÷àþ÷è ç äâîõ ñïiââiäíîøåíü ïîõiäíó, ìîæíà çâ'ÿçàòè ìiæ ñîáîþ
ôóíêöi¨ Áåññåëÿ òðüîõ ñóñiäíiõ ïîðÿäêiâ.

Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî ãðàôiêè ôóíêöié Áåññåëÿ J3(x) òà N3(x):

Ðèñ. 1: J3(x)
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Ðèñ. 2: N3(x)

Äðóãèé êëàñ ôóíêöié Áåññåëÿ � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó ìî-
æíà îòðèìàòè ÿê äâà ëiíiéíî�íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.7.2),
çîêðåìà ¨õ ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ (4.7.10) ç âèêîðèñòàííÿì çà-
ìiíè çìiííî¨ x := ix â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè ôóíêöiþ Áåññåëÿ ïåðøîãî
ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó:

Iν(x) =
Jν(ix)

iν
=
∞∑
k=0

(x/2)2k+ν

k! · Γ(k + ν + 1)
, 0 < x <∞. (4.7.30)

Äðóãèé ëiíiéíî-íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ íåöiëèõ ν ìîæíà îòðèìàòè
àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçêó ç ôîðìóëè (4.7.11):

I−ν(x) = iνJ−ν(ix) =
∞∑
k=0

(x/2)2k−ν

k! · Γ(k − ν + 1)
, 0 < x <∞. (4.7.31)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè ν = n ôóíêöi¨ In(x) = I−n(x), òîáòî ¹ ëiíiéíî çàëå-
æíèìè ìiæ ñîáîþ i íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ çàïèñó çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4.7.2).

Ôóíêöiþ äðóãîãî ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó áóäóþòü ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨

Kν(x) =
π(I−ν(x)− Iν(x))

2 sin(νπ)
. (4.7.32)
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Âðàõîâóþ÷è, ùî In(x) = I−n(x), îñòàííÿ ôîðìóëà ìà¹ íåâèçíà÷åíiñòü
òèïó 0/0 ïðè ν = n. Ðîçêðèâàþ÷è ¨¨ çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ îòðèìà¹ìî

Kn(x) =
(−1)n

2

((
∂I−ν(x)

∂ν

)
ν=n

−
(
∂Iν(x)

∂ν

)
ν=n

)
. (4.7.33)

Âèçíà÷åííÿ 4.7.0.2. Ôóíêöiþ Kν(x) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ äðóãîãî ðî-

äó óÿâíîãî àðãóìåíòó, àáî ôóíêöi¹þ Ìàêäîíàëüäà âîíà ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä:

Kn(x) = −In(x) ln
x

2
+

1

2

∞∑
k=0

(x/2)n+2k

k!(n− k)!
(Ψ(k + 1) + Ψ(k + n+ 1)) +

+
1

2

n−1∑
k=0

(−1)k(n− k − 1)!

k!

(
2

x

)n−2k

.

(4.7.34)

Âèõîäÿ÷è ç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (4.7.23), (4.7.24), ìîæíà îòðèìà-
òè ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ôóíêöié Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó
ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó:

d

dx
Iν(x)− ν

x
· Iν(x) = Iν+1(x)

d

dx
Iν(x) +

ν

x
· Iν(x) = Iν−1(x), (4.7.35)

d

dx
Kν(x) +

ν

x
·Kν(x) = −Kν−1(x)

d

dx
Kν(x) +

ν

x
·Kν(x) = −Kν+1(x).

(4.7.36)

Âiäìiòèìî òàêîæ õàðàêòåð ïîâåäiíêè ôóíêöié Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåí-
òó ïðè x = 0 òà x→∞.

Âèõîäÿ÷è ç ôîðìóë (4.7.30) òà (4.7.34) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

Iν(x) = O(xν), x→ 0, (4.7.37)

Kν(x) = O(x−ν), ν > 0, K0(x) = O(ln(x)), x→ 0, (4.7.38)

Iν(x) ≈
√

1

2πx
· ex, Kν(x) ≈

√
π

2x
· e−x, x→∞. (4.7.39)

Íàâåäåìî ãðàôiêè ôóíêöié I3(x) òà K3(x):
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Ðèñ. 3: I3(x)

Ðèñ. 4: K3(x)
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