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4.4.4 Ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êóëi

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó{
∆U(P ) = 0, |P | < R,

U(P )||P |=R = f(P ).
(4.4.18)

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà
äëÿ êóëi.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

|OP0| = r0, |OP ′0| = r′0, r = |P − P0|, r′ = |P − P ′0|. (4.4.19)

Íà äîâiëüíîìó ïðîìåíi, ÿêèé ïðîxîäèòü ÷åðåç öåíòð êóëi òî÷êó O ðîç-
ìiñòèìî âñåðåäèíi êóëi ó òî÷öi P0 îäèíè÷íèé òî÷êîâèé äîäàòíèé çàðÿä.
Ðîçãëÿíåìî òî÷êó P ′0 ñèìåòðè÷íó òî÷öi P0 âiäíîñíî ñôåðè.

O

P0

P ′
0

P

r0

r′0
ρ r

r′

γ

1



Çàóâàæåííÿ 4.4.4.1 � Öå îçíà÷à¹, ùî îáèäâi òî÷êè ëåæàòü íà
îäíîìó ïðîìåíi, à ¨x âiäñòàíi âiä öåíòðó ñôåðè çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííþ

r0 · r′0 = R2. (4.4.20)

Â òî÷öi P ′0 ðîçìiñòèìî âiä'¹ìíèé çàðÿä âåëè÷èíè e, ÿêó îáåðåìî âèxîäÿ÷è
ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Çàïèøåìî ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âiä ñóìè çàðÿäiâ:

Π(P ) =
1

4πr
− e

4πr
. (4.4.21)

Îá÷èñëèìî âåëè÷èíó e âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó êîñèíóñiâ:

Π(P ) =
1

4π

 1√
ρ2 + r2

0 − 2ρr0 cos γ
− e√

ρ2 + R4

r20
− 2ρ · R2

r0
· cos γ

∣∣∣∣∣∣
ρ=R

=

=
1

4π

 1√
R2 + r2

0 − 2Rr0 cos γ
− e√

R2 + R4

r20
− 2R · R2

r0
· cos γ

 =

=
1

4π
·

1− e · r0
R√

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ

= 0.

(4.4.22)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü áóäå âiðíîþ, ÿêùî e = R/r0.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiþ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êóëi ìîæíà çàïèñàòè
ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi ïðè çíàéäåíîìó çíà÷åííi âåëè÷èíè çîâíiøíüîãî
çàðÿäó:

G1(P, P0) =
1

4π

(
1/
√
ρ2 + r2

0 − 2ρr0 cos γ − 1/

√
R2 +

ρ2r2
0

R2
− 2ρr0 cos γ

)
.

(4.4.23)
Äëÿ çíàxîäæåííÿ ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ îá÷èñëèìî:

∂G1(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

=
∂G1(P, P0)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=R

=

=
1

4π

− ρ− r0 cos γ

(ρ2 + r2
0 − 2ρr0 cos γ)3/2

+

ρr20
R2 − r0 cos γ(

ρ2r20
R2 + r2

0 − 2Rr0 cos γ
)3/2


∣∣∣∣∣∣∣
ρ=R

=
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= − 1

4πR
· R2 − r2

0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ)3/2

. (4.4.24)

Äëÿ çàïèñó îñòàòî÷íî¨ ôîðìóëè òðåáà ââåñòè ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. Çàïèøåìî ÷åðåç ñôåðè÷íi êóòè:

cos γ =
](OP,OP0)

ρr0

= cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0). (4.4.25)

Òóò ρ, ϕ, θ � ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè P , à r0, ϕ0, θ0 � ñôåðè÷íi êîîð-
äèíàòè òî÷êè P0.

Ôîðìóëà 4.4.4.1 (ôîðìóëà Ïóàññîíà äëÿ êóëi)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.16) çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå:

U(r0, ϕ0, θ0) =
R

4π

2πˆ

0

πˆ

0

(R2 − r2
0) sin θf(ϕ, θ) dθ dϕ

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos γ)3/2

. (4.4.26)

Öÿ ôîðìóëà äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i
íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ïóàññîíà äëÿ êóëi.

4.4.5 Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòåé íà ïëîùèíi

Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòåé ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó â ïðèíöèïi ìîæíà
áóäóâàòè â òîé æå ñïîñiá, ùî i â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó. Ïðè öüîìó òðåáà
âðàxîâóâàòè âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ R2, ùî ïðèâîäèòü
äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ Ãðiíà:

Gi(p, p0) =
1

2π
· ln
(

1

|p− p0|

)
+ gi(p, p0), p, p0 ∈ D ⊂ R2. (4.4.27)

Ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ â òî÷öi p ðiâíî-
ìiðíî çàðÿäæåíî¨ îäèíè÷íèì äîäàòíiì çàðÿäîì íåñêií÷åíî¨ íèòêè, ÿêà
ïðîxîäèòü îðòîãîíàëüíî äî ïëîùèíè ÷åðåç äåÿêó òî÷êó p0. Òî÷êè p, p0

íàëåæàòü ïëîùèíi:
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p0

p

Àíàëîãi÷íî êóëi, ìîæíà îòðèìàòè ôóíêöiþ Ãðiíà çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êî-
ëà, ÿêà ìà¹ âèãëÿä:

G1(p, p0) =
1

2π

(
ln

(
1√

r2
0 + ρ2 − 2ρr0 cos γ

)
−

− ln

R

r0

· 1√
R4

r20
+ ρ2 − 2ρ · R2

r0
· cos γ

 .

(4.4.28)

Àáî ÷åðåç êîìïëåêñíi çìiííi z = ρeiϕ, z0 = r0e
iϕ0 , z?0 = R2

z0
:

G1(z, z0) =
1

2π
ln

(
r0 · |z − z?0 |
R · |z − z0|

)
. (4.4.29)

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå äëÿ êîëà ìîæå áóòè çàïèñàíèì ó
âèãëÿäi:

u(r0, ϕ0) =
1

2π

2πˆ

0

R2 − r2
0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(ϕ− ϕ0)

f(ϕ) dϕ. (4.4.30)

Àáî ÷åðåç òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,

R2 − r2
0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(ϕ− ϕ0)

= Re

(
z + z0

z − z0

)
, dϕ =

dz

iz
. (4.4.31)

Òîäi ïîïåðåäíÿ ôîðìóëà íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(z0) = Re
1

2πi

ˆ

|z|=R

f(z) · z + z0

z − z0

· dz

z
. (4.4.32)
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Íåxàé íåîáxiäíî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D,

u(x, y)|C = f(x, y)

(4.4.33)

äëÿ äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi D ç æîðäàíîâîþ ãðàíèöåþ C.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìà ôóíêöiÿ ω(z), ÿêà çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðà-
æåííÿ îáëàñòi D íà îäèíè÷íèé êðóã |ω| < 1, òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ ôîðìóëè,
ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ îáëàñòi D áóäå ìàòè âèãëÿä:

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣1− ω(z0)ω(z)

ω(z)− ω(z0)

∣∣∣∣∣ . (4.4.34)

À ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðixëå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

u(ζ0) = Re
1

2πi

˛

C

f(ζ) · ω(ζ) + ω(ζ0)

ω(ζ)− ω(ζ0)
· ω
′(ζ)

ω(ζ)
· dζ. (4.4.35)

4.4.6 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿ-

ííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâ ïðÿìî¨

Ìè ïîêàæåìî, ÿê çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà ìîæíà çíàéòè ðîçâ¹ÿçîê
ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâïðÿ-
ìî¨ x > 0.

Íåõàé ìè ðîçãëÿäà¹ìî ãðàíè÷íi çàäà÷i:
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t), t > 0, x > 0,

u(0, t) = ϕ(t),

u(x, 0) = u0(x),

(4.4.36)

i 
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t), t > 0, x > 0,

∂u(0, t)

∂x
= ϕ(t),

u(x, 0) = u0(x).

(4.4.37)
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Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà âèêîðèñòà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi â îäíîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. ßê
âiäîìî âiä ìà¹ âèãëÿä:

ε(x, t) =
θ(t)

2a
√
πt

exp

{
− |x|

2

2a2t

}
. (4.4.38)

Îñêiëüêè ïðè ïîáóäîâi ôóíêöi¨ Ãðiíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôiçè÷íà iíòåð-
ïðåòàöiÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, òî ç'ÿñó¹ìî ¨¨ çíàéøîâøè ðîçâ'ÿçîê
íàñòóïíî¨ çàäà÷i:

Çàäà÷à 4.4.1. Â íåñêií÷åíîìó ñòðèæíi ç òåïëîiçîëüîâàíîþ áîêîâîþ ïî-
âåðõíåþ i íóëüîâîþ ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
t = 0 â òî÷öi x = 0 ìèòò¹âî âèäiëèëîñÿ Q îäèíèöü òåïëà. Íåîáõiäíî âè-
çíà÷èòè òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó â äîâiëüíié éîãî
òî÷öi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.

Ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà ó îäíîðiäíîìó ñòðèæíi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì òå-
ïëîïðîâiäíîñòi ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

a2∂
2u(x, t)

∂x2
− ∂u(x, t)

∂t
= −f(x, t)

cρS
, t > 0, −∞ < x <∞, (4.4.39)

äå a2 = k
cρ
, f(x, t) � ïîòóæíiñòü òåïëîâèõ äæåðåë. Çà óìîâîþ çàäà÷i

òåïëîâå äæåðåëî ¹ òàêèì, ùî âèäiëÿ¹ ìèòò¹âî Q îäèíèöü òåïëà â òî÷öi
x = 0 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, òîìó ôóíêöiÿ f(x, t) = Qδ(t)δ(x). Òîáòî
ñóìàðíà êiëüêiñòü òåïëà äîðiâíþ¹

∞̂

−∞

∞̂

−∞

Qδ(t)δ(x) dx dt = Q. (4.4.40)

Îñêiëüêè äî ìîìåíòó äi¨ òåïëîâèõ äæåðåë ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà äî-
ðiâíþâàëà íóëþ, òî ïî÷àòêîâà óìîâà ïîâèííà ìàòè âèãëÿä: u(x, 0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç
îäíîðiäíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i (òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â òî÷öi x â ìîìåíò ÷àñó t)
ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

F (ξ, τ)ε(x−ξ, t−τ) dξ dτ+

˚

Rn

ε(x−ξ, t)u0(ξ) dξ. (4.4.41)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨¨ äëÿ öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ìàòè:

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

−∞

Q

cρS
δ(τ)δ(ξ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ =

=
Q

cρS

1

2a
√
πt

exp

{
− |x|

2

2a2t

}
.

(4.4.42)

Òàêèì ÷èíîì, ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ôóíêöiþ, ùî ìîäåëþ¹ òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â òî÷öi
x â ìîìåíò ÷àñó t çà ðàõóíîê äi¨ ìèòò¹âîãî òî÷êîâîãî äæåðåëà iíòåíñèâ-
íîñòi Q = cρS ÿêå äi¹ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â òî÷öi x = 0.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.4.36), (4.4.37) íà ïiâïðÿ-
ìié âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiäîáðàæåííÿ òåïëîâèõ äæåðåë.

ßêùî íà ïðÿìié ðîçòàøóâàòè â äîâiëüíié òî÷öi ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæå-
ðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ iíòåíñèâíîñòi cρS, à ñèìåòðè÷íié òî÷öi
−ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæåðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ i ìà¹ iíòåíñèâ-
íiñòü −cρS, òî ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî â òî÷öi x = 0,
ÿêà ëåæèòü ïîñåðåäèíi ìiæ òî÷êàìè x = ξ òà x = −ξ, âïëèâ òåïëîâèõ
äæåðåë äà¹ íóëüîâó òåìïåðàòóðó. Äiéñíî, âèõîäÿ÷è ç ôiçè÷íîãî çìiñòó
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, îòðèìà¹ìî, ùî òåìïåðàòóðà âiä äi¨ äâîõ
òî÷êîâèõ äæåðåë äîðiâíþ¹

E1(x, ξ, t− τ) =
θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x− ξ|

2

2a2(t− τ)

}
−

− θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x+ ξ|2

2a2(t− τ)

}
.

(4.4.43)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî E1(0, ξ, t−τ) = 0, E1(x, ξ, t− τ)|t−τ<0 = 0, à äðóãèé
äîäàíîê çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ òåïëîïðîâiäíîñòi ïðè x > 0,
t− τ > 0. Òàêèì ÷èíîì E1(x, ξ, t− τ) ¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨
çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâïðÿìî¨.

ßêùî íà ïðÿìié ðîçòàøóâàòè â äîâiëüíié òî÷öi ξ ìèòò¹âå òî÷êîâå äæå-
ðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ iíòåíñèâíîñòi cρS, à ñèìåòðè÷íié òî÷öi −ξ
ìèòò¹âå òî÷êîâå äæåðåëî, ÿêå äi¹ â ìîìåíò ÷àñó τ i ìà¹ iíòåíñèâíiñòü
cρS, òî ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî â òî÷öi x = 0, ÿêà
ëåæèòü ïîñåðåäèíi ìiæ òî÷êàìè x = ξ òà x = −ξ, òåïëîâèé ïîòiê áóäå
äîðiâíþâàòè íóëþ.
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Çàïèøåìî òåìïåðàòóðó â öüîìó âèïàäêó

E2(x, ξ, t− τ) =
θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x− ξ|

2

2a2(t− τ)

}
+

θ(t− τ)

2a
√
π(t− τ)

exp

{
− |x+ ξ|2

2a2(t− τ)

}
.

(4.4.44)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

∂E2(x, ξ, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − θ(t− τ)

2a3
√
πt3/2

(
ξ exp

{
− ξ2

2a2t

}
− ξ exp

{
− ξ2

2a2t

})
= 0.

(4.4.45)
Òàêèì ÷èíîì E2(x, ξ, t − τ) ¹ ôóíêöi¹þ Ãðiíà äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïiâ ïðÿìî¨.

Äëÿ çàïèñó ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (4.4.36), (4.4.37) áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ôîðìóëè (3.22) òà (3.23), ÿêi òðåáà çàïèñàòè äëÿ âèïàäêó ïiâ
ïðÿìî¨.

Äëÿ ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i áóäåìî ìàòè:

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

0

E1(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ dτ+

+

∞̂

0

E1(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

∞̂

0

∂E1(x, ξ, t− τ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

ϕ(τ) dτ.

(4.4.46)

Äëÿ äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îòðèìà¹ìî

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

0

E2(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ dτ+

+

∞̂

0

E2(x, ξ, t)u0(ξ) dξ−

− a2

∞̂

0

E2(x, 0, t− τ)ϕ(τ) dτ.

(4.4.47)
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Ïðîäåìîíñòðîâàíèé ìåòîä öå ëèøå îäèí ç ïðèéîìiâ, ÿêèé âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Ìåòîä âiäîáðàæåííÿ äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ îäíîâèìiðíî-
ãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

4.5 Ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ òà ¨x âëàñòèâîñòi

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.1 (ãàðìîíi÷íî¨ ó âiäêðèòié îáëàñòi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ

u(x) íàçèâàþòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié âiäêðèòié îáëàñòi Ω, ÿêùî u ∈
C(2)(Ω) i ∆u(x) = 0, x ∈ Ω, òîáòî ôóíêöiÿ ¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-

éîâàíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.2 (ãàðìîíi÷íî¨ â òî÷öi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ u(x) íàçèâà-
þòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié òî÷öi, ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ ãàðìîíi÷íà â äåÿêîìó

îêîëi öi¹¨ òî÷êè.

Âèçíà÷åííÿ 4.5.0.3 (ãàðìîíi÷íî¨ â çàìêíåíié îáëàñòi ôóíêöi¨). Ôóíêöiþ

u(x) íàçèâàþòü ãàðìîíi÷íîþ â äåÿêié çàìêíåíié îáëàñòi, ÿêùî âîíà ãàð-

ìîíi÷íà â äåÿêié áiëüø øèðîêié âiäêðèòié îáëàñòi.

Ç ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè ó òðèâèìiðíèx i äâîâèìiðíèx îáëàñòÿx ìè
âæå çóñòði÷àëèñÿ:

Ïðèêëàä 4.5.0.1 (ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ó R2)

∆
1

2π
ln

1

|x− ξ|
= 0, x 6= ξ, x, ξ ∈ R2. (4.5.1)

Ïðèêëàä 4.5.0.2 (ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ó R3)

∆
1

4π|x− ξ|
= 0, x 6= ξ, x, ξ ∈ R3. (4.5.2)
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4.5.1 Iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω)

Äëÿ îòðèìàííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω) áóäå-
ìî âèêîðèñòîâóâàòè äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

˚

Ω

(v(x)∆u(x)− u(x)∆v(x)) dx =

¨

S

(
v(x) · ∂u(x)

∂n
− u(x) · ∂v(x)

∂n

)
dS.

(4.5.3)
Â ÿêîñòi ôóíêöi¨ u(ξ) îáåðåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ C2(Ω), à ó ÿêîñòi v,
ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ òðèâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó 1

4π|x−ξ| .
Â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè öèx âåëè÷èí â îñòàííþ ôîðìóëó îòðèìà¹ìî

˚

Ω

(
1

4π|x− ξ|
∆u(ξ) + u(ξ)δ(x− ξ)

)
dξ =

=

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.4)

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãîãî äîäàíêó â ëiâié ÷àñòèíi ìîæåìî çàïèñàòè ôîð-
ìóëó iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié êëàñó C2(Ω):

u(x) = −
˚

Ω

1

4π|x− ξ|
∆u(ξ) dξ+

+

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂n

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.5)

Ó âèïàäêó êîëè ôóíêöiÿ u(x) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi Ω òî îñòàííÿ ôîð-
ìóëà ïðèéìå âèãëÿä:

u(x) =

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ. (4.5.6)

Ç ôîðìóë âèùå ìîæíà îòðèìàòè äåÿêi âëàñòèâîñòi ãàðìîíi÷íèx ôóíêöié:

Âëàñòèâiñòü 4.5.1.1

Ãàðìîíi÷íà â îáëàñòi Ω ôóíêöiÿ u(x) ìà¹ â êîæíié âíóòðiøíié òî÷öi
îáëàñòi Ω íåïåðåðâíi ïîxiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè x ∈ Ω, ξ ∈ S, x 6= ξ, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîxiäíî¨ íåîáxiäíî äèôåðåíöiþâàòè ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ,
ÿêà ìà¹ ïîxiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó:

∂k1+k2+k3u(x)

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

=

¨

S

(
∂k1+k2+k3

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
−

− u(ξ) · ∂k1+k2+k3

∂xk11 ∂x
k2
2 ∂x

k3
3

· ∂

∂nξ

1

4π|x− ξ|

)
dSξ.

(4.5.7)

Âëàñòèâiñòü 4.5.1.2

ßêùî u(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â ñêií÷åíié îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ
S, òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

‹

S

∂u(x)

∂n
dS = 0. (4.5.8)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ó äðóãié ôîðìóëi Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà îáå-
ðåìî v(x) ≡ 1, òîäi iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi i äðóãèé iíòåãðàë ïðàâî¨
÷àñòèíè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìà¹ìî æàäàíó
ðiâíiñòü.

Òåîðåìà 4.5.1.1 (ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨)

ßêùî u(x) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â êóëi i íåïåðåðâíà â çàìèêàííi
öi¹¨ êóëi, òî çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ â öåíòði êóëi äîðiâíþ¹
ñåðåäíüîìó àðèôìåòè÷íîìó ¨¨ çíà÷åíü íà ñôåði, ùî îáìåæó¹ êóëþ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

u(x) =

¨

S

(
1

4π|x− ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂n

1

4π|x− ξ|

)
dSξ. (4.5.9)

â ÿêié â ÿêîñòi ïîâåðxíi S âiçüìåìî ñôåðó ðàäióñó R ç öåíòðîì ó òî÷öi
x0, i îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u â òî÷öi x0:

u(x0) =

¨

S(x0,R)

(
1

4π|x0 − ξ|
· ∂u(ξ)

∂n
− u(ξ) · ∂

∂nξ

1

4π|x0 − ξ|

)
dSξ. (4.5.10)
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Îñêiëüêè ξ ∈ S(x0, R), òî
1

4π|x0 − ξ|
=

1

4πR
, à

∂

∂nξ

1

4π|x0 − ξ|

∣∣∣∣
S(x0,R)

=
1

4πR2
. (4.5.11)

Òàêèì ÷èíîì

u(x0) =
1

4πR

¨

S(x0,R)

∂u(ξ)

∂n
dSξ +

1

4πR2

¨

S(x0,R)

u(ξ) dSξ. (4.5.12)

Îñêiëüêè ïåðøèé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ, òî îñòàòî÷íî ìà¹ìî

u(x0) =
1

4πR2

¨

S(x0,R)

u(ξ) dSξ. (4.5.13)
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