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4.3.5 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà òåïëîïðîâiä-

íîñòi

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:
a2∆u(x, t)− ∂u(x, t)

∂t
= −F (x, t), x ∈ Ω, t > 0

u(x, 0) = u0(x),

`iu(x, t)|x∈S = f(x, t), i = 1, 2, 3.

(4.3.50)

Òóò

`1u(x, t)|x∈S = u(x, t)|x∈S , (4.3.51)

`2u(x, t)|x∈S =
∂u(x, t)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.52)

`3u(x, t)|x∈S =
∂u(x, t)

∂n
+ α(x, t) · u(x, t)

∣∣∣∣
x∈S

(4.3.53)

� îïåðàòîðè ãðàíè÷íèõ óìîâ ïåðøîãî, äðóãîãî, àáî òðåòüîãî ðîäó.

Âèçíà÷åííÿ 4.3.5.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi). Ôóí-

êöiþ Ei(x, ξ, t − τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî

òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòi Ω ç ãðà-

íèöåþ S äëÿ t > 0, ÿêùî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:
a2∆xEi(x, ξ, t− τ)− ∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂t
= −δ(x− ξ, t− τ), x ∈ Ω, t > 0

Ei(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

`iEi(x, ξ, t− τ)|x∈S = 0, i = 1, 2, 3.
(4.3.54)

Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ìîæíà íàäàòè ó âèãëÿäi
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Âèçíà÷åííÿ 4.3.5.2 (ôóíêöi¨ Ãðiíà ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi). Ôóí-

êöiþ Ei(x, ξ, t − τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî

òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòi Ω ç ãðà-

íèöåþ S äëÿ t > 0, ÿêùî âîíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Ei(x, ξ, t− τ) = ε(x− ξ, t− τ) + ωi(x, ξ, t− τ), (4.3.55)

äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà òåïëîïðî-

âiäíîñòi, à äðóãèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
a2∆xωi(x, ξ, t− τ)− ∂ωi(x, ξ, t− τ)

∂t
= −δ(x− ξ, t− τ), x ∈ Ω, t > 0

ωi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

`iωi(x, ξ, t− τ)|x∈S = − `iεi(x− ξ, t− τ)|x∈S i = 1, 2, 3.
(4.3.56)

Âèâ÷èìî

Âëàñòèâîñòi 4.3.5.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

1. Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç
àðãóìåíòàìè Ei(x, ξ,−t) çàäîâîëüíÿ¹ ñïðÿæåíîìó äèôåðåíöi-
àëüíîìó ðiâíÿííþ

a2∆xEi(x, ξ,−t) +
∂Ei(x, ξ,−t)

∂t
= −δ(x− ξ)δ(t− τ), (4.3.57)

äå x, ξ ∈ Ω, t > 0.

2. Ôóíêöiÿ Ãðiíà ¹ òàêîæ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ ïåðøèõ
äâîõ àðãóìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî äðóãó âëàñòèâiñòü. Çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêèì
çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà:

a2∆xEi(x, ξ, t− τ1)− ∂Ei(x, ξ, t− τ1)

∂t
= −δ(x− ξ)δ(t− τ1), x, ξ ∈ Ω,

(4.3.58)

a2∆xEi(x, η, τ2 − t) +
∂Ei(x, η, τ2 − t)

∂t
= −δ(x− η)δ(t− τ2), x, η ∈ Ω.

(4.3.59)
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Ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà Ei(x, ξ, τ2−t), äðóãå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî
íà Ei(x, ξ, t− τ1), âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî äðóãå i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî x ∈ Ω
i ïî −∞ < t < τ :

a2

˚

Ω

τˆ

−∞

(
Ei(x, η, τ2 − t)∆xEi(x, ξ, t− τ1)−

− Ei(x, ξ, t− τ1)∆xEi(x, η, τ2 − t)
)

dt dx−

−
˚

Ω

τˆ

−∞

∂

∂τ
(Ei(x, ξ, t− τ1)Ei(x, η, τ2 − t)) dt dx =

= −Ei(ξ, η, τ2 − τ1) + Ei(η, ξ, τ2 − τ1).

(4.3.60)

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ôîðìóëè Ãðiíà äî ïåðøîãî iíòåãðàëó
â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi i îá÷èñëåííÿ äðóãîãî iíòåãðàëó ëiâî¨ ÷àñòèíè,
îòðèìà¹ìî:

Ei(ξ, η, τ2 − τ1)− Ei(η, ξ, τ2 − τ1) =

= −
˚

Ω

(
Ei(x, ξ, τ − τ1)Ei(x, η, τ2 − τ)−

− Ei(x, ξ,−∞)Ei(x, η,−∞)
)

dΩ+

+ a2

¨

S

τˆ

−∞

(
∂Ei(x, ξ, t− τ1)

∂n
Ei(x, η, τ2 − t) −

− Ei(x, ξ, t− τ1)
∂Ei(x, η, τ2 − t)

∂n

)
dS dt.

(4.3.61)

Îáèðàþ÷è τ > τ2 > τ1 , îòðèìà¹ìî ç óðàõóâàííÿ ãðàíè÷íèõ i ïî÷àòêîâèõ
óìîâ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà, ùî iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
äîðiâíþþòü íóëþ.

Äëÿ îòðèìàííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íèõ çà-
äà÷, çàïèøåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi ó çìiííèõ ξ, τ :

a2∆u(ξ, τ)− ∂u(ξ, τ)

∂τ
= −F (ξ, τ), ξ ∈ Ω, τ > 0,

u(ξ, 0) = u0(ξ),

`iu(ξ, τ)|ξ∈S = f(ξ, τ), i = 1, 2, 3.

(4.3.62)

3



òà ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ïî çìiííèõ ξ, τ :

a2∆ξEi(x, ξ, t− τ) +
∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂τ
= −δ(x− ξ)δ(t− τ), (4.3.63)

äå x, ξ ∈ Ω, t > τ > 0.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà Ei(x, ξ, t − τ), à äðóãå � íà u(ξ, τ), âiä-
íiìåìî âiä ïåðøîãî äðóãå, i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî 0 < τ < t + ε òà ïî ξ ∈ Ω.

Îòðèà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ:

a2

t+εˆ

0

˚

Ω

(
Ei(x, ξ, t− τ)∆u(ξ, τ)−

− u(ξ, τ)∆ξEi(x, ξ, t− τ)
)

dξ dτ+

+

t+εˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
˚

Ω

t+εˆ

0

∂(Ei(x, ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dτ dξ =

=

t+εˆ

0

˚

Ω

δ(x− ξ)δ(t− τ) dξ dτ.

(4.3.64)

Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ôîðìóëè Ãðiíà äî ïåðøîãî iíòåãðàëó, îá÷è-
ñëåííÿ òðåòüîãî iíòåãðàëó ïðè ε→ 0 îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ïðîìiæíó ôîð-
ìóëó:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Ei(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

tˆ

0

¨

S

(
Ei(x, ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂nξ

− u(ξ, τ)
∂Ei(x, ξ, t− τ)

∂nξ

)
dSξ dτ.

(4.3.65)
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Âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi óìîâè, ÿêèì çàäîâîëüíÿ¹ ðîçâ'ÿçîê íà
ãðàíèöi ïîâåðõíi S îòðèìà¹ìî äëÿ ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

E1(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

E1(x, ξ, t)u0(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
∂E1(x, ξ, t− τ)

∂nξ
f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.66)

Äëÿ äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îòðèìà¹ìî

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Ei(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Ei(x, ξ, t)u0(ξ) dξ+

+ a2

tˆ

0

¨

S

Ei(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dSξ dτ, i = 2, 3.

(4.3.67)

4.3.6 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ õâèëüîâîãî îïåðàòîðà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

a2∆u(x, t)− ∂2u(x, t)

∂t2
= −F (x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x),

∂u(x, 0)

∂t
= v0(x),

`iu(x, t)|x∈S = f(x, t), i = 1, 2, 3.

(4.3.68)

Âèçíà÷åííÿ 4.3.6.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ). Ôóíêöiþ Θi(x, ξ, t−
τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨

çàäà÷i õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S i t > 0, ÿêùî âîíà ¹
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ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

a2∆xΘi(x, ξ, t− τ)− ∂2Θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ),

Θi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

∂Θi(x, ξ, t− τ)

∂t

∣∣∣∣
t−τ≤0

= 0,

`iΘi(x, ξ, t− τ)|x∈S = 0, i = 1, 2, 3.

(4.3.69)

Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ìîæíà íàäàòè ó âèãëÿäi:

Âèçíà÷åííÿ 4.3.6.2 (ôóíêöi¨ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ). Ôóíêöiþ Θi(x, ξ, t−
τ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨, äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨

çàäà÷i õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S i t > 0, ÿêùî âîíà

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Θi(x, ξ, t− τ) = ψ(x− ξ, t− τ) + θi(x, ξ, t− τ), (4.3.70)

äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì õâèëüîâîãî îïåðàòîðà,

à äðóãèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

a2∆xθi(x, ξ, t− τ)− ∂2θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= 0,

θi(x, ξ, t− τ)|t−τ≤0 = 0,

∂θi(x, ξ, t− τ)

∂t

∣∣∣∣
t−τ≤0

= 0,

`iθi(x, ξ, t− τ)|x∈S = − `iψi(x, ξ, t− τ)|x∈S , i = 1, 2, 3.

(4.3.71)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi âèêëàäêè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ëåã-
êî âñòàíîâèòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ
ôóíêöi¹þ ïåðøèõ äâîõ àðãóìåíòiâ i ïî ñóêóïíîñòi àðãóìåíòiâ ξ, τ çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

a2∆ξΘi(x, ξ, t− τ)− ∂2Θi(x, ξ, t− τ)

∂t2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.72)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè
ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àíàëîãi÷íi âiäïîâiäíèì ôîðìóëàì
äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:
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Ôîðìóëà 4.3.6.1

Ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ¹

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Θ1(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Θ1(x, ξ, t)v0(ξ), dξ−

−
˚

Ω

∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂nξ
f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.73)

Âïðàâà 4.3.6.1. Îòðèìàéòå íàâåäåíó ôîðìóëó.

Ôîðìóëà 4.3.6.2

Ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i òðåòüî¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿí-
íÿ ¹

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Ω

Θi(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

˚

Ω

Θi(x, ξ, t)v0(ξ), dξ−

−
˚

Ω

∂Θ1(x, ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u(ξ) dξ−

− a2

tˆ

0

¨

S

(
Θi(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)

)
dSξ dτ.

(4.3.74)

Âïðàâà 4.3.6.2. Îòðèìàéòå íàâåäåíó ôîðìóëó.
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4.4 Ìåòîäè ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ êàíîíi÷íèõ

îáëàñòåé

Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ
âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà, çàäàíî¨ îáëàñòi òà òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ ôàêòè-
÷íî çâîäèòüñÿ äî íåîáõiäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i åêâiâàëåí-
òíî¨ âèõiäíié ç ñïåöiàëüíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨
Ãðiíà äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé ¹ çàäà÷åþ òàêîãî æ ðiâíÿ ñêëàäíîñòi ÿê
i áåçïîñåðåäí¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, â òîé æå ÷àñ iñíóþòü òàê çâàíi
êàíîíi÷íi îáëàñòi äëÿ ÿêèõ ìîæíà â ÿâíîìó âèãëÿäi çàïèñàòè ôóíêöiþ
Ãðiíà, à çíà÷èòü ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i.

Äî êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé áóäåìî âiäíîñèòè ïàðàëåëåïiïåä â ïðÿìîêóòíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, à òàêîæ îáëàñòi ÿêi â îðòîãîíàëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ
êîîðäèíàòàõ ¹ ïàðàëåëåïiïåäàìè. Çîêðåìà, ïiâïðîñòið, ÷åòâåðòà ÷àñòèíà
ïðîñòîðó, äâîãðàííèé êóò âåëè÷èíè π/n, øàð, ùî ìiñòèòüñÿ ìiæ äâîìà
ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè, êóëÿ òà ¨¨ êàíîíi÷íi ÷àñòèíè, öèëiíäð ïðÿìî-
êóòíîãî òà êðóãîâîãî ïåðåðiçó, ïàðàëåëåïiïåä òà iíøi.

4.4.1 Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ãðiíà ìåòîäîì âiäîáðàæåííÿ çàðÿäiâ

äëÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôiçè-
÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òðèâèìiðíîãî òà äâîâè-
ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìà¹ âèãëÿä:

q0(x) =


1

4π|x|
, x ∈ R3,

1

2π
ln

1

|x|
, x ∈ R2.

(4.4.1)

Äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëüíî ðîçâ'ÿçêó
íàì âiäîìèé i ïðåäñòàâëÿ¹ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ â òî÷öi x
îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó, ÿêèé ðîçòàøîâàíèé â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Äëÿ äâîâèìiðíîãî âèïàäêó ìè âèçíà÷èìî ôiçè÷íèé çìiñò ôóíäàìåíòàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó òðîõè íèæ÷å.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiþ Ãðiíà äëÿ äåÿêî¨ ïðîñòîðîâî¨ îáëàñòi ìîæíà øó-
êàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ñóêóïíîñòi òî÷êîâèõ
àáî ðîçïîäiëåíèõ çàðÿäiâ, îäèí ç ÿêèõ ¹ îäèíè÷íèì ïîçèòèâíèì i çíà-
õîäèòüñÿ â äîâiëüíié âíóòðiøíié òî÷öi îáëàñòi Ω, à óñi iíøi ëåæàòü ïîçà
îáëàñòþþ Ω, ìiñöå ðîçòàøóâàííÿ i âåëè÷èíà çàðÿäiâ ïiäáèðàþòüñÿ òàêèì
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÷èíîì, ùîáè çàäîâiëüíèìè îäíîðiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì íà ïîâåðõíi
îáëàñòi.

Òîáòî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé äóæå ÷àñòî ìîæå áóòè
çíàéäåíà ó âèãëÿäi:

Gi(p, P0) =
1

4π|P − P0|
+
∑
j

γj
4π|P − Pj|

. (4.4.2)

Ó öié ôîðìóëi ïåðøèé äîäàíîê ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì i îäíî-
÷àñíî ìîäåëþ¹ ïîòåíöiàë â òî÷öi P îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó ðîç-
òàøîâàíîãî â òî÷öi P0 ∈ Ω. Ñóìà � äðóãèé ðåãóëÿðíèé äîäàíîê, ÿêèé
ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi 2 ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðåäñòàâëÿ¹ ôóíêöiþ gki (x, ξ), γk �
êîíñòàíòè, ÿêi ìîäåëþþòü âåëè÷èíó òî÷êîâîãî çàðÿäó, Pj /∈ Ω � òî÷êè
ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäiâ, ÿêi ëåæàòü ïîçà îáëàñòþ Ω.

Îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∆P
1

4π|P − Pj|
= 0, (4.4.3)

äëÿ P 6= Pj, òî ñóìà ∑
j

γj
4π|P − Pj|

(4.4.4)

â ðiâíîñòi âèùå äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà êîëè P ∈ Ω, Pj /∈
Ω.

4.4.2 Çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ïiâïðîñòîðó

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó:{
∆U(P ) = −F (P ), P ∈ Ω = {(x, y, z) : z > 0, x, y ∈ R},
U(P )|P∈S = f(P ), S = {(x, y, z) : z = 0, x, y ∈ R}.

(4.4.5)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨
ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà ó ïiâïðîñòîði z > 0.

Â äîâiëüíié òî÷öi P0 âåðõíüîãî ïiâïðîñòîðó ðîçòàøó¹ìî îäèíè÷íèé òî-
÷êîâèé çàðÿä, ïîòåíöiàë ÿêîãî îá÷èñëþ¹òüñÿ

1

4π|P − P0|
, (4.4.6)
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â íèæíüîìó ïiâïðîñòîði z < 0, ðîçòàøó¹ìî êîìïåíñóþ÷è çàðÿäè, òàê
ùî áè â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi (ïëîùèíè z = 0) ñóìàðíèé ïîòåíöiàë
åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ äîðiâíþâàâ íóëþ:

+P0 = (x0, y0, z0)

−P0 = (x0, y0,−z0)

P = (x, y, z)

Êîðèñòóþ÷èñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöi¨ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ, ëåãêî
çðîçóìiòè, ùî êîìïåíñàöiÿ ïîòåíöiàëó çàðÿäó â òî÷öi P0 âiäáóäåòüñÿ ó
âèïàäêó, êîëè êîìïåíñóþ÷èé çàðÿä ðîçòàøóâàòè äçåðêàëüíî iñíóþ÷îìó
âiäíîñíî ïëîùèíè z = 0, à âåëè÷èíó çàðÿäó îáðàòè îäèíè÷íó çi çíàêîì
ìiíóñ.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñóìàðíèé ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ:

Π(P ) =
1

4π|P − P0|
− 1

4π|P − P0|
=

=
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
.

(4.4.7)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
Π(P )|P∈S = 0. (4.4.8)

Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ôóíêöiþ Ãðiíà ïåð-
øî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (Äiðiõëå) îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ ïiâïðîñòîðó:

G1(P, P0) =
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
.

(4.4.9)
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ií-
òåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ:

U(P0) =

˚

Ω

G1(P, P0)F (P ) dP −
¨

S

∂G1(P, P0)

∂nP
f(P ) dSP . (4.4.10)

Îá÷èñëèìî

∂G1(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= − ∂

∂z

(
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
=

= −
(

z − z0

4π((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
−

− z − z0

4π((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2)3/2

)∣∣∣∣
z=0

=

=
−z0

2π((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0))3/2

.

(4.4.11)
Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.45) (ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨)
iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i, ìîæåìî
çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà:

U(x0, y0, z0) =
1

4π

∞̂

0

¨

R2

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
F (x, y, z) dx dy dz+

+
z0

2π

∞̂

−∞

∞̂

−∞

f(x, y) dx dy

((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0)3/2

(4.4.12)

4.4.3 Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ïiâïðîñòîðó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó:
∆U(P ) = −F (P ), P ∈ Ω = {(x, y, z) : z > 0, x, y ∈ R},

− ∂U(P )

∂z

∣∣∣∣
P∈S

= f(P ), S = {(x, y, z) : z = 0, x, y ∈ R}.
(4.4.13)
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà äðóãî¨
ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ ïiâïðîñòîðó.

Äëÿ âèïàäêó óìîâè äðóãîãî ðîäó òîáòî êîëè íà ïëîùèíi z = 0 âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà

∂G2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= 0, (4.4.14)

¨¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ðiâíiñòü íóëþ ïîòîêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïî-
ëÿ êðiçü ïëîùèíó z = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëå âíóòðiøíüîãî îäèíè÷íîãî çàðÿäó òðåáà êîìïåíñó-
âàòè ïîëåì çîâíiøíiõ çàðÿäiâ. Öå ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî äçåðêàëüíî îäè-
íè÷íîìó ïîçèòèâíîìó çàðÿäó â òî÷öi P0 ðîçòàøóâàòè çàðÿä äîäàòíîãî
çíàêó â ñèìåòðè÷íié òî÷öi P0:

+P0 = (x0, y0, z0)

+P0 = (x0, y0,−z0)

P = (x, y, z)

Òàêèì ÷èíîì ñóìàðíèé ïîòåíöiàë äâîõ çàðÿäiâ, à çíà÷èòü i ôóíêöiþ Ãði-
íà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Π(P ) =
1

4π|P − P0|
+

1

4π|P − P0|
=

=
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1

4π
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
= G2(P, P0).

(4.4.15)
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Ïåðåâiðèìî, ùî ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié óìîâi:

∂G2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S

= − ∂

∂z

1

4π

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)∣∣∣∣∣
z=0

=

=
1

4π

(
z − z0

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
+

+
z + z0

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2)3/2

)∣∣∣∣
z=0

= 0.

(4.4.16)
Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.47) (ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨) iíòåãðàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Íåéìàíà ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïiâïðîñòîði:

U(x0, y0, z0) =
1

4π

∞̂

0

¨

R2

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

)
F (x, y, z) dx dy dz+

+
1

2π

∞̂

−∞

∞̂

−∞

f(x, y) dx dy

((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0)3/2

.

(4.4.17)
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