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4.3 Âèêîðèñòàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà

ôóíêöié Ãðiíà äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷

Êîøi òà ãðàíè÷íèõ çàäà÷

Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâîãî îïå-
ðàòîðà ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, àáî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

4.3.1 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

Ïðèêëàä 4.3.1.1

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:a2∆u(x, t)− ∂u(x, t)

∂t
= −F (x, t), t > 0, x ∈ Rn,

u(x, 0) = u0(x).
(4.3.1)

Äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíî¨ ôîðìóëè çàïèøåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ε(x− ξ, t− τ) ïî ïàði àðãóìåíòiâ ξ, τ :

a2∆ξε(x− ξ, t− τ) +
∂ε(x− ξ, t− τ)

∂τ
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.2)

Çàóâàæåííÿ 4.3.1.1 � Îñêiëüêè äèôåðåíöiþâàííÿ âåäåòüñÿ ïî àð-
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ãóìåíòàõ ξ, τ òî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ ñïðÿæåíî-
ìó ðiâíÿííþ òåïëîïðîâiäíîñòi.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âiäíîñíî íåçàëåæíèõ çìiííèõ ξ, τ :

a2∆u(ξ, τ)− ∂u(ξ, τ)

∂τ
= −F (ξ, τ). (4.3.3)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ äîìíîæèìî íà ε(x − ξ, t − τ), à ðiâíÿííÿ (4.3.2) � íà
u(ξ, τ), âiä ïåðøîãî âiäíiìå äðóãå òà ïðîiíòåãðó¹ìî ðåçóëüòàò ïî çìiííié
ξ ∈ UR i ïî çìiííié τ ∈ [0, t+ α] äëÿ ÿêîãîñü α > 0. Îòðèìà¹ìî

t+αˆ

0

˚

UR

a2(ε(x− ξ, t− τ)∆u(ξ, τ)− u(ξ, τ)∆ε(x− ξ, t− τ)) dξ dτ−

−
t+αˆ

0

˚

UR

∂(ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dξ dτ =

= −
t+αˆ

0

˚

UR

F (ξ, τ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ+

+

t+αˆ

0

˚

UR

δ(x− ξ)δ(t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ.

(4.3.4)
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïåðøîãî iíòåãðàëó ëiâî¨ ÷àñòèíè çàñòîñó¹ìî äðóãó ôîð-
ìóëó Ãðiíà, äðóãèé iíòåãðàë ñïðîñòèìî, îá÷èñëèâøè iíòåãðàë âiä ïîõi-
äíî¨ ïî çìiííié τ , äðóãèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi îá÷èñëèìî ç
âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

t+αˆ

0

˚

UR

a2(ε(x− ξ, t− τ)∆(ξ, τ)− u(ξ, τ)∆ε(x− ξ, t− τ)) dξ dτ =

= a2

t+αˆ

0

¨

SR

(
ε(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂nξ
− u(ξ, τ)

∂ε(x− ξ, t− τ)

∂nξ

)
dSξ dτ,

(4.3.5)
i

−
t+αˆ

0

˚

UR

∂(ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ))

∂τ
dξ dτ =
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= −
˚

UR

ε(x− ξ,−α)u(ξ, t+ α) dξ +

˚

UR

ε(x− ξ, t)u(ξ, 0) dξ. (4.3.6)

Âðàõó¹ìî, ùî ε(x−ξ,−α) = 0 ïðè α > 0. Ñïðÿìó¹ìî ðàäióñ êóëi R→∞,
òà âðàõó¹ìî ïîâåäiíêó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â íåñêií÷åííî âiääà-
ëåíié òî÷öi, îòðèìà¹ìî, ùî ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè îáåðòàþòüñÿ â íóëü. Â
ðåçóëüòàòi îñòàòî÷íèõ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî

Ôîðìóëà 4.3.1.1 (iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi)

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

F (ξ, τ)ε(x− ξ, t− τ) dξ dτ +

˚

Rn

ε(x− ξ, t)u0(ξ) dξ.

(4.3.7)

4.3.2 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè. Ôîðìóëà

ä'Àëàìáåðà

Ïðèêëàä 4.3.2.1

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè
a2∂

2u(x, t)

∂x2
− ∂2u(x, t)

∂t2
= −F (x, t), t > 0, x ∈ R1,

u(x, 0) = u0(x),

∂u(x, 0)

∂t
= v0(x).

(4.3.8)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôîðìóëè iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨
çàäà÷i Êîøi çàïèøåìî ðiâíÿííÿ, ÿêîìó çàäîâîëüíÿ¹ ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê:

a2∂
2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ2
− ∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ 2
= −δ(x− ξ)δ(t− τ). (4.3.9)

Íàä öèìè ðiâíÿííÿìè ïðîâåäåìî íàñòóïíi äi¨ àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó:

1. ïåðøå ïîìíîæèìî íà ψ1(x− ξ, t− τ);

2. äðóãå ïîìíîæèìî íà u(ξ, τ);
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3. àðãóìåíòè x, t ïåðøîãî ïåðåïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ, τ âiäïîâiäíî;

4. âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî τ ∈ (0, t)
òà ïî ξ ∈ (−R,R).

Áóäåìî ìàòè:

tˆ

0

R̂

−R

a2

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂2u(ξ, τ)

∂ξ2
− u(ξ, τ)

∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ2

)
dξ dτ−

−
tˆ

0

R̂

−R

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂2u(ξ, τ)

∂τ 2
− u(ξ, τ)

∂2ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ 2

)
dξ dτ =

= −
tˆ

0

R̂

−R

ψ1(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ +

tˆ

0

R̂

−R

δ(x− ξ)δ(t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ

(4.3.10)
Çàñòîñó¹ìî äî ïåðøîãî òà äðóãîãî iíòåãðàëiâ ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ çà
÷àñòèíàìè:

tˆ

0

a2

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂ξ
− u(ξ, τ)

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂ξ

)∣∣∣∣ξ=R
ξ=−R

dτ−

−
R̂

−R

(
ψ1(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)

∂τ
− u(ξ, τ)

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ

)∣∣∣∣τ=t

τ=0

dξ =

= −
tˆ

0

R̂

−R

ψ(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ + u(x, t).

(4.3.11)
Âèêîíà¹ìî íåîáõiäíi ïiäñòàíîâêè òà ñïðÿìó¹ìî R → ∞, îòðèìà¹ìî, ùî
ïåðøèé iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi òîòîæíüî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü çà ðà-
õóíîê âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Â äðóãîìó iíòåãðàëi
ó ëiâié ÷àñòèíi âåðõíÿ ïiäñòàíîâêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü çà ðàõóíîê
âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, à íèæíþ ïiäñòàíîâêó ìîæíà
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ïåðåòâîðèòè ç âèêîðèñòàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ çàäà÷i Êîøi.

u(x, t) =

tˆ

0

∞̂

−∞

ψ(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
∞̂

−∞

∂ψ1(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ+

+

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t)v0(ξ) dξ.

(4.3.12)

Öþ ïðîìiæíó ôîðìóëó ìîæíà êîíêðåòèçóâàòè îá÷èñëèâøè âiäïîâiäíi
iíòåãðàëè, âðàõîâóþ÷è êîíêðåòíèé âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

ψ1(x− ξ, t− τ) =
θ(a(t− τ)− |x− ξ|)

2a
. (4.3.13)

Îá÷èñëèìî ïåðøèé iíòåãðàë:

tˆ

0

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ =
1

2a

tˆ

0

x+a(t−τ)ˆ

x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ. (4.3.14)

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ìîæíà çàïèñàòè òðåòié iíòåãðàë

∞̂

−∞

ψ1(x− ξ, t)v0(ξ) dξ =
1

2a

x+atˆ

x−at

v0(ξ) dξ. (4.3.15)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãîãî iíòåãðàëó, îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ïîõiäíó âiä ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêà ôiãóðó¹ ïiä çíàêîì iíòåãðàëó:

∂ψ1(x− ξ, t)
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=
∂

∂τ

θ(a(t− τ)− |x− ξ|)
2a

∣∣∣∣
τ=0

= −1

2
δ(at− |x− ξ|).

(4.3.16)
Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ïîõiäíî¨ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, çàïèøåìî äðó-
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ãèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi:

∞̂

−∞

1

2
δ(at− |x− ξ|)u0(ξ) dξ =

=
1

2

xˆ

−∞

δ(at+ ξ − x)u0(ξ) dξ +
1

2

∞̂

x

δ(at− ξ + x)u0(ξ) dξ =

=
1

2

xˆ

−∞

δ(ξ − (x− at))u0(ξ) dξ +
1

2

∞̂

x

δ(ξ − (x+ at))u0(ξ) dξ =

=
u0(x− at) + u0(x+ at)

2
.

(4.3.17)
Òàêèì ÷èíîì îñòàòî÷íî ìîæåìî çàïèñàòè

Ôîðìóëà 4.3.2.1 (ä'Àëàìáåðà)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè:

u(x, t) =
u0(x− at) + u0(x+ at)

2
+

+
1

2a

x+atˆ

x−at

v0(ξ) dξ +
1

2a

tˆ

0

x+a(t−τ)ˆ

x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ.
(4.3.18)

4.3.3 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè òà êîëè-

âàííÿ íåîáìåæåíîãî îá'¹ìó. Ôîðìóëè Ïóàññîíà òà Êið-

ãîôà

Ïðèêëàä 4.3.3.1

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äâîâèìiðíîãî àáî òðèâèìiðíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

a2∆u(x, t)− utt(x, t) = −F (x, t), t > 0, x ∈ Rn, n = 2, 3,

u(x, 0) = u0(x),

ut(x, 0) = v0.
(4.3.19)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ àíàëîãi÷íi âèïàäêó ôîðìóëè ä'Àëàìáåðà,
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ìîæåìî îòðèìàòè ïðîìiæíó ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨ àáî
òðèâèìiðíî¨ çàäà÷ Êîøi:

u(x, t) =

tˆ

0

˚

Rn

ψn(x− ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξ dτ−

−
˚

Rn

∂ψn(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ+

+

ˆ

Rn

ψn(x− ξ, t)v0(ξ) dξ.

(4.3.20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ äâîâèìiðíîãî
âèïàäêó:

ψ2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, x ∈ R2 (4.3.21)

òà ïðîìiæíó ôîðìóëó çàïèøåìî ôîðìóëó Ïóàññîíà. Îá÷èñëèìî ïåðøié
iíòåãðàë:

tˆ

0

¨

R2

ψ2(x− ξ, t)F (ξ, τ) dξ =
1

2aπ

tˆ

0

¨

|ξ−x|<a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ√
a2(t− τ)2 − |ξ − x|2

.

(4.3.22)
Çàïèøåìî òðåòié iíòåãðàë:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

ψ2(x− ξ, t)v0(ξ) dξ =
1

2aπ

¨

|ξ−x|<at

v0(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

. (4.3.23)

Íàðåøòi çàïèøåìî äðóãèé iíòåãðàë:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

∂ψ2(x− ξ, t− τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

u0(ξ) dξ = − ∂

∂t

¨

|ξ−x|<at

u0(ξ) dξ

2aπ
√
a2t2 − |ξ − x|2

.

(4.3.24)
Çâîäÿ÷è óñi òðè iíòåãðàëè â îäíó ôîðìóëó îòðèìà¹ìî
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Ôîðìóëà 4.3.3.1 (Ïóàññîíà)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi êîëèâàííÿ ìåìáðàíè

u(x, t) =
1

2aπ

tˆ

0

¨

|ξ−x|<a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ√
a2(t− τ)2 − |ξ − x|2

+

+
∂

∂t

¨

|ξ−x|<at

u0(ξ) dξ

2aπ
√
a2t2 − |ξ − x|2

+

+
1

2aπ

¨

|ξ−x|<at

v0(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

.

(4.3.25)

Áåç äîâåäåííÿ íàâåäåìî

Ôîðìóëà 4.3.3.2 (Êiðãîôà)

Äëÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

u(x, t) =
1

4πa2

˚

|x−ξ|<at

F (ξ, t− |x− ξ|/a)

|x− ξ|
dξ+

+
1

4πa2t

¨

|x−ξ|=at

v0(ξ) dSξ+

+
1

4πa2

∂

∂t

 ¨

|x−ξ|=at

u0(ξ) dSξ

 .

(4.3.26)

4.3.4 Ôóíêöiÿ Ãðiíà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâî-
ãî ðiâíÿííÿ ìè âèêîðèñòîâóâàëè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiä-
íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé äîçâîëÿâ âðàõóâàòè âïëèâ âiëüíîãî ÷ëåíà ðiâíÿ-
ííÿ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ
ðîçâ'ÿçîê òðåáà øóêàòè â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi íà ãðàíèöi ÿêî¨ ïî-
âèííi âèêîíóâàòèñÿ äåÿêi ãðàíè÷íi óìîâè, òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ñïåöi-
àëüíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Êðiì òîãî öi ñïåöiàëüíi ôóíäàìåíòàëü-
íi ðîçâ'ÿçêè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè îäíîðiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì. Òàêi
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ñïåöiàëüíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îòðèìàëè íàçâó ôóíêöié Ãðiíà ãðà-
íè÷íî¨ çàäà÷i ïåâíîãî ðîäó äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 4.3.4.1

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:{
(∆ + k2)u(x) = −F (x), x ∈ Ω,

`iu(x)|x∈S = f(x), i = 1, 2, 3.
(4.3.27)

Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ:

`1u(x)|x∈S = u(x)|x∈S , (4.3.28)

`2u(x)|x∈S =
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.29)

`3u(x)|x∈S =
∂u(x)

∂n
+ α(x)u(x)

∣∣∣∣
x∈S

, (4.3.30)

� ãðàíè÷íi óìîâè ïåðøîãî, äðóãîãî àáî òðåòüîãî ðîäó. Çàóâàæèìî, ùî â
íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó â êîæíié òî÷öi ãðàíèöi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïåð-
øîãî, äðóãîãî àáî òðåòüîãî ðîäó, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì i ãðàíè÷íi çàäà÷i íàçè-
âàþòü ïåðøîþ, äðóãîþ àáî òðåòüîþ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Âèçíà÷åííÿ 4.3.4.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà). Ôóíêöiþ Gki (x, ξ) áóäåìî íàçèâà-

òè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨ äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îáëàñòi

Ω ç ãðàíèöåþ S îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:(∆x + k2)Gki (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`iG
k
i (x, ξ)

∣∣∣
x∈S

= 0, i = 1, 2, 3.
(4.3.31)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ç òàêîþ æ ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ ÿê i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (ëèøå çi çäâèãîì íà ξ), òî äëÿ
âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ìîæíà íàäàòè íàñòóïíå åêâiâàëåíòíå âèçíà÷å-
ííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 4.3.4.2 (åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà). Ôóíêöiþ

Gki (x, ξ) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨ äðóãî¨ àáî òðåòüî¨ ãðà-

íè÷íî¨ çàäà÷i â îáëàñòi Ω ç ãðàíèöåþ S îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ÿêùî öÿ
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ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Gki (x, ξ) = qk±(x− ξ) + gki (x, ξ), (4.3.32)

äå qk±(x − ξ) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, à

ôóíêöiÿ gki çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i:(∆x + k2)gki (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`ig
k
i (x, ξ)

∣∣∣
x∈S

= − `iqk±(x)
∣∣∣
x∈S

, i = 1, 2, 3.
(4.3.33)

Òâåðäæåííÿ 4.3.4.1

Ôóíêöiÿ Ãðiíà Gk
i (x, ξ) = Gk

i (ξ, x), x, ξ ∈ Ω, i = 1, 2, 3, òîáòî ¹ ñèìå-
òðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ç ïàðàìå-
òðîì η:

(∆x + k2)Gk
i (x, η) = −δ(x− η), x, η ∈ Ω (4.3.34)

Ðiâíÿííÿ ç âèçíà÷åííÿ ïîìíîæèìî íà Gk
i (x, η), à îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ �

íà Gk
i (x, ξ), âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå i ïðîiíòåãðó¹ìî ïà

àðãóìåíòó x ∈ Ω:˚

Ω

(
Gk
i (x, η)(∆x + k2)Gk

i (x, ξ)−Gk
i (x, ξ)(∆x + k2)Gk

i (x, η)
)

dx =

=

˚

Ω

(
−Gk

i (x, η)δ(x− ξ) +Gk
i (x, ξ)δ(x− η)

)
dx

(4.3.35)
Äî ëiâî¨ ÷àñòèíè çàñòîñó¹ìî äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà, à iíòåãðàë â ïðàâié
÷àñòèíi îá÷èñëþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî:

−Gk
i (ξ, η) +Gk

i (η, ξ) =

¨

S

(
Gk
i (x, η)

∂Gk
i (x, ξ)

∂nx
−Gk

i (x, ξ)
∂Gk

i (x, η)

∂nx

)
dSx.

(4.3.36)
Ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ êî-
æíîãî i = 1, 2, 3. Äiéñíî ïðè i = 1:

Gk
1(x, ξ)

∣∣
x∈S = Gk

1(x, η)
∣∣
x∈S ≡ 0, (4.3.37)

ïðè i = 2:
∂Gk

2(x, ξ)

∂n

∣∣∣∣
x∈S

=
∂Gk

2(x, η)

∂n

∣∣∣∣
x∈S
≡ 0, (4.3.38)
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ïðè i = 3:

∂Gk
3(x, ξ)

∂n
+ α(x)Gk

3(x, ξ)

∣∣∣∣
x∈S

=
∂Gk

3(x, η)

∂n
+ α(x)Gk

3(x, η)

∣∣∣∣
x∈S
≡ 0,

(4.3.39)
ùî çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü íóëþ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëó äëÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ
áóäü-ÿêîãî ðîäó.

Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðè÷íiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà îòðèìà¹ìî ôîðìóëè iíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òðüîõ îñíîâíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ
Ãåëüìãîëüöà.

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó âiäíîñíî àðãóìåíòó ξ:{
(∆ + k2)u(ξ) = −F (ξ), ξ ∈ Ω,

`iu(ξ)|ξ∈S = f(ξ), i = 1, 2, 3.
(4.3.40)

Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ ôóíêöi¨ Ãðiíà òà ïàðíiñòü δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà, çàïè-
øåìî ñèñòåìó ó âèãëÿäi:{

(∆ξ + k2)Gk
i (x, ξ) = −δ(x− ξ), x, ξ ∈ Ω,

`iG
k
i (x, ξ)

∣∣
x∈S = 0, i = 1, 2, 3.

(4.3.41)

Ïðîâåäåìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ: ïåðøó ñèñòåìó ïîìíîæèìî íàGk
i (x, ξ),

à äðóãó ïîìíîæèìî íà u(ξ), âiäíiìåìî âiä ïåðøî¨ ðiâíîñòi äðóãó i ïðîií-
òåãðó¹ìî ïî çìiííié ξ ∈ Ω:˚

Ω

(
Gk
i (x, ξ)(∆ + k2)u(ξ)− u(ξ)(∆ξ + k2)Gk

i (x, ξ)
)

dξ =

=

˚

Ω

(
−Gk

i (x, ξ)F (ξ) + u(ξ)δ(x− ξ)
)

dξ.

(4.3.42)

Çàñòîñó¹ìî äî ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà, à äðóãèé iíòå-
ãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îá÷èñëèìî áåçïîñåðåäíüî âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi
δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà:

u(x) =

˚

Ω

Gk
i (x, ξ)F (ξ) dξ+

+

¨

S

(
Gk
i (x, ξ)

∂u(ξ)

∂n
− u(ξ)

∂Gk
i (x, ξ)

∂nξ

)
dSξ.

(4.3.43)

Ïðîìiæíó ôîðìóëó ìîæíà êîíêðåòèçóâàòè äëÿ êîæíî¨ ç òðüîõ ãðàíè-
÷íèõ çàäà÷:
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1. Íåõàé i = 1, òîäi

Gk
1(x, ξ)

∣∣
ξ∈S = 0, u(ξ)|ξ∈S = f(ξ), (4.3.44)

i òîäi ôîðìóëà ïðèéìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
1(x, ξ)F (ξ) dξ −

¨

S

(
∂Gk

1(x, ξ)

∂nξ
f(ξ)

)
dSξ. (4.3.45)

2. Íåõàé i = 2, òîäi

∂Gk
2(x, ξ)

∂nξ

∣∣∣∣
ξ∈S

= 0,
∂u(ξ)

∂n

∣∣∣∣
ξ∈S

= f(ξ), (4.3.46)

i ôîðìóëà ïðèéìà¹ âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
2(x, ξ)F (ξ) dξ +

¨

S

(
Gk

2(x, ξ)f(ξ)
)

dSξ. (4.3.47)

3. Ó âèïàäêó i = 3

∂Gk
3(x, ξ)

∂nξ
+ α(ξ)Gk

3(x, ξ)

∣∣∣∣
ξ∈S

= 0,
∂u(ξ)

∂n
+ α(ξ)u(ξ)

∣∣∣∣
ξ∈S

= f(ξ).

(4.3.48)

Ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

u(x) =

˚

Ω

Gk
3(x, ξ)F (ξ) dξ +

¨

S

(
Gk

3(x, ξ)f(ξ)
)

dSξ. (4.3.49)

Âïðàâà 4.3.4.1. Äîâåäiòü îñòàííþ ôîðìóëó.
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