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4.2 Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îñíîâíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé L � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïîðÿäêó m âèãëÿäó

L =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα. (4.2.1)

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Lu = f(x). (4.2.2)

Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.1 (óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó). Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì

öüîãî ðiâíÿííÿ áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ u, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ â ðîçóìiííi âèêîíàííÿ ðiâíîñòi:

〈Lu, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (4.2.3)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Ω).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ðiâíîçíà÷íà ðiâíîñòi

〈u, L?ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (4.2.4)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Ω).

Òóò áóëî ââåäåíî
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Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.2 (ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà). Ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà

L íçàèâà¹òüñÿ îïåðàòîð ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

L?ϕ =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dα(aαϕ). (4.2.5)

Îñîáëèâó ðîëü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi âiäiãðàþòü ôóíäàìåíòàëüíi ðîç-
â'ÿçêè äëÿ îñíîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè:
(Ãåëüìãîëüöà, òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâîãî), ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ
óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

(∆ + k2)qk(x) = −δ(x), (4.2.6)(
a2∆− ∂

∂t

)
ε(x, t) = −δ(x, t), (4.2.7)(

a2∆− ∂2

∂t2

)
ψ(x, t) = −δ(x, t) (4.2.8)

Âèçíà÷åííÿ 4.2.0.3 (ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó). Óçàãàëüíåíi ôóí-

êöi¨ qk(x), ε(x, t), ψ(x, t) íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè îïå-

ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà, òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâîãî âiäïîâiäíî, ÿêùî âîíè

çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ÿê óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨:

˚

Rn

qk(x)(∆ + k2)ϕ(x) dx = −ϕ(0), (4.2.9)

˚

Rn+1

ε(x, t)

(
a2∆ +

∂

∂t

)
ϕ(x, t) dx dt = −ϕ(0, 0), (4.2.10)

˚

Rn+1

ψ(x, t)

(
a2∆ +

∂2

∂t2

)
ϕ(x, t) dx dt = −ϕ(0, 0). (4.2.11)

Çàóâàæåííÿ 4.2.0.1 � Òóò Rn+1 = Rn ×R, ïðîñòið óñiõ ìîæëèâèõ
çíà÷åíü (x, t). Çðîçóìiëî, ùî ìîæíà áóëî òàêîæ çàïèñàòè

˚

Rn+1

dx dt =

∞̂

−∞

˚

Rn

dx dt, (4.2.12)
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àëå áóëî âèáðàíî ïåðøå ïîçíà÷åííÿ äëÿ çàîùàäæåííÿ ÷àñó, ìiñöÿ, à
òàêîæ çàäëÿ îäíîìàíiòíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 4.2.0.2 � Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ôóíäàìåíòàëüíi
ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì ¹ íå¹äèíèìè i âèçíà÷àþòüñÿ ç òî-
÷íiñòþ äî ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Àëå ñåðåä
ìíîæèíè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèáèðàþòü òàêi, ÿêi ìàþòü
ïåâíèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè íà íåñêií÷åíîñòi.

Çàãàëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðiâ
ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi ïðÿìîãî òà îáåðíå-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî ïðîñòîðîâié çìiííié x òà çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ
â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó ñòàöiîíàð-
íîãî ðiâíÿííÿ, àáî äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó
íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ.

Ìè ïîêàæåìî ùî äåÿêi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ôóí-
äàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îñíîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

4.2.1 Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà òà Ãåëüì-

ãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆2 =
2∑
i=1

∂2

∂x2i
. (4.2.13)

Òåîðåìà 4.2.1.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà)

Äëÿ äâîõâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ôóíêöiÿ

q(2)(x) =
1

2π
ln

1

|x|
, (4.2.14)

äå |x| =
√
x21 + x22, ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî çàäîâîëü-

íÿ¹ ÿê óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ðiâíÿííÿ

∆2
1

2π
ln

1

|x|
= −δ(x) (4.2.15)
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Çàóâàæåííÿ 4.2.1.1 � Òóò îñòàííþ ðiâíiñòü íåîáõiäíî ðîçóìiòè ÿê

¨

R2

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx = −ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(R2). (4.2.16)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå,

¨

R2

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx = lim

ε→0

¨

UR\Uε

1

2π
ln

1

|x|
∆2ϕ(x) dx =

= lim
ε→0

¨

UR\Uε

∆2
1

2π
ln

1

|x|
ϕ(x) dx+

¨

SR

. . . dS+

+ lim
ε→0

¨

Sε

(
1

2π
ln

1

|x|
∂ϕ(x)

∂n
− ∂

∂n

(
1

2π
ln

1

|x|

)
ϕ(x)

)
dS. (4.2.17)

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.2 � Òóò UR, Uε � îêîëè íóëÿ òàêi, ùî suppϕ ⊂
UR, à Uε � íåñêií÷åííî ìàëèé îêië.

Òàêîæ òóò ïîçíà÷åíî SR = ∂UR, Sε = ∂Uε.

Ó ñâîþ ÷åðãó n � âåêòîð íîðìàëi äî Sε.

Òâåðäæåííÿ 4.2.1.1

Äëÿ x 6= 0

∆2
1

2π
ln

1

|x|
= 0. (4.2.18)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

∂

∂xi

1

2π
ln

1

|x|
= − xi
|x|2

, (4.2.19)

∂2

∂x2i

1

2π
ln

1

|x|
=

1

|x|2
− 2x2i
|x|4

, (4.2.20)

∆2
1

2π
ln

1

|x|
=

2∑
i=1

(
1

|x|2
− 2x2i
|x|4

)
= 0. (4.2.21)
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Òàêèì ÷èíîì, ïåðøié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ. Iíòåãðàë ïî ñôåði SR äëÿ
âåëèêîãî çíà÷åííÿ R òåæ äîðiâíþ¹ íóëþ çà ðàõóíîê ôiíiòíîñòi ïðîáíî¨
ôóíêöi¨ ϕ.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.3 � Ñïðàâäi, öåé iíòåãðàë ïîçíà÷à¹ ïîòiê ïîëÿ
~ϕ ÷åðåç SR, àëå suppϕ ⊂ UR, òîáòî ïîçà UR−ε äëÿ ÿêîãîñü (íîâîãî)
ìàëîãî ε ïîëå ~ϕ íå äi¹, à òîìó éîãî ïîòiê äîðiâí¹ íóëåâi.

Îá÷èñëèìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ ïî ñôåði Sε:

lim
ε→0

¨

Sε

(
1

2π
ln

1

|x|
∂ϕ(x)

∂n
− ∂

∂n

(
1

2π
ln

1

|x|

)
ϕ(x)

)
dS =

= lim
ε→0

1

2π

 2πˆ

0

ε ln
1

ε

∂ϕ(ε cos θ, ε sin θ)

∂n
dθ −

2πˆ

0

ε ln
1

ε
ϕ(ε cos θ, ε sin θ) dθ

 .

(4.2.22)

Çàóâàæåííÿ 4.2.1.4 � Ïðè îá÷èñëåííi îñòàííüîãî iíòåãðàëó âðà-
õîâàíî, ùî

∂

∂n
ln

1

|x|

∣∣∣∣
x∈Sε

= − ∂

∂r
ln

1

r

∣∣∣∣
r=ε

=
1

ε
. (4.2.23)

Ìíîæíèê ε ïiä çíàêîì iíòåãðàëó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ÿêîáiàí ïåðåõîäó äî
ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ ϕ, çäiéñíþþ÷è ãðà-
íè÷íèé ïåðåõiä ïðè ε → 0, îòðèìà¹ìî, ùî ïåðøié iíòåãðàë ïðÿìó¹ äî
íóëÿ, à äðóãèé äî çíà÷åííÿ −ϕ(0, 0).

4.2.2 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüì-

ãîëüöà

Ðîçãëÿíåìî òðèâèìiðíèé îïåðàòîð Ãåëüìãîëüöà:

Λ3 =
3∑
i=1

∂2

∂x2i
+ k2 (4.2.24)
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Òåîðåìà 4.2.2.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà)

Äëÿ òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ôóíêöiÿ

qk±(x) =
e±ik|x|

4π|x|
(4.2.25)

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ÿê óçàãàëüíåíà
ôóíêöiÿ äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ:

3∑
i=1

∂2qk±(x)

∂x2i
+ k2qk±(x) = −δ(x). (4.2.26)

Çàóâàæåííÿ 4.2.2.1 � Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òðåáà ðîçóìiòè ÿê

˚

R3

qk±(x)

(
3∑
i=1

∂2

∂x2i
+ k2

)
ϕ(x) dx = −ϕ(0) (4.2.27)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R3).

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:

˚

R3

qk±(x)

(
3∑
i=1

∂2

∂x2i
+ k2

)
ϕ(x) dx =

= lim
ε→0

˚

UR\Uε

(
3∑
i=1

∂2

∂x2i
+ k2

)
ϕ(x) dx = (4.2.28)

Îá÷èñëèìî êîæíèé ç iíòåãðàëiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.2.1

Äëÿ x 6= 0 (
3∑
j=1

∂2

∂x2j
+ k2

)
qk±(x) = 0. (4.2.29)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ
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ôîðìóëîþ

∂2qk±(x)

∂x2j
=

∂2

∂|x|2

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂|x|
∂xj

)2

+
∂

∂|x|

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂2|x|
∂x2j

)
. (4.2.30)

Ó íié ïî-ïåðøå

∂2

∂|x|2

(
e±ik|x|

4π|x|

)
= −e

±ik|x|(k2|x|2 ± 2ik|x| − 2)

4π|x|3
, (4.2.31)

i (
∂|x|
∂xj

)2

=
x2j
|x|2

, (4.2.32)

à òàêîæ

∂

∂|x|

(
e±ik|x|

4π|x|

)(
∂2|x|
∂x2j

)
=
e±ik|x|(±ik|x| − 1)

4π|x|5
(|x|2 − x2j). (4.2.33)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè òà ïðèâåäåííÿ ïîäiáíèõ îòðèìà¹ìî(
3∑
j=1

∂2

∂x2j
+ k2

)
qk±(x) =

e±ik|x|

4π|x|3
(
− k2|x|2

)
+ k2

e±ik|x|

4π|x|
= 0. (4.2.34)

Iíòåãðàë ïî ñôåði âåëèêîãî ðàäióñó SR äîðiâíþ¹ íóëþ çà ðàõóíîê ôiíi-
òíîñòi ïðîáíî¨ ôóíêöi¨:

¨

Sε

∂ϕ(x)

∂n
qk±(x) dS =

e±ikε(±ikε− 1)

4πε2
·

·
2πˆ

0

πˆ

−π

ε2 sin θ
∂ϕ(ε cosψ cos θ, ε sinψ, cos θ, ε sin θ)

∂n
dψ dθ −−→

ε→0
0. (4.2.35)

Îá÷èñëèìî îñòàííié ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë

¨

Sε

∂qk±(x)

∂n
ϕ(x) dS =

e±ikε(±ikε− 1)

4πε2

¨

Sε

ϕ(x) dS =
e±ikε(±ikε− 1)

4πε2
·

·
2πˆ

0

πˆ

−π

ε2 sin θ · ϕ(ε cosψ cos θ, ε sinψ cos θ, ε sin θ) dψ dθ −−→
ε→0

−ϕ(0).

(4.2.36)
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Çàóâàæåííÿ 4.2.2.2 � Ç ôîðìóëè äëÿ qk±(x) ëåãêî îòðèìàòè ôóí-
äàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òîáòî
ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

1

4π|x|
(4.2.37)

çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíîìó ðiâíÿííþ:

∆3
1

4π|x|
= −δ(x), x ∈ R3 (4.2.38)

Çàóâàæåííÿ 4.2.2.3 � Ôîðìàëüíî ôîðìóëó 1/4π|x| ìîæíà îòðè-
ìàòè ç qk±(x) ïðè k = 0.

4.2.3 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ãåëüì-

ãîëüöà

Òåîðåìà 4.2.3.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ãåëüìãîëüöà)

Ôóíêöiÿ

qk(x) =
1

2π
K0(−ik|x|), (4.2.39)

äå x = (x1, x2) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äâîâèìiðíîãî îïåðà-
òîðà Ãåëüìãîëüöà, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ:

¨

R2

qk(x)

(
2∑
i=1

∂2

∂x2i
+ k2

)
ϕ(x) dx = ϕ(0). (4.2.40)

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.1 � Ó ôîðìóëi äëÿ qk(x) ôóíêöiÿ Kν(x) � ôóí-
êöiÿ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó óÿâíîãî àðãóìåíòó ν-ïîðÿäêó i ¹ îäíèì ç
äâîõ ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó:

x2Y ′′ + xY ′ − (x2 + ν2)Y = 0. (4.2.41)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äâîâèìiðíîãî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà.
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Òâåðäæåííÿ 4.2.3.1

Äëÿ x 6= 0
2∑
j=1

(
∂2

∂x2j
+ k2

)
1

2π
K0(−ik|x|) = 0. (4.2.42)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

∂2

∂x2j

1

2π
K0(−ik|x|) =

=
1

2π

(
−k2K ′′0 (−ik|x|)

x2j
|x|2
− ikK ′0(−ik|x|)

|x|2 − x2j
|x|3

)
. (4.2.43)

Òàêèì ÷èíîì

2∑
j=1

(
∂2

∂x2j
+ k2

)
1

2π
K0(−ik|x|) =

=
1

2π

(
−k2K ′′0 (−ik|x|)− ikK ′0(−ik|x|)

1

|x|
+ k2K0(ik|x|)

)
= 0. (4.2.44)

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.2 � Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñòà¹ î÷åâèäíîþ ÿêùî ïî-
ìíîæèòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà |x|2 òà ââåñòè íîâó íåçàëåæíó çìiííó
ξ = −ik|x|.

Çàóâàæåííÿ 4.2.3.3 � Ïðè äîâåäåííi íåîáõiäíî¨ ðiâíîñòi âàæëè-
âèì ¹ òàêîæ õàðàêòåð ïîâåäiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó i éîãî
ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ â îêîëi òî÷êè x = 0.

Âiäîìî, ùî

K0(ix) ∼ 1

2π
ln

1

|x|
, (4.2.45)

K ′0(ix) ∼ − 1

2π

1

|x|
, (4.2.46)

ïðè x→ +0.
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4.2.4 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi

Òåîðåìà 4.2.4.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà òåïëî-
ïðîâiäíîñòi)

Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi ¹

ε(x, t) =
θ(t)(

2a
√
πt
)n · exp

{
− |x|

2

4a2t

}
, x ∈ Rn (4.2.47)

Çàóâàæåííÿ 4.2.4.1 � Öå îçíà÷à¹, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ε(x, t)
çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi:

∞̂

−∞

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt = −ϕ(0, 0) (4.2.48)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Rn × R).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ε(x, t) ∈ C∞(t > 0).

Òâåðäæåííÿ 4.2.4.1

Öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:(
a2∆− ∂

∂t

)
ε(x, t) = 0, t > 0, x ∈ Rn. (4.2.49)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

∂ε

∂t
=

(
|x|2

4a2t2
− n

2t

)
ε, (4.2.50)

∂ε

∂xi
= − xi

2a2t
ε, (4.2.51)

∂2ε

∂x2i
=

(
x2i

4a2t2
− 1

2a2t

)
ε. (4.2.52)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ïîõiäíi â îïåðàòîð òåïëîïðîâiäíîñòi âñòàíîâèìî
ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ.

Ïîâåðòà¹ìîñÿ äî äîâåäåííÿ iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi:
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∞̂

−∞

˚

Rn

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt =

= lim
τ→0
R→∞

∞̂

τ

˚

UR

ε(x, t)

(
∂ϕ

∂t
+ a2∆ϕ

)
dx dt =

= lim
τ→0
R→∞

 ∞̂

τ

˚

UR

ϕ(x, t)

(
∂ε

∂t
− a2∆ε

)
dx dt +

+

∞̂

τ

¨

SR

a2
(
∂ϕ

∂n
ε− ∂ε

∂n
ϕ

)
dSr dt+

˚

UR

ε ϕ|∞τ dx

 =

= − lim
τ→0

˚

Rn

ϕ(x, τ)ε(x, τ) dx (4.2.53)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

˚

Rn

exp
{
− |x|

2

4a2t

}
(
2a
√
πt
)n dx = 1, t > 0. (4.2.54)

Òâåðäæåííÿ 4.2.4.2

exp
{
− |x|

2

4a2τ

}
(2a
√
πτ)

n
w.−−−→

τ→+0
δ(x). (4.2.55)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî∣∣∣∣∣∣
˚

Rn

exp
{
− |x|

2

4a2τ

}
(2a
√
πτ)

2 (ϕ(x)− ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K

(2a
√
πτ)

n

˚

R3

exp

{
− |x|

2

4a2τ

}
|x| dx = A, (4.2.56)

äå K = max
x
|ϕ′(x)|.

11



Äëÿ îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëó ïåðåéäåìî äî óçàãàëüíåíî¨ ñôåðè-
÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò òà ââåäåìî íîâó çìiííó: ξ = r/2a

√
τ :

A =
Kσn

(2a
√
πτ)

n lim
R→∞

R̂

0

exp

{
− r2

4a2τ

}
rn dr =

=
2a
√
τKσn
πn/2

lim
R→∞

R/2a
√
τˆ

0

e−ξ
2

ξn dξ =

=
2a
√
τKσn
πn/2

∞̂

0

e−ξ
2

ξn dξ =

= O
(√

τ
)
−−−→
τ→+0

0.

(4.2.57)

4.2.5 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê õâèëüîâîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 4.2.5.1 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíîãî õâè-
ëüîâîãî îïåðàòîðà)

Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

ψ1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|) (4.2.58)

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îäíîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî îïåðàòî-
ðà, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíîìó ñïiââiäíîøåííþ:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

(
a2
∂2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂t2

)
dx dt = −ϕ(0, 0) (4.2.59)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R2).

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüîãî âèðàçó:

∞̂

−∞

∞̂

−∞

(
a2
∂2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂t2

)
dx dt =

= − 1

2a

∞̂

−∞

∞̂

|x|/a

∂2ϕ

∂t2
dt dx+

a

2

∞̂

0

atˆ

−at

∂2ϕ

∂x2
dx dt =
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=
1

2a

∞̂

−∞

∂ϕ(x, |x|/a)

∂t
dx+

a

2

∞̂

0

(
∂ϕ(at, t)

∂x
− ∂ϕ(−at, t)

∂x

)
dt =

=
1

2a

∞̂

0

∂ϕ(x, |x|/a)

∂t
dx+

1

2a

∞̂

0

∂ϕ(−x, |x|/a)

∂t
dx+

+
a

2

∞̂

0

(
∂ϕ(at, t)

∂x
− ∂ϕ(−at, t)

∂x

)
dt = (?) (4.2.60)

Çàóâàæåííÿ 4.2.5.1 � Çðîçóìiëî, ùî òðåòié iíòåãðàë = 0, àäæå ìè
iíòåãðó¹ìî ÷àñòèííó ïîõiäíó ôóíêöi¨ ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x
ïî çìiííié x, òîáòî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëåâi.

Â ïåðøîìó òà äðóãîìó iíòåãðàëàõ ââåäåìî íîâó çìiííó x = at, îòðèìà¹ìî

(?) =
1

2

∞̂

0

∂ϕ(at, t)

∂t
dt+

1

2

∞̂

0

∂ϕ(−at, t)
∂t

dt =

=
1

2

∞̂

0

dϕ(at, t)

dt
dt+

1

2

∞̂

0

dϕ(−at, t)
dt

dt =

= −ϕ(0, 0)

2
− ϕ(0, 0)

2
= −ϕ(0, 0).

(4.2.61)

Çàóâàæåííÿ 4.2.5.2 � Òóò ìè âêîòðå ñêîðèñòàëèñÿ ñêií÷åííiñòþ
íîñiÿ ϕ (ôiíiòíiñòþ ïðîáíî¨ ôóíêöi¨):

1

2

∞̂

0

dϕ(at, t)

dt
dt =

1

2

∞̂

0

dϕ(at, t) =

=
ϕ(at, t)

2

∣∣∣∣∞
0

=

=
ϕ(a · ∞,∞)− ϕ(a · 0, 0)

2
=

=
0− ϕ(0, 0)

2
= −ϕ(0, 0)

2
.

(4.2.62)
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Çàóâàæåííÿ 4.2.5.3 � Áåç äîâåäåííÿ íàâåäåìî âèãëÿä ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ äâîâèìiðíîãî òà òðèâèìiðíîãî õâèëüîâîãî
îïåðàòîðà.

ψ2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, x ∈ R2, (4.2.63)

ψ3(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), x ∈ R3. (4.2.64)
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