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4 Äîñëiäæåííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè-

÷íî¨ ôiçèêè òà ìåòîäiâ ïîáóäîâè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ

4.1 Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òà äi¨ íàä íèìè

Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié âèíèêëî ÿê ðåçóëüòàò ïðèðîäíîãî ðîç-
øèðåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨. Òàê, âèêîíàííÿ äåÿêèõ äié íàä
êëàñè÷íèìè ôóíêöiÿìè âèâîäèòü çà ìåæè òàêèõ. Âïåðøå óçàãàëüíåíó
ôóíêöiþ â ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ ó 1947 ðîöi ââiâ àíãëiéñüêèé ôiçèê
Ïîëü Äiðàê ó ñâî¨õ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ äîñëiäæåííÿõ. Òàêà ôóíêöiÿ
îòðèìàëà íàçâó δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà. Öÿ ôóíêöiÿ äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ïðî-
ñòîðîâó ùiëüíiñòü ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè (ìàñè, âåëè÷èíè çàðÿäó, iíòåíñèâ-
íîñòi äæåðåëà òåïëà, ñèëè òîùî) çîñåðåäæåíî¨ àáî ïðèêëàäåíî¨ â îäíié
òî÷öi.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, ÿêèé äà¹ óÿâëåííÿ ïðî δ-ôóíêöiþ.

Ïðèêëàä 4.1.0.1

Íåõàé ε-îêië òî÷êè x ïðÿìî¨ ¹ äæåðåëîì òåïëà îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíî-
ñòi. Áóäåìî ïðèïóñêàòè òàêîæ, ùî äæåðåëî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå
ïî äîâæèíi ε-îêîëó. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ, äæåðåëî òåïëà ìîæå
áóòè îïèñàíå íàñòóïíîþ ôóíêöi¹þ

fε(x) =


0, x < −ε,
1/2ε, −ε ≤ x < ε,

0, ε ≤ x.

(4.1.1)
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.1 � Ïðè öüîìó âàæëèâî, ùî ñóìàðíà êiëüêiñòü
òåïëà, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ ε-îêîëîì äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òîáòî

∞̂

−∞

fε(x) dx = 1. (4.1.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôiçè÷íèé ðîçìið äæåðåëà òàêèé ìàëèé, ùî éîãî ðîçìi-
ðàìè ìîæíà íåõòóâàòè, òîáòî áóäåìî ââàæàòè ùî äæåðåëî ¹ òî÷êîâèì.

Â öüîìó âèïàäêó ïðèðîäíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ

f0(x) = lim
ε→0

fε(x) =

{
0, x 6= 0,

∞, x = 0.
(4.1.3)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíòåãðàë Ëåáåãà ôóíêöi¨ f0(x) iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ:
∞̂

−∞

f0(x) dx = 0. (4.1.4)

Òîáòî êîðèñòóþ÷èñü çâè÷àéíèì ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì (ïîòî÷êîâîþ ãðà-
íèöåþ) ìè îòðèìó¹ìî ôóíêöiþ, ÿêà íå ìîäåëþ¹ îäèíè÷íå òî÷êîâå äæå-
ðåëî òåïëà.

Äëÿ êîðåêòíîãî âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ðîçãëÿäàòè çà-
ìiñòü ñèëüíî¨ (ïîòî÷êîâî¨) ãðàíèöi, ñëàáêó ãðàíèöþ.

Ââåäåìî íàáið ïðîáíèõ ôóíêöié D(Rn) = C0
∞(Rn) � ìíîæèíó íåñêií÷åí-

íî äèôåðåíöiéîâíèõ â Rn ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.2 � Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ ìà¹ êîìïàêòíèé íî-
ñié ÿêùî iñíó¹ êóëÿ UA(0) ðàäióñó A, çà ìåæàìè ÿêî¨ ôóíêöiÿ îáåð-
òà¹òüñÿ â òîòîæíié íóëü ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Òâåðäæåííÿ 4.1.0.1

Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0

∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx = ϕ(0) (4.1.5)

äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R1).
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi:∣∣∣∣∣∣
∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞̂

−∞

fε(x)(ϕ(x)− ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2ε

εˆ

ε

|ϕ(x)− ϕ(0)| dx =

=
η(ε)

2ε

εˆ

ε

dx = η(ε) −−→
ε→0

0.

(4.1.6)

Öå îçíà÷à¹, ùî ñëàáêà ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ ϕ(0) äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(R1).

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.3 � Òóò ìè âèíåñëè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïiäiíòå-
ãðàëíüî¨ ôóíêöi¨ g(x) = |ϕ(x) − ϕ(0)| ç-ïiä iíòåãðàëó, òîáòî η(ε) =
g(ξ) = |ϕ(ξ)− ϕ(0)|, äå ξ = ξ(ε) � ÿêàñü ñåðåäíÿ òî÷êà, ξ ∈ (−ε, ε).

Äàëi, |ϕ(ξ)− ϕ(0)| → 0 ïðè ξ → 0, à ξ → 0 ïðè ε→ 0 áî |ξ| < |ε|.

Íàðåøòi, η(ε) → 0 ïðè ε → 0 àäæå ϕ � íåïåðåðâíà, òîáòî |ϕ(ξ) −
ϕ(0)| → 0 ïðè ξ → 0, i çíîâó-æ-òàêè ξ → 0 ïðè ε→ 0 áî |ξ| < |ε|.

Òàêèì ÷èíîì δ-ôóíêöiþ Äiðàêà ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê ñëàáêó ãðàíèöþ
ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöi¨ fε íà ìíîæèíi D(R1), ùî çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà ϕ(0)
ïðè ε→ 0.

Ìîæíà çàïèñàòè

lim
ε→0

∞̂

−∞

fε(x)ϕ(x) dx =

∞̂

−∞

δ(x)ϕ(x) dx. (4.1.7)

Îñòàííþ ðiâíiñòü áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiî-
íàë, ÿêèé áóäü-ÿêié ôóíêöi¨ ϕ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî ϕ(0).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.1 (óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ f
áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë çàäàíèé íà

ìíîæèíi îñíîâíèõ (ïðîáíèõ) ôóíêöié ϕ ∈ D(Rn).
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.4 � Ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ðîçóìi¹ìî â òðà-
äèöiéíîìó ñåíñi:

〈f, a1ϕ1 + a2ϕ2〉 = a1 〈f, ϕ1〉+ a2 〈f, ϕ2〉 , (4.1.8)

i
lim
k→∞
〈f, ϕk〉 = 0, (4.1.9)

äëÿ äîâiëüíî¨ {ϕk}∞k=1 òàêî¨, ùî Dα1...αnϕk(x) −−−→
k→∞

0 äëÿ äîâiëüíèõ
α1, . . . , αn.

Ñåðåä óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié âèäiëÿþòü êëàñ ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.2 (ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨). Ðåãóëÿðíèìè íàçèâàþòüñÿ ôóí-

êöi¨, ÿêi ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

ϕ 7→ 〈f, ϕ〉 =

˚

Rn

f(x)ϕ(x) dx (4.1.10)

ç ôóíêöi¹þ f(x) ∈ L1
loc

� òîáòî àáñîëþòíî iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ íà áóäü-

ÿêîìó êîìïàêòi, ùî íàëåæèòü Rn.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.5 � Êîæíà ëîêàëüíî iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ âè-
çíà÷à¹ ¹äèíó ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ i íàâïàêè, êîæíà ðå-
ãóëÿðíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹ ¹äèíó ëîêàëüíî iíòåãðîâàíó
ôóíêöiþ.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.6 � �äèíiñòü îçíà÷à¹, ùî äâi ëîêàëüíî iíòå-
ãðîâàíi ôóíêöi¨ ñïiâïàäàþòü ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà
ìíîæèíi íóëüîâî¨ ìiðè.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.0.3 (ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨). Óñi iíøi ëiíiéíi íåïåðåðâíi

ôóíêöiîíàëè âèçíà÷àþòü ñèíãóëÿðíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 4.1.0.2 (ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨)

δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.7 � Äóæå ÷àñòî óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü
òàêîæ ðîçïîäiëàìè.

Õî÷à ñèíãóëÿðíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié, àëå äëÿ ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïî-
çíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òàêå ñàìå ÿê i äëÿ ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

Ñïðàâà â òîìó, ùî

Òâåðäæåííÿ 4.1.0.2

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèíãóëÿðíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f : ϕ 7→ 〈f, ϕ〉 ìî-
æíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿêà
ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî íå¨, òîáòî ∃{fk}∞k=1, fk ∈ L1

loc
(Rn) òàêà, ùî

lim
k→∞

˚

Rn

fk(x)ϕ(x) dx = 〈f, ϕ〉 (4.1.11)

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.8 � Öÿ ïîñëiäîâíiñòü íå ¹äèíà.

Çàóâàæåííÿ 4.1.0.9 � δ-ôóíêöiþ ìè ïîáóäóâàëè ÿê ãðàíèöþ lim
ε→0

fε,

ÿêó ìîæíà áóëî íàçâàòè δ-îáðàçíîþ ïîñëiäîâíiñòþ.

Ìîæíà íàâåñòè i iíøi

Ïðèêëàäè 4.1.0.3 (δ-îáðàçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé)

δ-îáðàçíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè òàêîæ ¹:

• fm(x) =
m

π(1 +m2x2)
;

• fm(x) =
sinmx

πx
;

• fm(x) =
m√
2π

exp

{
−m

2x2

2

}
.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.0.10 � Êîíñòàíòè ó çíàìåííèêàõ òóò äëÿ òîãî,
ùîáè

∞̂

−∞

fm(x) dx = 1. (4.1.12)

4.1.1 Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ òà ôiçè÷íi ðîçïîäiëè

Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ (÷àñòî ¨õ íàçèâàþòü ðîçïîäiëàìè) ìîæíà iíòåðïðå-
òóâàòè ÿê ðîçïîäië åëåêòðè÷íèõ, ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ àáî ðîçïîäië ìàñ,
òîùî. Òàê íàïðèêëàä ôóíêöiþ Äiðàêà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ùiëüíiñòü ç
ÿêîþ ðîçïîäiëåíà ìàñà, ùî äîðiâíþ¹ îäèíèöi â òî÷öi x = 0.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.1 (çñóíóòî¨ δ-ôóíêöi¨). Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ââå-

ñòè i çñóíóòó ôóíêöiþ Äiðàêà.

∞̂

−∞

δ(x− a)ϕ(x) dx = ϕ(a). (4.1.13)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.1 � Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó ìîæíà çî-
áðàçèòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çîñåðåäæåíèõ ìàñ àáî iíøî¨ ôiçè÷íî¨
âåëè÷èíè â òî÷êàõ ïðÿìî¨.

Ïðèêëàä 4.1.1.1

Òàê, ÿêùî â òî÷êàõ xi ðîçòàøîâàíi çîñåðåäæåíi ìàñè mi, i ∈ I, òî
ùiëüíiñòü òàêîãî ðîçïîäiëó ìàñ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

ρ(x) =
∑
i∈I

mi · δ(x− xi). (4.1.14)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.2 � Ïðè öüîìó ïîâíó ìàñó, ÿêà çîñåðåäæåíà íà
ïðÿìié ìîæíà ïîðàõóâàòè çà ôîðìóëîþ

∞̂

−∞

ρ(x) dx =
∑
i∈I

mi. (4.1.15)
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Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.2 (δ-ôóíêöi¨ â Rn). Àíàëîãi÷íî δ-ôóíêöi¨, ââåäåíié íà

ïðÿìié, ìîæíà ââåñòè δ-ôóíêöiþ äëÿ n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó:

˚

Rn

δ(x− a)ϕ(x) dx = ϕ(a). (4.1.16)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.3 � Òîäi ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òî÷êîâèõ ìàñ ó
ïðîñòîði ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ(x) =
∑
i∈I

mi · δ3(x− xi). (4.1.17)

Íàãàäà¹ìî

Òâåðäæåííÿ 4.1.1.1

Òî÷êîâèé îäèíè÷íèé åëåêòðè÷íèé çàðÿä ðîçòàøîâàíèé â òî÷öi x0

ñòâîðþ¹ ïîòåíöiàë ðiâíèé

˚

R3

δ(y − x0) dy

4π|x− y|
=

1

4π|x− x0|
(4.1.18)

â òî÷öi x ∈ R3.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.4 � Â öüîìó âèïàäêó δ(y−x0) ìîæíà ñïðèéìàòè
ÿê ùiëüíiñòü îäèíè÷íîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó.

Ïðèêëàä 4.1.1.2

ßêùî ùiëüíiñòü çàðÿäiâ f(y) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ëîêàëüíî iíòåãðîâà-
íó ôóíêöiþ, òî ìà¹ìî äëÿ ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âiäîìó
ôîðìóëó åëåêòðîñòàòèêè:

P (x) =

˚

R3

f(x) dy

4π|x− y|
. (4.1.19)
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Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.3 (ïîâåðõíåâî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà). Óçàãàëüíåííÿì òî-

÷êîâî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà ¹ òàê çâàíà ïîâåðõíåâà ôóíêöiÿ Äiðàêà δS , ÿêó ìî-

æíà âèçíà÷èòè ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë:

ϕ 7→ 〈δS , ϕ〉 =

¨

S

ϕ(x) dx. (4.1.20)

Çàóâàæåííÿ 4.1.1.5 � Öÿ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè iíòåð-
ïðåòîâàíà ÿê ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàðÿäiâ íà ïîâåðõíi S.

Ïðèêëàä 4.1.1.3

Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

W (x) =

〈
µ(y)δS(y),

1

4π|x− y|

〉
=

˚

R3

µ(y)δS(y) dy

4π|x− y|
=

¨

S

µ(y) dy

4π|x− y|
.

(4.1.21)

Âèçíà÷åííÿ 4.1.1.4 (ïîòåíöiàëó ïðîñòîðîãî øàðó). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

W (x) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, óòâîðåíèé

çàðÿäæåíîþ ïîâåðõíåþ S i íàçèâà¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó.

4.1.2 Äi¨ íàä óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè

Ãîëîâíîþ ïåðåâàãîþ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ¹ òå, ùî áóäü-ÿêà óçàãàëüíåíà
ôóíêöiÿ ìà¹ ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíó íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ f(x) i çãàäà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íà-
ñòóïíà

Ôîðìóëà 4.1.2.1 (iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè)

ˆ

Rn

Dα1...αnf(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
ˆ

Rn

f(x)Dα1...αnϕ(x) dx, (4.1.22)

äå |α| = α1+. . .+αn, ÿêà ¹ iñòèííîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ D(Rn).
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Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ìà¹ çìiñò äëÿ áóäü-ÿêî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨
ôóíêöi¨ f .

Òàêèì ÷èíîì ìîæåìî äàòè

Âèçíà÷åííÿ 4.1.2.1 (ïîõiäíî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨). Ïîõiäíîþ

Dα1...αn áóäü-ÿêî¨ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íàçèâàòè ëiíié-

íèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

〈Dα1...αnf, ϕ〉 = (−1)|α|
ˆ

Rn

f(x)Dα1...αnϕ(x) dx. (4.1.23)

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäèòüñÿ ïîõiäíà i äëÿ ñèíãóëÿðíèõ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.2.2 (ïîõiäíî¨ ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié). Dα1...αnf âèçíà÷à-

¹òüñÿ ÿê ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

〈Dα1...αnf, ϕ〉 = (−1)|α| 〈f,Dα1...αnϕ〉 . (4.1.24)

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié:

Ïðèêëàä 4.1.2.1

Çíàéòè θ′, äå

θ(x) =

{
0, x ≤ 0,

1, 0 < x
(4.1.25)

� ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

〈θ′, ϕ〉 = −
∞̂

−∞

θ(x)ϕ′(x) dx = −
∞̂

0

ϕ′(x) dx =

= −(ϕ(∞)− ϕ(0)) = ϕ(0)− ϕ(∞) = ϕ(0)− 0 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 .
(4.1.26)

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè θ′ = δ.

Ïðèêëàä 4.1.2.2

Çíàéòè δ(2).
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Ðîçâ'ÿçîê. 〈
δ(2), ϕ

〉
=
〈
δ, ϕ(2)

〉
= ϕ(2)(0). (4.1.27)

Ïðèêëàä 4.1.2.3

f � êóñêîâî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ â äåÿêié
òî÷öi x0 ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó.

Ðîçâ'ÿçîê.

〈f ′, ϕ〉 = −
∞̂

−∞

f(x)ϕ′(x) dx =

= −
x0ˆ

−∞

f(x)ϕ′(x) dx−
∞̂

x0

f(x)ϕ′(x) dx =

= −f(x0 − 0) + ϕ(x0) + f(x0 + 0)ϕ(x0)+

+

x0ˆ

−∞

f(x)′ϕ(x) dx+

∞̂

x0

f(x)′ϕ(x) dx =

= ϕ(x0)[f(x0)] +

x0ˆ

−∞

f(x)′ϕ(x) dx+

∞̂

x0

f(x)′ϕ(x) dx =

= ϕ(x0)[f(x0)] +

∞̂

−∞

f(x)′ dx =

=

∞̂

−∞

(
[f(x0)] · δ(x− x0) + {f(x)′}

)
ϕ(x) dx,

(4.1.28)

äå [f(x0)] = f(x0+0)−f(x0−0), {f ′(x)} � ëîêàëüíî iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ,
ÿêà ñïiâïàäà¹ ç çâè÷àéíîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f â óñiõ òî÷êàõ äå âîíà iñíó¹.

Çàóâàæåííÿ 4.1.2.1 � Òàêèì ÷èíîì äëÿ ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ ñêií÷å-
íó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó ìà¹ ìiñöå òàêà ôîðìóëà
îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨:

f ′(x) = {f ′(x)}+
∑
i

[f(xi)]δ(x− xi). (4.1.29)
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Ïðèêëàä 4.1.2.4

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) çàäàíà â ïðîñòîði R3 êóñêîâî íåïåðåðâíî-äèôå-
ðåíöiéîâíà i ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó íà êóñêîâî�ãëàäêié ïîâåðõíi
S. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ïîâåðõíÿ ðîçäiëÿ¹ ïðîñòið R3 íà äâà ïiâ-
ïðîñòîðè R3

+ òà R3
−.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî íà S íàïðÿì íîðìàëi, ÿêà íàïðàâëåíà âñåðåäèíó
R3

+.

Âèçíà÷èìî ïîõiäíó âiä f(x):〈
∂f

∂xi
, ϕ

〉
= −
˚

R3

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx =

= −
˚

R3
+

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx−

˚

R3
−

f(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx =

=

¨

S

f(x+ 0)ϕ(x) cos(n, xi) dS−

−
¨

S

f(x− 0)ϕ(x) cos(n, xi) dS+

+

˚

R3
+

ϕ(x)
∂f(x)

∂xi
dx+

˚

R3
−

ϕ(x)
∂f(x)

∂xi
dx =

=

˚

R3

({
∂f

∂xi

}
+ [f ]S(x) cos(n, xi)

)
ϕ(x) dx.

(4.1.30)

äå {∂f(x)/∂xi} � êëàñè÷íà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(x) â óñiõ òî÷êàõ, äå âî-
íà iñíó¹, [f(x)]S = (f(x+ 0)− f(x− 0))|x∈S � ñòðèáîê ôóíêöi¨ f(x) íà
ïîâåðõíi S.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè, ùî

∂f

∂xi
=

{
∂f

∂xi

}
+ [f ]S(x) cos(n, xi)δS(x). (4.1.31)

4.1.3 Íîñié òà ïîðÿäîê óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Ââîäÿ÷è ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ìè âèêîðèñòîâóâàëè ìíîæèíó
îñíîâíèõ (ïðîáíèõ) ôóíêöié D(Rn) = C0

∞(Rn). Âçàãàëi êàæó÷è, ïðîñòið
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ïðîáíèõ ôóíêöié (à òàêèì ÷èíîì i ðîçïîäiëiâ) ìîæíà óçàãàëüíèòè, ââiâ-
øè ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié ÿê D(Ω) = C0

∞(Ω), òîáòî êëàñ ïðîáíèõ
ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi íåñêií÷åííî-äèôåðåíöiéîâíi â Ω i íà
ãðàíèöi ∂Ω ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöié òàêîãî êëàñó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ε-øàïî÷êè.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.1 (ε-øàïî÷êè). ε-øàïî÷êîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ωε(x) =

{
Cε exp

{
− ε2

ε2−|x|2

}
, |x| ≤ ε,

0, |x| > ε.
(4.1.32)

Çàóâàæåííÿ 4.1.3.1 � Ñòàëó Cε îáèðà¹ìî òàê, ùîáè

˚

Rn

ωε(x) dx = 1. (4.1.33)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

lim
ε→+0

˚

Rn

ωε(x− y)ϕ(y) dy = ϕ(x). (4.1.34)

Öå îçíà÷à¹, ùî ε-øàïî÷êè ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî δ(x) ïðè ε→ +0.

Ââåäåìî ôóíêöiþ

η(x) =

˚

Rn

χ(x)ωε(x− y) dy, (4.1.35)

äå χ(x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè Ω2ε, òîáòî

χ(x) =

{
1, x ∈ Ω2ε,

0, x /∈ Ω2ε,
(4.1.36)

à ìíîæèíà Ω2ε óòâîðèëàñÿ ç ìíîæèíè Ω øëÿõîì âiäñòóïó âñåðåäèíó Ω
âiä ãðàíèöi íà ïîëîñó øèðèíè 2ε.

Òîäi áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ϕ(x) = η(x)f(x) ∈ D(Ω) ÿêùî f(x) ∈ C∞(Rn).

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà óòâîðèòè äîñòàòíüî øèðîêèé êëàñ ïðîáíèõ ôóí-
êöié.
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Çàóâàæåííÿ 4.1.3.2 � Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ âçàãàëi êàæó÷è íå ìà-
þòü çíà÷åíü â îêðåìèõ òî÷êàõ.

Â òîé æå ÷àñ ìîæíà ãîâîðèòè ïðî îáåðòàííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
íà íóëü ó äåÿêié îáëàñòi.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.2 (îáåðòàííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ íà íóëü). Áóäåìî

ãîâîðèòè, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü ó îáëàñòi Ω,
ÿêùî 〈f, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.3 (íóëüîâî¨ ìíîæèíè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Íóëüî-

âîþ ìíîæèíîþ Of óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íàçèâàòè îá'¹äíàííÿ

óñiõ îáëàñòåé ó ÿêèõ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.4 (íîñiÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Íîñi¹ì suppf óçàãàëü-

íåíî¨ ôóíêöi¨ f íàçèâàþòü ìíîæèíó Rn \Of .

Âèçíà÷åííÿ 4.1.3.5 (ïîðÿäêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨). Áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi (àáî ïðîñòî ïîðÿ-

äîê) ≤ j, ÿêùî
f =

∑
|α|≤j

Dαgα, (4.1.37)

äå gα ∈ L1
loc

(Ω). ßêùî ÷èñëî j ó öié ôîðìóëi íåìîæëèâî çìåíøèòè, òî

êàæóòü ùî ïîðÿäîê óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ j.

Íåõàé f � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó j, à ϕ � äîâiëüíà ïðîáíà ôóí-
êöiÿ. Çà âèçíà÷åííÿì

〈f, ϕ〉 =
∑
|α|≤j

〈Dαgα, ϕ〉 =
∑
|α|≤j

(−1)|α|
˚

Ω

gαD
αϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

(4.1.38)
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ôîðìóëè çáåðiãà¹ çìiñò íå òiëüêè
äëÿ ôóíêöié ç êëàñó D(Ω), àëå i äëÿ ôóíêöié øèðøîãî êëàñó Dj(Ω).

Çàóâàæåííÿ 4.1.3.3 � Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ïîðÿäêó j ìîæíà âè-
çíà÷àòè ÿê ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íà êëàñi îñíîâíèõ ôóí-
êöié Dj(Ω).
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4.1.4 Çãîðòêà òà ðåãóëÿðèçàöiÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Íåõàé f(x), g(x) � äâi ëîêàëüíî-iíòåãðîâíi ôóíêöi¨ â Rn. Ïðè öüîìó ôóí-
êöiÿ

h(x) =

˚

Rn

|g(y)f(x− y)| dy (4.1.39)

òåæ áóäå ëîêàëüíî-iíòåãðîâíà â Rn.

Âèçíà÷åííÿ 4.1.4.1 (çãîðòêè). Çãîðòêîþ f ∗ g öèõ ôóíêöié áóäåìî íà-

çèâàòè ôóíêöiþ

(f ∗g)(x) =

˚

Rn

f(y)g(x−y) dy =

˚

Rn

g(y)f(x−y) dy = (g ∗f)(x). (4.1.40)

Òàêèì ÷èíîì çãîðòêà ¹ ëîêàëüíî-iíòåãðîâíîþ ôóíêöiþ i òèì ñàìèì âè-
çíà÷à¹ ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ, ÿêà äi¹ íà îñíîâíi ôóíêöi¨ çà
ïðàâèëîì

ϕ 7→
˚

Rn

(f ∗ g)(ξ)ϕ(ξ) dξ. (4.1.41)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê çãîðòêè äâîõ ôóíêöié f òà ψ, äå f � óçàãàëüíåíà,
à ψ � îñíîâíà (ïðîáíà) ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè ψ � ôiíiòíà ôóíêöiÿ, òî
çãîðòêà f ∗ ψ iñíó¹, à âðàõîâóþ÷è íåñêií÷åíó ãëàäêiñòü ïðîáíî¨ ôóíêöi¨,
(f ∗ ψ) ∈ C∞(Rn).

Âèçíà÷åííÿ 4.1.4.2. Ðåãóëÿðèçàöi¹þ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f áóäåìî íà-

çèâàòè ôóíêöiþ fε = f ∗ ωε.

Çðîçóìiëî, ùî fε ∈ C∞(Rn), à âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ε-øàïî÷êè ωε
ëåãêî áà÷èòè, ùî

fε
w.−−→
ε→0

f, (4.1.42)

òîáòî äîâåëè

Òâåðäæåííÿ 4.1.4.1

Áóäü-ÿêà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ¹ ñëàáêà ãðàíèöÿ ñâî¨õ ðåãóëÿðèçàöié.
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Ïðèêëàä 4.1.4.1

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ

P
1

x− a
, (4.1.43)

ÿêà ñïiâïàäà¹ íà óñié ÷èñëîâié ïðÿìié ç ôóíêöi¹þ 1
x−a çà âèíÿòêîì

òî÷êè a i âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì〈

P
1

x− a
, ψ

〉
= v.p.

∞̂

−∞

ψ(x)

x− a
dx =

= lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)

x− a
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)

x− a
dx

 .

(4.1.44)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ

P
1

(x− a)2
, (4.1.45)

ÿêà ñïiâïàäà¹ íà óñié ÷èñëîâié ïðÿìié ç ôóíêöi¹þ 1
(x−a)2

çà âèíÿòêîì
òî÷êè a i âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì〈

P
1

(x− a)2
, ψ

〉
= v.p.

∞̂

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx =

= lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

 .

(4.1.46)
Ïîêàæåìî, ùî (

P
1

x− a

)′
= P

1

(x− a)2
(4.1.47)

ç òî÷êè çîðó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,〈(
P

1

x− a

)′
, ψ

〉
= −

〈
P

1

x− a
, ψ′
〉

=

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ′(x)

x− a
dx+

∞̂

a+ε

ψ′(x)

x− a
dx

 =

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

d(ψ(x)− ψ(a))

x− a
+

∞̂

a+ε

d(ψ(x)− ψ(a))

x− a

 =

= − lim
ε→0

(
ψ(x)− ψ(a)

x− a

∣∣∣∣a−ε
−∞

+
ψ(x)− ψ(a)

x− a

∣∣∣∣∞
a+ε

+

+

a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

 =

= − lim
ε→0

 a−εˆ

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx+

∞̂

a+ε

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx

−
− lim

ε→0

(
ψ(a− ε)− ψ(a)

−ε
− ψ(a+ ε)− ψ(a)

ε

)
=

= −v.p.
∞̂

−∞

ψ(x)− ψ(a)

(x− a)2
dx = −

〈
P

1

(x− a)2
, ψ

〉
.

(4.1.48)
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