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3 Побудова математичних моделей базових
фiзичних процесiв

3.0 Оператор ∇ (лiкбез математичної теорiї поля)

Визначення 3.0.0.1 (оператора ∇ в R2). Для двовимiрного евклiдового
простору R2 у прямокутнiй декартовiй системi координат оператор набла
визначається наступним чином:

∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j (3.0.1)

де ~i, ~j — одиничнi вектори по вiсям x i y вiдповiдно.

Визначення 3.0.0.2 (оператора ∇ в R3).

∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k, (3.0.2)

де ~i, ~j, ~k — одиничнi вектори по вiсям x, y i z вiдповiдно.

3.0.1 Властивостi оператора ∇

Визначення 3.0.1.1 (градiєнту через оператор ∇). Якщо “скалярно по-
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множити” вектор ∇ на скалярну функцiю f = f(x, y, z), то вийде вектор:

∇f =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= grad f, (3.0.3)

який є нiчим iншим як градiєнтом grad f функцiї f .

Визначення 3.0.1.2 (дивергенцiї через оператор ∇). Якщо “скалярно
помножити” вектор ∇ на вектор-функцiю

~F = (f, g, h) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)), (3.0.4)

то вийде скаляр:

∇ · ~F =
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z
= div ~F , (3.0.5)

який є нiчим iншим як дивергенцiєю div ~F функцiї ~F .

Визначення 3.0.1.3 (ротора через оператор ∇). Якщо “векторно помно-
жити” вектор ∇ на вектор-функцiю

~F = (f, g, h) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)), (3.0.6)

то вийде вектор:

∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f g h

∣∣∣∣∣∣ =

=

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
~i+

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
~j +

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
~k = rot ~F .

(3.0.7)

який є нiчим iншим як ротором rot ~F функцiї ~F .

Визначення 3.0.1.4 (оператора Лапласа через оператор ∇). Склаярний
добуток ∇·∇ = ∇2 є нiщо янше як оператор Лапласа, який також позна-
чається ∆.

У декартових координатах оператор Лапласа має вигляд

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (3.0.8)
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3.0.2 Оператори другого порядку

Оскiльки iснують рiзнi способи множення веткорiв i скалярiв, з допомо-
гою оператор набла можна записати рiзi види “диференцiювання”. так,
комбiнування склаярних i векторних добуткiв дає 7 рiзних варiантiв “по-
хiдних” другого порядку:

div(grad f) = ∇ · (∇f) (3.0.9)
rot(grad f) = ∇× (∇f) (3.0.10)
∆f = ∇2f) (3.0.11)

grad(div ~F ) = ∇(∇ · ~F ) (3.0.12)

div(rot ~F ) = ∇ · (∇× ~F ) (3.0.13)

rot(rot ~F ) = ∇× (∇× ~F ) (3.0.14)

∆~F = ∇2 ~F (3.0.15)

Для достатньо гладких полiв (двiчi неперервно диференцiйовних) цi опе-
ратори не незалежнi. Два з них тотожньо дорiвнюють нулю:

rot(grad f) = ∇× (∇f) = (∇×∇)f = 0 (3.0.16)

div(rot ~F ) = ∇ · (∇× ~F ) = (∇×∇) · ~F = 0. (3.0.17)

Два завжди рiвнi:

div(grad f) = ∇ · (∇f) = (∇ · ∇)f = ∇2f = ∆f. (3.0.18)
А решта три пов’язанi спiввiдношенням:

∇× (∇~F ) = ∇(∇ · ~F )−∇2 ~F . (3.0.19)
I ще один може бути виражене через тензорний добуток векторiв:

∇(∇ · ~F ) = ∇ · (∇⊗ ~F ) (3.0.20)

3.0.3 Приклади

Приклад 3.0.3.1
Нехай z = z(x, y) = xy, тодi

∇z =
∂z

∂x
~i+

∂z

∂y
~j = y~i+ x~j. (3.0.21)
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Приклад 3.0.3.2
Нехай z = z(x, y) = 30yx3, тодi

∇z =
∂z

∂x
~i+

∂z

∂y
~j = 90yx2~i+ 30x3~j. (3.0.22)

3.1 Математичнi моделi розповсюдження тепла та ди-
фузiї речовини

Для запису математичної моделi введемо величини:

• x = (x1, x2, x3) ∈ G ⊂ R3 об’єм тiла, t — час;

• u(x, t) — температура в точцi x у момент часу t;

• c(x) — теплоємнiсть (кiлькiсть тепла, яка необхiдна, для пiдняти
температуру одиницi маси тiла на один градус);

• k(x) — теплопровiднiсть речовини (здатнiсть проводити тепло);

• ρ(x) — щiльнiсть речовини;

• f(x, t) — iнтенсивнiсть джерел теплової енергiї в точцi x в момент
часу t.

3.1.1 Закон збереження теплової енергiї

Складемо баланс теплової енергiї для довiльного об’єму тiла G за до-
вiльний iнтервал часу t1 < t < t2. Для цього обчислимо кiлькiсть тепла,
яка мiститься в нескiнченно малому об’ємi dG:

ρ(x) · dG · c(x) · u(x, t) (3.1.1)

та в об’ємi G в момент часу t:

Q1(t) =

˚

G

c(x)ρ(x)u(x, t) dG. (3.1.2)

Припустимо, що з часом температура змiнилася вiд значення u(x, t1) до
значення u(x, t2). Обчислимо кiлькiсть тепла, витрачену на змiну темпе-
ратури:

∆Q1(t1, t2) = Q1(t2)−Q1(t1) =

˚

G

c(x)ρ(x)(u(x, t2)−u(x, t1)) dG. (3.1.3)
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Температура в об’ємi G може змiнюватись за рахунок таких факторiв:

1. нерiвномiрностi нагрiвання тiла, викликає потiк тепла через по-
верхню S, яка обмежує уявне тiло об’єму G;

2. змiна кiлькостi тепла за рахунок внутрiшнiх теплових джерел.

Нехай ~n — зовнiшня нормаль до поверхнi S. Обчислимо кiлькiсть те-
пла, яка поступає всередину об’єму G через елементарну поверхню dS в
одиницю часу:

dQ(x, t) = k(x) · ∂u(x, t)

∂~n
· dS (3.1.4)

Ця формула є математичним виразом фiзичного закону Фур’є.

Кiлькiсть тепла, яка проходить через всю поверхню S за час вiд t1 до t2
обчислюється за формулою

Q2(t1, t2) =

t2ˆ

t1

¨

S

(
k(x) · ∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt. (3.1.5)

Кiлькiсть тепла за рахунок теплових джерел в об’ємi G можна обчислити
у виглядi:

Q3(t1, t2) =

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.6)

Таким чином можна записати

Закон (збереження теплової енергiї)
Виконується спiввiдношення:

∆Q1(t1, t2) = Q2(t1, t2) +Q3(t1, t2), (3.1.7)

або пiсля пiдстановки усiх величин маємо
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Закон (збереження теплової енергiї в iнтегральному виглядi)
Виконується спiввiдношення:
˚

G

c(x)ρ(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG =

=

t2ˆ

t1

¨

S

(
k(x) · ∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.8)

Для перетворення першого iнтегралу правої частини останньої рiвностi
застосуємо формулу Остроградського Гауса,

¨

S

〈A,~n〉 dS =

˚

G

(
∇ · ~A

)
dG, (3.1.9)

де ~A — векторне поле,

∇ · A =
∂A1

∂x1

+
∂A2

∂x2

+
∂A3

∂x3

. (3.1.10)

В результатi отримаємо:

t2ˆ

t1

˚

G

(
c(x)ρ(x)

∂u(x, t)

∂t

)
dG dt =

=

t2ˆ

t1

˚

G

(∇ · (k(x)∇u)) dG dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.11)

Враховуючи, що остання рiвнiсть отримана для довiльного об’єму G та
довiльних моментiв часу, можна зробити висновок, що вона має мiсце
тодi i лише тодi, коли має мiсце рiвнiсть пiдiнтегральних виразiв:

c(x)ρ(x)
∂u(x, t)

∂t
= ∇ · (k(x)∇u) + f(x, t), (3.1.12)

де x ∈ G, t > 0.

Це рiвняння повинно виконуватись для кожної точки x реального фiзи-
чного об’єму тiла (збережемо для нього позначення G, а для його по-
верхнi позначення S), та для кожного моменту часу t.
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Для видiлення єдиного розв’язку цього рiвняння окрiм самого дифе-
ренцiального рiвняння необхiдно задавати додатковi умови на границi
просторово-часової областi. Будемо використовувати фiзичнi мiркуван-
ня для задавання таких умов.

1. Якщо на границi областi вiдома температура тiла, тодi на границi
тiла задають умову Дiрiхле.

Визначення 3.1.1.1 (умови Дiрiхле). Крайовою умовою першого
роду, або умовою Дiрiхле називають спiввiдношення

u(x, t)|x∈S = v(x, t). (3.1.13)

2. Якщо на границi областi вiдомий тепловий потiк в одиницю часу,
який поступає всередину тiла через одиничну площу, тодi на гра-
ницi задають граничну умову Неймана.

Визначення 3.1.1.2 (умови Неймана). Крайовою умовою другого
роду, або умовою Неймана називають спiввiдношення

k(x)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= q(x, t). (3.1.14)

3. Якщо на границi тiла вiдбувається конвективний теплообмiн з ото-
чуючим середовищем вiдомої температури згiдно до закону Нью-
тона, тодi на границi задають крайову умову Ньютона

Визначення 3.1.1.3 (умови Ньютона). Крайовою умовою третього
роду, або умовою Ньютона називають спiввiдношення

k(x)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= α(x, t)(v(x, t)− u(x, t))|x∈S , (3.1.15)

де α(x, t) > 0 — коефiцiєнт теплообмiну, v(x, t) — температура ото-
чуючого середовища.

4. В початковий момент часу задають температура усiх внутрiшнiх
точок тiла:

u(x, t)|t=0 = u0(x). (3.1.16)
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Визначення 3.1.1.4 (початкової умови). Початковою умовою на-
зивається спiввiдношення

u(x, t)|t=0 = u0(x), (3.1.17)

при цьому u0(x) називається початковою температурою.

3.1.2 Частиннi випадки рiвняння теплопровiдностi

Зауваження 3.1.2.1 — У випадку, коли коефiцiєнт теплопровiд-
ностi та iнтенсивнiсть теплових джерел залежить не лише вiд то-
чки простору i часу, а i вiд самої температури, тобто k = k(u, x, t),
f = f(u, x, t), лiнiйне диференцiальне рiвняння (3.1.12) стає квазiлi-
нiйним, тобто лiнiйним вiдносно старших похiдних.

Окрiм загального вигляду рiвняння теплопровiдностi, у практичних ви-
падках часто використовуються частиннi випадки рiвняння.

Зокрема, можна розглядати розповсюдження тепла в одновимiрних та
двовимiрних тiлах:

• У пластинi:

∇ · (k(x)∇u(x, t)) =
∂

∂x1

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x2

)
.

(3.1.18)

• У стрижнi:

∇ · (k(x)∇u(x, t)) =
∂

∂x

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x

)
. (3.1.19)

Для однорiдних тiл усi коефiцiєнти рiвняння можна вважати константа-
ми, зокрема c = c0, ρ = ρ0, k = k0. В результатi вищезгадане диференцi-
альне рiвняння буде мати вигляд

∂u(x, t)

∂t
= a2∆u+

1

c0ρ0

· f(x, t), (3.1.20)

де

a2 =
k0

c0ρ0

> 0, (3.1.21)

i було введено
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Визначення 3.1.2.1 (оператор Лапласа). Оператором Лапласа називає-
ться диференцiальний оператор ∆ що дiє на функцiю u(x, t) по векторнiй
змiннiй x наступним чином:

∆u(x, t) = ∇ · (∇u(x, t)) =

n∑
i=1

∂2u(x, t)

∂x2
i

. (3.1.22)

Зауваження 3.1.2.2 — Зокрема одновимiрне рiвняння теплопро-
вiдностi має вигляд:

∂u(x, t)

∂t
= a2∂

2u(x, t)

∂x2
+

1

c0ρ0

f(x, t). (3.1.23)

3.1.3 Рiвняння дифузiї речовини

Процес дифузiї речовини це процес вирiвнювання концентрацiї речовини
у розчинах, розплавах або в сумiшах. Фiзика вирiвнювання температури
в тiлах та концентрацiї у розчинах чи розплавах має багато схожих рис i з
цього приводу навiть процес розповсюдження тепла називають дифузiєю
тепла.

Для отримання моделi дифузiї речовини використаємо наступну табли-
цю аналогiї.

Дифузiя Теплопровiднiсть Пояснення

u(x, t) u(x, t)
Концентрацiя речовини
в розчинi, або у
розплавi

c(x) c(x)ρ(x)

Коефiцiєнт пористостi,
вiдображає вiдношення
об’єму пор до
загального об’єму тiла i
вказує на кiлькiсть
речовини необхiдну
для змiни концентрацiї
на одну одиницю в
одиницi об’єму.
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Дифузiя Теплопровiднiсть Пояснення

D
∂u

∂~n
dS k

∂u

∂~n
dS

Закон Нерста, описує
кiлькiсть речовини, яка
поступає всередину
тiла через його
поверхню в одиницю
часу за рахунок
нерiвномiрностi
концентрацiї.

f(x, t) f(x, t)
Iнтенсивнiсть джерела
речовини в серединi
об’єму.

D
∂u

∂~n
= α (v − u)|S k

∂u

∂~n
= α (v − u)|S

Кiлькiсть речовини,
яка поступає через
поверхню S тiла за
законом, аналогiчним
закону Ньютона, v —
вiдома концентрацiя
речовини в тому чи
iншому середовищi; α
— коефiцiєнт
проникностi поверхнi.

Побудови математичної моделi процесу дифузiї вiдбувається за аналогi-
єю згiдно до попередньої таблицi.
Кiлькiсть речовини, яка витрачена для змiни концентрацiї вiд u(x, t1)→
u(x, t2), t1 < t2 має вигляд:

∆Q1(t1, t2) = Q1(t2)−Q1(t1) =

˚

G

c(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG. (3.1.24)

Кiлькiсть речовини, яка проходить через всю поверхню S за час вiд t1 →
t2:

Q2(t1, t2) =

t2ˆ

t1

¨

S

(
D(x, t)

∂u

∂~n

)
dS dt. (3.1.25)

Кiлькiсть речовини, яка поступає за рахунок джерел речовини в об’ємi
G за час вiд t1 до t2:

Q3(t1, t2) =

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.26)
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Отже, отримали

Закон (збереження маси)
Вионується спiввiдношення:

∆Q1(t1, t2) = Q2(t1, t2) +Q3(t1, t2). (3.1.27)

а також

Закон (збереження маси в iнтегральному виглядi)
Вионується спiввiдношення:
˚

G

c(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG =

=

t2ˆ

t1

¨

S

(
D(x, t)

∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.28)

Пiсля застосування формули Остроградського-Гауса та прирiвнювання
пiдiнтегральних виразiв отримаємо рiвняння дифузiї речовини у виглядi:

c(x)
∂u

∂t
= ∇ · (D(x, t)∇u) + f(x, t), (3.1.29)

де x ∈ G, t > 0.

Додатковi умови на границi областi задають аналогiчно умовам для рiв-
няння теплопровiдностi:

1. Якщо вiдома концентрацiя речовини на поверхнi:

u(x, t)|x∈S = v(x, t); (3.1.30)

2. Якщо на границi вiдомий потiк речовини:

D · ∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= g(x, t); (3.1.31)

3. Якщо на границi вiдбувається обмiн речовиною з оточуючим сере-
довищем через напiвпроникливу мембрану за законом аналогiчним
закону Ньютона:

D(x, t)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= α(x, t) (v(x, t)− u(x, t))|x∈S ; (3.1.32)
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4. Якщо в початковий момент часу вiдома концентрацiя речовини:

u(x, 0) = u0(x). (3.1.33)

Зауваження 3.1.3.1 — У випадку, коли коефiцiєнти рiвняння та
граничних умов не залежать вiд часу t, розв’язок рiвняння не зале-
жить вiд часу в результатi отримаємо стацiонарне рiвняння тепло-
провiдностi та дифузiї:

∇ · (k(x)∇u(x)) = −f(x), (3.1.34)
∇ · (D(x)∇u(x)) = −f(x). (3.1.35)

3.1.4 Задача Стефана (задача про остигання та затвердiння
розплавленого металу)

Вертикальний цилiндричний посуд заповнений розплавленим металом,
який знаходиться при заданiй температурi U0 > Umelt - температура
плавлiння металу. Починаючи з моменту часу t0 вiльна поверхня роз-
плавленого металу пiдтримується при постiйнiй температурi U1 < Umelt.
Поставимо задачу про остудження та затвердiння металу, якщо дно i бо-
кова поверхня посуду теплоiзольованi. Термiчними деформацiями об’єму
будемо нехтувати тобто процес розповсюдження тепла вiдбувається ли-
ше вздовж вiсi цилiндру. Введемо позначення:

• ρs, ρl — щiльнiсть твердої (eng. solid) та рiдкої (eng. liquid) фази
металу;

• cs, cl — теплоємнiсть твердої та рiдкої фази металу;

• ks, kl — теплопровiднiсть твердої та рiдкої фази металу;

• ξ(t) — положення границi роздiлу твердої та рiдкої фаз;

• L — висота цилiндру, S — площа основи цилiндру;

• λ — питома теплота плавлення;

• u(x, t) — температура в момент часу t в точцi x.

Деякi з введених позначень краще видно на наступнiй iлюстрацiї:
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0

Ox

ξ −∆x

ξ + ∆x

ξ(t)

~n

~n

Отримаємо рiвняння теплового балансу для нескiнченно малого об’єму
розплавленого металу, який знаходиться мiж перерiзами x та x+ ∆x за
промiжок часу вiд t до t+ ∆t.

Обчислимо кiлькiсть тепла, яка необхiдна для змiни температури у видi-
леному елементарному об’ємi вiд значення u(x, t) до значення u(x, t+∆t).
Кiлькiсть тепла, що мiститься в видiленому об’ємi в момент часу t можна
обчислити за формулою

dQ(t) = cl · ρl · S ·∆x · u(x, t). (3.1.36)

Аналогiчно для моменту часу t+ ∆t кiлькiсть тепла дорiвнює

dQ(t+ ∆t) = cl · ρl · S ·∆x · u(x, t+ ∆t). (3.1.37)

При цьому нехтуємо, змiною температури по просторовiй змiннiй у се-
рединi елементарного об’єму. Тодi кiлькiсть тепла, необхiдна для змiни
температури всерединi об’єму дорiвнює:

∆Q(t, t+ ∆t) = cl · ρl · S ·∆x · (u(x, t+ ∆t)− u(x, t)). (3.1.38)

Ця змiна може вiдбуватися за рахунок теплових потокiв, через перерiзи
x та x + ∆x. Пiдрахуємо кiлькiсть тепла, яка поступає всередину тiла
через перерiз x+ ∆x за час ∆t:

dQ(x+ ∆x) = kl
∂u(x+ ∆x, t)

∂~n
S∆t = kl

∂u(x+ ∆x, t)

∂x
S∆t (3.1.39)
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Напрям нормалi ~n в цьому перерiзi спiвпадає з напрямом вiсi Ox.

Кiлькiсть тепла, яка поступає всередину тiла через перерiз x за час ∆t
можна записати у виглядi:

dQ(x) = kl
∂u(x, t)

∂~n
S∆t = −kl

∂u(x, t)

∂x
S∆t (3.1.40)

Таким чином можна скласти рiвняння теплового балансу:

dQ(t, t+ ∆t) = dQ(x+ ∆x) + dQ(x). (3.1.41)

Або пiсля пiдстановки вiдповiдних значень подiлених на ∆x ·∆t ·S отри-
маємо:

clρl(u(x, t+ ∆t)− u(x, t))

∆t
= kl

(
∂u(x+ ∆x, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x

)
1

∆x
. (3.1.42)

Пiсля граничного переходу коли ∆x та ∆t прямують до нуля, отримаємо
диференцiальне рiвняння:

clρl
∂u(x, t)

∂t
= kl

∂2u(x, t)

∂x2
, (3.1.43)

де ξ(t) < x < L, t > t0.

Аналогiчнi мiркування дозволяють отримати рiвняння для твердої фази:

csρs
∂u(x, t)

∂t
= ks

∂2u(x, t)

∂x2
, (3.1.44)

де 0 < x < ξ(t), t > t0.

Визначення 3.1.4.1 (спiввiдношення на границi роздiлу фаз). Темпера-
тура при переходi через границю роздiлу фаз повинна змiнюватись не-
перервно i спiвпадати з температурою плавлення металу, тобто повинно
виконуватись настуну спiввiдношення:

u(ξ(t)− 0, t) = u(ξ(t) + 0, t) = Umelt, (3.1.45)

яке називається спiввiдношенням на границi роздiлу фаз.

Отримаємо рiвняння теплового балансу для елементарного об’єму обме-
женого перерiзами ξ(t)−∆x та ξ(t) + ∆x.

За час ∆t затвердiє об’єм металу рiвний

(ξ(t+ ∆t)− ξ(t)) · S. (3.1.46)
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При цьому буде видiлено кiлькiсть тепла рiвна

dQmelt = (ξ(t+ ∆t)− ξ(t)) · S · λ · ρs. (3.1.47)

Кiлькiсть тепла, яка надiйде всередину об’єму за рахунок теплових по-
токiв через вiдповiднi перерiзи за час ∆t може бути записана у виглядi:

∆t · S ·
(
kl ·

∂u(ξ(t) + ∆x, t)

∂x
− ks ·

∂u(ξ(t)−∆x, t)

∂x

)
. (3.1.48)

Оскiльки фазовий перехiд вiдбувається при постiйнiй температурi, то в
околi границi роздiлу фаз ξ(t) змiною температури по змiннiй t можна
нехтувати, в зв’язку з чим можна не враховувати кiлькiсть тепла, яка
витрачається на змiну температури у видiленому елементарному об’ємi.

Рiвняння теплового балансу для елементарного об’єму обмеженого пере-
рiзами ξ(t)−∆x та ξ(t) + ∆x можна записати у виглядi:

(ξ(t+ ∆t)− ξ(t))Sλρs =

= ∆tS

(
kl
∂u(ξ(t) + ∆x, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)−∆x, t)

∂x

)
(3.1.49)

Подiливши обидвi частини на ∆t, скоротивши на S i спрямувавши ∆x,
∆t до нуля отримаємо спiввiдношення:

λρs
∂ξ(t)

∂t
= kl

∂u(ξ(t) + 0, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)− 0, t)

∂x
. (3.1.50)

Визначення 3.1.4.2 (внутрiшнiх граничних умов (умов спряження)).
Останню умову

λρs
∂ξ(t)

∂t
= kl

∂u(ξ(t) + 0, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)− 0, t)

∂x
. (3.1.51)

разом iз спiввiдношенням (3.1.45) на границi роздiлу фаз називають вну-
трiшнiми граничними умовами, або умовами спряження.

Запишемо початковi умови та умови на верхнiй та нижнiй основi цилiн-
дру:

• В початковий момент часу задана температура розплавленого ме-
талу:

u(x, t0) = U0, 0 < x < L. (3.1.52)
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• На верхнiй основi задана температура:

u(0, t) = U1, t > t0. (3.1.53)

• Нижня основа теплоiзольована, тобто тепловий потiк, який посту-
пає всередину тiла дорiвнює нулю:

∂u(L, t)

∂x
= 0, t > t0. (3.1.54)

• В початковий момент часу положення границi фазового переходу
спiвпадає з верхньою основою цилiндру:

ξ(t0) = 0. (3.1.55)

Таким чином, до моменту часу, коли весь метал затвердiє постановка
задачi Стефана включає в себе диференцiйнi рiвняння (3.1.43), (3.1.44),
спiввiдношення на границi роздiлу фаз (3.1.45), умови спряження (3.1.51),
початковi умови (3.1.52), (3.1.55) та граничнi умови (3.1.53), (3.1.54).

Зауваження 3.1.4.1 — Пiсля повного затвердiння металу, тобто
коли ξ(t1) = L, процес буде описуватись звичайним рiвнянням те-
плообмiну для t > t1 з граничними умовами

u(0, t) = U1, (3.1.56)
∂u(L, t)

∂x
= 0, (3.1.57)

та початковою температурою u(x, t1).

3.2 Математичнi моделi теорiї пружностi

Вiдомо, що в природi iснують пружнi тiла, якi можуть змiнювати свою
форму пiд дiєю прикладеної сили, а пiсля припинення дiї зовнiшньої сили
приймати початкову форму. Зовнiшня сила викликає в пружних тiлах:

• деформацiї;

• напруження.
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Визначення 3.2.0.1 (деформацiї). Деформацiєю називають змiну поло-
ження одних точок тiла вiдносно iнших.

Визначення 3.2.0.2 (напружень). Напруженнями називають внутрiшнi
сили, якi прагнуть повернути тiло в положення рiвноваги.

Визначення 3.2.0.3 (математичної моделi теорiї пружностi). Матема-
тична модель теорiї пружностi — це система диференцiальних рiвнянь,
якi описують кiлькiсний зв’язок мiж змiною форми тiла (деформацiями)
i внутрiшнiми зусиллями (напруженнями).

Введемо позначення:

• x, y, z — координати точки у просторi;

• U(x, y, z, t), V (x, y, z, t),W (x, y, z, t) — координати вектора змiщень
в напрямку вiсей Ox, Oy, Oz вiдповiдно.

Зауваження 3.2.0.1 — Вектор змiщень показує змiщення то-
чки тiла з координатами x, y, z в напрямку однiєї з координа-
тних вiсей в момент часу t вiд положення рiвноваги.

• Fx(x, y, z, t), Fy(x, y, z, t), Fz(x, y, z, t) — компоненти вектора поверх-
невих сил в напрямку вiсей Ox, Oy, Oz вiдповiдно.

Зауваження 3.2.0.2 — Вектор поверхневих сил показує якi
сили дiють на поверхню тiла.

• X(x, y, z, t), Y (x, y, z, t), Z(x, y, z, t) — вектори об’ємних сил;

• dG — елемент об’єму; dS — елемент поверхнi.

Розглянемо просту фiзичну модель взаємодiї мiж собою двох частин пру-
жного тiла. Нехай прямокутний паралелепiпед з нескiнченно малим по-
перечним перерiзом dy×dz витягнутий вздовж вiсi x та умовно роздiле-
ний на двi частини площиною ортогональною вiсi x:
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Ox

Oy

Oz

σx

τx,y

τx,z

Охарактеризуємо силу з якою правий паралелепiпед дiє на лiвий парале-
лепiпед через перерiз dy× dz в площинi yOz (на рис. площина взаємодiї
видiлена сiрим кольором).

Нехай t(x) = (σx, τxy, τxz) — вектор сили.

Визначення 3.2.0.4 (вектора сили). Вектор сили показує, з якою силою
(на одиницю поверхнi) правий паралелепiпед дiє на лiвий паралелепiпед.

Зауваження 3.2.0.3 — При цьому σx — компонента, що може сти-
скати, або розтягувати лiвий паралелепiпед, τxy, τxz — компоненти,
що зрiзають (точне визначення цього поняття буде надано далi) па-
ралелепiпед в напрямках вiсей Oy та Oz вiдповiдно.

Аналогiчно, для паралелепiпедiв витягнутих вздовж вiсей Oy та Oz мо-
жна розглянути сили, яки дiють в двох iнших площинах xOz та xOy на
одиницю площi цих перерiзiв та охарактеризувати їх векторами:

t(y) = (τyx, σy, τyz) , (3.2.1)

t(z) = (τzx, τzy, σz) . (3.2.2)

Для будь-якого паралелепiпеда з довжиною ребер dx, dy, dz а тим самим
точки простору напружений стан тiла можна охарактеризувати матри-
цею σx τxy τxz

τyx σy τyz
τzx τzy σz

 (3.2.3)
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Зауваження 3.2.0.4 — При розглядi моделi взаємодiї правого пара-
лелепiпеда та лiвого паралелепiпеда через спiльний перерiз має мiсце
принцип рiвнодiї та протидiї, тобто сила, з якою правий паралелепi-
пед дiє на лiвий паралелепiпед рiвна за величиною та протилежна
за напрямком силi з якою лiвий паралелепiпед дiє на правий пара-
лелепiпед. Сили, що дiють на тiло обираються зi знаком плюс, якщо
вони дiють на перерiз, який обмежує тiло з боку зростаючих значень
координатних вiсей i зi знаком мiнус, якщо вони дiють на поверхню,
що обмежує тiло з боку спадаючих значень координатних вiсей.

3.2.1 Закони рiвноваги елемента поверхнi

Розглянемо елементарну модель пружної взаємодiї. Нехай всерединi пру-
жного тiла ми видiлили нескiнченно малий тетраедр OABC, ~n — вектор
зовнiшньої нормалi до гранi ABC, а S — площа цiєї гранi:

O
−~t(x)

−~t(y)

−~t(z)

A x

B

y

Cz

~n

~f

Нехай ~f = (fx, fy, fz) — вектор поверхневої сили, що дiє на одиницю
площi гранi ABC.
Вектор нормалi

~n =
(

cos(~n, x), cos(~n, y), cos(~n, z)
)
, (3.2.4)

а
S · cos(~n, x), S · cos(~n, y), S · cos(~n, z) (3.2.5)

— площi граней тетраедра, ортогональних вiсям Ox, Oy, Oz.
Якщо тетраедр знаходиться в станi спокою, або рiвномiрного прямолi-
нiйного руху, то рiвнодiюча сил, що дiють на всi чотири гранi дорiвнює
нулю, тобто:
~f · S − t(x) · S · cos(~n, x)− t(y) · S · cos(~n, y)− t(z) · S · cos(~n, z) = 0. (3.2.6)

Пiсля скорочення на S отримаємо
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Закон (рiвноваги елемента поверхнi у векторнiй формi)
Виконується спiввiдношення:

~f = t(x) · cos(~n, x) + t(y) · cos(~n, y) + t(z) · cos(~n, z). (3.2.7)

Запишемо закон рiвноваги елемента поверхнi в скалярному виглядi:

σx · cos(~n, x) + τxy · cos(~n, y) + τxz · cos(~n, z) = fx, (3.2.8)
τyx · cos(~n, x) + σy · cos(~n, y) + τyz · cos(~n, z) = fy, (3.2.9)
τzx · cos(~n, x) + τzy · cos(~n, y) + σz · cos(~n, z) = fz. (3.2.10)

У випадку, коли елементарний трикутник ABC є частиною реальної зов-
нiшньої поверхнi тiла, то закон рiвноваги елемента поверхнi приймає ви-
гляд:

σx · cos(~n, x) + τxy · cos(~n, y) + τxz · cos(~n, z) = Fx, (3.2.11)
τyx · cos(~n, x) + σy · cos(~n, y) + τyz · cos(~n, z) = Fy, (3.2.12)
τzx · cos(~n, x) + τzy · cos(~n, y) + σz · cos(~n, z) = Fz, (3.2.13)

де (Fx, Fy, Fz) — вектор поверхневих сил.

3.2.2 Закон рiвноваги елемента об’єму

Розглянемо будь-який об’єм G обмежений поверхнею S та його елемен-
тарний об’єм dG.

Об’ємнi сили, що дiють на тiло об’єму G можна обчислити у виглядi

˚

G

XY
Z

 dG. (3.2.14)

Через будь-яку елементарну поверхню тiла дiє поверхнева сила ~f · dS, а
результуюча поверхнева сила, яка дiє на тiло через усю поверхню S має
вигляд ¨

S

~f dS, (3.2.15)

або, в скалярному виглядi:¨

S

(t(x) · cos(~n, x) + t(y) · cos(~n, y) + t(z) · cos(~n, z)) dS. (3.2.16)
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Закон (рiвноваги елементу об’єму у векторнiй формi)
Для того щоб тiло знаходилося в станi спокою або рухалось рiвно-
мiрно i прямолiнiйно, рiвнодiюча об’ємної та поверхневої сил повинна
дорiвнювати нулю:
¨

S

(
t(x) cos(~n, x) + t(y) cos(~n, y) + t(z) cos(~n, z)

)
dS+

+

˚

G

XY
Z

 dG = 0. (3.2.17)

Закон (рiвноваги елементу об’єму у скалярнiй формi)

¨

S

(σx cos(~n, x) + τyx cos(~n, y) + τzx cos(~n, z)) dS +

˚

G

X dG = 0,

¨

S

(τxy cos(~n, x) + σy cos(~n, y) + τzy cos(~n, z)) dS +

˚

G

Y dG = 0,

¨

S

(τxz cos(~n, x) + τyz cos(~n, y) + σz cos(~n, z)) dS +

˚

G

Z dG = 0.

(3.2.18)

Зауваження 3.2.2.1 — Додатковою умовою рiвноважного положе-
ння тiла окрiм закону рiвноваги елементу об’єму є виконання закону
збереження моментiв сил з якого випливає симетричнiсть матрицi
(3.2.3):

τxy = τyx, τxz = τzx, τyz = τzy. (3.2.19)
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Враховуючи факт симетрiї, останнiй закон можна записати у виглядi

¨

S

(
t(x), ~n

)
dS +

˚

G

X dG = 0,

¨

S

(
t(y), ~n

)
dS +

˚

G

Y dG = 0,

¨

S

(
t(z), ~n

)
dS +

˚

G

Z dG = 0.

(3.2.20)

де
~n =

(
cos(~n, x), cos(~n, y), cos(~n, z)

)
(3.2.21)

— вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi.

Враховуючи формулу Остроградського-Гауса, кожен поверхневий iнте-
грал перетворимо в об’ємний, в результатi отримаємо

Закон (рiвноваги елементу об’єму у диференцiйльнiй формi)
Виконуються спiввiдношення:

˚

G

(
∇ · t(x) +X

)
dG = 0,

˚

G

(
∇ · t(y) + Y

)
dG = 0,

˚

G

(
∇ · t(z) + Z

)
dG = 0.

(3.2.22)

Визначення 3.2.2.1 (тензора напружень). В подальшому симетричну
матрицю (3.2.3) будемо називати тензором напружень.

3.2.3 Тензор напружень, головнi вiсi тензора напружень

Позначимо через ex, ey, ez орти прямокутної система координат з коор-
динатними осями Ox, Oy, Oz.

Введемо нову систему координат з ортами eξ, eη, eζ та осями Oξ, Oη, Oζ.
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З’ясуємо, яким чином пов’язанi вектори t(x), t(y), t(z) якi складають ряд-
ки (стовпцi) тензору напружень у системi координат x, y, z, з векторами
t(ξ), t(η), t(ζ) якi складають стрiчки (стовпцi) тензору напружень у новiй
системi координат ξ, η, ζ.

Згiдно до загальних формул переходу вiд одного ортогонального базису
до iншого, можна записати:

t(ξ) = t(x) · cos(ξ, x) + t(y) · cos(ξ, y) + t(z) · cos(ξ, z),

t(η) = t(x) · cos(η, x) + t(y) · cos(η, y) + t(z) · cos(η, z),

t(ζ) = t(x) · cos(ζ, x) + t(y) · cos(ζ, y) + t(z) · cos(ζ, z).

(3.2.23)

Координати ортiв нової системи координат мають значення:

eξ =
(

cos(ξ, x), cos(ξ, y), cos(ξ, z)
)
, (3.2.24)

eη =
(

cos(η, x), cos(η, y), cos(η, z)
)
, (3.2.25)

eζ =
(

cos(ζ, x), cos(ζ, y), cos(ζ, z)
)
. (3.2.26)

Для знаходження будь-якої компоненти тензора напружень ταβ, необхi-
дно обчислити скалярний добуток

ταβ =
〈
t(α), eβ

〉
. (3.2.27)

Так, наприклад,

τξη =
(
σx cos(η, x) + τxy cos(η, y) + τxz cos(η, z)

)
· cos(ξ, x)+

+
(
τyx cos(η, x) + σy cos(η, y) + τyz cos(η, z)

)
· cos(ξ, y)+

+
(
τzx cos(η, x) + τzy cos(η, y) + σz cos(η, z)

)
· cos(ξ, z) =

=
∑

a,b∈{x,y,z}

τab cos(ξ, a) cos(η, b).

(3.2.28)

Отже, для довiльної компоненти тензора напружень має мiсце

Формула (переходу до нової системи координат)
Виконуються спiввiдношення вигляду

ταβ =
∑

a,b∈{x,y,z}

τab cos(α, a) cos(β, b). (3.2.29)
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Зауваження 3.2.3.1 — Тут використанi позначення ταα = σα, τaa =
σa.

Таким чином, тензор напружень — це симетрична матриця

T =

σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz

 , (3.2.30)

компоненти якої перетворюються за формулою вище при переходi до
нової прямокутної системи координат.
Поставимо задачу вибору нової прямокутної системи координат, для якої
тензор напружень має дiагональну форму. Нехай evi , i = 1, 2, 3 — орти
нової прямокутної системи координат. Для того, щоб тензор T мав дi-
агональну форму запису, кожен вектор t(vi), i = 1, 2, 3 в новiй системi
координат повинен бути колiнеарним вiдповiдному орту evi , i = 1, 2, 3
тобто t(vi) = σi~vi.
Скористаємось формулою переходу вiд однiєї до iншої системи координат
та запишемо спiввiдношення для пошуку ортiв:

t(v) = σev = σ
(

cos(v, x), cos(v, y), cos(v, z)
)
. (3.2.31)

Запишемо останнє спiввiдношення в координатному виглядi:
σx cos(v, x) + τxy cos(v, y) + τxz cos(v, z) = σ cos(v, x),

τyx cos(v, x) + σy cos(v, y) + τyz cos(v, z) = σ cos(v, y),

τzx cos(v, x) + τzy cos(v, y) + σz cos(v, z) = σ cos(v, z).

(3.2.32)

Для ортонормованого базису

cos2(v, x) + cos2(v, y) + cos2(v, z) = 1. (3.2.33)

Тому в матрично-векторнiй формi попереднi спiввiдношення мають ви-
гляд

Tev = σev. (3.2.34)
Ця задача на власнi значення з симетричною матрицею має три дiйсних
власних числа, позначимо їх σ1, σ2, σ3 тобто∣∣∣∣∣∣

(σx − σ) τyx τzx
τxy (σy − σ) τzy
τxz τyz (σz − σ),

∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.2.35)

i три ортонормованi власнi вектори

evi =
(

cos(vi, x), cos(vi, y), cos(vi, z)
)
, i = 1, 2, 3. (3.2.36)
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Визначення 3.2.3.1 (головних вiсей тензора напружень). Координатнi
вiсi, для яких тензор напружень має дiагональний вигляд, називаються
головними вiсями тензора напружень.

Визначення 3.2.3.2 (головних компонент тензора напружень). Вiдпо-
вiднi дiагональнi компоненти тензора напружень σi, i = 1, 2, 3 називаю-
ться головними компонентами тензора напружень.

Використовуючи формулу переходу мiж системами координат, запишемо
зв’язок мiж компонентами тензора напружень в декартових координатах
x, y, z i головними компонентами тензора напружень:

τab =
3∑
i=1

σi cos(vi, a) cos(vib), (3.2.37)

σa =
3∑
i=1

σi cos2(vi, a), (3.2.38)

де x, b ∈ {x, y, z}.

3.2.4 Тензор деформацiй i закони його перетворення

Ранiше були введенi характеристики:

U(x, y, z, t), V (x, y, z, t), W (x, y, z, t) (3.2.39)

— змiщення точки з координатами (x, y, z) вiд положення рiвноваги в
напрямку вiдповiдної вiсi.

Розглянемо можливi види деформацiї.

1. Нормальнi деформацiї.

Визначення 3.2.4.1 (нормальних деформацiй). Нормальнi дефор-
мацiї — змiна довжини в напрямку координатної вiсi — характери-
зуються вiдносною змiною довжини вiдрiзкiв.

Приклавши силу в напрямку вiсi Ox, точка x змiстилася i зайняла
положення x + U(x, ·, ·); точка x + dx теж змiстилася i зайняла
положення (x+ dx) + U(x+ dx, ·, ·):

Oxx x+ dx
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Порахуємо вiдносне подовження вiдрiзка dx пiсля прикладення до
нього напруження:

(x+ dx) + U(x+ dx, ·, ·)− x− U(x, ·, ·)− dx

dx
=

=
U(x+ dx, ·, ·)− U(x, ·, ·)

dx
−−−→
dx→0

∂U

∂x
. (3.2.40)

Аналогiчно, можна ввести характеристику вiдносного подовження
в напрямку двох iнших вiсей.

Отже, нормальнi деформацiї характеризуються частинними похi-
дними

∂U

∂x
,

∂V

∂y
,

∂W

∂z
. (3.2.41)

2. Зрiзаючi (дотичнi) деформацiї.

Визначення 3.2.4.2 (зрiзаючих (дотичних) деформацiй). Зрiзаючi
(дотичнi) деформацiї будемо характеризувати абсолютною змiною
кутiв мiж вiдрiзками в кожнiй з трьох координатних площин, якi
до початку дiї напружень були ортогональними.

Розглянемо фiзичну модель зрiзуючих деформацiй. Нехай вiдрiзки
AB та CD довжини dx та dy вiдповiдно пiсля дiї прикладених сил
зайняли положення A′B′ та C ′D′ вiдповiдно:

28



O x

y

A dx B

C

dy

D

A′

C ′
B′

D′

β

α

Точка A змiстилася на вiдстань V (x, ·, ·), а точка B змiстилася на
вiдстань V (x+ dx, ·, ·).

Тодi

V (x+ dx, ·, ·)− V (x, ·, ·)
dx

= tanα −−−→
dx→0

∂V

∂x
, (3.2.42)

тому
α ≈ tanα = ∂V/∂x. (3.2.43)

Аналогiчно β ≈ ∂U/∂y.

Сумарна змiна кута

α + β ≈ ∂V

∂x
+
∂U

∂y
. (3.2.44)

Позначимо
γxy =

∂V

∂x
+
∂U

∂y
= γyx. (3.2.45)
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Провiвши аналогiчнi мiркування щодо iнших координатних пло-
щин отримаємо:

γxz =
∂W

∂x
+
∂U

∂z
= γzx, (3.2.46)

γyz =
∂W

∂y
+
∂V

∂z
= γzy. (3.2.47)

Позначимо також

εx =
∂U

∂x
, εy =

∂V

∂y
, εz =

∂W

∂z
, (3.2.48)

i γaa = 2εa.

В результатi повну деформацiю у будь-якiй точцi простору можна
охарактеризувати

Визначення 3.2.4.3 (тензора деформацiй). Симетрична матриця εx γxy γxz
γyx εy γyz
γzx γzy εz

 (3.2.49)

називається симетричним тензором деформацiй.

3.2.5 Перетворення тензора деформацiй до нових прямоку-
тних координат

Вивчимо перетворення симетричного тензору деформацiй при переходi
вiд однiєї прямокутної системи координат до iншої. Нехай Oξ, Oη, Oζ —
вiсi нової системи координат (замiсть Ox, Oy, Oz), а функцiї U ′, V ′, W ′

— змiщення в напряму нових вiсей.

Враховуючи формули переходу вiд одного ортогонального базису до iн-
шого можемо записати:

U ′ = U cos(ξ, x) + V cos(ξ, y) +W cos(ξ, z),

V ′ = U cos(η, x) + V cos(η, y) +W cos(η, z),

W ′ = U cos(ζ, x) + V cos(ζ, y) +W cos(ζ, z),

(3.2.50)

а також 
x = ξ cos(ξ, x) + η cos(η, x) + ζ cos(ζ, x),

y = ξ cos(ξ, y) + η cos(η, y) + ζ cos(ζ, y),

z = ξ cos(ξ, z) + η cos(η, z) + ζ cos(ζ, z),

(3.2.51)
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i 
ξ = x cos(ξ, x) + y cos(ξ, y) + z cos(ξ, z),

η = x cos(η, x) + y cos(η, y) + z cos(η, z),

ζ = x cos(ζ, x) + y cos(ζ, y) + z cos(ζ, z).

(3.2.52)

У цих формулах(
cos(α, x), cos(α, y), cos(α, z)

)
= eα, α ∈ {ξ, η, ζ}. (3.2.53)

— координати ортiв нового базису.
Знайдемо вирази для компонентiв тензору у новiй системi координатах:
εα, γα,β при α, β ∈ {ξ, η, ζ}.
Зокрема для εξ отримаємо:

εξ =
∂U ′

∂x
=

(
∂U

∂x

∂x

∂ξ
+
∂U

∂y

∂y

∂ξ
+
∂U

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, x)+

+

(
∂V

∂x

∂x

∂ξ
+
∂V

∂y

∂y

∂ξ
+
∂V

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, y)+

+

(
∂W

∂x

∂x

∂ξ
+
∂W

∂y

∂y

∂ξ
+
∂W

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, z) =

= cos(ξ, x)

(
∂U

∂x
cos(ξ, x) +

∂U

∂y
cos(ξ, y) +

∂U

∂z
cos(ξ, z)

)
+

+ cos(ξ, y)

(
∂V

∂x
cos(ξ, x) +

∂V

∂y
cos(ξ, y) +

∂V

∂z
cos(ξ, z)

)
+

+ cos(ξ, z)

(
∂W

∂x
cos(ξ, x) +

∂W

∂y
cos(ξ, y) +

∂W

∂z
cos(ξ, z)

)
.

(3.2.54)

Розкриваючи дужки i використовуючи вiдповiднi позначення отримаємо
наступну формулу:

γξξ = 2εξ =
∑

a,b∈{x,y,z}

γab cos(ξ, a) cos(ξb). (3.2.55)

Отже у загальному виглядi доведена

Формула (перетворення тензора деформацiй)
Виконуються спiввiдношення вигляду:

γαβ =
∑

a,b∈{x,y,z}

γab cos(α, a) cos(βb), (3.2.56)

де α, β ∈ {ξ, η, ζ}.
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Порiвнюючи формули переходу до нових координат для обох тензорiв,
бачимо їх iдентичнiсть, тобто перетворення тензора напружень та тен-
зору деформацiй вiдбувається за однаковими формулами. Таким чином
iснує система координат h1, h2, h3, для якої тензор деформацiї має дiа-
гональний вигляд: ε1 0 0

0 ε2 0
0 0 ε3.

 (3.2.57)

Визначення 3.2.5.1 (головних компонент тензора деформацiй). ε1, ε2,
ε3 називаються головними компонентами тензора деформацiй.

Визначення 3.2.5.2 (головних вiсей тензора деформацiй). h1, h2, h3 на-
зиваються головними вiсями тензора деформацiй.

З формули переходу можна отримати зв’язок мiж компонентами тензо-
ру деформацiй у прямокутнiй системi координат x, y, z та головними
компонентами тензору деформацiй:

γab =
3∑
i=1

2εi cos(hi, a) cos(hi, b), (3.2.58)

εa =
3∑
i=1

εi cos2(hi, a), (3.2.59)

де a, b ∈ {x, y, z}.
Без доведення приймемо до уваги

Твердження 3.2.5.1
Для iзотропних тiл (тiл властивостi яких в усiх напрямках однаковi)
головнi вiсi тензора деформацiї та тензора напружень спiвпадають:

τab =
3∑
i=1

σi cos(hi, a) cos(hi, b), (3.2.60)

σa =
3∑
i=1

σi cos2(hi, a), (3.2.61)

де a, b ∈ {x, y, z}.
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3.2.6 Закон Гука. Зв’язок мiж тензором деформацiї та тензо-
ром напружень

Розглянемо пружнiй паралелепiпед до нижньої гранi якого прикладене
напруження σ1 у напряму першої головної координатної вiсi h1:

σ1

Згiдно до спрощеного трактування закону Гука

ε1 =
σ1

E
, (3.2.62)

де E — модуль Юнга.

При подовженi паралелепiпеду у напрямку першої координатної вiсi h1,
вiдбувається стиснення паралелепiпеду у напрямах двох iнших головних
вiсей i це стиснення пропорцiйне прикладеному напруженню σ1.

Прикладаючи напруження в напряму двох iнших головних координа-
тних вiсей σ2 та σ3, вiдповiдно будемо мати стиснення в напряму h1. Це
вiд’ємне подовження (стиснення) в напрямку першої координатної вiсi,
за рахунок напруження σ2 дорiвнює σ2/mE, а за рахунок напруження
σ3 дорiвнює σ3/mE.

Отже, маємо загальний закон Гука:

Повна величина подовження в напрямку першої головної координатної
вiсi дорiвнює

ε1 =
1

E

(
σ1 −

σ2 + σ3

m

)
=
m+ 1

Em

(
σ1 −

σ1 + σ2 + σ3

m+ 1

)
(3.2.63)

Позначимо S = σ1 + σ2 + σ3 i запишемо
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Закон (Гука для головних компонентiв тензору напружень та дефор-
мацiй)
Зв’язок мiж головними компонентами тензора напружень та тензора
деформацiї:

εi =
m+ 1

Em

(
σi −

S

m+ 1

)
, (3.2.64)

для i = 1, 2, 3.

Використовуючи формули переходу до нової системи координат отрима-
ємо:

εx =
3∑
i=1

m+ 1

Em

(
σi −

S

m+ 1

)
cos2(hi, x) =

=
m+ 1

Em

(
3∑
i=1

σi cos2(hi, x)− S

m+ 1

3∑
i=1

cos2(hi, x)

)
=

=
m+ 1

Em

(
σx −

S

m+ 1

)
.

(3.2.65)

Неважко перевiрити, що

S = σ1 + σ2 + σ3 = σx + σy + σz, (3.2.66)

тобто S — iнварiант для рiзних прямокутних систем координат.

Для поза дiагональних елементiв, зв’язок мiж компонентами тензора де-
формацiй i тензора напружень має вигляд:

γxy =
2(m+ 1)

Em

3∑
i=1

(
σi −

S

m+ 1

)
cos(hi, x) cos(hi, y) =

2(m+ 1)

Em
· τxy.

(3.2.67)
Позначимо G = Em/2(m+ 1) та запишемо
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Закон 3.2.6.1 (Гука для будь-якої прямокутної системи координат)
Залежнiсть мiж тензором деформацiй та тензором напружень у до-
вiльнiй прямокутнiй системi координат:

εa =
1

2G

(
σa −

S

m+ 1

)
, (3.2.68)

γαβ =
ταβ
G
, (3.2.69)

де α, β ∈ {x, y, z}.

Запишемо обернену залежнiсть тензора напружень вiд тензора дефор-
мацiї, нехай

θ = εx + εy + εz =
1

2G

(
S − 3S

m+ 1

)
=

1

2G

(
(m− 2)S

m+ 1

)
, (3.2.70)

тодi

S =
2θ(m+ 1)G

m− 2
. (3.2.71)

Таким чином можна записати

σx = 2Gεx +
S

m+ 1
= 2Gεx +

2Gθ

m− 2
= 2G

(
εx +

θ

m− 2

)
. (3.2.72)

В результатi маємо

Закон 3.2.6.2 (Гука, еквiвалентна форма)
Для довiльної прямокутної системи координат:

σα = 2G

(
εα +

θ

m− 2

)
, (3.2.73)

ταβ = Gγαβ, (3.2.74)

де α, β ∈ {x, y, z}.

Запишемо замкнену систему диференцiальних рiвнянь, яка складається
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з рiвнянь (3.2.73), (3.2.74), закону рiвноваги елементу об’єму

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+X = 0,

∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ Y = 0,

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ Z = 0.

(3.2.75)

i виразiв якi зв’язують компоненти тензору деформацiй та вектор пере-
мiщень: 

γxy =
∂V

∂x
+
∂U

∂y
= γyx,

γxz =
∂W

∂x
+
∂U

∂z
= γzx,

γyz =
∂W

∂y
+
∂V

∂z
= γzy,

εx =
∂U

∂x
,

εy =
∂V

∂y
,

εz =
∂W

∂z
.

(3.2.76)

Всi цi спiввiдношення складають систему п’ятнадцяти лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з п’ятнадцятьма невiдомими функцiями.

Найчастiше цю систему перетворюють до вигляду трьох рiвнянь з трьома
невiдомими вiдносно вектора перемiщень. Для здiйснення перетворень з
першої i третьої груп рiвнянь виключимо тензор деформацiй, та пiдста-
вимо отриманий вираз для напружень через перемiщення у другу групу
рiвнянь, отримаємо статичну систему теорiї пружностi.

Рiвняння 3.2.6.1 (статичнi рiвняння теорiї пружностi)
Напружено-деформований стан тiла, при умовi що воно знаходиться
у станi спокою або рiвномiрного i прямолiнiйного руху, описується
системою

G

(
∆~U +

m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
+ ~X = 0, (3.2.77)

де (x, y, z) ∈ Ω.
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У випадку, коли однi частини тiла рухаються вiдносно iнших, замiсть
статичних рiвнянь теорiї пружностi мають мiсце

Рiвняння 3.2.6.2 (динамiчнi рiвняння теорiї пружностi)
Напружено-деформований стан тiла, коли однi частини тiла рухаю-
ться вiдносно iнших, описується системою

G

(
∆~U +

m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
+ ~X = ρ · ∂

2~U

∂t2
, (3.2.78)

де (x, y, z) ∈ Ω i t > 0.

Зауваження 3.2.6.1 — Остання система рiвнянь може бути отри-
мана, якщо використати бiльш загальний вигляд закону рiвноваги
елементу об’єму в якому рiвнодiюча поверхневих та об’ємних сил
дорiвнюють силi iнерцiї (другий закон Ньютона):

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+X = ρ · ∂
2U

∂t2
,

∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ Y = ρ · ∂
2V

∂t2
,

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ Z = ρ · ∂
2W

∂t2
.

(3.2.79)

де права частина формули представляє силу iнерцiї.

3.2.7 Початковi та граничнi умови для рiвнянь теорiї пружно-
стi

Для нестацiонарної системи теорiї пружностi в початковий момент часу
необхiдно задавати вектор перемiщень

~U(x, y, z, 0) = ~U0(x, y, z) (3.2.80)

та вектор початкових швидкостей

∂~U(x, y, z, 0)

∂t
= ~U1(x, y, z). (3.2.81)

Перейдемо тепер до крайових (граничних) умов:
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• Якщо на границi областi (x, y, z) ∈ S = ∂Ω вiдомий вектор змiщень,
то задають граничнi умови Дiрiхле.

Визначення 3.2.7.1 (умов Дiрiхле). Умовами Дiрiхле називають
спiввiдношення

~U(x, y, z, t)
∣∣∣
(x,y,z)∈S

= ~W (x, y, z, t). (3.2.82)

• Якщо на поверхнi тiла вiдомий (заданий) вектор поверхневих сил,
то в точках границi згiдно закону рiвноваги елементу поверхнi за-
дають умови для напрямку x:

∑
a∈{x,y,z}

τxa cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= Fx(x, y, z, t). (3.2.83)

Аналогiчно для напрямкiв y, z. Тобто маємо умови Неймана.

Визначення 3.2.7.2 (умов Неймана). Умовами Неймана назива-
ють спiввiдношення

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= Fb(x, y, z, t), (3.2.84)

де b ∈ {x, y, z}.

• Якщо точки границi закрiпленi пружно, наприклад за допомогою
пружини, то у цьому випадку на границю дiє поверхнева сила про-
порцiйна змiщенню точок тiла i направлена в бiк протилежний змi-
щенню. Таким чином задаються граничнi умови Ньютона.

Визначення 3.2.7.3 (умов Ньютона). Умовами Ньютона назива-
ють спiввiдношення

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= −Kb · Ub(x, y, z, t)|(x,y,z)∈S , (3.2.85)

де b ∈ {x, y, z}.
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Зауваження 3.2.7.1 — Тут Kb — коефiцiєнт пропорцiйностi
(пружного закрiплення).

• Якщо на тiло закрiплено пружно одночасно дiї зовнiшня сила, то
маємо неоднорiдну граничну умову третього роду, яка запишеться
у виглядi:

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

=

= −Kb · (Ub(x, y, z, t) + Fb(x, y, z, t))|(x,y,z)∈S , (3.2.86)

де b ∈ {x, y, z}.

3.2.8 Спрощення системи рiвнянь теорiї пружностi

Вiдомо, що за теоремою Гельмгольца, векторне поле ~U завжди можна
представити у виглядi суми потенцiального та солiноїдального векторних
полiв.
Тобто iснують така скалярна функцiя ϕ та векторна функцiя ~Φ, якi на-
зивають скалярним та векторним потенцiалами вiдповiдно що

~U = ∇ϕ+∇× ~Φ. (3.2.87)

Для вектору масових сил ~X теж застосуємо представлення у виглядi
потенцiальної та солiноїдальної складових:

~X = ∇f +∇× ~F . (3.2.88)

Пiдставимо цi представлення у динамiчнi рiвняння, отримаємо:

∇
((

2G(m− 1)

(m− 2)
·∆ϕ+ f − ρ · ∂

2ϕ

∂t2

))
+

+∇×

(
G∆~Φ + ~F − ρ · ∂

2~Φ

∂t2

)
= 0. (3.2.89)

В результатi маємо скалярне та векторне хвильове рiвняння:

Рiвняння 3.2.8.1 (скалярне хвильове рiвняння)
Виконується спiввiдношення для скалярного потенцiалу:

ρ · ∂
2ϕ

∂t2
=

(
2G(m− 1)

(m− 2)

)
∆ϕ+ f. (3.2.90)
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Рiвняння 3.2.8.2 (векторне хвильове рiвняння)
Виконується спiввiдношення для векторного потенцiалу:

ρ · ∂
2~Φ

∂t2
= G∆~Φ + ~F . (3.2.91)

3.2.9 Математична модель поздовжнiх коливань стрижня

Нехай маємо пружнiй стрижень, який витягнутий вздовж вiсi Ox i має
довжину L. Вiдносно стрижня будемо припускати, що перемiщення, де-
формацiї та напруження, якi можуть виникати в стрижнi направленi
лише вздовж вiсi Ox i не залежать вiд iнших просторових координат.

Зрозумiло, що в цьому випадку для компонентiв тензора напружень мо-
жна записати:

τxy = τyx = τyz = σy = σz = 0, σx = σx(x, t). (3.2.92)

Будемо нехтувати також змiнами поперечного перерiзу при деформацiях
вздовж вiсi Ox. В цьому випадку закон Гука має вигляд: εx = σx/E.

Спрощений вигляд закону рiвноваги елементу об’єму з можна записати
у виглядi

∂σx
∂x

+ Fx(x, t) = ρ · ∂
2U

∂t2
. (3.2.93)

Або враховуючи зв’язок тензора деформацiй i вектору перемiщень, бу-
демо мати

Рiвняння 3.2.9.1 (поздовжнiх коливань стрижня)
Виконується рiвняння

ρ · ∂
2U

∂t2
= E · ∂

2U

∂x2
+ Fx(x, t), (3.2.94)

де 0 < x < L i t > 0.

В початковий момент часу необхiдно задавати початковi змiшення та
початковi швидкостi в напрямку вiсi Ox:

U(x, 0) = U0(x), (3.2.95)
∂U(x, 0)

∂t
= U1(x). (3.2.96)
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Розглянемо можливi граничнi умови на правому кiнцi стрижня:

• На правому кiнцi заданий закон його руху (змiщення):

U(L, t) = ϕ2(t). (3.2.97)

• На правий кiнець дiє задана сила. Враховуючи, що ~n = (1, 0, 0),
можна записати σx(L, t) = ψ2(t), або, враховуючи спрощений закон
Гука:

E · ∂U(L, t)

∂x
= ψ2(t). (3.2.98)

• Правий кiнець закрiплений пружно. Можемо записати σx(L, t) +
Kx · U(L, t) = 0, або враховуючи закон Гука:

E · ∂U(L, t)

∂x
+Kx · U(L, t) = 0. (3.2.99)

3.2.10 Математична модель поперечних коливання струни

Струною будемо називати абсолютно гнучку нитку, нескiнченно малого
поперечного перерiзу, яка не протидiї згинанню.

Нехай струна має довжину L i в положеннi рiвноваги спiвпадає з вiдрiз-
ком вiсi Ox, лiвий кiнець спiвпадає з початком координат.

Будемо вважати, що струна рiвномiрно натягнута з силою T0 = const, i
може здiйснювати коливання лише в однiй площинi.

Будемо розглядати лише малi коливання, тобто такi, коли вiдхилення
точок струни вiд положення рiвноваги є величинами першого порядку
малостi, при цьому величинами бiльш високого порядку малостi будемо
нехтувати.

Припущення про абсолютну гнучкiсть струни означає, що при вiдхиленнi
точок струни вiд положення рiвноваги сила натягу весь час направлена
по дотичнiй до миттєвого профiлю струни.

Введемо позначення:

• ρ — лiнiйна щiльнiсть точок струни (const);

• u(x, t) — вiдхилення точок струни вiд положення рiвноваги в точцi
(x, t);

• f(x, t) — iнтенсивнiсть зовнiшнiх сил.
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Запишемо рiвняння руху для елементарної частини струни (x, x + ∆x)
в проекцiї на вiсь u. Пiдрахуємо наскiльки змiнилася довжина частини
струни, мiж перерiзами x i x + ∆x. Згiдно до вiдомої формули матема-
тичного аналiзу можемо записати, що довжина дуги обчислюється

ds =
√

(dx)2 + (du)2 = dx

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

≈ dx. (3.2.100)

Таким чином змiною довжини дуги струни з точнiстю до членiв другого
порядку малостi можна нехтувати.

Це в свою чергу означає, що за законом Гука сила натягу залишається
постiйною в кожному перерiзi струни, тобто T (x, t) = T0.

Видiлимо сили, якi дiють на елементарну частину струни.

Проекцiя сили натягу в перерiзi x+ ∆x на вiсь вздовж якої вiдбувається
рух точок струни (вiсь u) дорiвнює T0 sinα(x+∆x, t), а в перерiзi x дорiв-
нює −T0 sinα(x, t), де sinα(x, t) — синус кута мiж дотичною i додатнiм
напрямом вiсi x. Для малих кутiв sinα ≈ tanα = ∂u/∂x.

Таким чином рiвнодiючу сил натягу можна записати у виглядi

T0(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t)). (3.2.101)

Зовнiшня сила яка дiє на видiлений елемент струни дорiвнює f(ξ, t)∆x.

Згiдно до другого закону Ньютона рiвнодiюча зовнiшнiх сил повинна
дорiвнювати силi iнерцiї F = ma.

Сила iнерцiї елементарного вiдрiзка струни має вигляд:

ρ∆x
∂2u(ξ, t)

∂t2
, (3.2.102)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (x, x+ ∆x).

Таким чином згiдно до закону Ньютона можна записати рiвняння руху:

ρ ·∆x · ∂
2u(ξ, t)

∂t2
= T0(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t)) + f(ξ, t)∆x. (3.2.103)

Подiливши це рiвняння на ∆x i спрямувавши його до нуля отримаємо
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Рiвняння 3.2.10.1 (коливання струни)
Виконується рiвняння

ρ · ∂
2u(x, t)

∂t2
= T0 ·

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (3.2.104)

де 0 < x < L, i t > 0.

Додатковi умови для рiвняння коливання струни полягають в необхiдно-
стi задавати початкове вiдхилення точок струни i початковi швидкостi
точок струни:

u(x, 0) = u0(x), (3.2.105)
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x), (3.2.106)

для 0 < x < L.

Окрiм початкових умов необхiдно задавати умови на кiнцях струни. Най-
бiльш поширеними умовами є:

• Кiнець струни рухаються за заданим законом;

• На кiнець струни дiє задана сила;

• Кiнець струни закрiплений пружно.

Запишемо вiдповiднi граничнi умови для випадку лiвого кiнця.

• Якщо лiвий кiнець рухається за заданим законом, то

u(0, t) = ϕ1(t). (3.2.107)

• У випадку, коли на лiвому кiнцi дiє задана сила, то для отримання
граничної умови можна записати рiвняння руху для елементарного
вiдрiзку [0,∆x] яке матиме вигляд:

ρ∆xt
∂2u(ξ, t)

∂t2
= T0ux(∆x, t)− ψ1(t) + f(ξ, t), (3.2.108)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (0,∆x).

Спрямувавши ∆x→ 0 отримаємо граничну умову

ux(0, t) =
ψ1(t)

T0

. (3.2.109)
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• Для випадку пружного закрiплення замiсть заданої сили ψ1(t) не-
обхiдно розглядати силу реакцiї пружини, яка пропорцiйна змiщен-
ню i дiє в напрямку протилежному змiщенню. Таким чином рiвня-
ння руху буде мати вигляд:

ρ∆x
∂2u(ξ, t)

∂t2
= T0ux(∆x, t) + ku(0, t) + f(ξ, t), (3.2.110)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (0,∆x).

Пiсля граничного переходу отримаємо

ux(0, t) +
K

T0

u(0, t) = 0, (3.2.111)

де k — коефiцiєнт жорсткостi пружини.

3.3 Математичнi моделi руху iдеальної рiдини

Будемо розглядати iдеальну рiдину, тобто таку рiдину для якої можна
нехтувати властивостями в’язкостi i теплопровiдностi.

Введемо позначення:

• x = (x1, x2, x3) — точка простору;

• t — час (скалярна величина);

• ρ(x, t) — щiльнiсть iдеальної рiдини (або газу);

• ~V (x, t) — швидкiсть в напрямку кожної з трьох вiсей;

• p(x, t) — тиск

• ε(x, t) — питома внутрiшня (теплова) енергiя.

Вектор швидкостi вiднесемо до динамiчних величин, а щiльнiсть, тиск
та питому внутрiшню енергiю — до термодинамiчних величин.

Для запису математичної моделi руху iдеальної рiдини можна викори-
стовувати також iншi термодинамiчнi величини, але будь яку третю тер-
модинамiчну величину можна записати як функцiю двох iнших. При
цьому лише двi з них будуть незалежними.
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3.3.1 Закон збереження маси

Вiзьмемо довiльний уявний об’єм G i порахуємо кiлькiсть рiдини, що
мiститься в ньому, якщо ρ dG — кiлькiсть рiдини в елементарному об’ємi
dG, то в об’ємi G мiститься маса рiдини

˚

G

ρ(x, t) dG. (3.3.1)

Змiна маси в об’ємi G за промiжок часу вiд t1 до t2 дорiвнює
˚

G

ρ(x, t)|t2t1 dG. (3.3.2)

Через поверхню S вiльно циркулює рiдина, пiдрахуємо кiлькiсть рiдини,
що втiкає в об’єм G (потiк векторного поля через поверхню). Вважаємо,
що ~n — напрям зовнiшньої нормалi. Тодi кiлькiсть рiдини, що проходить
за час dt через елемент поверхнi dS всередину тiла буде −ρVn dS dt, де
Vn — нормальна складова вектора швидкостi (Vn = 〈V, ~n〉). Тодi кiль-
кiсть рiдини, що втiкає в об’єм G за промiжок часу вiд t1 до t2 через усю
поверхню дорiвнює

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t) dS dt. (3.3.3)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.1.1 (збереження маси)
Змiна маси в об’ємi G за час вiд t1 до t2 дорiвнює кiлькостi рiдини,
що втiкає (витiкає) через поверхню тiла за обраний iнтервал часу i
має вигляд:

˚

G

ρ(x, t)|t2t1 dG+

t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t) dS dt = 0. (3.3.4)

З формули Остроградського-Гауса для другого iнтегралу:

t2ˆ

t1

˚

G

∂ρ(x, t)

∂t
dG dt+

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ · (ρ(x, t)V(x, t))

)
dG dt = 0. (3.3.5)
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Ця рiвнiсть виконується для будь-якого об’єму G i для будь-якого про-
мiжку часу, таким чином вона вiрна тодi i лише тодi, коли рiвний нулю
вiдповiдний пiдiнтегральний вираз.

Таким чином ми отримали

Рiвняння 3.3.1.1 (нерозривностi)
Диференцiальна форма закону збереження маси:

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)

= 0. (3.3.6)

3.3.2 Закон збереження iмпульсу

Iмпульс — векторна величина. Iмпульс для елемента об’єму dG в напрям-
ку вiсi Oxi дорiвнює ρVi dG, тодi в об’ємi G кiлькiсть руху (складова
вектору iмпульсу) обчислюється як:

˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t) dG. (3.3.7)

Змiна iмпульсу за час вiд t1 до t2 має вигляд:
˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t)|t2t1 dG. (3.3.8)

Iмпульс в об’ємi G змiнюється за рахунок iмпульсу рiдини, яка поступає
через поверхню dS за час dt:

− ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt (3.3.9)

За промiжок часу вiд t1 до t2 через всю поверхню:

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt (3.3.10)

Iмпульс змiнюється також за рахунок поверхневої сила, яка дiє на уявний
об’єм з боку оточуючої рiдини, в нашому випадку це є сила тиску, яка
завжди дiє ортогонально до поверхнi тiла тому її напрям протилежний
вектору зовнiшньої нормалi:

d~F (x, t) = −p(x, t) · ~n(x, t) · dS. (3.3.11)
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Змiна iмпульсу за рахунок сили тиску через елементарну поверхню за
елементарний промiжок часу в напрямку вiсi Oxi можна записати у ви-
глядi:

− p(x, t) · ~ni(x, t) dS dt, (3.3.12)

де ~ni — i-та складова вектора нормалi. Тодi повна змiна iмпульсу в на-
прямку вiсi Oxi через поверхню S за час вiд t1 до t2 за рахунок сили
тиску можна обчислити:

−
t2ˆ

t1

¨

S

(
p(x, t) · ~ni(x, t)

)
dS dt (3.3.13)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.2.1 (збереження iмпульсу)
Змiна iмпульсу всерединi уявного об’єму вiдбувається за рахунок си-
ли тиску i втiкання рiдини через поверхню тiла i має вигляд:

t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt+

t2ˆ

t1

¨

S

(
p(x, t) · ~ni(x, t)

)
dS dt+

+

˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t)|t2t1 dG = 0. (3.3.14)

За формулою Остроградського-Гауса:

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ · (ρV Vi) +∇ip

)
dG dt+

˚

G

∂ρVi
∂t

dG dt = 0. (3.3.15)

Оскiльки ця рiвнiсть виконується для будь-якого об’єму G i для будь-
якого промiжку часу, то нулю рiвний i вiдповiдний пiдiнтегральний ви-
раз:

∂ρVi
∂t

+∇ · (ρV Vi) +∇ip = 0, i = 1, 2, 3. (3.3.16)

У векторному виглядi це спiввiдношення набуває наступного вигляду:

∇ · (ρV ⊗ V ) +∇p+
∂ρV

∂t
= 0, (3.3.17)
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де ⊗ позначає тензорний добуток:
x1

x2
...
xn

⊗

y1

y2
...
yn

 =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

... . . . ...
xny1 xny2 · · · xnyn

 (3.3.18)

3.3.3 Закон збереження енергiї

Кiлькiсть енергiї в елементi об’єму dG можна обчислити як:

ρ
|V |2

2
t dG+ ρε dG = ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
dG, (3.3.19)

де ρ|V |2/2 dG — кiлькiсть кiнетичної, ρε dG — кiлькiсть внутрiшньої (те-
плової) енергiї.

Її змiна за промiжок часу вiд t1 до t2 в довiльному об’ємi G обчислюється
за формулою: ˚

G

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)∣∣∣∣t2
t1

dG. (3.3.20)

Кiлькiсть енергiї, що потрапила в середину об’єму G через елементарну
поверхню dS за час dt:

− ρVn

(
|~V |2

2
+ ε

)
dS dt, (3.3.21)

i вiдповiдно за промiжок часу вiд t1 до t2, через усю поверхню S:

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρVn

(
|~V |2

2
+ ε

)
dS dt. (3.3.22)

Енергiя в об’ємi G змiнюється також за рахунок роботи сил тиску. Ве-
личина цiєї роботи за елементарний вiдрiзок часу dt обчислюється за
вiдомою формулою фiзики:

d ~A =
〈
~F , ~V

〉
dt, (3.3.23)

де ~F — вектор сили, а ~V — вектор швидкостi руху. У випадку сили тиску
будемо мати:

−
〈
p · dS · ~n, ~V

〉
dt (3.3.24)
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Робота сил тиску через поверхню S за час вiд t1 до t2 обчислюється за
формулою

−
t2ˆ

t1

¨

S

pVn dS dt (3.3.25)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.3.1 (збереження повної енергiї)
Змiна повної енергiї в довiльному об’ємi вiдбувається за рахунок її
проникнення з масою рiдини через поверхню тiла та за рахунок ро-
боти сил тиску:

t2ˆ

t1

¨

S

(
ρ(x, t)Vn(x, t)

(
|V (x, t)|2

2
+ ε(x, t)

)
+ p(x, t)Vn(x, t)

)
dS dt+

+

˚

G

ρ(x, t)

(
|V (x, t)|2

2
+ ε(x, t)

)∣∣∣∣t2
t1

dG = 0 (3.3.26)

Застосування теореми Остроградського-Гауса до поверхневого iнтегралу
приводить до iнтегральної рiвностi:

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ ·
(
ρ

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

)))
dG dt+

+

t2ˆ

t1

˚

G

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
dG dt = 0. (3.3.27)

з якої можна отримати диференцiальне рiвняння:

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
+∇ ·

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

))
= 0. (3.3.28)

Воно є диференцiальною формою запису закону збереження повної енер-
гiї.

Сукупнiсть 3.3.1.1, 3.3.3.1, 3.3.2.1 трьох отриманих законiв у диференцi-
альному виглядi будемо розглядати як систему з 5 рiвнянь iз 6-ма невi-
домими функцiями. Ця система описує загальнi закономiрностi руху iде-
альної рiдини. Для замикання системи диференцiальних рiвнянь її треба
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доповнити рiвнянням стану, яке враховує iндивiдуальнi властивостi се-
редовища i зв’язує мiж собою три термодинамiчнi параметри наприклад
це рiвняння може мати вигляд:

ε = ε(p, ρ). (3.3.29)

Конкретний вигляд цiєї функцiї залежить вiд iндивiдуальних властиво-
стей iдеальної рiдини.

3.3.4 Iншi термодинамiчнi функцiї та закон збереження ентро-
пiї

Серед iнших термодинамiчних функцiй найбiльш важливими є ентропiя
S, абсолютна температура T , та повний тепловмiст (ентальпiя)W . Згiдно
другого закону термодинамiки змiна ентропiї в елементарному об’ємi при
iзотермiчному процесi дається диференцiальним спiввiдношенням:

dS =
1

T

(
dε+

dp

ρ

)
(3.3.30)

а змiна ентальпiї спiввiдношенням:

dW = d

(
ε+

p

ρ

)
, (3.3.31)

або з врахуванням попереднього:

dW = T ds+
dp

ρ
(3.3.32)

Для певних режимiв руху рiдини (малi швидкостi, вiдсутнiсть великих
градiєнтiв параметрiв) з системи законiв з використанням щойно наведе-
них рiвностей можна отримати ще один закон збереження для iдеальної
рiдини, який називається закон збереження ентропiї:

∂ρS

∂t
= ∇ · (ρV S) = 0. (3.3.33)

Це рiвняння у цьому випадку можна використовувати замiсть закону
збереження енергiї, а рiвняння стану доцiльно розглядати у виглядi

S = S(p, ρ). (3.3.34)
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3.3.5 Додатковi умови математичної моделi руху iдеальної рi-
дини

Як правило систему рiвнянь руху iдеальної рiдини розглядають в областi
G, яка обмежена деякою поверхнею S та на деякому промiжку часу t >
t0. Для видiлення єдиного розв’язку системи рiвнянь необхiдно задати
додатковi умови.

Початковi умови задають значення усiх невiдомих параметрiв в початко-
вий момент часу, нехай t0 = 0:

• ρ(x, 0) = ρ0(x) — початкова щiльнiсть;

• V (x, 0) = V0(x) — початкова вектор-функцiя швидкостi;

• p(x, 0) = p0(x) — початкова функцiя тиску.

На границi областi S необхiдно задавати граничнi умови, вигляд яких
залежить вiд фiзичного змiсту задачi.

3.3.6 Задача обтiкання тiл

Рис. 1: До контакту з поверхнею ∂S тiла S був потiк iдеальної рiдини з
паралельними лiнiями, а пiсля контакту утворився збурений потiк:

S

Через поверхню тiла потiк iдеальної рiдини не протiкає це означає, що
нормальна складова вектора швидкостi дорiвнює нормальнiй складовiй
вектору швидкостi поверхнi тiла Un:

Vn(x, t)|x∈S = Un(x, t). (3.3.35)

Якщо тiло нерухоме, а потiк набiгає на тiло, то умова непротiкання при-
ймає вигляд

Vn(x, t)|x∈S = 0. (3.3.36)
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3.3.7 Задача про поршень

Визначення 3.3.7.1 (поршня). Поршень — непрониклива для рiдини по-
верхня, яка рухається в просторi, i при цьому може змiнювати свою фор-
му.

Задача про поршень узагальнює задачу обтiкання тiла. Рiвняння поверх-
нi поршня запишемо у виглядi:

h(x, t) = 0. (3.3.37)

На поверхнi поршня повинна виконуватись умова непротiкання. Запи-
шемо її з використанням рiвняння поверхнi поршня:

dh =
3∑
i=1

∂h

∂xi
· dxi +

∂h

∂t
· dt = 0. (3.3.38)

Позначимо Ui = dxi/ dt — складовi вектора швидкостi поверхнi в на-
прямку вiсi Oxi. Вектор нормалi до поверхнi поршня можна записати у
виглядi

~n =
∇h
‖∇h‖

(3.3.39)

Тодi легко отримати нормальну складову вектору швидкостi поверхнi:(
3∑
i=1

hxiUi

)
· 1

‖∇h‖
= Un = − h′t

‖∇h‖
. (3.3.40)

Нормальна складова вектора швидкостi рiдини дорiвнює:

Vn =
〈
~V , ~n

〉
=

3∑
i=1

Vihxi
‖∇h‖

. (3.3.41)

Прирiвнюючи нормальну складову вектору швидкостi поверхнi i вектору
швидкостi рiдини отримаємо граничну умову на поршнi

− h′t
‖∇h‖

=
3∑
i=1

Vihxi
‖∇h‖

. (3.3.42)

Або пiсля скорочення

∂h

∂t
+

3∑
i=1

∂h

∂xi
· Vi

∣∣∣∣∣
x∈S

= 0 (3.3.43)

— гранична умова на поверхнi S поршня.
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3.3.8 Задача про вiльну поверхню

Визначення 3.3.8.1 (вiльної поверхнi). Вiльна поверхня — поверхня, яка
роздiляє двi iдеальнi рiдини, i форма цiєї поверхнi знаходиться в проце-
сi розв’язку задачi, нехай h(x, t) — невiдома функцiя, яка описує форму
поверхнi.

Оскiльки через вiльну поверхню рiдина не протiкає то на цiй поверхнi
виконується умова як i на поверхнi поршня з невiдомою функцiєю h(x, t):

∂h

∂t
+

3∑
i=1

∂h

∂xi
· Vi

∣∣∣∣∣
x∈S

= 0 (3.3.44)

Це додаткове рiвняння для знаходження функцiї h.

Для знаходження додаткової невiдомої функцiї h на поверхнi роздiлу
середовищ задається розподiл тиску:

p(x, t)|x∈S = Pa(x, t). (3.3.45)

Для випадку поршня i для випадку вiльної поверхнi початковий стан
поверхнi задається у виглядi:

h(x, 0) = h0(x). (3.3.46)

3.3.9 Задача руху рiдини в каналах

Визначення 3.3.9.1 (каналу). Канал — просторова область, яку можна
утворити якщо перемiщувати вздовж деякого незамкненого контуру в
просторi нанизаний на нього замкнений контур змiнної форми. В резуль-
татi утвориться область обмежена непроникливою для рiдини поверхнею
S3, i проникливими для рiдини поверхнями S1, S2 через якi рiдина може
втiкати або витiкати:

S1

S3

S2

Як правило канали використовують для перетворення потокiв.
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Постановка граничних умов для течiй в каналах має специфiку, яка ви-
значається властивостями рiвнянь руху iдеальної рiдини (газової дина-
мiки). Граничнi умови на непроникливiй поверхнi S3 є класичнi умови
непротiкання. Вигляд граничних умов на поверхнях S1 та S2 залежить
вiд швидкiстю рiдина на цих границях, а також вiд того втiкає або витi-
кає рiдина з каналу.

Рухи рiдини можна роздiлити на два режими:

• Vn > c — надзвуковий режим руху (швидкий рух);

• Vn < c — дозвуковий режим руху (повiльний рух).

Зауваження 3.3.9.1 — Тут c — термодинамiчна скалярна вели-
чина, яка характеризує швидкiсть розповсюдження малих збурень
(акустичних коливань) в рiдинi. Для визначення швидкостi звуку
використовується спiввiдношення

c2 =
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S=const

> 0. (3.3.47)

При цьому рiвняння стану зручно вибирати у виглядi S = S(p, ρ).

1. Розглянемо дозвукове втiкання на поверхнi S1: Vn < c.

В цьому випадку необхiдно задавати одну динамiчну умову, напри-
клад потiк маси через поверхню:

(ρVn)(x, t) = K (p(x, t)− pa)|x∈S1
(3.3.48)

Зауваження 3.3.9.2 — Тут p(x, t) — тиск на поверхнi S1, pa
— атмосферний тиск, (ρVn)(x, t) — потiк маси.

Зауваження 3.3.9.3 — Оскiльки рiдина втiкає, то pa > p(x, t).

Друга гранична умова при дозвуковому втiканнi потребує завдання
однiєї термодинамiчної функцiї, наприклад ентропiї:

S(x, t)|x∈S1
= Si, (3.3.49)

або питомої внутрiшньої енергiї

ε(x, t)|x∈S1
= εi, (3.3.50)
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2. Розглянемо дозвукове витiкання на поверхнi S2: Vn < c.

В цьому випадку достатньо задати лише одну граничну умову:

(ρVn)(x, t) = K (p(x, t)− pa)|x∈S2
(3.3.51)

Зауваження 3.3.9.4 — Оскiльки рiдина витiкає, то pa < p(x, t).

3. Розглянемо надзвукове втiкання на поверхнi S1: Vn > 1,

При надзвуковому втiканнi рiдини на границi S1 необхiдно задавати
усi п’ять функцiй:

~V
∣∣∣
x∈S1

= ~Vin, ρ|x∈S1
= ρin, p|x∈ S1

= pin. (3.3.52)

4. Розглянемо надзвукове витiкання через поверхню S2: Vn > c.

В цьому випадку нiяких граничних умов на вiдповiднiй границi
ставити не треба, рiдина, яка дуже швидко витiкає через S2 нiяк
не впливає на внутрiшню течiю в каналi.

3.3.10 Iзоентропiчнi течiї (течiї з постiйною ентропiєю)

Отримаємо спрощену математичну модель руху iдеальної рiдини в при-
пущенi, що ентропiя iдеальної рiдини є величиною постiйною в будь-який
момент часу i в довiльнiй точцi областi.

Виходячи з закону збереження ентропiї, за вiдомою формулою

∇ ·
(
f ~A
)

=
〈
~A,∇f

〉
+ f

(
∇ · ~A

)
, (3.3.53)

отримаємо:

ρ · ∂S
∂t

+ S · ∂ρ
∂t

+ ρ 〈V,∇S〉+ S ·
(
∇ · (ρV )

)
= 0, (3.3.54)

або враховуючи рiвняння нерозривностi маємо не дивергентну форму
закону збереження ентропiї:

∂S

∂t
+ 〈V,∇S〉 = 0. (3.3.55)

Знайдемо повну похiдну деякого параметра f вздовж траєкторiї руху
x = x(t) частинки рiдини:
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x = x(t)

Рис. 2: траєкторiя руху частинки рiдини

тобто похiдну по часу t вздовж контуру x = x(t):

df(x(t), t)

dt
=

∂f

∂x1

dx1

dt
+
∂f

∂x2

dx2

dt
+
∂f

∂x3

dx3

dt
+
∂f

∂t
=
∂f

∂t
+ 〈V,∇f〉 . (3.3.56)

Будемо називати цей вираз похiдною по часу вздовж траєкторiї руху
частинки.

З не дивергентної форми закону збереження ентропiї бачимо, що повна
змiна ентропiї вздовж траєкторiї руху частинки дорiвнює нулю, тобто

dS

dt
= 0. (3.3.57)

Припустимо що в початковий момент часу t = 0 iдеальна рiдина займає
деяку область Ω(0), а ентропiя S(x, 0) = S0 = const, ∀x ∈ Ω(0):

Рис. 3: Двi частинки рiдини рухаються “паралельно”

Тодi згiдно dS/ dt = 0 в будь-який момент часу t > 0 ентропiя буде зали-
шатися постiйною в довiльнiй точцi областi, яка утворилася при перемi-
щеннi усiх її частинок вздовж траєкторiй руху частинок, тобто областi
Ω(t). Таким чином можливе iснування течiй з постiйним значення ен-
тропiї. Використовуючи введену термодинамiчну функцiю ентальпiю, за
формулою

dW = T dS +
dp

ρ
(3.3.58)
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при постiйному значеннi ентропiї S = const отримаємо спiввiдношення

dW =
dp

ρ
. (3.3.59)

Перетворимо закон збереження iмпульсу, продиференцiюємо вiдповiднi
добутки та отримаємо:

Vi
∂ρ

∂t
+ ρ

∂Vi
∂t

+ Vi∇ · (ρV ) + ρ 〈V,∇Vi〉+∇ip = 0. (3.3.60)

Пiсля скорочення отримаємо закон збереження iмпульсу в не диверген-
тнiй формi:

∂Vi
∂t

+ 〈V,∇Vi〉+
∇ip

ρ
= 0. (3.3.61)

Векторна форма якого для iзоентропiчних течiй має вигляд:

∂~V

∂t
+
〈
~V ,∇~V

〉
+∇W = 0, (3.3.62)

або
d~V

dt
+∇W = 0 (3.3.63)

Скористаємось вiдомою формулою векторного аналiзу

∇|V |2

2
= ~V × (∇× ~V ) +

〈
~V ,∇~V

〉
, (3.3.64)

де

∇× ~V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

V1 V2 V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=~i1

(
∂V3

∂x2

− ∂V2

∂x3

)
−~i2

(
∂V3

∂x1

− ∂V1

∂x3

)
+~i3

(
∂V2

∂x1

− ∂V1

∂x2

)
. (3.3.65)

Отримаємо рiвняння:

∂V

∂t
+
∇
∣∣∣~V ∣∣∣2
2
− ~V × (∇× ~V ) +∇W = 0 (3.3.66)

Подiємо на нього ∇×, i врахуємо, що для будь-якої скалярної функцiї
f виуонується ∇ × ∇f = 0, в результатi отримаємо систему рiвнянь
вiдносно вектору швидкостi.
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Рiвняння 3.3.10.1 (система рiвнянь руху iдеальної рiдини для iзоен-
тропiчного випадку)
Виконуються спiввiдношення

∂

∂t

(
∇× ~V

)
−∇× (~V × (∇× ~V )) = 0. (3.3.67)

3.3.11 Потенцiальнi течiї

Потенцiйнi течiї є частинним випадком iзоентропiчних течiй. Покажемо
можливiсть iснування потенцiйних течiй.

Розглянемо iнтеграл

Γ(t) =

˛

c(t)

~V (t) · d~l (3.3.68)

який називається циркуляцiєю вектора швидкостi вздовж контуру (пiд
знаком iнтегралу записано скалярний добуток векторiв швидкостi ~V (t)

та вектору нескiнченно малого змiщення вздовж контуру d~l); c(t) — кон-
тур, утворений частинами iдеальної рiдини, що рухаються вздовж своїх
траєкторiй.

Теорема 3.3.11.1 (Томсона, про збереження циркуляцiї векторного
поля швидкостi)
Для iзоентропiчних течiй (S = const)

dΓ

dt
= 0, (3.3.69)

тобто циркуляцiя векторного поля вздовж рухомого рiдкого контуру
є величина постiйна.

Доведення.

dΓ

dt
=

˛

c(t)

(
d~V

dt
· d~l + ~V · dd~l

dt

)
= (3.3.70)

=

˛

c(t)

(
−∇W · dl + ~V · d~V

)
= (3.3.71)
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=

˛

c(t)

d

(
−W +

|V |2

2

)
= 0. (3.3.72)

Використаємо теорему Стокса для будь-якої поверхнi σ, що спирається
на контур c(t):

c(t)

σ

Рис. 4: Поверхня σ спирається на червоний контур c(t)

Тобто
Γ(t) =

˛

c(t)

~V (t) · d~l =

¨

σ(t)

(∇× V )n dσ = const . (3.3.73)

Розглянемо деяку траєкторiю руху c(t) однiєї частинки iдеальної рiдини
i нескiнченно малий контур cε(t), який нанизаний на траєкторiю руху:

c(t) cε(t)

Рис. 5: Контур cε(t) нанизаний на червону траєкторiю c(t)

Припускаючи, що при t = 0 маємо∇×V = 0, а таким чином (∇×V )n = 0,
то згiдно теореми Томсона (∇× V ) = 0, для t > 0.

Якщо розглянути область Ω для якої циркуляцiя вiдсутня при t = 0 тобто
∇× V = 0 то вздовж будь-якої траєкторiї яка починається в областi Ω в
будь-який момент часу поле залишається безвихровим, тобто ∇× ~V = 0:
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S rot~v = 0

t = t0 t

Рис. 6: Безвихрове поле: локально рух не паралельний але глобально
спрямований паралельно

Це свiдчить про iснування безвихрових або потенцiйних течiй.

Визначення 3.3.11.1 (потенцiальної течiї). Отже потенцiальною нази-
вається течiя, для якої

∀t ≥ t0, ∀x ∈ Ω : ∇× ~V (x, t) = 0. (3.3.74)

Звiдси випливає, що iснує потенцiал векторного поля швидкостi ϕ, гра-
дiєнт якого рiвний ~V , тобто ∇ϕ = ~V . Використовуючи формулу (3.3.66),
де W — тепловмiст, закон збереження iмпульсу буде мати вигляд:

∂V

∂t
= ∇

(
|V |2

2
+W

)
= 0 (3.3.75)

Закон збереження маси запишемо в не дивергентному виглядi

∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · V ) + 〈V,∇ρ〉 = 0. (3.3.76)

Проiнтегруємо друге рiвняння, та врахуємо, що V = ∇ϕ, будемо мати:

∇
(
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W

)
= 0 (3.3.77)
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Звiдси
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W = Ψ(t), (3.3.78)

де Ψ — довiльна функцiя змiнної часу. Враховуючи, що потенцiал векто-
ру швидкостi визначається з точнiстю до адитивної функцiї часу, покла-
демо Ψ(t) ≡ 0. Отже, отримали

Рiвняння 3.3.11.1 (iнтеграл Кошi-Лагранжа)
Виконуєтсья спiввiдношення:

∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W = 0. (3.3.79)

Визначення 3.3.11.2 (iнтеграла Бернуллi). Для стацiонарних течiй, що
не залежать вiд часу, цей iнтеграл називається iнтегралом Бернуллi :

|V |2

2
+W = const . (3.3.80)

З dW = dp/ρ випливає, що

dW =
1

ρ

dp

dρ
dp =

1

ρ
c2 dρ, (3.3.81)

але c2 = dp/ dρ, звiдки

c2 dρ

dt
= ρ

dW

dt
. (3.3.82)

Враховуючи недивергнетну форму рiвняння нерозривностi отримаємо:

1

ρ

dρ

dt
+ ∆ϕ = 0. (3.3.83)

Система рiвнянь з iнтегралу Кошi-Лагранжа та останнього спiввiдно-
шення є системою двох нелiнiйних рiвнянь з двома змiнними i описує
потенцiальний рух iдеальної рiдини.

З iнтегралу Кошi-Лагранжа та останнього спiввiдношення маємо

1

c2

dW

dt
+ ∆ϕ = 0. (3.3.84)

Диференцiюючи iнтеграл Кошi-Лагранжа по t:

d

dt

(
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2

)
+

dW

dt
= 0. (3.3.85)
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з урахуванням попереднього рiвняння отримаємо:

d

dt

(
∂ϕ

∂t
+
|∇ϕ|2

2

)
− c2∆ϕ = 0. (3.3.86)

Це рiвняння використовується для дослiдження потенцiальних течiй.
Розкриємо це рiвняння у тривимiрному випадку:

ϕtt + 2
3∑
i=1

Viϕxit +
3∑

i,k=1

VxiVxkϕxixk = c2

3∑
i=1

ϕxixi . (3.3.87)

Для стацiонарних течiй у три- та дво-вимiрному випадках маємо:

(c2 − ϕ2
x)ϕxx + (c2 − ϕ2

y)ϕyy + (c2 − ϕ2
z)ϕzz−

− 2(ϕxϕyϕxy + ϕzϕyϕzy + ϕxϕzϕxz) = 0, (3.3.88)

i
(c2 − ϕ2

x)ϕxx + (c2 − ϕ2
y)ϕyy + 2ϕxϕyϕxy = 0. (3.3.89)

вiдповiдно.

Швидкостi звуку у першому з цих рiвнянь можна обчислити виходячи з
формули Бернулi

W +
|V |2

2
= W0 +

|V0|2

2
. (3.3.90)

Зокрема, для широкого спектру iдеальних газiв, з рiвнянням стану ε =
p/ρ(γ − 1 можна отримати

c2 = c2
0 +

γ − 1

2
· |V0|2 −

γ − 1

2
· |V |2. (3.3.91)

3.3.12 Модель акустичного руху рiдини

Акустичними рухами iдеальної рiдини будемо називати такi її рухи для
яких фiзичнi характеристики рiдини мало вiдрiзняються вiд деяких по-
стiйних значень.

Розглянемо систему
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Рiвняння 3.3.12.1 (система рiвнянь iзоентропiчного руху iдеальної рi-
дини)
Виконуються спiввiдношення

∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · V ) + 〈V,∇ρ〉 = 0,

∂Vi
∂t

+ 〈V,∇Vi〉+
∇ip

ρ
= 0,

S(p, ρ) = S(p0, ρ0).

(3.3.92)

Вiдносно параметрiв руху будемо припускати, що
p = p0 + p̃, ρ = ρ0 + ρ̃, V = V0 + Ṽ ,

p0 = const, ρ0 = const, V0 = const = 0,

ρ̃� ρ0, p̃� p0, Ṽ � 1.

(3.3.93)

Проведемо лiнеаризацiю системи рiвнянь зберiгаючи лише величини пер-
шого порядку малостi.

Для першого рiвняння системи отримаємо:

∂

∂t
(ρ0 + ρ̃) + (ρ0 + ρ̃)(∇ · Ṽ ) +

〈
Ṽ ,∇(ρ0 + ρ̃)

〉
= 0. (3.3.94)

Зберiгаючи члени першого порядку малостi отримаємо

∂ρ̃

∂t
+ ρ0(∇ · Ṽ ) = 0. (3.3.95)

Для другого рiвняння системи маємо

(ρ0 + ρ̃)

(
∂Ṽi
∂t

+
〈
Ṽ ,∇Ṽi

〉)
+∇i(p0 + p̃) = 0. (3.3.96)

Розкриваючи дужки та нехтуючи членами другого порядку малостi отри-
маємо

ρ0 ·
∂Ṽi
∂t

+∇ip̃ = 0. (3.3.97)

Для лiнеаризацiї третього спiввiдношення системи, лiву частину спiв-
вiдношення розкладемо за формулою Тейлора зберiгаючи лише члени
першого порядку малостi

S(p0 + p̃, ρ0 + ρ̃) = S(p0, ρ0) +
∂S(p0, ρ0)

∂p
· p̃+

∂S(p0, ρ0)

∂ρ
· ρ̃ = S(p0, ρ0).

(3.3.98)
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Таким чином можна записати:

p̃ = −
S ′ρ(p0, ρ0)

S ′p(p0, ρ0)
· ρ̃, (3.3.99)

або
p̃ = c2

0ρ̃. (3.3.100)

Таким чином маємо

Рiвняння 3.3.12.2 (система рiвнянь акустики (звукових коливань))
Виконуються спiввiдношення:

∂ρ̃

∂t
+ ρ0(∇ · Ṽ ) = 0,

ρ0 ·
∂Ṽi
∂t

+∇ip̃ = 0,

p̃ = c2
0ρ̃.

(3.3.101)

З системи рiвнянь можна отримати одне рiвняння для тиску, або щiль-
ностi.

Для цього перше рiвняння продиференцiюємо по часу, а на друге вектор-
не рiвняння подiємо операцiєю дивергенцiя, в результатi будемо мати:

∂2ρ̃

∂t2
+ ρ0

(
∇ · ∂Ṽ

∂t

)
= 0, (3.3.102)

ρ0

(
∇ · ∂Ṽ

∂t

)
+∇ · ∇p̃ = 0. (3.3.103)

Вiднiмаючи вiд першого рiвняння друге i використовуючи третє рiвнян-
ня отримаємо

Рiвняння 3.3.12.3 (хвильове)
Виконується спiввiдношення:

∂2ρ̃

∂t2
= c2

0∆ρ̃. (3.3.104)

Враховуючи потенцiальний характер акустичних рухiв, вектор швидко-
стi Ṽ можна представити у виглядi градiєнту потенцiалу i отримати хви-
льове рiвняння вiдносно потенцiалу вектора швидкостi.
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3.3.13 Потенцiйне обтiкання тонких тiл

Розглянемо тонке нерухоме тiло розташоване пiд малим кутом до плоско
паралельного потоку газу, який набiгає на це тiло. При певних умовах
взаємодiї, потiк газу навколо тiла можна вважати потенцiйним, а швид-
кiсть газу в околi тiла буде мало вiдрiзняється вiд вектора швидкостi ~V0

потоку, що набiгає з нескiнченостi. Таким чином вектор швидкостi збу-
реного потоку ~V можна представити як суму ~V = ~V0 + Ṽ . Де |Ṽ | � |~V0|,
тобто збурення внесенi тонким тiлом є малi по вiдношенню до набiгаю-
чого потоку.

Виберемо систему координат таким чином, щоби координатна вiсь Ox
спiвпадала з напрямом вектора швидкостi потоку, що набiгає, тобто ~V0 =
(~V x

0 , 0, 0).

Замiсть потенцiалу ϕ повної швидкостi V введемо потенцiал ϕ̃ швидкостi
Ṽ , тобто Ṽ = ∇ϕ̃. Зрозумiло, що

ϕ = ϕ̃+ xV x
0 . (3.3.105)

Вiзьмемо за основу нелiнiйне рiвняння для стацiонарної течiї у тривимiр-
ному просторi i пiдставимо в нього останнє рiвняння, проведемо лiнеа-
ризацiю рiвняння, зберiгаючи величини лише першого порядку малостi.

В результатi отримаємо спiввiдношення

(1−M2
0 ) · ∂

2ϕ̃

∂x2
+
∂2ϕ̃

∂y2
+
∂2ϕ̃

∂z2
= 0, (3.3.106)

де (x, y, z) ∈ Ω′, а M0 = V x
0 /c0 — число Маха потоку що набiгає.

Це рiвняння має певну область застосування, зокрема рiвняння стано-
виться неприйнятним якщо число M0 близьке до одиницi (бiля звукова
течiя). В цьому випадку коефiцiєнт при першому членi є малим, що ви-
магає збереження членiв бiльш високого порядку малостi. На поверхнi
тiла задається умова непротiкання, яку з використанням процесу лiнеа-
ризацiї можна записати у виглядi:(

V x
0 +

∂ϕ̃

∂x

)
nx +

∂ϕ̃

∂y
· ny +

∂ϕ̃

∂z
· nz = 0, (3.3.107)

або
∂ϕ̃

∂n

∣∣∣∣
S

= −V x
0 nx. (3.3.108)
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В нескiнченно вiддаленiй точцi збурений потiк спiвпадає з потоком, що
набiгає, тому має мiсце спiввiдношення:

ϕ̃ −−−−−→
x,y,z→∞

0. (3.3.109)

3.4 Моделi руху в’язкої рiдини

Визначення 3.4.0.1 (в’язкостi рiдини). В’язкiсть рiдини — це власти-
вiсть чинити опiр пересуванню її часток, яка характеризує ступiнь її плин-
ностi та рухливостi.

Як видно з визначення, в’язкiсть є властивiстю рiдини, що рухається, i в
станi спокою не виявляється. Наявнiсть сил внутрiшнього тертя рiдини,
що рухається, уперше встановив Ньютон, згодом росiйський вчений В.
Н. Петров у 1888 р. привiв математичний вираз для сили тертя.

Нехай шар рiдини A рухається зi швидкiстю v, а шар рiдини B зi швид-
кiстю v + dv, вiдстань мiж шарами dy:

A

B

v

v + dv

d
y

У введених позначеннях сила тертя T мiж двома шарами рiдини задає-
ться формулою

T = −µF dv

dy
, (3.4.1)

де µ — динамiчний коефiцiєнт в’язкостi, F — площа стикання двох шарiв
рiдини. Знак мiнус вказує на те , що тертя дiє в напряму протилежному
руховi.
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Закони, що описують процеси руху в’язкої рiдини, залишаються тими що
i для iдеальної рiдини, але при цьому з’являється додатковий механiзм
передачi iмпульсу та енергiї.

Закон 3.4.0.1 (збереження маси у виглядi рiвняння нерозривностi)
Залишається незмiнним:

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)

= 0. (3.4.2)

3.4.1 Закон збереження iмпульсу

Нагадаємо вигляд потоку iмпульсу для iдеальної рiдини, що проходить
через елементарну поверхню dS в одиницю часу:

d~I =
(
ρVn ~V + p~n

)
dS. (3.4.3)

Зауваження 3.4.1.1 — Нагадаємо, що Vn — нормальна складова
векторного поля ~V, тобто

Vn =
〈
~V, ~n

〉
. (3.4.4)

Дамо

Визначення 3.4.1.1 (щiльностi потоку iмпульсу). Введемо тензорну ве-
личину щiльностi потоку iмпульсу :

Π = ρ

V1V1 V1V2 V1V3

V2V1 V2V2 V2V3

V3V1 V3V2 V3V3

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 p. (3.4.5)

Тодi поток iмпульсу (3.4.3) можна записати у виглядi:

d~I = 〈Π, ~n〉 dS. (3.4.6)
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Закон 3.4.1.1 (збереження iмпульсу iдеальної рiдини)
З використанням тензору щiльностi потоку iмпульсу Π матиме ви-
гляд:

∂ρ~V

∂t
+∇ ·Π = 0. (3.4.7)

Для в’язкої рiдини, у випадку тривимiрних рухiв додатковий механiзм
переносу потоку iмпульсу має тензорну природу i задається через симе-
тричний тензор в’язких напружень.

Визначення 3.4.1.2 (симетричного тензору в’язких напружень). Симе-
тричним тензором в’язких напружень називається тензор, компоненти
якого визначаються наступними рiвняннями:

σik = η

(
∂Vi
∂xk

+
∂Vk
∂xi
− 2

3
δik

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

)
+ ξδik

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

, (3.4.8)

де ξ, η > 0 — коефiцiєнти першої та другої в’язкостi, δik — символ Кроне-
кера, а

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

= ∇ · ~V. (3.4.9)

Зауваження 3.4.1.2 — Рiдина iдеальна, коли ξ = η = 0.

Таким чином для в’язкої рiдини симетричний тензор щiльностi потоку
iмпульсу приймає вигляд:

Πik = ρViVk + pδik − σik. (3.4.10)

Використовуючи загальний вигляд тензору потоку iмпульсу для в’язкої
рiдини, маємо

Закон 3.4.1.2 (збереження iмпульсу)
Також можна записати у розгорнутому виглядi:

∂ρ~V

∂t
+∇ ·

(
ρ~V~Vᵀ

)
+∇p = η∆~V +

(
ξ +

η

3

)
∇
(
∇ · ~V

)
. (3.4.11)
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Зауваження 3.4.1.3 — Тут ми вважаємо, що ~V — вектор-стовпчик,
вiдповiдно ~Vᵀ — вектор-рядок.

Зауваження 3.4.1.4 — Закон збереження iмпульсу для в’язкої рi-
дини у випадку нестисливої рiдини, тобто коли ρ ≡ const має про-
стiший вигляд.

Рiвняння нерозривностi приймає вигляд ∇ · ~V = 0.

Отже, поле швидкостi є соленоїдальним, тобто

∂ρ~V

∂t
+∇ ·

(
ρ~V~Vᵀ

)
= −∇p+ η∆~V, (3.4.12)

або
∂ ~V

∂t
+∇ ·

(
~V~Vᵀ

)
= −∇p

ρ
+
η

ρ
∆~V. (3.4.13)

3.4.2 Закон збереження енергiї

Запишемо потiк енергiї для iдеальної рiдини:

d~E =

(
ρ~V
|V |2

2
+ ρε~V + p~V

)
~n dS, (3.4.14)

або
d~E = ρVn

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

)
dS. (3.4.15)

Зауваження 3.4.2.1 — Тут i надалi ми писатимемо |V | замiсть
∣∣∣~V∣∣∣

для заощадження часу, мiсця, i концентрацiї уваги на тих викори-
станнях векторного поля у яких важливий саме напрямок.

Замiсть скалярної величини тиску p для iдеальної рiдини введемо тензор
напружень для в’язкої рiдини Ṗik = pδik − σik.
Тодi матимемо

d~E = ρ

〈((
|V |2

2
+ ε

)
I +

Ṗ
ρ

)
~V, ~n

〉
, (3.4.16)

де I — одинична матриця.

Можна записати
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Закон 3.4.2.1 (iнтегральний закон збереження повної енергiї)

˚

G

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)2
∣∣∣∣∣
t2

t1

dG+

+

t2ˆ

t1

¨

S

〈(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I +

Ṗ
ρ

)
, ~n

〉
dS dt = 0. (3.4.17)

Звiдси,

Закон 3.4.2.2 (збереження повної енергiї для в’язкої рiдини)

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
+∇ ·

((
ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I + Ṗ

)
~V

)
= 0. (3.4.18)

Якщо рiдина не тiльки в’язка, а й теплопровiдна, то з’являється ще один
механiзм передачi енергiї — теплопровiднiсть, тодi другий доданок ма-
тиме вигляд:

∇ ·
((

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I + Ṗ

)
~V + ~Q

)
(3.4.19)

де ~Q — потiк тепла,
~Q = −k∇ε, (3.4.20)

а k — коефiцiєнт теплопровiдностi.

Отже, отримали

Рiвняння 3.4.2.1 (якi описують рух в’язкої рiдини)
Ця система складається з рiвняння нерозривностi (3.4.2) (закону збе-
реження маси 3.4.0.1), закону збереження iмпульсу 3.4.1.2, i закону
збереження повної енергiї 3.4.2.2, та замикається рiвнянням стану

ε = ε(p, ρ). (3.4.21)
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Зауваження 3.4.2.2 — При переходi вiд моделi iдеальної до моделi
в’язкої рiдини збiльшується порядок рiвнянь з першого на другий.

3.4.3 Додатковi умови

Початковi умови:
p, ρ, ε, V |t=0 = p0, ρ0, ε0, V0, (3.4.22)

тобто у початковий момент часу задаються усi невiдомi параметри.

Граничнi умови на поверхнi тiла:

1. Якщо нерухоме тiло обтiкається в’язкою рiдиною, то за рахунок
молекулярних сил, в’язка рiдина прилипає до поверхнi тiла, тобто
виконується умова:

~V(x, t)
∣∣∣
x∈S

= 0 (3.4.23)

2. Якщо поверхня тiла рухається зi швидкiстю ~US(x, t) то на його
поверхнi для в’язкої рiдини виконується умова

~V(x, t)
∣∣∣
x∈S

= ~US(x, t). (3.4.24)

Визначення 3.4.3.1 (умов прилiпання). Цi двi умови називаються умо-
вами прилiпання.

3.4.4 Умови на поверхнi роздiлу двох середовищ

У випадку, коли два середовища роздiленi рухомою поверхнею, (двi рi-
дини, що не змiшуються) то на границi роздiлу двох середовищ, задають
двi умови:

1. динамiчна:
~V1

∣∣∣
S

= ~V2

∣∣∣
S

= ~Vp (3.4.25)

Зауваження 3.4.4.1 — Динамiчна умова вказує на те, що
вектор швидкостi на поверхнi роздiлу двох середовищ є непе-
рервним, а сама поверхня рухається з мiсцевою швидкiстю се-
редовища .
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2. статична:
Ṗ1~n1 + Ṗ2~n2 = 0, (3.4.26)

або
Ṗ1~n1 = Ṗ2~n1. (3.4.27)

Зауваження 3.4.4.2 — Статична умова вказує на те, що рiв-
нодiюча сил на поверхнi роздiлу середовищ дорiвнює нулю, тут
~n1, ~n2 — вектори зовнiшньої нормалi, ~n2 = −~n1.

3.4.5 Граничнi умови на вiльнiй поверхнi

Визначення 3.4.5.1 (вiльної поверхнi). Вiльною поверхнею будемо на-
зивати поверхню утворену частинками в’язкої рiдини на яку дiє деяка
зовнiшня сила.

Нехай h(x, t) = 0 — рiвняння вiльної поверхнi, де h : Rn × R → R —
невiдома функцiя, тодi виконується

Умова 3.4.5.1 (на вiльнiй поверхнi)
Cпiввiдношення

∂h(x, t)

∂t
+
〈
∇xh(x, t), ~V(x, t)

〉∣∣∣
x∈S

= 0 (3.4.28)

виражає умову непротiкання рiдини через поверхню S.

Зауваження 3.4.5.1 — Тобто через вiльну поверхню рiдина не пе-
ретiкає, а сама вiльна поверхня перемiщується з мiсцевою швидкiстю
руху рiдини.

На вiльну поверхню також дiє зовнiшня сила, яка задається тензорним
спiввiдношенням:

Ṗ(x, t)~n
∣∣∣
x∈S

= ~F(x, t). (3.4.29)

Скалярна форма цього рiвняння має виглядi

3∑
k=1

p(x, t)δiknk − σik(x, t)nk

∣∣∣∣∣
x∈S

= Fi(x, t), i = 1, 2, 3, (3.4.30)

де Fi — компоненти вектора зовнiшнiх сил, що дiють на поверхнi S.
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3.5 Математичнi моделi електростатики

З курсу фiзики вiдомо, що при певних умовах окремi тiла (дiелектрики)
можуть отримувати додатковi електричнi заряди (вiдбувається електри-
зацiя). Наявнiсть електричних зарядiв проявляється у взаємодiї заря-
джених тiл мiж собою (тiла притягуються або вiдштовхуються).

Вiдомо, що iснують два види електричних зарядiв, якi умовно подiляю-
ться на додатнi та вiд’ємнi. Будь-який електричний заряд утворюється
як сукупнiсть елементарних неподiльних за величиною зарядiв. Носiєм
такого елементарного вiд’ємного заряду є електрон, носiєм елементар-
ного позитивного заряду може бути протон. Величину елементарного
заряду традицiйно позначають e.

Будь-який електричний заряд утворюється як сукупнiсть елементарних
зарядiв q = ±Ne.

Якщо зарядженi частинки в тiлi можуть бiльш менш вiльно пересуватися
в межах тiла, то кажуть, що тiло здатне проводити електричний струм.
Носiями зарядiв можуть бути не тiльки електрони, але iони (атоми, що
приєднали до себе або згубили один чи декiлька електронiв).

Будемо розглядати точковi заряди. Тобто зарядженi тiла, геометрични-
ми розмiрами яких можна нехтувати, вважаючи їх точкою. Взаємодiя
точкових електричних зарядiв полягає в виникненнi сили тяжiння або
вiдштовхування. Величина цiєї сили експериментально встановлена Ку-
лоном у виглядi фiзичного закону

Закон 3.5.0.1 (Кулона)
Виконується спiввiдношення

f = k
q1q2

|r|2
, (3.5.1)

де k — коефiцiєнт пропорцiйностi, який залежить вiд середовища в
якому вiдбувається взаємодiї, q1, q2 — величини зарядiв, r — вiдстань
мiж зарядами.

Враховуючи векторний характер сили, закон Кулона можна записати в
векторному виглядi

~f = k
q1q2

|r|3
~r (3.5.2)

Якщо характеризувати силу, з якою заряд q1 дiє на заряд q2, то радiус
вектор ~r направлений вiд q1 до q2. При цьому сила з якою заряд q2 дiє на
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заряд q1 рiвна за величиною та протилежна за напрямом. Закон Кулона
в вакуумi має вигляд:

~f =
1

4πε0

q1q2

|r|3
~r. (3.5.3)

Визначення 3.5.0.1 (електричної сталої). ε0 — електрична стала.

3.5.1 Електричне поле. Напруженiсть електричного поля

Взаємодiя мiж електричними зарядами вiдбувається через електричне
поле. Будь-який заряд змiнює властивостi оточуючого середовища ство-
рюючи в ньому електричне поле. Це поле проявляє себе у тому, що роз-
ташований в цьому полi заряд буде знаходитись пiд дiєю сили.

Для дослiдження поля використовують пробний заряд, який обирають
невеликим за величиною i розмiрами (точковий заряд). Згiдно до зако-
ну Кулона сила ~f , що дiє на пробний заряд q′ полем точкового заряду
величини q записується у виглядi

~f = q′
(

1

4πε0

q

|r|3
~r

)
(3.5.4)

З цiєї формули видно, що сила ~f залежить вiд q′.

Визначення 3.5.1.1 (напруженостi електричного поля). Характеристи-
кою електричного поля, яка не залежить вiд величини пробного заряду
є

E =
~f

q′
, (3.5.5)

яку називають напруженiстю електричного поля.

Зауваження 3.5.1.1 — Її також можна визначити як силу, що дiє
на одиничний пробний заряд.

Таким чином, напруженiсть електричного поля точкового заряду q ви-
значається за формулою:

~E =
1

4πε0

q

|r|3
~r, (3.5.6)

де вектор ~r направлений вiд точки розташування заряду q до точки зна-
ходження пробного заряду.
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3.5.2 Суперпозицiя полiв

Дослiдним шляхом встановлено, що у випадку, коли поле утворюється
декiлькома точковими зарядами, то сумарна сила, яка дiє на пробний
заряд дорiвнює векторнiй сумi вiд дiї кожної окремої сили.

Тобто виконується

Принцип 3.5.2.1 (суперпозицiї електричних полiв)

~E =
∑
i

~Ei (3.5.7)

Нехай в точках Pi простору розташованi заряди величиною qi, i ∈ I, тодi
згiдно до принципу суперпозицiї електричних полiв, можна записати:

~E(P ) =
1

4πε0

∑
i∈I

qi
|ri|3

~ri, (3.5.8)

де ~ri =
−−→
PiP , |ri| — довжина цього вектора.

У випадку, коли в областi Ω трьохвимiрного простору заряди розташо-
ванi щiльно i щiльнiсть їх розташування задана деякою функцiєю q(P ),
то напруженiсть електричного поля визначається у виглядi iнтегралу:

~E(P0) =
1

4πε0

˚

Ω

q(P )

|r|3
~r dP, (3.5.9)

де ~r =
−−−−→
P0 − P .

3.5.3 Потiк векторного поля. Теорема Гауса

Визначення 3.5.3.1 (потоку векторного поля). Потоком векторного по-
ля ~E через поверхню S будемо називати величину

¨

S

〈
~E, ~n

〉
dS = Φ (3.5.10)

Розглянемо замкнену поверхню S всерединi якої знаходиться точковий
заряд q, тодi потiк векторного поля цього заряду можна розрахувати
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за визначенням, або враховуючи iнтегральний вигляд напруженостi еле-
ктрчиного поля маємо:

Φ =
q

4πε0

‹

S

〈~r, ~n〉
|r|3

dS, (3.5.11)

де ~r — вектор направлений вiд точки розташування заряду до змiнної
точки поверхнi S.
Неважко перевiрити, що

~r

|r|3
= −∇ 1

|r|
(3.5.12)

тодi
q 〈~r, ~n〉
4πε0|r|3

= − q

4πε0

∂

∂n

1

|r|
, (3.5.13)

i, як наслiдок,

Φ = − q

4πε0

‹

S

∂

∂n

1

|r|
dS. (3.5.14)

В наступних лекцiях, при вивченнi гармонiчних функцiй ми покажемо,
що цей вираз з урахуванням значення iнтеграул дорiвнює q/ε0.
Таким чином потiк напруженостi векторного поля одного точкового за-
ряду дорiвнює величинi цього заряду подiленому на електричну постiйну.

Враховуючи принцип суперпозицiї електричного поля можна сформулю-
вати наступну

Теорема 3.5.3.1 (Гауса про значення потоку електричного поля через
замкнену поверхню)
Потiк напруженостi векторного поля через замкнену поверхню S тi-
ла дорiвнює алгебраїчнiй сумi зарядiв, що знаходяться всерединi цiєї
поверхнi подiленiй на дiелектричну сталу:

‹

S

~En dS =
1

ε0

∑
i

qi. (3.5.15)

Якщо заряд розподiлений всерединi замкненого об’єму, обмеженого по-
верхнею S з об’ємною густиною ρ, то теорема Гауса буде мати вигляд‹

S

~En dS =
1

ε0

˚

Ω

ρ dΩ (3.5.16)
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Визначення 3.5.3.2 (електричного змiщення). Поряд з напруженiстю
векторного поля ~E, для опису електричного поля вводять величину ~D, яка
називається електричним змiщенням. Для вакууму вона визначається

~D = ε0
~E. (3.5.17)

Формула Гауса приймає вид:‹

S

~Dn dS =

˚

Ω

ρ dΩ. (3.5.18)

3.5.4 Робота сил електростатичного поля. Потенцiал електро-
статичного поля

Вiдомо, що робота в силовому полi, виконана вздовж деякого контуру C
силою ~F обчислюється у виглядi криволiнiйного iнтегралу другого роду
за формулою

A =

ˆ

C

〈
~F, d~l

〉
. (3.5.19)

Визначення 3.5.4.1 (циркуляцiї векторного поля). Вiдповiдно, для еле-
ктричного поля ця робота може бути записана у виглядi iнтегрула

A =

ˆ

C

〈
~E,d~l

〉
, (3.5.20)

який будемо називати циркуляцiєю векторного поля вздовж контуру C.

Визначення 3.5.4.2 (потенцiалу електростатичного поля). Введемо ве-
личину

u
(
~r
)

=
1

4πε0|r|
, ~r = (x1, x2, x3). (3.5.21)

i назвемо її потенцiалом електростатичного поля одиничного точкового
заряду, розташованого в точцi початку координат.

Враховуючи
~r

|r|3
= −∇ 1

|r|
, (3.5.22)

легко бачити, що напруженiсть поля одиничного точкового заряду мо-
жна записати

−∇u = ~E, (3.5.23)
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тобто векторне поле одиничного точкового заряду є потенцiальним. Ана-
логiчна властивiсть має мiсце i для поля розподiлених в об’ємi зарядiв.

Легко перевiрити, що формула для напруженостi електричного поля че-
рез iнтеграл може бути переписана у виглядi

~E(P0) = − 1

4πε0

∇P0

˚

Ω

q(P )

|P − P0|
dP. (3.5.24)

Враховуючи потенцiйнiсть векторного поля, роботу в такому полi можна
обчислити

A =

ˆ

ab

〈−∇u, dl〉 = −
ˆ

ab

du = u(a)− u(b), (3.5.25)

причому u(∞) = 0.

Зауваження 3.5.4.1 — Зрозумiло, що циркуляцiя електростати-
чного поля вздовж довiльного замкненого контуру дорiвнює нулю
тобто ˛

C

〈
~E, d~l

〉
= 0. (3.5.26)

Виходячи з формули для роботи можна визначити фiзичний змiст по-
тенцiалу електростатичного поля в заданiй точцi.

Визначення 3.5.4.3 (потенцiалу електростатичного поля). Потенцiал
електростатичного поля — це робота яку необхiдно здiйснити, щоб пе-
ремiстити одиничний точковий заряд з нескiнченно вiддаленої точки про-
стору у задану точку.

Зауваження 3.5.4.2 — Ця робота не залежить вiд шляху перемi-
щення, а залежить лише вiд положення точки.

Електричне поле утворене сукупнiстю точкових зарядiв, або розподiле-
них у просторi з деякою щiльнiстю також залишається потенцiальним, а
значить допускає iснування скалярної функцiї u, такої, що

−∇Φ = ~E. (3.5.27)
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Враховуючи теорему Гауса та формулу Остроградського-Гауса отримає-
мо рiвняння

∇ · ~E =
ρ

ε0

, (3.5.28)

або, враховуючи −∇Φ = ~E, отримаємо рiвняння:

∇ · (∇Φ) = − ρ

ε0

(3.5.29)

або

Рiвняння 3.5.4.1 (основне рiвняння електростатики для вакууму)

∆Φ = − ρ

ε0

(3.5.30)

Зауваження 3.5.4.3 — Крiм теореми Гауса при постановцi гра-
ничних задач електростатики необхiдно враховувати рiзнi граничнi
режими електростатичного поля.

Приклад 3.5.4.1
Всерединi провiдника електричне поле ~E завжди дорiвнює нулю, та-
ким чином потенцiал u = const. Ця константа має одне i те ж саме
значення у системi з’єднаних мiж собою провiдними зв’язками про-
вiдникiв. Якщо провiдники вiдокремленi один вiд одного, то const
для кожного провiдника має своє окреме значення.

3.5.5 Електростатичне поле диполя

Визначення 3.5.5.1 (диполя). В тривимiрному просторi розглянемо па-
ру точкових зарядiв розташованих на малiй вiдстанi, якi мають заряди
рiзних знакiв i однакову абсолютну величину q. Таку пару зарядiв будемо
називати диполем.

Для конкретностi, нехай точки розташування вiд’ємного i додатного за-
рядiв знаходяться на вiдстанi 2ε.
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Визначення 3.5.5.2 (вiсь диполя). Вiдрiзок прямої, який з’єднує вказанi
точки будемо називати вiссю диполя.

Визначення 3.5.5.3 (моменту диполя). Величину 2εq = p будемо нази-
вати моментом диполя.

Пiдрахуємо потенцiал електростатичного поля вiд такої пари зарядiв.
Позначимо r вiдстань вiд центру диполя (середина вiдрiзку, що з’єднує
заряди) до точки вимiрювання потенцiалу r = |OP |. При цьому будемо
припускати, що величинами бiльш високого порядку малостi нiж ε/r
можна нехтувати:

−q

+q

O

ε

ε

P
r

ψ

З геометричних мiркувань знаходимо

u(P ) =
−q

4πrε0

√
1− 2

ε

r
cosψ +

(ε
r

)2
+

q

4πrε0

√
1 + 2

ε

r
cosψ +

(ε
r

)2
.

(3.5.31)
Застосовуючи формулу Тейлора i нехтуючи членами другого порядку
малостi отримаємо

u(P ) = − q

4πε0r

(
1 +

ε

r
cosψ

)
+

q

4πε0r

(
1− ε

r
cosψ

)
=

= −2εq cosψ

4πε0r2
= −p cosψ

4πε0r2
.

(3.5.32)

Припустимо, що ми маємо поверхню S на якiй розташованi диполi. Нехай
µ(M) : S → R — щiльнiсть моментiв цих диполiв. Тодi для кожної еле-
ментарної частини поверхнi dS момент диполiв dp дорiвнює dp = µ dS.

Враховуючи принцип суперпозицiї потенцiал електростатичного поля вiд
такої зарядженої поверхнi можна обчислити

u(P ) = −
¨

S

cosψ

4πε0r2
dp = −

¨

S

µ(M)
cosψ

4πε0|MP |2
dSM . (3.5.33)

Де |MP | —вiдстань мiж точками M i P .
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Визначення 3.5.5.4 (потенцiалу подвiйного шару). Оскiльки на поверх-
нi тiла орiєнтацiя вiсi диполя направлена по нормалi n до поверхнi, то
потенцiал електростатичного поля диполiв поверхнi буде мати вигляд iн-
тегралу

u(P ) =
1

4πε0

¨

S

µ(M)
∂

∂n

1

|MP |
dSM , (3.5.34)

який називається потенцiалом подвiйного шару.

3.5.6 Електричне поле в дiелектриках

Якщо дiелектрик внести в електричне поле, то це поле i сам дiелектрик
змiнює свої властивостi. Цi змiни вiдбуваються за рахунок поляризацiї
диполiв, якi заповнюють дiелектрик, тобто пiд дiєю електричного поля
орiєнтуються в певному напрямку (до внесення поля їх розташування
було хаотичне) i тим самим вносять змiни в зовнiшнє електричне поле.

Визначення 3.5.6.1 (електричної iндукцiї). Електрична iндукцiя поля
в дiелектрику визначається формулою

~D = ε0
~E + ~P, (3.5.35)

де ~P називають вектором поляризацiї дiелектрикiв та для широкого кла-
су дiелектрикiв вектор ~P можна записати у виглядi

~P = ε0χ~E, (3.5.36)

χ — дiелектрична сприйнятливiсть дiелектрика.
Таким чином електричну iндукцiю в дiелектрику можна обчислити за
формулою

~E = εa~E, (3.5.37)

де
εa = ε0(1 + χ). (3.5.38)

Теорема Гауса для вектора електричної iндукцiї записується у виглядi
‹

S

Dn dS =

˚

Ω

ρ dΩ. (3.5.39)

Враховуючи ~E = εa~E та потенцiальнiсть вектора напруженостi електри-
чного поля будемо мати

81



Рiвняння 3.5.6.1 (електростатики для дiелектрика)

∇ · (εa∇u) = −ρ. (3.5.40)

Розглянемо деякi наслiдки теореми Гауса для граничних режимiв:

• Якщо двостороння поверхня S дiелектрика заряджена поверхневою
щiльнiстю σ, а в кожнiй точцi поверхнi заданий вектор нормалi ~n,
то з теореми Гауса випливає наслiдок(

∂u

∂n

)∣∣∣∣
S+

−
(
∂u

∂n

)∣∣∣∣
S−

= − En|S+ + En|S− = − σ
ε0

. (3.5.41)

де знаком “+” позначенi граничнi значення нормальної похiдної по-
тенцiалу зi сторони додатного значення нормалi, знаком “-” — гра-
ничны значення потенцыалу з протилежного боку.

Таким чином нормальна похiдна потенцiалу електростатичного по-
ля, або нормальна складова напруженостi електростатичного поля
має розрив при переходi через заряджену поверхню дiелектрика.

• Якщо дiелектрик з щiльнiстю поверхневих зарядiв примикає до
провiдника, то в провiднику електричне поле вiдсутнє, тобто по-
тенцiал дорiвнює константi таким чином з попереднього наслiдку
потенцiал на поверхнi дiелектрика задовольняє спiввiдношення(

∂u

∂n

)∣∣∣∣
S+

= − En|S+ = − σ

ε+

. (3.5.42)

• Якщо вздовж деякої поверхнi S межують два однорiдних дiеле-
ктрика з дiелектричними сталими ε+, ε− вiдповiдно, то згiдно мо-
делi Фарадея, поверхня контакту є провiдною у продовжному на-
прямку. З кожного боку на поверхнi дiелектрикiв має мiсце пев-
на щiльнiсть зарядiв σ+, σ− вiдповiдно, але сумарне значення цих
щiльностей дорiвнює нулю, тобто

− ε+En+ + ε−En− = ε+

(
∂u

∂n

)∣∣∣∣
S+

− ε−
(
∂u

∂n

)∣∣∣∣
S−

= 0. (3.5.43)
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3.5.7 Постановка основних граничних задач електростатики

Нехай у просторi задана деяка система провiдникiв у виглядi заряджених
поверхонь

S =
N⊔
i=1

Si (3.5.44)

розмiщених в деякому дiелектрику. На кожному провiднику (поверхнi)
заданий потенцiал U |Si

= Ui = const. Необхiдно визначити потенцiал
електростатичного поля в усiх точках простору.
У випадку, якщо у просторi вiдсутнi додатковi заряди окрiм заряджених
поверхонь, то шуканий потенцiал електростатичного поля задовольняє
рiвнянню Лапласа. Таким чином гранична задача приймає вигляд:

∆U = 0, x ∈ R3 \ S,
U |Si

= Ui, i = 1, N,

lim
|x|→∞

U = 0.

(3.5.45)

У випадку, якщо провiдники розташованi у неоднорiдному дiелектрику
у якому з щiльнiстю ρ розподiленi вiльнi заряди, то гранична задача буде
мати вигляд: 

∇ · (εa(x)∇U) = −ρ(x), x ∈ R3 \ S,
U |Si

= Ui, i = 1, N,

lim
|x|→∞

U = 0.

(3.5.46)

Визначення 3.5.7.1 (першої граничної задачi електростатики). Грани-
чнi задачi (3.5.45) i (3.5.46) називають першими граничними задачами
електростатики.

В електростатицi розглядається i другий тип граничної задачi, коли на
поверхнi провiдника задаються умови другого роду:

∂U

∂n

∣∣∣∣
Si

= −σi
ε0

. (3.5.47)

Фiзично це означає, що на поверхнi Si задається щiльнiсть поверхневих
зарядiв σi.
Гранична умова другого роду не є природною для задач електростатики,
оскiльки поверхнева щiльнiсть важко вимiрюється.
Бiльш природна постановка є такою:
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Приклад 3.5.7.1
Нехай у просторi заповненому дiелектриком з дiелектричною сталою
εs задана деяка система провiдникiв у виглядi заряджених поверхонь

S =
N⊔
i=1

Si. (3.5.48)

На кожному провiднику (поверхнi) вiдомий повний заряд провiдни-
ка ei. Необхiдно визначити потенцiал електростатичного поля в усiх
точках простору.

З основного рiвняння електростатики запишимо:

∇ · (εa∇U) = 0, x ∈ R3 \ S, (3.5.49)

на кожгому провiднику задамо U |Si
= Ui = const, де Ui — невiдомi вели-

чини. Умову повного заряду провiдника запишемо у виглядi:
‹

Si

εa
∂U

∂n
dS = −ei, (3.5.50)

де iнтегрування ведеться по довiльнiй замкненiй поверхнi Si, яка охо-
плює провiдник. Завершує постановку умови затухання потенцiалу на
нескiнченостi

lim
|x|→∞

U = 0. (3.5.51)

Визначення 3.5.7.2 (другої граничної задачi електростатики). Грани-
чна задача (3.5.49)–(3.5.51) називається другою граничною задачею еле-
ктростатики.

3.6 Математичнi моделi магнiтостатики

Вiдомо що взаємодiють мiж собою не тiльки електричнi заряди але i еле-
ктричнi струми. Так наприклад два паралельних провiдники, по яким
протiкають постiйнi електричнi струми притягуються мiж собою, якщо
струми мають однаковий напрям i вiдштовхуються, якщо струми мають
протилежний напрям. Зокрема Ампером було встановлено, що сила взає-
модiї провiдникiв розрахована на одиницю довжини провiдника пропор-
цiйна величинам струмiв в них I1 та I2 i обернено пропорцiйна вiдстанi
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мiж паралельними провiдниками r та дорiвнює

f =
µ0

4π

I1I2

r
, (3.6.1)

де µ0 — коефiцiєнт магнiтної проникливостi.

Взаємодiя струмiв вiдбувається через поле яке називається магнiтним,
така назва поля виникла у зв’язку з тим, що як винайшов у 1820 роцi Ер-
стед, поле провiдника постiйного струму впливає на орiєнтацiю магнiтної
стрiлки.

Таким чином можна зробити висновок, що заряди, якi рухаються змiню-
ють властивостi оточуючого їх простору — створюючи в ньому магнiтне
поле. Це поле проявляється в тому, що воно впливає на заряди, що ру-
хаються в цьому полi (струми).

Подiбно тому, як пробний точковий заряд використовувався нами для
дослiдження електричного поля, так для дослiдження магнiтного поля
можна використовувати пробний струм, який циркулює в площинному
замкненому контурi дуже малих розмiрiв.

Орiєнтацiю контуру в просторi будемо характеризувати за допомогою ве-
ктору нормалi до площини контуру, який обирається за правилом право-
го гвинта. (Якщо обходити контур, так, що область знаходиться лiворуч
спостерiгача, то нормаль орiєнтована вiд нiг до голови спостерiгача). Та-
ку орiєнтацiю нормалi називають додатною.

Вносячи пробний контур у магнiтне поле, ми спостерiгаємо, що поле
здiйснює на контур орiєнтуючу дiю, встановлюючи її додатню нормаль
у певному напрямi. Приймемо цей напрям за напрям поля у цiй точцi.
Якщо повернути контур так, що напрям додатньої нормалi i напрям поля
не спiвпадали, то виникає обертальний момент, який прагне повернути
контур в рiвноважне положення. Величина моменту у точцi залежить
вiд кута α мiж нормаллю i напрямом поля. I досягає найбiльшого зна-
чення Mmax при α = π/2, при α = 0 момент дорiвнює нулю. Оберталь-
ний момент залежить як вiд властивостей поля в заданiй точцi так i вiд
властивостей контуру. Так вносячи рiзноманiтнi пробнi контури можна
побачити, що Mmax пропорцiйний силi струму, що циркулює в контурi, i
площi, яку охоплює контур i зовсiм не залежить вiд форми контуру.

Визначення 3.6.0.1 (магнiтного моменту контуру). Таким чином дiя ма-
гнiтного поля на площинний контур визначається величиною PM = IS,
яку називають абсолютним значенням магнiтного моменту контуру.
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Окрiм сили току I та площi S пробний контур характеризується орiєн-
тацiєю у просторi, тому магнiтний момент слiд розглядати, як вектор,
напрям якого спiвпадає з напрямом одиничної нормалi, тому

~pM = IS~n. (3.6.2)

На пробнi контури з рiзним значенням pM в данiй точцi поля дiють рi-
знi обертальнi моменти Mmax. В той же час вiдношення Mmax/p для усiх
контурiв буде одне i теж саме i може бути прийняте за кiлькiсну хара-
ктеристику магнiтного поля.

Визначення 3.6.0.2 (iндукцiї). Фiзичну величину B, яка пропорцiйна
цьому вiдношенню називають магнiтною iндукцiєю:

B ' Mmax

pM
. (3.6.3)

Магнiтна iндукцiя — векторна величина, напрям якої визначається рiв-
новажним положенням нормалi пробного контуру, а рiвняння вище ви-
значає модуль вектору ~B.

Визначення 3.6.0.3 (напруженостi магнiтного поля). Поряд з вектором
магнiтної iндукцiї ~B розглядається також векторна величина ~H, яку нази-
вають напруженiстю магнiтного поля. Для вакууму та iнших iзотропних
середовищ, якi не мають магнiтних властивостей зв’язок мiж вектором
магнiтної iндукцiї та вектором напруженостi магнiтного поля має вигляд.

~B = µ~H, (3.6.4)

тобто цi вектори колiнеарнi. Де µ = const — магнiтна проникливiсть
середовища, через µ0 будемо позначати магнiтну проникливiсть вакууму.

3.6.1 Закон Бiо-Савара

Бiо та Савар у 1820 роцi провели дослiдження магнiтних полiв струмiв
рiзної форми та з’ясували, що напруженiсть магнiтного поля в усiх ви-
падках пропорцiйна силi струму, який створює магнiтне поле, i доволi
складним чином залежить вiд вiдстанi до цiєї точки. Експерименталь-
нi данi Бiо Савара проаналiзував Лаплас i встановив, що для елементу
струму, який направлений вздовж вектора нескiнченно малого змiщення
d~l i має величину I величина напруженостi магнiтного поля d~H визна-
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чається за формулою:

d~H =
1

4π

I
(

d~l × ~r
)

|r|3
, (3.6.5)

де ~r — вектор, направлений вiд елементу струму до точки у якiй обчи-
слюється напруженiсть магнiтного поля, ~a×~b — векторний добуток двох
векторiв.

Виходячи з цiєї формули легко обчислити поле прямого струму

∣∣∣~H∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞̂

−∞

d~H

∣∣∣∣∣∣ =
1

4π

∞̂

−∞

I · | dl| · |r| · sinα
|r|3

=

=
1

4π

πˆ

0

I · |r| · sinα
|r|2 · sinα

dα =
I

4π

πˆ

0

dα

|r|
=

=
I

4πb

πˆ

0

sinα dα =
I

2πb
,

(3.6.6)

де всi величини зображенi на наступному рисунку:

d`

I
b

r

α

dα

rdα
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При цьому вектор ~H має напрям по дотичнiй до концентричних кiл з
центром у точцi проходження струму i орiєнтований за правилом правого
гвинта.

3.6.2 Циркуляцiя вектора напруженостi магнiтного поля

Нехай ми маємо магнiтне поле з вектором магнiтної напруженостi ~H,
який є функцiєю точки простору.

Визначення 3.6.2.1 (циркуляцiї векторного поля). Циркуляцiєю вектор-
ного поля ~H будемо називати величину

˛

C

〈
~H, d~l

〉
(3.6.7)

де C — замкнений контур в просторi.

Обчислимо циркуляцiю вектора магнiтної напруженостi вздовж будь-
якого замкненого плоского контуру, що охоплює деякий прямий струм,
ортогональний до площини контуру:

C

H

−→
d`

R

dα

Враховуючи, формулу
∣∣∣~H∣∣∣ = I/2πb, можна записати, що

〈
~H, d~l

〉
=

I

2πR
R dα. (3.6.8)
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Таким чином циркуляцiя
˛

C

〈
~H, d~l

〉
=

I

2π

˛

C

dα = I. (3.6.9)

У випадку, коли контур охоплює декiлька струмiв, то ця формула уза-
гальнюється: ˛

C

〈
~H, d~l

〉
=
∑

I. (3.6.10)

У випадку, коли струми розподiленi у просторi з деякою щiльнiстю ~j,
то величина струму, що протiкає через довiльну поверхню S може бути
записаний у виглядi

I =

ˆ

S

~jn dS. (3.6.11)

Таким чином маємо

Закон 3.6.2.1 (циркуляцiї магнiтного поля)

˛

C

〈
~H, d~l

〉
=

¨

S

~jn dS (3.6.12)

У цiй формулi C — довiльний контур у просторi, S — довiльна поверхня,
яка спирається на контур C.

Використовуючи формулу Стокса, отримаємо
¨

S

(
∇× ~H

)
n

=

¨

S

~jn dS. (3.6.13)

Враховуючи, що поверхня S обрана довiльним чином можемо записа-
ти

Рiвняння 3.6.2.1 (магнiтостатики)
Воно є частинним випадком третього рiвняння поля:

∇× ~H = ~j. (3.6.14)
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Порiвнюючи закон циркуляцiї магнiтного поля у вакуумi та формулу
˛

C

〈
~E, d~l

〉
= 0 (3.6.15)

для електричного поля, бачимо мiж цими полями суттєву рiзницю. Так
циркуляцiя по замкненому контуру електричного поля дорiвнює нулю,
а значить це поле потенцiальне, магнiтне поле не є потенцiальним, його
називають вихровим.

Другою особливiсть магнiтного поля полягає в тому, що лiнiї магнiтної
iндукцiї, а значить i лiнiї напруженостi магнiтного поля у вакуумi завжди
замкненi, що свiдчить про вiдсутнiсть у природi магнiтних зарядiв. За-
мкненiсть лiнiй магнiтної iндукцiї та лiнiй напруженостi магнiтного поля
означають, що потiк векторного поля магнiтної iндукцiї через будь-яку
замкнену поверхню дорiвнює нулю. Тобто

‹

S

~Bn dS = 0. (3.6.16)

З формули Остроградського Гауса отримаємо ще одне рiвняння магнiто-
статики, яке є частинним випадком другого рiвняння теорiї поля:

∇ · ~B = 0, (3.6.17)

або, враховуючи ~B = µ~H,

∇ ·
(
µ0
~H
)

= 0. (3.6.18)

Таким чином рiвняння магнiтостатики для вакууму представляють со-
бою систему з другого i третього рiвнянь поля.

3.6.3 Магнiтне поле в середовищi

Деякi речовини мають здатнiсть до намагнiчування: тобто пiд дiєю при-
кладеного до них магнiтного поля можуть отримувати магнiтний момент.
Однi речовини намагнiчуються сильнiше, iншi слабкiше, таки речовини
називаються магнетиками.

Для магнетикiв розмiщених у зовнiшньому магнiтному полi утворюється
додаткове магнiтне поле i сумарне магнiтне поле визначається як

~B = ~Bi + ~B′, (3.6.19)
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де ~Bi — зовнiшнє магнiтне поле обумовлене електричним струмом чи
iншим чинником, ~B′ — додаткове магнiтне поле середовища здатного до
намагнiчування.

Для пояснення явища намагнiчування середовищ Ампер припустив, що
в молекулах тiла циркулюють круговi струми. Кожний струм має ма-
гнiтний момент i створює в оточуючому просторi магнiтне поле. Якщо
зовнiшнє магнiтне поле вiдсутнє, то молекули розташованi хаотично i
результуюче поле дорiвнює нулю. В результатi хаотичної орiєнтацiї ма-
гнiтних моментiв, сумарний магнiтний момент тiла також рiвний нулю.
Пiд дiєю зовнiшнього поля моменти молекул сприймають переважну орi-
єнтацiю в одному напрямку, за рахунок чого магнетик намагнiчується i
його сумарний магнiтний момент становиться вiдмiнним вiд нуля. Ма-
гнiтнi поля окремих молекулярних струмiв вже не компенсують одне
одного, а утворюють додаткове магнiтне поле ~B′:

Визначення 3.6.3.1 (вектору намагнiчування). Намагнiчування магне-
тика природно характеризувати магнiтним моментом одиницi об’єму. Цю
величину називають вектором намагнiчування i позначають ~J.

Дослiдним шляхом встановлено, що вектор намагнiчування ~J зв’язаний
з напруженiстю зовнiшнього поля у точцi спiввiдношенням

~J = χ~H. (3.6.20)

Визначення 3.6.3.2 (магнiтної сприйнятливостi речовини). Тут χ — без-
розмiрна величина, яку називають магнiтною сприйнятливiстю речови-
ни.

В залежностi вiд знаку i величини магнiтної сприйнятливостi χ усi ма-
гнетики подiляються на класи:
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• Дiамагнетики — для яких χ — мала за абсолютною величиною i
вiд’ємна.

• Парамагнетики — для яких χ — мала за величиною i додатна.

• Феромагнетики — для яких χ — додатна i досягає дуже великих
значень.

Таким чином враховуючи ~B = ~Bi + ~B′ та ~J = χ~H, можемо записати,
що зв’язок мiж вектором магнiтної iндукцiї та вектором напруженостi
магнiтного поля для магнетикiв матиме вигляд ~H = ~B/µ0 − ~J, або ~H =
~B/µ0 − χ~H, звiдки маємо

~H =
~B

µ0(1 + χ)
=

~B

µα
, (3.6.21)

де µα = µ0(1 + χ).

Таким чином для магнетикiв рiвняння магнiтостатики приймають ви-
гляд другого i третього рiвняння поля (3.6.18), (3.6.14), де вектор магнi-
тної iндукцiї i напруженiсть магнiтного поля зв’язанi мiж собою останнiм
спiввiдношенням.

3.6.4 Граничнi умови для магнiтного поля

При переходi через границю роздiлу двох магнетикiв з рiзними магнi-
тними проникливостями µ1 i µ2 силовi лiнiї магнiтного поля вiдчувають
переломлення. Для з’ясування, яким чином вiдбувається переломлення
лiнiй поля необхiдно встановити яким чином переломлюються нормальнi
та тангенцiальнi складовi на границi. Отримання граничних умов здiй-
снюються за допомогою теореми Гауса для магнiтного поля i теореми
про циркуляцiї магнiтного поля.

Для нормальних складових вектора магнiтної iндукцiї ~B, теорема Гауса
дає 〈

~B2, ~n2

〉
S2 +

〈
~B1, ~n1

〉
S1 = 0, (3.6.22)

де S1 = S2:
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h

S1

S2

~n2

~n1

B1

B2

µ2

µ1

Потiк магнiтної iндукцiї ~B через бокову поверхню цилiндру при h → 0
стає нескiнченно малим i їм можна нехтувати. Таким чином〈

~B1, ~n1

〉∣∣∣
S

=
〈
~B2, ~n1

〉∣∣∣
S
. (3.6.23)

Тобто на границi роздiлу двох магнетикiв виконується умова неперерв-
ностi нормальної складової вектора магнiтної iндукцiї ~Bn.

Припустимо, що на границi, що роздiляє два магнетики не тече поверх-
невий електричний струм, тодi згiдно до теореми про циркуляцiю напру-
женостi магнiтного поля, будемо мати〈

~H1, τ
〉
a1 −

〈
~H2, τ

〉
a2 = 0, (3.6.24)

де a1 = a2 — горизонтальнi елементи контуру iнтегрування:

a2

a1

~H1,τ

~H2,τ

Iнтеграл по вертикальним складовим контуру при h→ 0 прямує до нуля.
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Таким чином дотичнi (тангенцiальнi) складовi напруженостi магнiтного
поля неперервнi при переходi через границю двох магнетикiв, а вiдпо-
вiдна гранична умова приймає вигляд:

~H1τ

∣∣∣
S

= ~H2τ

∣∣∣
S

(3.6.25)

Якщо врахувати зв’язок мiж векторами магнiтної iндукцiї i вектором
напруженостi магнiтного поля, то можна записати

µ2
~B1τ

∣∣∣
S

= µ1
~B2τ

∣∣∣
S
, (3.6.26)

µ1
~H1n

∣∣∣
S

= µ2
~H2n

∣∣∣
S
. (3.6.27)

Якщо на поверхнi, що роздiляє два магнетики протiкає електричний
струм з лiнiйною щiльнiстю ~i, то тодi замкнений контур охоплює по-
верхневий струм i поверхневий iнтеграл обчислюється з використанням
третього рiвняння поля. В результатi будемо мати умову:

~H1τ

∣∣∣
S
− ~H2τ

∣∣∣
S

=
〈
~i, ~N

〉
(3.6.28)

де ~N = τ × ~n — векторний добуток дотичного вектора τ та вектора
нормалi ~n, до поверхнi S, що роздiляє два магнетики.

3.6.5 Векторний потенцiал

Нагадаємо систему рiвнянь магнiтостатики для магнетикiв.
∇ · ~B = 0,

∇× ~H = ~j,

~B = µa ~H.

(3.6.29)

З другого рiвняння випливає, що ∇ ·~j = 0, оскiльки ∇ · (∇× ~H) = 0.

Умова соленоїдальностi векторного поля ~B (перше рiвняння) виконано
коли

~B = ∇× ~A, (3.6.30)

де ~A — векторний потенцiал, що залежить вiд координат точок простору.
Оскiльки ∇×(∇ψ) = 0, то векторне поле магнiтної iндукцiї не змiниться,
якщо замiсть вектора A узяти A1 = A +∇ψ, де ψ — довiльна скалярна
функцiя. Таким чином векторний потенцiал для поля магнiтної iндукцiї
~B не визначається однозначно. У зв’язку з чим векторний потенцiал ~A
можна пiдпорядкувати додатковiй умовi

∇ · ~A = 0. (3.6.31)
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Зауваження 3.6.5.1 — Виконання цiєї умови завжди можна забез-
печити вибором функцiї ψ.

Використаємо представлення ~B = ∇ × ~A, тодi з другого та третього
рiвняння отримаємо

∇×∇× ~A = ~jµa. (3.6.32)

Врахуємо, що
∇×∇× ~A = ∇(∇ · ~A)−∆~A = µa~j. (3.6.33)

Використовуючи умову ∇ · ~A = 0, отримаємо рiвняння для векторного
потенцiалу

∆~A = −µa~j. (3.6.34)

Таким чином система рiвнянь магнiтостатики зводиться до векторного
рiвняння Пуассона для векторного потенцiалу.

3.7 Класифiкацiя рiвнянь в частинних похiдних

3.7.1 Класифiкацiя рiвнянь з двома незалежними змiнними

Будемо розглядати загальне рiвняння другого порядку з двома незале-
жними змiнними, лiнiйне вiдносно старших похiдних.

Визначення 3.7.1.1 (головної частини рiвняння). Частину рiвняння, яка
мiстить похiднi старшого порядку називають головною частиною рiвнян-
ня:

A(x, y)
∂2u

∂x2
+2B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+C(x, y)

∂2u

∂y2
+F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0. (3.7.1)

Поставимо задачу спростити вигляд головної частини рiвняння. Для чо-
го введемо замiну змiнних:

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y). (3.7.2)

Для скорочення запису скористаємося позначеннями ∂u/∂x = ux.

Обчислимо вирази для похiдних в нових змiнних ξ, η:

ux = uξξx + uηηx, (3.7.3)
uy = uξξy + uηηy, (3.7.4)
uxx = uξξξ

2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx, (3.7.5)

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy, (3.7.6)
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uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy. (3.7.7)

Пiдставимо обчисленi похiднi в рiвняння:

A(uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x)+

+ 2B(uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηη · ηx · ηy)+
+ C(uξξξ

2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y) + F̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0. (3.7.8)

Перегрупуємо доданки i отримаємо рiвняння у виглядi:

Auξξ + 2Buξη + Cuηη + F̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0, (3.7.9)

де

A = Aξ2
x + 2Bξxξy + Cξ2

y (3.7.10)

B = Aξxηx +B(ξxηy + ξyηx) + Cξyηy (3.7.11)

C = Aη2
y + 2Bηxηy + Cη2

y (3.7.12)

Зробимо нульовими коефiцiєнти при uξξ та uηη за рахунок вибору нових
змiнних:

Aξ2
x + 2Bξxξy + Cξ2

y = 0, (3.7.13)
Aη2

x + 2Bηxηy + Cη2
y = 0, (3.7.14)

Розв’язком цих рiвнянь будуть функцiї ξ(x, y) i η(x, y) вiдповiдно.

Для знаходження функцiй ξ(x, y), η(x, y), зведемо рiвняння в частинних
похiдних до звичайного диференцiального рiвняння.

Розглянемо перше з цих рiвнянь i роздiлимо його на ξ2
y :

A

(
ξx
ξy

)2

+ 2B
ξx
ξy

+ C = 0. (3.7.15)

Аналочiчне рiвняння можно отримати i для функцiї η(x, y).
Розглянемо неявно задану функцiю y = y(x) у виглядi ξ(x, y) = const,
легко бачити

dξ = ξx dx+ ξy dy = 0 (3.7.16)

або
ξx
ξy

= −dy

dx
. (3.7.17)

Тобто рiвняння в частинних похiдних зводиться до звичайного диферен-
цiального характеристичного рiвняння:
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Визначення 3.7.1.2 (характеристичного рiвняння). Характеристичним
називається рiвняння

A

(
dy

dx

)2

− 2B
dy

dx
+ C = 0. (3.7.18)

Визначення 3.7.1.3 (характеристик). Його розв’язки називаються хара-
ктеристиками.

Квадратне рiвняння вiдносно похiдної розпадається на два лiнiйних рiв-
няння:

dy

dx
=
B +

√
B2 − AC
A

, (3.7.19)

dy

dx
=
B −

√
B2 − AC
A

. (3.7.20)

Знак пiдкореневого виразу визначає тип рiвняння i спосiб вибору нових
змiнних. Розглянемо можливi випадки:

1. рiвняння гiперболiчного типу B2 − AC > 0.

Кожне з характеристичних рiвнянь має по однiй дiйснiй характери-
стицi. Нехай ϕ(x, y) = const та ψ(x, y) = const — загальнi iнтеграли
першого та другого характеристичного рiвняння, тодi новi змiннi
вибираються у виглядi

ξ = ϕ(x, y), (3.7.21)
η = ψ(x, y). (3.7.22)

Пiсля застосування вказаної замiни змiнних отримаємо першу ка-
нонiчну форму запису рiвняння гiперболiчного типу

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.23)

Зауваження 3.7.1.1 — Якщо використати змiннi

α =
ξ + η

2
, (3.7.24)

β =
ξ − η

2
, (3.7.25)

то можна отримати другу канонiчну форму запису рiвняння
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гiперболiчного типу

uαα − uββ = Φ1(α, β, u, uα, uβ). (3.7.26)

2. рiвняння елiптичного типу B2 − AC < 0.

В цьому випадку розв’язки характеристичних рiвнянь (характери-
стики) — комплексно спряженi i можуть бути записанi у виглядi:
ω(x, y) = ϕ(x, y)± iψ(x, y) = const.

Тодi для змiнних

ξ = ϕ(x, y) + iψ(x, y), (3.7.27)
η = ϕ(x, y)− iψ(x, y) (3.7.28)

отримаємо вигляд аналогiчний першiй канонiчнiй формi гiперболi-
чного рiвняння але з комплесними незалежними змiнними.

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.29)

Для того щоб позбутися комплексних змiнних виберемо новi дiйснi
змiннi

α = ϕ(x, y) =
ξ + η

2
, (3.7.30)

β = ψ(x, y) =
ξ − η

2i
. (3.7.31)

Тодi отримаємо канонiчну форму запису рiвняння елiптичного типу
у виглядi:

uαα + uββ = Φ(α, β, u, uα, uβ). (3.7.32)

3. рiвняння параболiчного типу B2 − AC = 0.

Характеристики в цьому випадку спiвпадають i новi змiннi обира-
ють у виглядi:

ξ = ϕ(x, y), (3.7.33)
η = ν(x, y), (3.7.34)

де ν(x, y) — будь-яка функцiя незалежна вiд ϕ(x, y).
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Зауваження 3.7.1.2 — Необхiдно, щоб визначник Вронського
для нових змiнних W [·] 6= 0, тобто, щоб замiна змiнних була не
виродженою.

У випадку параболiчного рiвняння маємо AC = B2 i таким чином

A = (Aξ2
x + 2Bξxξy + Cξ2

y) =

=
(√

Aξx +
√
Cξy

)2

= 0.
(3.7.35)

i
B = Aξxηx +B(ξxηy + ξyηx) + Cξyηy =

=
(√

Aξx +
√
Cξy

)(√
Aηx +

√
Cηy

)
= 0.

(3.7.36)

При цьому C 6= 0. Таким чином пiсля дiлення на C отримаємо
канонiчну форму запису рiвняння гiперболiчного типу.

uηη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.37)

3.7.2 Класифiкацiя рiвнянь другого порядку з багатьма неза-
лежними змiнними

Розглянемо лiнiйне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами

n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,juxixj +
n∑
i=1

Biuxi + Cu+ F = 0, (3.7.38)

де Ai,j = Aj,i, Ai,j, Bi, C, F є функцiями вiд x = (x1, x2, . . . , xn).

Введемо новi змiннi

ξk = ξk(x1, x2, . . . , xn), k = 1, n. (3.7.39)

Обчислимо похiднi, що входять в рiвняння

uxi =
n∑
k=1

uξkαi,k, (3.7.40)

uxixj =
n∑
k=1

n∑
l=1

uξkξlαi,kαj,l +
n∑
k=1

uξk(ξk)xixj , (3.7.41)

де αi,k = ∂ξk/∂xi.
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Пiдставляючи вираз для похiдних в вихiдне рiвняння отримаємо:
n∑
k=1

n∑
l=1

Ak,luξkξl +
n∑
k=1

Bkuξk + Cu+ F = 0, (3.7.42)

де

Ak,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,jαi,kαj,l, (3.7.43)

Bk =
n∑
i=1

Biαi,k +
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,j(ξk)xixj . (3.7.44)

Поставимо у вiдповiднiсть головнiй частинi диференцiального рiвнянню
квадратичну форму

n∑
i=1

n∑
j=1

A0
i,jyiyj, (3.7.45)

де A0
i,j = Ai,j(x

0
1, . . . , x

0
n), тобто коефiцiєнти квадратичної форми спiвпа-

дають з коефiцiєнтами рiвняння в деякiй точцi областi.

Здiйснимо над змiнними y лiнiйне перетворення

yi =
n∑
k=1

αi,kηk. (3.7.46)

Будемо мати для квадратичної форми новий вираз:
n∑
i=1

n∑
j=1

A0
i,jyiyj =

n∑
k=1

n∑
l=1

A
0

k,lηkηl, (3.7.47)

де

A
0

k,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

A
0

i,jαi,kαj,l. (3.7.48)

Таким чином можна бачити, що коефiцiєнти головної частини рiвняння
(3.7.48) перетворюються аналогiчно коефiцiєнтам квадратичної форми
при описаному лiнiйному перетвореннi (3.7.43), (3.7.44). Вiдомо, що вико-
ристовуючи лiнiйне перетворення можна привести матрицю

[
A0
i,j

]
i,j=1,n

квадратичної форми до дiагонального вигляду, в якому A0

i,j = liδi,j, де
li ∈ {−1, 0, 1} .
Згiдно до закону iнерцiї квадратичних форм, кiлькiсть додатних, вiд’ємних
та нульових дiагональних елементiв iнварiантне вiдносно лiнiйного пере-
творення.
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Визначення 3.7.2.1 (елiптичного рiвняння). Будемо називати рiвняння
в точцi (x0

1, . . . , x
0
n) елiптичним, якщо всi A0

i,i, i = 1, n мають один i той
же знак та жодний дiагональний елемент не дорiвнює нулю.

Визначення 3.7.2.2 (гiперболiчного рiвняння). Будемо називати рiвня-
ння в точцi (x0

1, . . . , x
0
n) гiперболiчним, якщо m < n елементiв матрицi

мають один знак, а n −m коефiцiєнтiв мають протилежний знак та жо-
дний дiагональний елемент не дорiвнює нулю.

Визначення 3.7.2.3 (параболiчного рiвняння). Будемо називати рiвня-
ння в точцi (x0

1, . . . , x
0
n) параболiчним, якщо хоча б один з дiагональних

елементiв матрицi A0
i,i дорiвнює нулю.

Обираючи новi незалежнi змiннi ξi таким чином що б у точцi (x0
1, . . . , x

0
n)

виконувалось рiвнiсть αi,k = ∂ξk/∂xi = α0
i,k, де α0

i,k — коефiцiєнти пере-
творення, яке приводить квадратичну форму до канонiчної форми запи-
су. Зокрема, покладаючи

ξk =
n∑
i=1

α0
i,kxi, (3.7.49)

отримаємо у точцi (x0
1, . . . , x

0
n) канонiчну форму запису рiвняння в зале-

жностi вiд його типу.

Рiвняння 3.7.2.1 (канонiчна форма елiптичного рiвняння)

n∑
i=1

uξiξi + Φ = 0 (3.7.50)

Рiвняння 3.7.2.2 (канонiчна форма гiперболiчного рiвняння)

m∑
i=1

uξiξi −
n∑

i=m+1

uξiξi + Φ = 0 (3.7.51)
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Рiвняння 3.7.2.3 (канонiчна форма параболiчного рiвняння)

m∑
i=1

±uξiξi + Φ = 0, (3.7.52)

де Φ = Φ(∇ξu, u, ξ)

Приклад 3.7.2.1
Визначити тип рiвняння i привести його до канонiчної форми запису

y2uxx − x2uyy = 0.

Розв’язок. Складемо характеристичне рiвняння

dy

dx
=

0±
√

0 + (xy)2

y2
,

dy

dx
= ±x

y
.

Оскiльки обидвi характеристики є дiйсними, то рiвняння має гiперболi-
чний тип. Останнє рiвняння можна записати у виглядi:

y dy = ±x dx.

Загальнi iнтеграли цього рiвняння мають вигляд:

y2 ± x2 = const .

Для отримання першої канонiчної форми запису необхiдно обрати новi
змiннi

ξ = x2 + y2,

η = x2 − y2.

Для отримання другої канонiчної форми запису оберемо змiннi

α =
ξ + η

2
= x2,

β =
ξ − η

2
= y2,

обчислимо похiднi

ux = uα · 2x+ uβ · 0,
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uy = uα · 0 + uβ · 2y,
uxx = uαα · 4x2 + 2uαβ · 0 + uββ · 0 + uα · 2 + uβ · 0,
uyy = uαα · 0 + 2uαβ · 0 + uββ · 4y2 + uα · 0 + uβ · 2.

Пiдставимо знайденi похiднi в рiвняння:

y2(4x2uαα + 2uα)− x2(4y2uββ + 2uβ) = 0,

або
uαα − uββ +

uα − uβ
2x2y2

= 0,

i остаточно маємо:
uαα − uββ +

uα − uβ
2αβ

= 0.

Приклад 3.7.2.2
Визначити тип рiвняння i привести його до канонiчної форми запису

uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0

Розв’язок. Поставимо у вiдповiднiсть головнiй частинi рiвняння квадра-
тичну форму:

λ2
1 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ2

2 + 6λ2
3.

Методом видiлення повних квадратiв приведемо квадратичну форму до
канонiчної форми запису

λ2
1 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ2

2 + 6λ2
3 =

= (λ2
1 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + λ2

2 + λ2
3 − 2λ2λ3) + λ2

2 + 2λ2λ3 + 5λ2
3 =

= (λ1 + λ2 − λ3)2 + (λ2
2 + 2λ2λ3 + λ2

3) + 4λ2
3 =

= (λ1 + λ2 − λ3)2 + (λ2 + λ3)2 + (2λ3)2.

Вводимо новi незалежнi змiннi:
µ1 = λ1 + λ2 − λ3,

µ2 = λ2 + λ3,

µ3 = 2λ3.

Отримаємо канонiчну форму запису для квадратичної форми:

µ2
1 + µ2

2 + µ2
3. (3.7.53)

103



Оскiльки при квадратi кожної змiнної коефiцiєнт дорiвнює 1, то квадра-
тична форма та рiвняння мають елiптичний тип.

Запишемо тепер замiну змiнних, яка приведе рiвняння до канонiчної
форми запису. Обчислимо матрицю оберненого лiнiйного перетворення:

λ1 = µ1 − µ2 + µ3,

λ2 = µ2 − µ3/2,

λ3 = µ3/2.

Тобто

B =

1 −1 1
0 1 −1/2
0 0 1/2

 , λ = Bµ.

Обчислимо транспоновану матрицю

Bᵀ =

 1 0 0
−1 1 0
1 −1/2 1/2

 .

Для диференцiального рiвняння маємо новi змiннi: ~ξ = Bᵀ~x. Або в коор-
динатнiй формi: 

ξ = x,

η = y − x,
ζ = x− y/2 + z/2.

У новiй системi координат головна частина диференцiального рiвняння
буде мати канонiчну форму запису елiптичного рiвняння

uξξ + uηη + uζζ = 0.

3.7.3 Загальнi принципи класифiкацiї рiвнянь довiльного по-
рядку i систем диференцiальних рiвнянь

Розглянемо диференцiальне рiвняння m-го порядку вiдносно скалярної
функцiї u(x) змiнної x = (x1, x2, . . . , xn) вигляду:∑

|α|=m

aαD
αu+ f(Dβu, x) = 0. (3.7.54)

Коефiцiєнти aα залежать лише вiд x, функцiя f — вiд x, u та похiдних
Dβu, |β| < m.
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Зауваження 3.7.3.1 — Позначення Dα треба розумiти як

Dα =
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n

, (3.7.55)

тобто змiшану похiдну.

Перший доданок мiстить лише старшi похiднi рiвняння i за аналогiєю з
рiвняннями другого порядку можемо дати

Визначення 3.7.3.1 (головної частини рiвняння). Частину диференцi-
ального рiвняння, яка мiстить похiднi старшого порядку

A0(x,D)u =
∑
|α|=m

aαD
αu (3.7.56)

будемо називати головною частиною рiвняння.

З головною частиною зв’яжемо характеристичну форму (однорiдний по-
лiном):

A0(x, ξ) =
∑
|α|=m

aαξ
α, (3.7.57)

де ξα = (ξα1
1 , ξα2

2 , . . . , ξαn
n ).

Класифiкацiя рiвняння в частинних похiдних дуже тiсно зв’язана з вла-
стивостями характеристичної форми. Зрозумiло, що властивостi форми
залежать вiд точки x i тому рiвняння можна класифiкувати по рiзному
у рiзних точках x.

Визначення 3.7.3.2 (параболiчного рiвняння). Рiвняння будемо назива-
ти параболiчним в точцi x, якщо iснує таке афiнне перетворення змiнних
ξi = ξi(η1, . . . , ηn), i = 1, n, що в результатi застосування перетворення до
характеристичної форми, вона буде мiстити лише l < n нових змiнних.

Визначення 3.7.3.3 (елiптичного рiвняння). Рiвняння будемо називати
елiптичним у точцi x, якщо форма A0(x, ξ) знаковизначена, як функцiя
змiнної ξ, тобто приймає значення одного знаку для будь-яких дiйсних
значень ξ ∈ Rn, |ξ| 6= 0, або якщо алгебраїчне рiвняння A0(x, ξ) = 0 не має
дiйсних коренiв окрiм ξ = 0.
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Визначення 3.7.3.4. Рiвняння будемо називати гiперболiчним в точцi x,
якщо можна знайти таке афiнне перетворення змiнних ξi = ξi(η1, . . . , ηn),
i = 1, n, що у просторi нових змiнних η1, . . . , ηn iснує такий напрям (нехай
це змiнна η1), що алгебраїчне рiвняння A0(x, ξ(η)) = 0 записане вiдносно
цiєї змiнної η1 має рiвно m дiйсних коренiв (простих або кратних) при
довiльному виборi останнiх змiнних η2, . . . , ηn.

Розглянемо систему рiвнянь в частинних похiдних вiдносно n невiдомих
функцiй u1, u2, . . . , un та запишемо її у матричному виглядi:

A(x,D)y = f, (3.7.58)

де A(x,D) — n× n матриця з елементами Ai,j(x,D), якi представляють
собою диференцiальнi вирази деякого порядку µi,j.

В матрицi A(x,D) можна видiлити головну частину, яка мiстить дифе-
ренцiальнi оператори лише старшого порядку m, тодi головнiй частинi
буде вiдповiдати матриця

[A0(x,D)]ni,j=1 =
∑
|α|=m

ai,j,α(x)Dα (3.7.59)

Будемо розглядати характеристичний детермiнант

det

∑
|α|=m

ai,j,α(x)ξα

 (3.7.60)

який представляє собою форму порядку n×m вiдносно параметрiв ξ1, . . . , ξm.

Подальша класифiкацiя систем вiдбувається на основi аналiзу характе-
ристичної форми (однорiдного полiному (3.7.60)).

Приклад 3.7.3.1
Розглянемо систему стацiонарних рiвнянь теорiї пружностi:(

∆~U +
m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
= −

~X

G
. (3.7.61)
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Розв’язок. Старший порядок похiдних цiєї системи дорiвнює двом, тодi
матриця яка вiдповiдає головнiй частинi системи має вигляд

A0(D) =



∆ + λ
∂2

∂x2
λ

∂2

∂x∂y
λ

∂2

∂x∂z

λ
∂2

∂y∂x
∆ + λ

∂2

∂y2
λ
∂2

∂y∂z

λ
∂2

∂z∂x
∆ + λ

∂2

∂z∂y
λ
∂2

∂z2


(3.7.62)

де λ = m/(m− 2).

Тодi характеристична форма, що вiдповiдає цiй матрицi матиме вигляд:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|ξ|2 + λξ2

1 λξ1ξ2 λξ1ξ3

λξ2ξ1 |ξ|2 + λξ2
2 λξ2ξ3

λξ3ξ1 λξ3ξ2 |ξ|2 + λξ2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |ξ|6(1 + λ). (3.7.63)

Зрозумiло, що цей вираз є додатнiм, що гарантує елiптичнiсть системи
статичних рiвнянь теорiї пружностi.

Приклад 3.7.3.2
Розглянемо систему рiвнянь гiдродинамiки у випадку iзоентропiчної
течiї 

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)

= 0,

∂ ~V

∂t
+
〈
~V,∇

〉
~V +

∇p
ρ

= 0,

p = p(ρ).

(3.7.64)

Розв’язок. Порядок системи дорiвнює одиницi, тому матриця системи
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має вигляд:

A0(D) =



∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
ρ
∂

∂x1

ρ
∂

∂x2

ρ
∂

∂x3

c2

ρ

∂

∂x1

∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
0 0

c2

ρ

∂

∂x2

0
∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
0

c2

ρ

∂

∂x3

0 0
∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉


(3.7.65)

Вiдповiдна характеристична форма матиме вигляд:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ +
〈
~V, ξ

〉
ρξ1 ρξ2 ρξ3

c2

ρ
ξ1 τ +

〈
~V, ξ

〉
0 0

c2

ρ
ξ2 0 τ +

〈
~V, ξ

〉
0

c2

ρ
ξ3 0 0 τ +

〈
~V, ξ

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (3.7.66)

де 〈
~V, ξ

〉
=

3∑
i=1

Viξi, (3.7.67)

а c2 = dp/ dρ — квадрат швидкостi звуку. Розкриваючи визначник отри-
маємо спiввiдношення(

τ +
〈
~V, ξ

〉)2
((

τ +
〈
~V, ξ

〉)2

− c2|ξ|2
)

= 0. (3.7.68)

Розглядаючи цей вираз як полiном вiдносно змiнної τ , яка вiдповiдає
змiннiй часу t у системi рiвнянь, отримаємо для довiльних дiйсних зна-
чень вектора ξ чотири дiйсних кореня, а саме

τ1,2 = −
〈
~V, ξ

〉
, (3.7.69)

τ3,4 = −
〈
~V, ξ

〉
± c|ξ|, (3.7.70)
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Зауваження 3.7.3.2 — Тут τ1,2 позначає кратний корiнь.

Таким чином система рiвнянь гiдродинамiки має гiперболiчний тип.

Приклад 3.7.3.3
Розглянемо систему рiвнянь Нав’є-Стокса для нестисливої рiдини

∂ ~V

∂t
+
(
~V · ∇

)
~V =

η

ρ
∆~V. (3.7.71)

Розв’язок. Матриця головної частини системи має вигляд:

A0(x,D) =

∆ 0 0
0 ∆ 0
0 0 ∆

 (3.7.72)

Характеристична форма запишеться у виглядi:∣∣∣∣∣∣
|ξ|2 0 0
0 |ξ|2 0
0 0 |ξ|2

∣∣∣∣∣∣ = |ξ|6 = 0, (3.7.73)

де ξ = (ξ1, ξ2, ξ3). Враховуючи, що характеристична форма мiстить лише
три змiнних, а рiвняння мiстить чотири, можемо зробити висновок, що
система є параболiчною.

3.8 Постановка основних граничних задач для лiнiй-
них диференцiйних рiвнянь 2-го порядку, коре-
ктнiсть, класичнi та узагальненi розв’язки

Серед множини математичних моделей, якi були розглянутi в попереднiх
параграфах можна видiлити найтиповiшi математичнi моделi, якi кон-
центрують в собi головнi особливостi усiх розглянутих вище. Цi моделi
представляють собою граничнi задачi для рiвнянь трьох типiв: елiпти-
чних, параболiчних та гiперболiчних лiнiйних рiвнянь другого порядку.

Розглянемо основний диференцiальний оператор другого порядку:

Lu = ∇ · (p(x)∇u)− q(x)u. (3.8.1)

Запишемо основнi диференцiальнi рiвняння:
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• Елiптичне рiвняння:

Lu = −F (x), x ∈ Ω ⊂ Rn. (3.8.2)

• Параболiчне рiвняння:

ρ(x)
∂u

∂t
= Lu+ F (x, t), x ∈ Ω, t > t0. (3.8.3)

• Гiперболiчне рiвняння:

ρ(x)
∂2u

∂t2
= Lu+ F (x, t), x ∈ Ω, t > t0. (3.8.4)

3.8.1 Гранична задача для елiптичного рiвняння

Будемо роздiляти внутрiшнi i зовнiшнi задачi для елiптичного рiвняння.

Визначення 3.8.1.1 (внутрiшньої i зовнiшньої задач). Якщо x ∈ Ω, то
таку задачу будемо називати внутрiшньою, якщо x ∈ Ω′ — зовнiшньою.

Зауваження 3.8.1.1 — В подальшому ми будемо розглядати кла-
сичнi розв’язки граничних задач. Це означає, що рiвняння i усi гра-
ничнi умови виконуються в кожнiй точцi областi або границi.

Введемо обмеження на коефiцiєнти рiвняння p i q та вiльний член F .
Зокрема будемо припускати, що p > 0, p ∈ C1

(
Ω
)
, q ≥ 0, q ∈ C

(
Ω
)
,

F (x) ∈ C
(
Ω
)
.

Позначимо ∂Ω = S — поверхню на якiй задаються граничнi умови за-
гального вигляду:

α(x)
∂u

∂n
+ β(x)u

∣∣∣∣
S

= V (x), (3.8.5)

де α, β ≥ 0, α, β,B ∈ C(S). З умови (3.8.5) можна отримати умови 1, 2,
3 роду:

1. Дiрiхле:

u|S =
V (x)

β(x)
. (3.8.6)

2. Неймана:
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

=
V (x)

α(x)
. (3.8.7)
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3. Ньютона:
∂u

∂n
+
β

α
u

∣∣∣∣
S

=
V

α
. (3.8.8)

Таким чином гранична задача для елiптичного рiвняння може бути сфор-
мульована наступним чином:

Постановка задачi (граничної для елiптичного рiвняння)
Знайти функцiю u(x) ∈ C2

(
Ω
)
∩C1

(
Ω
)
, яка в кожнiй внутрiшнiй то-

чцi областi Ω (для внутрiшньої задачi) або Ω′ (для зовнiшньої задачi)
задовольняє рiвняння (3.8.2), а кожнiй точцi границi S виконується
одна з граничних умов (3.8.6), (3.8.7) або (3.8.8).

Визначення 3.8.1.2. У випадку зовнiшньої граничної задачi в нескiн-
ченно вiддаленiй точцi областi слiд задавати додатковi умови поведiнки
розв’язку. Такi умови називають умовами регулярностi на нескiнченостi.

Зауваження 3.8.1.2 — Як правило вони полягають в завданнi ха-
рактеру спадання розв’язку i мають вигляд

u(x) = O

(
1

|x|α

)
, (3.8.9)

при |x| → ∞, де α — деякий заданий параметр задачi.

3.8.2 Постановка змiшаних задач для рiвняння гiперболiчного
типу. Задача Кошi для гiперболiчного рiвняння

Для постановки граничних задач рiвняння гiперболiчного типу (3.8.4)
введемо просторово-часовий цилiндр, як область змiни незалежних змiн-
них x, t:

Z(Ω, T ) = Ω× (0, T ]. (3.8.10)

Для отримання єдиного розв’язку гiперболiчного рiвняння, на нижнiй
основi просторово-часового цилiндру Z0(Ω, T ) = Ω×{t = 0} треба задати
початковi умови:

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3.8.11)
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x), x ∈ Ω. (3.8.12)
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На боковiй поверхнi просторово-часового цилiндру ZS(Ω, T ) = S × (0, T ]
треба задати граничнi умови одного з трьох основних типiв:

1. Дiрiхле:
u|S = ϕ(x, t). (3.8.13)

2. Неймана:
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= ϕ(x, t). (3.8.14)

3. Ньютона:
∂u

∂n
+ α(x, t)u

∣∣∣∣
S

= ϕ(x, t). (3.8.15)

Таким чином постановка граничної задачi для гiперболiчного рiвняння
має вигляд:

Постановка задачi (граничної для гiперболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,2)
(
Z(Ω, T )

)
∩ C(1,1)

(
Z(Ω, T )

)
, яка за-

довольняє рiвнянню (3.8.4) для (x, t) ∈ Z(Ω, T ), початковим умо-
вам (3.8.11), (3.8.12) для (x, t) ∈ Z0(Ω, T ), i в кожнiй точцi (x, t) ∈
ZS(Ω, T ) однiй з граничних умов (3.8.13)–(3.8.15).

Зауваження 3.8.2.1 — При цьому вiдносно вхiдних даних будемо
робити наступнi припущення

p > 0, p ∈ C1
(

Ω
)
, q ≥ 0, q ∈ C

(
Ω
)
, F (x, t) ∈ C

(
Z(Ω, T )

)
,

(3.8.16)

u0, v0 ∈ C
(
Z0(Ω, T )

)
, α, ϕ ∈ C

(
ZS(Ω, T )

)
, α ≥ 0. (3.8.17)

3.8.3 Задача Кошi

У випадку, коли область Ω має великi розмiри i впливом граничних умов
можна знехтувати, область Ω ототожнюється з усiм евклiдовим просто-
ром, тобто Ω = Rn.

У зв’язку з вiдсутнiстю границi, граничнi умови не задаються. В цьому
випадку гранична задача трансформується в задачу Кошi для гiпербо-
лiчного рiвняння яка ставиться наступним чином:
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Постановка задачi (Кошi для гiперболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,2)
(
Z(Rn, T )

)
∩C(1,1)

(
Z(Rn, T )

)
, яка за-

довольняє рiвнянню (3.8.4) для (x, t) ∈ Z(Rn, T ), початковим умовам
(3.8.11), (3.8.12) для x ∈ Rn.

3.8.4 Постановка змiшаних задач для рiвняння параболiчного
типу

При постановцi граничної задачi i задачi Кошi для рiвняння параболiчно-
го типу треба враховувати, що по часовiй змiннiй рiвняння має перший
порядок, що i обумовлює деякi вiдмiнностi в постановцi граничних задач.

Постановка граничної задачi для рiвняння параболiчного типу (3.8.3)
має вигляд:

Постановка задачi (граничної для параболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,1)
(
Z(Ω, T )

)
∩ C(1,0)

(
Z(Ω, T )

)
, яка за-

довольняє рiвняння (3.8.3) для (x, t) ∈ Z(Ω, T ), початковим умовам
(3.8.11) для (x, t) ∈ Z0(Ω, T ) i в кожнiй точцi (x, t) ∈ ZS(Ω, T ) однiй
з граничних умов (3.8.13)–(3.8.15).

Аналогiчнi змiни необхiдно запровадити i при постановцi задачi Кошi
для рiвняння параболiчного типу.

Вправа 3.8.4.1. Записати самостiйно постановку задачi Кошi для пара-
болiчного рiвняння (3.8.3).

3.8.5 Коректнiсть задач математичної фiзики

Зважуючи на фiзичну природу задач математичної фiзики, до них за-
стосовуються наступнi природнi вимоги.

1. Iснування розв’язку: задача повинна мати розв’язок (задача яка не
має розв’язку не представляє iнтересу як математична модель).

2. Єдинiсть розв’язку: не повинно iснувати декiлька розв’язкiв задачi.

3. Неперервна залежнiсть вiд вхiдних даних: розв’язок задачi повинен
мало змiнюватись при малiй змiнi вхiдних даних.
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Розглянемо математичну модель у виглядi наступної граничної задачi:{
Lu = f, x ∈ Ω,

`u = ϕ, x ∈ S = ∂Ω.
(3.8.18)

Формулювання диференцiального рiвняння i граничних умов ще недо-
статньо що б гранична задача була сформульована однозначно. Необхi-
дно додатково вказати якi аналiтичнi властивостi вимагаються вiд роз-
в’язку, в якому розумiннi задовольняється рiвняння i граничнi умови.

При аналiзi граничної задачi виникають наступнi питання:

• Чи може iснувати розв’язок з вiдповiдними властивостями?

• Якi аналiтичнi властивостi треба вимагати вiд вхiдних даних f , ϕ,
коефiцiєнтiв диференцiального оператора i граничних умов?

• Чи iснують серед умов задачi такi, що протирiчать одне одном?

• Якi умови треба накладати на гладкiсть границi S?

• Чи достатньо сформульованих умов для однозначного знаходження
розв’язку?

• Чи можна гарантувати, що малi змiни f , ϕ приведуть до малих
змiн розв’язку?

Перелiченi проблеми зручно розв’язувати звiвши граничну задачу до
операторного рiвняння. Застосувавши загальнi методи теорiї операторiв
та операторних рiвнянь.

В першу чергу виберемо два бананових простора E та F .

Шуканий розв’язок розглядається як елемент E, а сукупнiсть правих
частин як елемент F .

Визначимо оператор A, як вiдображення u 7→ {Lu, ϕ}, тодi гранична
задача (3.8.18) зводиться до операторного рiвняння

Au = g, g = {f, ϕ}. (3.8.19)

Позначимо R(A) та D(A) — область значень та область визначення опе-
ратора A. Коректнiсть операторного рiвняння визначають для пари про-
сторiв E та F .
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Твердження 3.8.5.1
В термiнах операторного рiвняння (3.8.19) iснування розв’язку озна-
чає, що область значень оператора R(A) є не порожня пiдмножина
F .

Твердження 3.8.5.2
Єдинiсть розв’язку означає, що вiдображення A : D(A) → R(A)
iн’єктивне i на R(A) визначений обернений оператор A−1.

Визначення 3.8.5.1 (iн’єктивного вiдображення). ВiдображенняA:D(A)→
R(A) називається iн’єктивним, якщо рiзнi елементи множини D(A) пе-
реводяться в рiзнi елементи множини R(A).

Твердження 3.8.5.3
Вимога неперервної залежностi розв’язку вiд правої частини або
стiйкостi граничної задачi зводиться до неперервностi або обмеже-
ностi оператора A−1.

3.8.6 Приклад Адамара

Приклад 3.8.6.1 (Адамара, некоректно поставленої задачi)
Розглянемо рiвняння Лапласа

∂2u

∂t2
= −∂

2u

∂x2
, t > 0, 0 < x < π. (3.8.20)

Додатковi умови

u|x=0 = u|x=π = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
sin(kx)

k
. (3.8.21)

Твердження 3.8.6.1
Для прикладу Адамара порушена умова непевної залежностi роз-
в’язку вiд вхiдних даних.
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Доведення. Розв’язок

uk(x, t) =
sinh(kt) sin(kx)

k2
, (3.8.22)

причому ∀x ∈ (0, π):

lim
k→∞

uk(x, 0) = lim
k→∞

sin(kx)

k
= 0, (3.8.23)

але ∀t > 0, ∀x ∈ (0, π):

lim
k→∞

uk(x, t) = lim
k→∞

sinh(kt) sin(kx)

k2
=∞. (3.8.24)

3.8.7 Класичний i узагальнений розв’язки

Визначення 3.8.7.1 (класичного розв’язку). Класичний розв’язок — це
розв’язок, який задовольняє рiвнянню, початковим i граничним умовам
в кожнiй точцi, областi, або границi.

Це означає, що класичний розв’язок повинен мати певну гладкiсть, яка
визначається порядком похiдних рiвняння i порядком похiдних грани-
чних i початкових умов.

Розглянемо рiвняння

∇ · (p(x)∇u)− q(x)u = −F (x), x ∈ Ω (3.8.25)

та однорiднi умови
u|S = 0. (3.8.26)

Отримаємо для нього вiдповiдне iнтегральне спiввiдношення.

Розглянемо функцiю v(x), таку, що v|S = 0, помножимо рiвняння на v
та проiнтегруємо по Ω:

˚

Ω

v (∇ · (p(x)∇u)− u) dΩ = −
˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.27)

Пiсля iнтегрування за частинами отримаємо:
˚

Ω

(p 〈∇u,∇v〉)− quv) dΩ +

¨

S

pv
∂u

∂n
dS = −

˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.28)
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Остаточно, пiсля врахування граничних умов маємо:
˚

Ω

(p 〈∇u,∇v〉) + quv) dΩ =

˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.29)

Iнтегральна тотожнiсть має змiст для бiльш широкого класу функцiй
нiж той якому належить класичний розв’язок граничної задачi i коефi-
цiєнти рiвняння.

Якщо u, v ∈ C2
(
Ω
)
∩ C

(
Ω
)
, p ∈ C1(Ω, q ∈ C(Ω) то з тотожностi (3.8.29),

обернений ланцюжок перетворень дозволяє отримати граничну задачу
(3.8.25), (3.8.26). Але (3.8.29) має змiст для функцiй бiльш широкого кла-
су, а саме F, u, v,∇u,∇v ∈ L2(Ω), p, q — обмеженi. Це дозволяє викори-
стовувати iнтегральну тотожнiсть (3.8.26) для визначення узагальненого
розв’язку граничної задачi (3.8.25), (3.8.26).

Для цього введемо множину N2 = {u|u,∇u ∈ L2(Ω), u|S = 0}.

Визначення 3.8.7.2 (узагальненого розв’язку). Узагальненим розв’язком
граничної задачi (3.8.25), (3.8.26) будемо називати довiльну функцiю u ∈
N2, таку, що ∀v ∈ N2 має мiсце iнтегральна тотожнiсть (3.8.29).

3.8.8 Формально спряженi оператори. Друга формула Грiна

Будемо розглядати лiнiйний диференцiальний оператор

Lu =
N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
+

N∑
k=1

Bk(x)
∂u

∂xk
+ C(x)u. (3.8.30)

Будемо припускати, що Ai,j = Aj,i ∈ C1
(
Ω
)
, Bk ∈ C

(
Ω
)
, u ∈ C2

(
Ω
)
.

Розглянемо iнтеграл:

˚

Ω

vLu dx =

˚

Ω

v

(
N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
+

N∑
k=1

Bk(x)
∂u

∂xk
+ C(x)u

)
dx.

(3.8.31)
Для перетворення першої i другої суми застосуємо формулу iнтегруван-
ня за частинами:
˚

Ω

v(x)
∂u(x)

∂xi
dx =

¨

S

v(x)u(x) cos(n, xi) dx−
˚

Ω

u(x)
∂v(x)

∂xi
dx.

(3.8.32)

117



Пiсля однократного застосування формули iнтегрування за частинами
отримаємо:˚

Ω

vLu dx =

=

˚

Ω

(
−

n∑
i,j=1

Ai,j(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
−

n∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)v)u+ C(x)uv

)
dx+

+

‹

S

(
N∑

i,j=1

Ai,j(x)
∂u

∂xi
cos(n, xj) +

N∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.33)
Продовжимо iнтегрування за частинами до першого iнтегралу по областi
Ω, перекидаючи похiдну з функцiї u:

Ψ =

˚

Ω

(
N∑

i,j=1

u
∂

∂xi

(
Ai,j(x)

∂v

∂xj

)
−

n∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)v)u+ C(x)uv

)
dx+

+

‹

S

(
n∑

i,j=1

Ai,j(x)

(
∂u

∂xi
v − ∂v

∂xi
u

)
cos(n, xj) +

N∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.34)

Введемо наступний оператор:

Mu =
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
−

N∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)u) + C(x)u. (3.8.35)

Визначення 3.8.8.1 (формально спряженого оператора). Оператор M
називається формально спряженим до оператора L.

Враховуючи це позначення, останню формулу можна записати у виглядi:˚

Ω

(V Lu− uMv) dx =

=

‹

S

(
N∑

i,j=1

Ai,j(x)

(
∂u

∂xi
v − ∂v

∂xi
u

)
cos(n, xj)+

+
n∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.36)
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Визначення 3.8.8.2 (другої формули Грiна). Ця формула називається
другою формулою Грiна.

Розглянемо основнi оператори математичної фiзики другого порядку з
постiйними коефiцiєнтами:

1. Гельмгольца: A1u = (∆ + k2)u.

2. Теплопровiдностi: A2u =
(
a2∆− ∂

∂t

)
u.

3. Хвильовий: A3u =
(
a2∆− ∂2

∂t2

)
u.

Оскiльки оператори A1, A3 мiстять лише похiднi другого порядку, то цi
оператори є формально самоспряженими. Для оператора A2, згiдно до
визначення спряженим буде оператор A?2u =

(
a2∆ + ∂

∂t

)
u.

Запишемо другу формулу Грiна для кожного з основних операторiв:

1. для Гельмгольца:
˚

Ω

(v(∆u+k2u)−u(∆v+k2v)) dx =

¨

S

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS; (3.8.37)

2. для теплопровдiностi:

T̂

t0

˚

Ω

(
v

(
a2u− ∂u

∂t

)
− u

(
a2∆v +

∂v

∂t

))
dx dt =

=

T̂

t0

¨

S

a2

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS dt−

˚

Ω

uv|Tt0 dx. (3.8.38)

3. для хвильового:

T̂

t0

˚

Ω

(
v

(
a2u− ∂2u

∂t2

)
− u

(
a2∆v − ∂2v

∂t2

))
dx dt =

=

T̂

t0

¨

S

a2

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS dt−

˚

Ω

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)∣∣∣∣T
t0

dx.

(3.8.39)
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3.9 Загальна постановка задачi Кошi для хвильового
рiвняння. Плоскi хвилi

3.9.1 Характеристичнi поверхнi

В лекцiї 14 розглядалися питання класифiкацiї диференцiальних рiвнянь
другого порядку з n > 2 незалежними змiнними. Важливу роль при ви-
значенi типу рiвняння i вибору нової системи координат вiдiграють ха-
рактеристичнi поверхнi, якi є аналогами характеристичних кривих (ха-
рактеристик) для випадку рiвнянь з двома незалежними змiнними.

Нехай функцiя ω(x) ∈ C1, x = (x1, . . . , xn), n ≥ 2 є такою що на поверхнi
ω(x) = 0, ∇ω(x) 6= 0 та

N∑
i,j=1

ai,j(x)
∂ω(x)

∂xi

∂ω(x)

∂xj
= 0. (3.9.1)

Визначення 3.9.1.1 (характеристичної поверхнi). Тодi поверхню ω(x) =
0 називають характеристичною поверхнею або характеристикою квазi-
лiнiйного рiвняння

n∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ Φ(x, u,∇u) = 0. (3.9.2)

Визначення 3.9.1.2 (характеристичної лiнiї). При n = 2 характеристи-
чна поверхня називається характеристичною лiнiєю.

Оскiльки ∇ω(x) 6= 0, то сiмейство характеристик ω(x) = const заповнює
область таким чином, що через кожну точку областi проходить одна
характеристична поверхня.

Враховуючи закон перетворення коефiцiєнтiв рiвняння

ak,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂ξk
∂xi

∂ξl
∂xj

(3.9.3)

при виборi замiни змiнних ξk = ξk(x1, x2, . . . , xn), k = 1, . . . , n, знання
однiєї чи декiлькох характеристичних поверхонь дозволяє спростити рiв-
няння, зокрема, якщо ξ1 = ω(x1, x2, . . . , xn), то

a1,1 =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂ω

∂xi

∂ω

∂xj
= 0. (3.9.4)
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Для хвильового рiвняння

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), (3.9.5)

де x = (x1, x2, . . . , xn), характеристичне рiвняння має вигляд(
∂ω

∂t

)2

− a2

n∑
i=1

(
∂ω

∂xi

)2

= 0. (3.9.6)

Одним з розв’язкiв цього диференцiального рiвняння першого порядку
є поверхня

ω(x, t) = a2(t− t0)2 −
n∑
i=1

(xi − x0,i)
2 = 0. (3.9.7)

Визначення 3.9.1.3 (характеристичного конуса). Поверхня

a2(t− t0)2 −
n∑
i=1

(xi − x0,i)
2 = 0. (3.9.8)

називається характеристичним конусом з вершиною в точцi (x0, t0) i є
характеристичною поверхнею (характеристикою) хвильного рiвняння.

Зауваження 3.9.1.1 — Характеристичний конус є границею кону-
сiв

Γ+(x0, t0) = a(t− t0) >

√√√√ n∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.9)

Γ−(x0, t0) = −a(t− t0) >

√√√√ n∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.10)

якi називають конусами майбутнього та минулого вiдповiдно.

Хвильове рiвняння має також iнше сiмейство характеристичних повер-
хонь

a(t− t0) +
n∑
i=1

(xi − x0,i)ei = 0, (3.9.11)

де {ei}ni=1 — довiльнi числа такi, що |~e| = 1.
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3.9.2 Узагальнена задача Кошi для рiвняння коливання стру-
ни

Довiльне квазiлiнiйне рiвняння гiперболiчного типу з двома незалежни-
ми змiнними

a1,1(ξ, η)Uξ,ξ(ξ, η) + 2a1,2Uξη(ξ, η) + a2,2(ξ, η)Uη,η(ξ, η) = F (ξ, η, U, Uξ, Uη)
(3.9.12)

може бути зведене до одного iз рiвнянь:

uxt(t, x) = f(x, y, u, ut, ux), (3.9.13)
utt − uxx = f(x, y, u, ut, ux). (3.9.14)

Зауваження 3.9.2.1 — Коефiцiєнти ai,j(ξ, η) (i, j = 1, 2) i права
частина f(ξ, η, U, Uξ, Uη) вважаються неперервно диференцiйовними
функцiями у вiдповiдних областях.

При постановцi задачi Кошi для рiвняння (3.9.14) до тепер ми вважали,
що носiєм початкових умов є пряма t = 0.

На прикладi рiвняння вiльних коливань однорiдної струни

utt − uxx = f(x, t) (3.9.15)

покажемо, що носiєм початкових умов може бути крива L, яка є вiд-
мiнною вiд прямої t = 0, причому встановимо, яким умовам повинна
задовольняти крива L i який вигляд повиннi мати самi початковi умови,
щоб одержана задача Кошi була поставлена коректно.

Для цього позначимо через D обмежену область фазової площини xOt з
кусково-гладкою жордановою межею S. Нехай u(t, x) ∈ C2(D) — розв’язок
рiвняння (3.9.15), який має неперервнi частиннi похiднi 1-го порядку в
областi D = D ∪ S.
Iнтегруючи тотожнiсть (3.9.15) по областi D i використовуючи формулу
Грiна ¨

D

(Qx(x, t)− Pt(x, t)) dx dt =

ˆ

S

P dx+Q dt, (3.9.16)

де криволiнiйний iнтеграл в правiй частинi береться по контуру в напря-
мi проти годинникової стрiлки, одержуємо¨

D

(uxx − utt) dx dt =

ˆ

S

ux dt+ ut dx =

¨

S

f(x, t) dx, dt (3.9.17)
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Нехай L — розiмкнута крива Жордана з неперервною кривизною, яка
задовольняє умовам:

• кожна пряма iз двох сiмей характеристик x+t = const, x−t = const
рiвняння (3.9.15) перетинає криву L не бiльше, нiж в однiй точцi;

• напрям дотичної до кривої L в жоднiй точцi не збiгається з напря-
мом характеристик рiвняння (3.9.15).

Зауваження 3.9.2.2 — Iнодi таку криву L називають “вiльною”.

Припустимо, що характеристики x − x1 = t − t1 i x − x1 = t1 − t, якi
виходять iз точки C, перетинаються iз кривою L в точках A i B:

O x

t

C(x1, t1)

B

AL

Застосовуючи формулу (3.9.14) в областi, яка обмежена дугою AB кривої
L i вiдрiзками характеристик [CA] i [CB], одержуємо:

ˆ

AB+[BC]+[CA]

ux dt+ ut dx =

¨

D

f(x, t) dx dt. (3.9.18)

Оскiльки вздовж [BC] i [AC] маємо dx = − dt, dx = dt вiдповiдно, то
(3.9.15) запишеться у виглядi:

ˆ

AB

ux dt+ ut dx− 2u(C) + u(A) + u(B) =

¨

D

f(x, t) dx dt, (3.9.19)

звiдки знаходимо

u(C) =
u(A) + u(B)

2
+

1

2

ˆ

AB

ux dt+ ut dx− 1

2

¨

D

f(x, t) dx dt. (3.9.20)
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Якщо розв’язок рiвняння (3.9.13) задовольняє умовам:

u|L = ϕ(x),
∂u

∂`

∣∣∣∣
L

= ψ(x), (3.9.21)

де ϕ i ψ — заданi дiйснi вiдповiдно два рази i один раз неперервно ди-
ференцiйовнi функцiї, а ` — заданий на L достатньо гладкий вектор, що
нiде не збiгається з дотичною до кривої L. Визначимо ux i ut iз рiвностей:

ux
dx

ds
+ ut

dt

ds
=

dϕ

ds
, ux`x + ut`t = ψ, (3.9.22)

де s — довжина дуги L, i пiдставляючи вiдомi значення u, ux, ut в праву
частину (3.9.20), одержуємо розв’язок задачi Кошi (3.9.15), (3.9.21).

Iз наведених мiркувань випливає, що постановка задачi Кошi (3.9.14),
(3.9.18) є коректною, тобто вона має в розглядуванiй областi тiльки єди-
ний розв’язок, i вiн є стiйким.

Аналогiчно ставиться задача Кошi i у випадку рiвняння (3.9.13).

Для рiвняння (3.9.13) характеристиками будуть прямi, паралельнi осям
координат (x = const, t = const). Отже, в цьому випадку всяка гладка
крива L, яка перетинається не бiльш, нiж в однiй точцi з прямими, па-
ралельними осям координат, буде “вiльною”. Нехай рiвняння цiєї кривої
буде t = g(x) (або x = h(t)). Вважаємо, що iснують похiднi g′(x), h′(t),
вiдмiннi вiд нуля. Тодi задача Кошi може бути поставлена наступним
чином: в областi

D = {(t, x)|x0 < x < x0 + α, g(x) < t < t0 + β} , α > 0, β > 0 (3.9.23)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (3.9.1), який на кривiй L
задовольняє умови

u|t=g(x) = ϕ(x), ut|t=g(x) = ψ(x). (3.9.24)

Данi Кошi (3.9.20) дозволяють на кривiй t = g(x) знайти значення похi-
дної ux. Дiйсно, диференцiюючи по x першу iз умов (3.9.24), одержуємо

ux|t=g(x) + ut|t=g(x) , g′(x) = ϕ′(x), (3.9.25)

або
ux|t=g(x) = ϕ′(x)− ψ(x)ϕ′(x). (3.9.26)
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3.9.3 Узагальнена задача Кошi для n-вимiрного хвильового
рiвняння

У випадку хвильового рiвняння в n-вимiрному просторi

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, . . . , xn) (3.9.27)

носiєм початкових умов може бути будь-яка “вiльна” поверхня Σ, тобто
гiперповерхня Ψ(x, t) = 0, яка задовольняє умовам:

• в жоднiй її точцi (x, t) не має мiсце рiвнiсть

n∑
i=1

a2 (Ψxi)
2 − (Ψt)

2 = 0, (3.9.28)

тобто поверхня Σ не є характеристичною;

• при n ≥ 2:
n∑
i=1

a2 (Ψxi)
2 − (Ψt)

2 < 0. (3.9.29)

Задача Кошi ставиться наступним чином: знайти два рази неперервно
диференцiйовний розв’язок рiвняння (3.9.21), який задовольняє умови

u(t, x) = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂n
= ψ(x), (x, t) ∈ Σ, (3.9.30)

де n — заданий на Σ одиничний вектор нормалi, а ϕ(x) i ψ(x) — заданi
на Σ досить гладкi функцiї. Будемо вважати, що поверхня Σ задана
рiвнянням t = σ(x).

Покажемо, що задачу Кошi (3.9.27), (3.9.30) можна звести до задачi Кошi
з початковими умовами заданими на поверхнi τ = 0.

Замiсть змiнної t введемо змiнну τ = t− σ(x). Для такої замiни змiнних
отримаємо хвильове рiвняння для функцiї ũ(x, τ) = u(x, τ + σ(x)).

Пiдрахуємо похiднi, що входять в хвильове рiвняння (3.9.27):

∂2u

∂t2
=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂τ

∂t

)2

=
∂2ũ

∂τ 2
, (3.9.31)

∂2u

∂x2
i

=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂τ

∂xi

)2

+
∂2ũ

∂x2
i

+
∂ũ

∂τ

∂2τ

∂x2
i

= (3.9.32)

=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂σ

∂τ 2

)2

+
∂2ũ

∂x2
i

− ∂ũ

∂τ

∂2σ

∂x2
i

.
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Таким чином хвильове рiвняння буде мати вигляд:

∂2ũ

∂τ 2
=
a2

a0

n∑
i=1

∂2ũ

∂x2
i

− a2

a0

n∑
i=1

∂ũ

∂τ

∂2σ

∂x2
i

+
f(x, τ + σ(x))

a0

, (3.9.33)

де

a0 = 1− a2

n∑
i=1

(
∂σ

∂xi

)2

6= 0. (3.9.34)

Остання нерiвнiсть випливає з того, що Σ задана рiвнянням τ = σ(x) не
є характеристичною поверхнею.
При обранiй замiнi змiнних поверхня Σ переходить в площину τ = 0, a
умови (3.9.30) приймають вигляд:

ũ|τ=0 = u|Σ = ϕ(x),
∂ũ

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
Σ

. (3.9.35)

Залишається знайти ∂u
∂t

∣∣
Σ
. Для цього диференцiюємо першу з умов (3.9.35).

Врахуємо, що

u|Σ = ϕ(x) = u(x, σ(x)),
∂ϕ

∂xi
=
∂u

∂t

∂σ

∂xi
+
∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n (3.9.36)

Нормаль до поверхнi Σ можна записати у виглядi ~n = 〈1,−∇σ〉
∆

. Диферен-
цiюємо u(x, t) по нормалi i використаємо другу умову (3.9.27):

ψ(x) =
∂u(x, σ(x))

∂~n

∣∣∣∣
Σ

=
1

∆

(
∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂σ

∂xi

∂u

∂xi

)
. (3.9.37)

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.9.36), (3.9.37) має єдиний розв’язок
вiдносно невiдомих величин ∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n, ∂u

∂t
на будь-якiй поверхнi

Σ, оскiльки її визначник∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂σ

∂x1

1 0 · · · 0

... 0
. . . . . . ...

...
... . . . . . . 0

∂σ

∂xn
0 · · · 0 1

1

∆
− 1

∆

∂σ

∂x1

· · · · · · − 1

∆

∂σ

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n∆ 6= 0. (3.9.38)
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Таким чином задача Кошi з даними на вiльнiй поверхнi Σ є коректною.

Вiдзначимо, що умова “вiльностi” поверхнi Σ є принциповою для коре-
ктної постановки задачi Кошi. Для хвильового рiвняння

utt(t, x, y) = uxx(t, x, y) + uyy(t, x, y) (3.9.39)

площина y = 0 не є вiльною (не виконується умова (3.9.29)), нi характе-
ристичною поверхнею. Функцiя

um(t, x, y) =
sinh(my) sin

(
m(x+t)√

2

)
m2

, (3.9.40)

де m — натуральне число, є розв’язком рiвняння (3.9.27), який задоволь-
няє умови

um(t, x, y)|y=0 = 0, uy(t, x, 0) =
sin
(
m(x+t)√

2

)
m

. (3.9.41)

Але задача Кошi (3.9.30), (3.9.33) поставлена некоректно, тому що

lim
m→∞

sin
(
m(x+t)√

2

)
m

= 0, (3.9.42)

а сам розв’язок um(t, x, y) при m→∞ є необмеженим.

3.9.4 Плоскi хвилi. Дисперсiя хвиль

Розглянемо однорiдне хвильове рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + cu(t, x), x = (x1, x2, . . . , xn). (3.9.43)

Покладемо c = 0. Розв’язки рiвняння (3.9.43) шукатимемо у виглядi

u(t, x) = f(bt+ 〈ξ, x〉), (3.9.44)

де ~ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn),

〈ξ, x〉 =
n∑
i=1

ξixi. (3.9.45)
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При рiзних значеннях t = t0 функцiя u(t1, x) вiдрiзняється вiд u(t0, x)

зсувом на вектор ~ξ b(t1 − t0)/
∣∣∣~ξ ∣∣∣2, дiйсно:

u

t0, x+
~ξ b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2

 = f

bt0 +

〈
ξ, x+

~ξ b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2
〉 =

= f

bt0 + 〈ξ, x〉+ 〈ξ, ξ〉 b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2
 =

= f(bt1 + 〈ξ, x〉) = u(t1, x).

(3.9.46)

Визначення 3.9.4.1. Розв’язок вигляду (3.9.44) прийнято називати пло-
скою хвилею, яка рухається вздовж напряму вектора ξ зi швидкiстю v =

b/
∣∣∣~ξ ∣∣∣.

Визначення 3.9.4.2. Вираз bt+ 〈ξ, x〉 називається фазою хвилi (3.9.44),
а f — формою хвилi.

Визначення 3.9.4.3. Якщо b = 0, то хвиля (3.9.44) називається стоячою.

Знайдемо умови, яким повиннi задовольняти b i вектор ~ξ, щоб функцiя
(3.9.44) була розв’язком рiвняння (3.9.43) при c = 0. Пiдставимо (3.9.44)
в (3.9.43). Отримаємо:

f ′′(by + 〈ξ, x〉)b2 = a2f ′′(bt+ 〈ξ, x〉)
n∑
i=1

ξ2
i . (3.9.47)

Вважаючи, що f ′′(Q) 6≡ 0, маємо

b2 = a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 . (3.9.48)

Розв’язками цього рiвняння є вектори ~N = (ξ, b) ∈ Rn+1, якi лежать на
конусi K в Rn+1, основою якого є сфера

∣∣∣~ξ ∣∣∣ = b/a.
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Визначення 3.9.4.4. Вектор ~N = (ξ, b) ∈ Rn+1, ~N 6= 0, який задовольняє
рiвняння (3.9.48), називається характеристичною нормаллю хвильового
рiвняння (3.9.43).

Визначення 3.9.4.5. Гiперплощина

N⊥ =
{

(t, x) ∈ Rn+1
∣∣bt+ 〈ξ, x〉 = const

}
(3.9.49)

називається характеристичною гiперплощиною хвильового рiвняння (3.9.43).

Ця площина перпендикулярна до характеристичної нормалi ~N .

Визначення 3.9.4.6. Гiперповерхня в Rn+1 називається характеристи-
чною, якщо в кожнiй точцi її дотична гiперплощина є характеристичною.

Характеристичне рiвняння (3.9.48) свiдчить, що швидкiсть поширення
всiх плоских хвиль, якi задовольняють рiвняння (3.9.43), дорiвнює a:

v2 =
b2

|ξ|2
= a2. (3.9.50)

Справедливе й обернене твердження. Для довiльного ~N ∈ Rn+1, який
задовольняє (3.9.48), плоска хвиля (3.9.50) є розв’язком рiвняння (3.9.43)
при довiльнiй функцiї f(bt+ 〈ξ, x〉).
В окремому випадку f(bt+〈ξ, x〉) може бути й розривною (або функцiєю,
яка швидко змiнюється) в деякiй точцi, наприклад при bt+〈ξ, x〉 = 2. Тодi
розв’язок (3.9.44) буде мати той самий розрив уздовж всiєї гiперплощини
в Rn+1(ξ 6= 0):

bt+ 〈ξ, x〉 = 2. (3.9.51)

При фiксованому t цей розрив розмiщений на площинi в Rn з рiвнянням
(3.9.51). Ця площина рухається iз зростанням t у напрямi перпендику-
лярного їй вектора −~ξ, зi швидкiстю v = a = b/

∣∣∣~ξ ∣∣∣.
Звiдси можна зробити висновок:

1. довiльна характеристична гiперплощина може бути поверхнею роз-
риву розв’язку рiвняння (3.9.43) при c = 0;

2. усi плоскi хвилi й розриви цих хвиль, якi задовольняють рiвняння
(3.9.43) при c = 0, поширюються зi швидкiстю a у напрямi вектора
−~ξ без спотворення (хвиля без дисперсiї).
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Зазначимо, що з формулою (3.9.50) пов’язане вiдкриття електромагнi-
тної природи свiтла i спецiальної теорiї вiдносностi. Так, iз рiвнянь еле-
ктродинамiки Максвелл вивiв, що потенцiали електромагнiтного поля
задовольняють хвильове рiвняння

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z), (3.9.52)

де a2 = 1/(εµ), ε i µ — вiдповiдно дiелектрична та магнiтна проникнiсть
вакууму. Останнi величини знаходяться експериментально з чисто еле-
ктромагнiтних вимiрювань. Пiсля обчислення Максвеллом швидкостi по-
ширення електромагнiтних хвиль виявилось, що вона з великою точнi-
стю збiгається iз швидкiстю свiтла: a = 1/

√
εµ = 299′976 км/с. Звiдси

Максвелл зробив висновок, що свiтло має електромагнiтну природу.

Розглянемо диференцiальне рiвняння (3.9.43), коли c 6= 0. Якщо u(t, x) =
f(bt+〈ξ, x〉) — плоска хвиля для рiвняння (3.9.43), то ми вiдразу дiстаємо
для заданих ξ i b рiвняння

f ′′(bt+ 〈ξ, x〉)
(
a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 − b2

)
+ f(bt+ 〈ξ, x〉)c = 0. (3.9.53)

Отже, в цьому разi функцiя f(bt+ 〈ξ, x〉) не може бути довiльною — вона
повинна бути розв’язком рiвняння (3.9.53). Очевидно, що для швидкостi

v = a, тобто для a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 = b2, уже не iснує бiжучої плоскої хвилi. Але

для iнших швидкостей i для довiльного напряму можливi форми хвиль
визначаються iз рiвняння (3.9.53) i є експоненцiальними функцiями. У
зв’язку з цим напрям руху хвилi i її швидкiсть, яка вiдповiдає рiвнян-
ню (3.9.43), можуть задаватися довiльним чином (за винятком v = a),
але при цьому можливi тiльки спецiальнi форми плоских хвиль. З фiзи-
чних мiркувань виключаються iз розгляду розв’язки, якi не є рiвномiрно
обмеженими функцiями в просторi. Беручи до уваги, що

f(bt+ 〈ξ, x〉) = f
(
v
∣∣∣~ξ ∣∣∣ t− 〈e, x〉 ∣∣∣~ξ ∣∣∣) =

= f
(

(vt− 〈e, x〉)
∣∣∣~ξ ∣∣∣) =

= f(vt− 〈e, x〉),

(3.9.54)

де g(z) = f
(
z
∣∣∣~ξ ∣∣∣), ~e = −~ξ/

∣∣∣~ξ ∣∣∣, |~e | = 1, z = vt− 〈e, x〉, маємо:

g′′(z)

(
a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 − b2

)
+ g(z)c− 0. (3.9.55)
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Рiвномiрно обмеженi розв’язки рiвняння (3.9.55) можна записати у ви-
глядi g(z) = e−ikz, при виконаннi рiвностi

− (kv)2 = −a2k2 + c. (3.9.56)

Позначимо ω = kv — частота хвилi.

Таким чином, хвиля довiльної форми, що задовольняє рiвняння (3.9.43)
при виконаннi умови (3.9.56) може бути зображена як суперпозицiя гар-
монiчних хвиль вигляду:

uk(t, x) = eik(vt−〈e,x〉), (3.9.57)

З (3.9.56) маємо
− ω2 = −a2k2 + c, (3.9.58)

тобто k = ±
√
c+ω2

a
i гармонiчнi коливання (3.9.57) матимуть фазову швид-

кiсть ω/k, яка залежатиме вiд частоти ω, що дорiвнює v = ω
k

= aω√
c+ω2 .

Отже,

uk(t, x) = exp

{
− i
a

√
c+ ω2

(
aω√
c+ ω2

t− 〈e, x〉
)}

. (3.9.59)

Оскiльки розв’язок рiвняння (3.9.43) — це суперпозицiя хвиль вигляду
(3.9.59), якi поширюються в одному й тому самому напрямi, причому всi
цi хвилi мають форму, яка задовольняє рiвняння (3.9.53), то рiзнi ком-
поненти поширюються з рiзними швидкостями; отже, форма складової
хвилi u(x, t) змiнюватиметься з часом t i хвильовий процес при своєму
поширеннi буде спотворюватися (хвилi з дисперсiєю). Кажуть, що якщо
фазова швидкiсть гармонiчних хвиль залежить вiд частоти, то рiвняння
(3.9.43) описує явище дисперсiї.

Очевидно, що якщо рiвняння (3.9.43) не допускає розв’язкiв у виглядi
хвиль довiльної форми, то має мiсце дисперсiя хвиль.

Визначення 3.9.4.7. Доданок cu(t, x) в рiвняннi (3.9.43) iнодi називають
дисперсiйним членом.
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Приклад 3.9.4.1
Розглянемо телеграфне рiвняння, яке описує електричнi коливання
в провiдниках

uxx(t, x)− LCutt − (RC + LG)ut(t, x)−RGu(t, x) = 0, (3.9.60)

де C — мiсткiсть, R — омiчний опiр; L — iндуктивнiсть; G — втрата
iзоляцiї. Всi цi величини розрахованi на одиницю довжини провiдни-
ка.

Розв’язок. Позначимо b = RC+LG, d = RG, a2 = 1/(LG) i введемо нову
невiдому функцiю

v(t, x) = u(t, x)ea
2bt/2. (3.9.61)

Тодi рiвняння (3.9.60) запишеться у виглядi

a2vxx(t, x)− vxx(t, x) + vc(t, x) =, (3.9.62)

де

c =
a2

4
(a2b2 − 4d) =

a4

4

(
b2 − 4d

a2

)
=
a4

4
(RC − LG)2. (3.9.63)

Отже, на пiдставi попереднiх мiркувань при виконаннi умови

RC = LG, (3.9.64)

тобто c = 0 рiвняння (3.9.62) буде мати хвилi без дисперсiї i в силу
(3.9.61), рiвняння (3.9.60) має хвилi без дисперсiї iз згасанням вигляду

u(t, x) = e−Ktf(x− at), u(t, x) = e−Ktf(−x− at), (3.9.65)

де K = 1
2

(
R
L

+ G
C

)
.

Коли коефiцiєнти рiвняння (3.9.60), якi характеризують провiдник, за-
довольняють умову (3.9.64), то в провiднику хвилi довiльної форми по-
ширюються без спотворення i можуть лише затухати. Але це затухання в
пунктi прийому хвиль-сигналiв завжди можна компенсувати за рахунок
їх пiдсилення, тим самим можна точно вiдновити сигнали, якi передаю-
ться по провiднику.

Ця обставина має дуже важливе значення в галузi телефонного зв’язку
при передаваннi сигналiв по кабелях на великi вiддалi.
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Зауважимо нарештi, що рiвняння (3.9.43) при c = 0 можуть мати, крiм
плоских хвиль, хвилi iнших форм. Наприклад, якщо n = 3, характери-
стиками для рiвняння (3.9.43) будуть також поверхнi

r − at = const, −r − at = const, (3.9.66)

де

r =

√√√√ 3∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.67)

x0 = (x0,1, x0,2, x0,3) — фiксована точка, а функцiї u = f(r−at)
4πr

— хвилi без
дисперсiї iз затуханням для рiвняння (3.9.43) при n = 3 i c = 0.

Визначення 3.9.4.8. Цi хвилi називаються сферичними.
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