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Порiвнюючи формули переходу до нових координат для обох тензорiв,
бачимо їх iдентичнiсть, тобто перетворення тензора напружень та тен-
зору деформацiй вiдбувається за однаковими формулами. Таким чином
iснує система координат h1, h2, h3, для якої тензор деформацiї має дiа-
гональний вигляд: ε1 0 0

0 ε2 0
0 0 ε3.

 (3.2.57)

Визначення 3.2.5.1 (головних компонент тензора деформацiй). ε1, ε2,
ε3 називаються головними компонентами тензора деформацiй.

Визначення 3.2.5.2 (головних вiсей тензора деформацiй). h1, h2, h3 на-
зиваються головними вiсями тензора деформацiй.

З формули переходу можна отримати зв’язок мiж компонентами тензо-
ру деформацiй у прямокутнiй системi координат x, y, z та головними
компонентами тензору деформацiй:

γab =
3∑
i=1

2εi cos(hi, a) cos(hi, b), (3.2.58)

εa =
3∑
i=1

εi cos2(hi, a), (3.2.59)

де a, b ∈ {x, y, z}.

Без доведення приймемо до уваги
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Твердження 3.2.5.1
Для iзотропних тiл (тiл властивостi яких в усiх напрямках однаковi)
головнi вiсi тензора деформацiї та тензора напружень спiвпадають:

τab =
3∑
i=1

σi cos(hi, a) cos(hi, b), (3.2.60)

σa =
3∑
i=1

σi cos2(hi, a), (3.2.61)

де a, b ∈ {x, y, z}.

3.2.6 Закон Гука. Зв’язок мiж тензором деформацiї та тензо-
ром напружень

Розглянемо пружнiй паралелепiпед до нижньої гранi якого прикладене
напруження σ1 у напряму першої головної координатної вiсi h1:

σ1

Згiдно до спрощеного трактування закону Гука

ε1 =
σ1
E
, (3.2.62)

де E — модуль Юнга.

При подовженi паралелепiпеду у напрямку першої координатної вiсi h1,
вiдбувається стиснення паралелепiпеду у напрямах двох iнших головних
вiсей i це стиснення пропорцiйне прикладеному напруженню σ1.
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Прикладаючи напруження в напряму двох iнших головних координа-
тних вiсей σ2 та σ3, вiдповiдно будемо мати стиснення в напряму h1. Це
вiд’ємне подовження (стиснення) в напрямку першої координатної вiсi,
за рахунок напруження σ2 дорiвнює σ2/mE, а за рахунок напруження
σ3 дорiвнює σ3/mE.

Отже, маємо загальний закон Гука:

Повна величина подовження в напрямку першої головної координатної
вiсi дорiвнює

ε1 =
1

E

(
σ1 −

σ2 + σ3
m

)
=
m+ 1

Em

(
σ1 −

σ1 + σ2 + σ3
m+ 1

)
(3.2.63)

Позначимо S = σ1 + σ2 + σ3 i запишемо

Закон (Гука для головних компонентiв тензору напружень та дефор-
мацiй)
Зв’язок мiж головними компонентами тензора напружень та тензора
деформацiї:

εi =
m+ 1

Em

(
σi −

S

m+ 1

)
, (3.2.64)

для i = 1, 2, 3.

Використовуючи формули переходу до нової системи координат отрима-
ємо:

εx =
3∑
i=1

m+ 1

Em

(
σi −

S

m+ 1

)
cos2(hi, x) =

=
m+ 1

Em

(
3∑
i=1

σi cos2(hi, x)− S

m+ 1

3∑
i=1

cos2(hi, x)

)
=

=
m+ 1

Em

(
σx −

S

m+ 1

)
.

(3.2.65)

Неважко перевiрити, що

S = σ1 + σ2 + σ3 = σx + σy + σz, (3.2.66)

тобто S — iнварiант для рiзних прямокутних систем координат.
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Для поза дiагональних елементiв, зв’язок мiж компонентами тензора де-
формацiй i тензора напружень має вигляд:

γxy =
2(m+ 1)

Em

3∑
i=1

(
σi −

S

m+ 1

)
cos(hi, x) cos(hi, y) =

2(m+ 1)

Em
· τxy.

(3.2.67)
Позначимо G = Em/2(m+ 1) та запишемо

Закон 3.2.6.1 (Гука для будь-якої прямокутної системи координат)
Залежнiсть мiж тензором деформацiй та тензором напружень у до-
вiльнiй прямокутнiй системi координат:

εa =
1

2G

(
σa −

S

m+ 1

)
, (3.2.68)

γαβ =
ταβ
G
, (3.2.69)

де α, β ∈ {x, y, z}.

Запишемо обернену залежнiсть тензора напружень вiд тензора дефор-
мацiї, нехай

θ = εx + εy + εz =
1

2G

(
S − 3S

m+ 1

)
=

1

2G

(
(m− 2)S

m+ 1

)
, (3.2.70)

тодi

S =
2θ(m+ 1)G

m− 2
. (3.2.71)

Таким чином можна записати

σx = 2Gεx +
S

m+ 1
= 2Gεx +

2Gθ

m− 2
= 2G

(
εx +

θ

m− 2

)
. (3.2.72)

В результатi маємо

Закон 3.2.6.2 (Гука, еквiвалентна форма)
Для довiльної прямокутної системи координат:

σα = 2G

(
εα +

θ

m− 2

)
, (3.2.73)

ταβ = Gγαβ, (3.2.74)

де α, β ∈ {x, y, z}.

4



Запишемо замкнену систему диференцiальних рiвнянь, яка складається
з рiвнянь (3.2.73), (3.2.74), закону рiвноваги елементу об’єму

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+X = 0,

∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ Y = 0,

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ Z = 0.

(3.2.75)

i виразiв якi зв’язують компоненти тензору деформацiй та вектор пере-
мiщень: 

γxy =
∂V

∂x
+
∂U

∂y
= γyx,

γxz =
∂W

∂x
+
∂U

∂z
= γzx,

γyz =
∂W

∂y
+
∂V

∂z
= γzy,

εx =
∂U

∂x
,

εy =
∂V

∂y
,

εz =
∂W

∂z
.

(3.2.76)

Всi цi спiввiдношення складають систему п’ятнадцяти лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з п’ятнадцятьма невiдомими функцiями.

Найчастiше цю систему перетворюють до вигляду трьох рiвнянь з трьома
невiдомими вiдносно вектора перемiщень. Для здiйснення перетворень з
першої i третьої груп рiвнянь виключимо тензор деформацiй, та пiдста-
вимо отриманий вираз для напружень через перемiщення у другу групу
рiвнянь, отримаємо статичну систему теорiї пружностi.

Рiвняння 3.2.6.1 (статичнi рiвняння теорiї пружностi)
Напружено-деформований стан тiла, при умовi що воно знаходиться
у станi спокою або рiвномiрного i прямолiнiйного руху, описується
системою

G

(
∆~U +

m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
+ ~X = 0, (3.2.77)

де (x, y, z) ∈ Ω.
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У випадку, коли однi частини тiла рухаються вiдносно iнших, замiсть
статичних рiвнянь теорiї пружностi мають мiсце

Рiвняння 3.2.6.2 (динамiчнi рiвняння теорiї пружностi)
Напружено-деформований стан тiла, коли однi частини тiла рухаю-
ться вiдносно iнших, описується системою

G

(
∆~U +

m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
+ ~X = ρ · ∂

2~U

∂t2
, (3.2.78)

де (x, y, z) ∈ Ω i t > 0.

Зауваження 3.2.6.1 — Остання система рiвнянь може бути отри-
мана, якщо використати бiльш загальний вигляд закону рiвноваги
елементу об’єму в якому рiвнодiюча поверхневих та об’ємних сил
дорiвнюють силi iнерцiї (другий закон Ньютона):

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+X = ρ · ∂
2U

∂t2
,

∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ Y = ρ · ∂
2V

∂t2
,

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ Z = ρ · ∂
2W

∂t2
.

(3.2.79)

де права частина формули представляє силу iнерцiї.

3.2.7 Початковi та граничнi умови для рiвнянь теорiї пружно-
стi

Для нестацiонарної системи теорiї пружностi в початковий момент часу
необхiдно задавати вектор перемiщень

~U(x, y, z, 0) = ~U0(x, y, z) (3.2.80)

та вектор початкових швидкостей

∂~U(x, y, z, 0)

∂t
= ~U1(x, y, z). (3.2.81)

Перейдемо тепер до крайових (граничних) умов:
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• Якщо на границi областi (x, y, z) ∈ S = ∂Ω вiдомий вектор змiщень,
то задають граничнi умови Дiрiхле.

Визначення 3.2.7.1 (умов Дiрiхле). Умовами Дiрiхле називають
спiввiдношення

~U(x, y, z, t)
∣∣∣
(x,y,z)∈S

= ~W (x, y, z, t). (3.2.82)

• Якщо на поверхнi тiла вiдомий (заданий) вектор поверхневих сил,
то в точках границi згiдно закону рiвноваги елементу поверхнi за-
дають умови для напрямку x:

∑
a∈{x,y,z}

τxa cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= Fx(x, y, z, t). (3.2.83)

Аналогiчно для напрямкiв y, z. Тобто маємо умови Неймана.

Визначення 3.2.7.2 (умов Неймана). Умовами Неймана назива-
ють спiввiдношення

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= Fb(x, y, z, t), (3.2.84)

де b ∈ {x, y, z}.

• Якщо точки границi закрiпленi пружно, наприклад за допомогою
пружини, то у цьому випадку на границю дiє поверхнева сила про-
порцiйна змiщенню точок тiла i направлена в бiк протилежний змi-
щенню. Таким чином задаються граничнi умови Ньютона.

Визначення 3.2.7.3 (умов Ньютона). Умовами Ньютона назива-
ють спiввiдношення

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= −Kb · Ub(x, y, z, t)|(x,y,z)∈S , (3.2.85)

де b ∈ {x, y, z}.
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Зауваження 3.2.7.1 — Тут Kb — коефiцiєнт пропорцiйностi
(пружного закрiплення).

• Якщо на тiло закрiплено пружно одночасно дiї зовнiшня сила, то
маємо неоднорiдну граничну умову третього роду, яка запишеться
у виглядi:

∑
a∈{x,y,z}

τba cos(~n, a)

∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

=

= −Kb · (Ub(x, y, z, t) + Fb(x, y, z, t))|(x,y,z)∈S , (3.2.86)

де b ∈ {x, y, z}.

3.2.8 Спрощення системи рiвнянь теорiї пружностi

Вiдомо, що за теоремою Гельмгольца, векторне поле ~U завжди можна
представити у виглядi суми потенцiального та солiноїдального векторних
полiв.
Тобто iснують така скалярна функцiя ϕ та векторна функцiя ~Φ, якi на-
зивають скалярним та векторним потенцiалами вiдповiдно що

~U = ∇ϕ+∇× ~Φ. (3.2.87)

Для вектору масових сил ~X теж застосуємо представлення у виглядi
потенцiальної та солiноїдальної складових:

~X = ∇f +∇× ~F . (3.2.88)

Пiдставимо цi представлення у динамiчнi рiвняння, отримаємо:

∇
((

2G(m− 1)

(m− 2)
·∆ϕ+ f − ρ · ∂

2ϕ

∂t2

))
+

+∇×

(
G∆~Φ + ~F − ρ · ∂

2~Φ

∂t2

)
= 0. (3.2.89)

В результатi маємо скалярне та векторне хвильове рiвняння:

Рiвняння 3.2.8.1 (скалярне хвильове рiвняння)
Виконується спiввiдношення для скалярного потенцiалу:

ρ · ∂
2ϕ

∂t2
=

(
2G(m− 1)

(m− 2)

)
∆ϕ+ f. (3.2.90)
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Рiвняння 3.2.8.2 (векторне хвильове рiвняння)
Виконується спiввiдношення для векторного потенцiалу:

ρ · ∂
2~Φ

∂t2
= G∆~Φ + ~F . (3.2.91)

3.2.9 Математична модель поздовжнiх коливань стрижня

Нехай маємо пружнiй стрижень, який витягнутий вздовж вiсi Ox i має
довжину L. Вiдносно стрижня будемо припускати, що перемiщення, де-
формацiї та напруження, якi можуть виникати в стрижнi направленi
лише вздовж вiсi Ox i не залежать вiд iнших просторових координат.

Зрозумiло, що в цьому випадку для компонентiв тензора напружень мо-
жна записати:

τxy = τyx = τyz = σy = σz = 0, σx = σx(x, t). (3.2.92)

Будемо нехтувати також змiнами поперечного перерiзу при деформацiях
вздовж вiсi Ox. В цьому випадку закон Гука має вигляд: εx = σx/E.

Спрощений вигляд закону рiвноваги елементу об’єму з можна записати
у виглядi

∂σx
∂x

+ Fx(x, t) = ρ · ∂
2U

∂t2
. (3.2.93)

Або враховуючи зв’язок тензора деформацiй i вектору перемiщень, бу-
демо мати

Рiвняння 3.2.9.1 (поздовжнiх коливань стрижня)
Виконується рiвняння

ρ · ∂
2U

∂t2
= E · ∂

2U

∂x2
+ Fx(x, t), (3.2.94)

де 0 < x < L i t > 0.

В початковий момент часу необхiдно задавати початковi змiшення та
початковi швидкостi в напрямку вiсi Ox:

U(x, 0) = U0(x), (3.2.95)
∂U(x, 0)

∂t
= U1(x). (3.2.96)
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Розглянемо можливi граничнi умови на правому кiнцi стрижня:

• На правому кiнцi заданий закон його руху (змiщення):

U(L, t) = ϕ2(t). (3.2.97)

• На правий кiнець дiє задана сила. Враховуючи, що ~n = (1, 0, 0),
можна записати σx(L, t) = ψ2(t), або, враховуючи спрощений закон
Гука:

E · ∂U(L, t)

∂x
= ψ2(t). (3.2.98)

• Правий кiнець закрiплений пружно. Можемо записати σx(L, t) +
Kx · U(L, t) = 0, або враховуючи закон Гука:

E · ∂U(L, t)

∂x
+Kx · U(L, t) = 0. (3.2.99)

3.2.10 Математична модель поперечних коливання струни

Струною будемо називати абсолютно гнучку нитку, нескiнченно малого
поперечного перерiзу, яка не протидiї згинанню.

Нехай струна має довжину L i в положеннi рiвноваги спiвпадає з вiдрiз-
ком вiсi Ox, лiвий кiнець спiвпадає з початком координат.

Будемо вважати, що струна рiвномiрно натягнута з силою T0 = const, i
може здiйснювати коливання лише в однiй площинi.

Будемо розглядати лише малi коливання, тобто такi, коли вiдхилення
точок струни вiд положення рiвноваги є величинами першого порядку
малостi, при цьому величинами бiльш високого порядку малостi будемо
нехтувати.

Припущення про абсолютну гнучкiсть струни означає, що при вiдхиленнi
точок струни вiд положення рiвноваги сила натягу весь час направлена
по дотичнiй до миттєвого профiлю струни.

Введемо позначення:

• ρ — лiнiйна щiльнiсть точок струни (const);

• u(x, t) — вiдхилення точок струни вiд положення рiвноваги в точцi
(x, t);

• f(x, t) — iнтенсивнiсть зовнiшнiх сил.
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Запишемо рiвняння руху для елементарної частини струни (x, x + ∆x)
в проекцiї на вiсь u. Пiдрахуємо наскiльки змiнилася довжина частини
струни, мiж перерiзами x i x + ∆x. Згiдно до вiдомої формули матема-
тичного аналiзу можемо записати, що довжина дуги обчислюється

ds =
√

(dx)2 + (du)2 = dx

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

≈ dx. (3.2.100)

Таким чином змiною довжини дуги струни з точнiстю до членiв другого
порядку малостi можна нехтувати.

Це в свою чергу означає, що за законом Гука сила натягу залишається
постiйною в кожному перерiзi струни, тобто T (x, t) = T0.

Видiлимо сили, якi дiють на елементарну частину струни.

Проекцiя сили натягу в перерiзi x+ ∆x на вiсь вздовж якої вiдбувається
рух точок струни (вiсь u) дорiвнює T0 sinα(x+∆x, t), а в перерiзi x дорiв-
нює −T0 sinα(x, t), де sinα(x, t) — синус кута мiж дотичною i додатнiм
напрямом вiсi x. Для малих кутiв sinα ≈ tanα = ∂u/∂x.

Таким чином рiвнодiючу сил натягу можна записати у виглядi

T0(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t)). (3.2.101)

Зовнiшня сила яка дiє на видiлений елемент струни дорiвнює f(ξ, t)∆x.

Згiдно до другого закону Ньютона рiвнодiюча зовнiшнiх сил повинна
дорiвнювати силi iнерцiї F = ma.

Сила iнерцiї елементарного вiдрiзка струни має вигляд:

ρ∆x
∂2u(ξ, t)

∂t2
, (3.2.102)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (x, x+ ∆x).

Таким чином згiдно до закону Ньютона можна записати рiвняння руху:

ρ ·∆x · ∂
2u(ξ, t)

∂t2
= T0(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t)) + f(ξ, t)∆x. (3.2.103)

Подiливши це рiвняння на ∆x i спрямувавши його до нуля отримаємо
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Рiвняння 3.2.10.1 (коливання струни)
Виконується рiвняння

ρ · ∂
2u(x, t)

∂t2
= T0 ·

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (3.2.104)

де 0 < x < L, i t > 0.

Додатковi умови для рiвняння коливання струни полягають в необхiдно-
стi задавати початкове вiдхилення точок струни i початковi швидкостi
точок струни:

u(x, 0) = u0(x), (3.2.105)
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x), (3.2.106)

для 0 < x < L.

Окрiм початкових умов необхiдно задавати умови на кiнцях струни. Най-
бiльш поширеними умовами є:

• Кiнець струни рухаються за заданим законом;

• На кiнець струни дiє задана сила;

• Кiнець струни закрiплений пружно.

Запишемо вiдповiднi граничнi умови для випадку лiвого кiнця.

• Якщо лiвий кiнець рухається за заданим законом, то

u(0, t) = ϕ1(t). (3.2.107)

• У випадку, коли на лiвому кiнцi дiє задана сила, то для отримання
граничної умови можна записати рiвняння руху для елементарного
вiдрiзку [0,∆x] яке матиме вигляд:

ρ∆xt
∂2u(ξ, t)

∂t2
= T0ux(∆x, t)− ψ1(t) + f(ξ, t), (3.2.108)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (0,∆x).

Спрямувавши ∆x→ 0 отримаємо граничну умову

ux(0, t) =
ψ1(t)

T0
. (3.2.109)
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• Для випадку пружного закрiплення замiсть заданої сили ψ1(t) не-
обхiдно розглядати силу реакцiї пружини, яка пропорцiйна змiщен-
ню i дiє в напрямку протилежному змiщенню. Таким чином рiвня-
ння руху буде мати вигляд:

ρ∆x
∂2u(ξ, t)

∂t2
= T0ux(∆x, t) + ku(0, t) + f(ξ, t), (3.2.110)

де ξ — якась середня точка, тобто ξ ∈ (0,∆x).

Пiсля граничного переходу отримаємо

ux(0, t) +
K

T0
u(0, t) = 0, (3.2.111)

де k — коефiцiєнт жорсткостi пружини.
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