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3.2 Математичнi моделi теорiї пружностi

Вiдомо, що в природi iснують пружнi тiла, якi можуть змiнювати свою
форму пiд дiєю прикладеної сили, а пiсля припинення дiї зовнiшньої сили
приймати початкову форму. Зовнiшня сила викликає в пружних тiлах:

• деформацiї;

• напруження.

Визначення 3.2.0.1 (деформацiї). Деформацiєю називають змiну поло-
ження одних точок тiла вiдносно iнших.

Визначення 3.2.0.2 (напружень). Напруженнями називають внутрiшнi
сили, якi прагнуть повернути тiло в положення рiвноваги.

Визначення 3.2.0.3 (математичної моделi теорiї пружностi). Матема-
тична модель теорiї пружностi — це система диференцiальних рiвнянь,
якi описують кiлькiсний зв’язок мiж змiною форми тiла (деформацiями)
i внутрiшнiми зусиллями (напруженнями).

Введемо позначення:

• x, y, z — координати точки у просторi;

• U(x, y, z, t), V (x, y, z, t),W (x, y, z, t) — координати вектора змiщень
в напрямку вiсей Ox, Oy, Oz вiдповiдно.

Зауваження 3.2.0.1 — Вектор змiщень показує змiщення то-
чки тiла з координатами x, y, z в напрямку однiєї з координа-
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тних вiсей в момент часу t вiд положення рiвноваги.

• Fx(x, y, z, t), Fy(x, y, z, t), Fz(x, y, z, t)— компоненти вектора поверх-
невих сил в напрямку вiсей Ox, Oy, Oz вiдповiдно.

Зауваження 3.2.0.2 — Вектор поверхневих сил показує якi
сили дiють на поверхню тiла.

• X(x, y, z, t), Y (x, y, z, t), Z(x, y, z, t) — вектори об’ємних сил;

• dG — елемент об’єму; dS — елемент поверхнi.

Розглянемо просту фiзичну модель взаємодiї мiж собою двох частин пру-
жного тiла. Нехай прямокутний паралелепiпед з нескiнченно малим по-
перечним перерiзом dy×dz витягнутий вздовж вiсi x та умовно роздiле-
ний на двi частини площиною ортогональною вiсi x:

Ox

Oy

Oz

σx

τx,y

τx,z

Охарактеризуємо силу з якою правий паралелепiпед дiє на лiвий парале-
лепiпед через перерiз dy× dz в площинi yOz (на рис. площина взаємодiї
видiлена сiрим кольором).

Нехай t(x) = (σx, τxy, τxz) — вектор сили.

Визначення 3.2.0.4 (вектора сили). Вектор сили показує, з якою силою
(на одиницю поверхнi) правий паралелепiпед дiє на лiвий паралелепiпед.

Зауваження 3.2.0.3 — При цьому σx — компонента, що може сти-
скати, або розтягувати лiвий паралелепiпед, τxy, τxz — компоненти,
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що зрiзають (точне визначення цього поняття буде надано далi) па-
ралелепiпед в напрямках вiсей Oy та Oz вiдповiдно.

Аналогiчно, для паралелепiпедiв витягнутих вздовж вiсей Oy та Oz мо-
жна розглянути сили, яки дiють в двох iнших площинах xOz та xOy на
одиницю площi цих перерiзiв та охарактеризувати їх векторами:

t(y) = (τyx, σy, τyz) , (3.2.1)

t(z) = (τzx, τzy, σz) . (3.2.2)

Для будь-якого паралелепiпеда з довжиною ребер dx, dy, dz а тим самим
точки простору напружений стан тiла можна охарактеризувати матри-
цею σx τxy τxz

τyx σy τyz
τzx τzy σz

 (3.2.3)

Зауваження 3.2.0.4 — При розглядi моделi взаємодiї правого пара-
лелепiпеда та лiвого паралелепiпеда через спiльний перерiз має мiсце
принцип рiвнодiї та протидiї, тобто сила, з якою правий паралелепi-
пед дiє на лiвий паралелепiпед рiвна за величиною та протилежна
за напрямком силi з якою лiвий паралелепiпед дiє на правий пара-
лелепiпед. Сили, що дiють на тiло обираються зi знаком плюс, якщо
вони дiють на перерiз, який обмежує тiло з боку зростаючих значень
координатних вiсей i зi знаком мiнус, якщо вони дiють на поверхню,
що обмежує тiло з боку спадаючих значень координатних вiсей.

3.2.1 Закони рiвноваги елемента поверхнi

Розглянемо елементарну модель пружної взаємодiї. Нехай всерединi пру-
жного тiла ми видiлили нескiнченно малий тетраедр OABC, ~n — вектор
зовнiшньої нормалi до гранi ABC, а S — площа цiєї гранi:

O
−~t(x)

−~t(y)

−~t(z)

A x

B

y

Cz

~n

~f
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Нехай ~f = (fx, fy, fz) — вектор поверхневої сили, що дiє на одиницю
площi гранi ABC.

Вектор нормалi

~n =
(
cos(~n, x), cos(~n, y), cos(~n, z)

)
, (3.2.4)

а
S · cos(~n, x), S · cos(~n, y), S · cos(~n, z) (3.2.5)

— площi граней тетраедра, ортогональних вiсям Ox, Oy, Oz.

Якщо тетраедр знаходиться в станi спокою, або рiвномiрного прямолi-
нiйного руху, то рiвнодiюча сил, що дiють на всi чотири гранi дорiвнює
нулю, тобто:

~f · S − t(x) · S · cos(~n, x)− t(y) · S · cos(~n, y)− t(z) · S · cos(~n, z) = 0. (3.2.6)

Пiсля скорочення на S отримаємо

Закон (рiвноваги елемента поверхнi у векторнiй формi)
Виконується спiввiдношення:

~f = t(x) · cos(~n, x) + t(y) · cos(~n, y) + t(z) · cos(~n, z). (3.2.7)

Запишемо закон рiвноваги елемента поверхнi в скалярному виглядi:

σx · cos(~n, x) + τxy · cos(~n, y) + τxz · cos(~n, z) = fx, (3.2.8)
τyx · cos(~n, x) + σy · cos(~n, y) + τyz · cos(~n, z) = fy, (3.2.9)
τzx · cos(~n, x) + τzy · cos(~n, y) + σz · cos(~n, z) = fz. (3.2.10)

У випадку, коли елементарний трикутник ABC є частиною реальної зов-
нiшньої поверхнi тiла, то закон рiвноваги елемента поверхнi приймає ви-
гляд:

σx · cos(~n, x) + τxy · cos(~n, y) + τxz · cos(~n, z) = Fx, (3.2.11)
τyx · cos(~n, x) + σy · cos(~n, y) + τyz · cos(~n, z) = Fy, (3.2.12)
τzx · cos(~n, x) + τzy · cos(~n, y) + σz · cos(~n, z) = Fz, (3.2.13)

де (Fx, Fy, Fz) — вектор поверхневих сил.
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3.2.2 Закон рiвноваги елемента об’єму

Розглянемо будь-який об’єм G обмежений поверхнею S та його елемен-
тарний об’єм dG.

Об’ємнi сили, що дiють на тiло об’єму G можна обчислити у виглядi

˚

G

XY
Z

 dG. (3.2.14)

Через будь-яку елементарну поверхню тiла дiє поверхнева сила ~f · dS, а
результуюча поверхнева сила, яка дiє на тiло через усю поверхню S має
вигляд ¨

S

~f dS, (3.2.15)

або, в скалярному виглядi:
¨

S

(t(x) · cos(~n, x) + t(y) · cos(~n, y) + t(z) · cos(~n, z)) dS. (3.2.16)

Закон (рiвноваги елементу об’єму у векторнiй формi)
Для того щоб тiло знаходилося в станi спокою або рухалось рiвно-
мiрно i прямолiнiйно, рiвнодiюча об’ємної та поверхневої сил повинна
дорiвнювати нулю:
¨

S

(
t(x) cos(~n, x) + t(y) cos(~n, y) + t(z) cos(~n, z)

)
dS+

+

˚

G

XY
Z

 dG = 0. (3.2.17)
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Закон (рiвноваги елементу об’єму у скалярнiй формi)

¨

S

(σx cos(~n, x) + τyx cos(~n, y) + τzx cos(~n, z)) dS +

˚

G

X dG = 0,

¨

S

(τxy cos(~n, x) + σy cos(~n, y) + τzy cos(~n, z)) dS +

˚

G

Y dG = 0,

¨

S

(τxz cos(~n, x) + τyz cos(~n, y) + σz cos(~n, z)) dS +

˚

G

Z dG = 0.

(3.2.18)

Зауваження 3.2.2.1 — Додатковою умовою рiвноважного положе-
ння тiла окрiм закону рiвноваги елементу об’єму є виконання закону
збереження моментiв сил з якого випливає симетричнiсть матрицi
(3.2.3):

τxy = τyx, τxz = τzx, τyz = τzy. (3.2.19)

Враховуючи факт симетрiї, останнiй закон можна записати у виглядi

¨

S

(
t(x), ~n

)
dS +

˚

G

X dG = 0,

¨

S

(
t(y), ~n

)
dS +

˚

G

Y dG = 0,

¨

S

(
t(z), ~n

)
dS +

˚

G

Z dG = 0.

(3.2.20)

де
~n =

(
cos(~n, x), cos(~n, y), cos(~n, z)

)
(3.2.21)

— вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi.

Враховуючи формулу Остроградського-Гауса, кожен поверхневий iнте-
грал перетворимо в об’ємний, в результатi отримаємо
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Закон (рiвноваги елементу об’єму у диференцiйльнiй формi)
Виконуються спiввiдношення:

˚

G

(
∇ · t(x) +X

)
dG = 0,

˚

G

(
∇ · t(y) + Y

)
dG = 0,

˚

G

(
∇ · t(z) + Z

)
dG = 0.

(3.2.22)

Визначення 3.2.2.1 (тензора напружень). В подальшому симетричну
матрицю (3.2.3) будемо називати тензором напружень.

3.2.3 Тензор напружень, головнi вiсi тензора напружень

Позначимо через ex, ey, ez орти прямокутної система координат з коор-
динатними осями Ox, Oy, Oz.

Введемо нову систему координат з ортами eξ, eη, eζ та осями Oξ, Oη, Oζ.

З’ясуємо, яким чином пов’язанi вектори t(x), t(y), t(z) якi складають ряд-
ки (стовпцi) тензору напружень у системi координат x, y, z, з векторами
t(ξ), t(η), t(ζ) якi складають стрiчки (стовпцi) тензору напружень у новiй
системi координат ξ, η, ζ.

Згiдно до загальних формул переходу вiд одного ортогонального базису
до iншого, можна записати:

t(ξ) = t(x) · cos(ξ, x) + t(y) · cos(ξ, y) + t(z) · cos(ξ, z),
t(η) = t(x) · cos(η, x) + t(y) · cos(η, y) + t(z) · cos(η, z),
t(ζ) = t(x) · cos(ζ, x) + t(y) · cos(ζ, y) + t(z) · cos(ζ, z).

(3.2.23)

Координати ортiв нової системи координат мають значення:

eξ =
(
cos(ξ, x), cos(ξ, y), cos(ξ, z)

)
, (3.2.24)

eη =
(
cos(η, x), cos(η, y), cos(η, z)

)
, (3.2.25)

eζ =
(
cos(ζ, x), cos(ζ, y), cos(ζ, z)

)
. (3.2.26)
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Для знаходження будь-якої компоненти тензора напружень ταβ, необхi-
дно обчислити скалярний добуток

ταβ =
〈
t(α), eβ

〉
. (3.2.27)

Так, наприклад,

τξη =
(
σx cos(η, x) + τxy cos(η, y) + τxz cos(η, z)

)
· cos(ξ, x)+

+
(
τyx cos(η, x) + σy cos(η, y) + τyz cos(η, z)

)
· cos(ξ, y)+

+
(
τzx cos(η, x) + τzy cos(η, y) + σz cos(η, z)

)
· cos(ξ, z) =

=
∑

a,b∈{x,y,z}

τab cos(ξ, a) cos(η, b).

(3.2.28)

Отже, для довiльної компоненти тензора напружень має мiсце

Формула (переходу до нової системи координат)
Виконуються спiввiдношення вигляду

ταβ =
∑

a,b∈{x,y,z}

τab cos(α, a) cos(β, b). (3.2.29)

Зауваження 3.2.3.1 — Тут використанi позначення ταα = σα, τaa =
σa.

Таким чином, тензор напружень — це симетрична матриця

T =

σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz

 , (3.2.30)

компоненти якої перетворюються за формулою вище при переходi до
нової прямокутної системи координат.

Поставимо задачу вибору нової прямокутної системи координат, для якої
тензор напружень має дiагональну форму. Нехай evi , i = 1, 2, 3 — орти
нової прямокутної системи координат. Для того, щоб тензор T мав дi-
агональну форму запису, кожен вектор t(vi), i = 1, 2, 3 в новiй системi
координат повинен бути колiнеарним вiдповiдному орту evi , i = 1, 2, 3
тобто t(vi) = σi~vi.
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Скористаємось формулою переходу вiд однiєї до iншої системи координат
та запишемо спiввiдношення для пошуку ортiв:

t(v) = σev = σ
(
cos(v, x), cos(v, y), cos(v, z)

)
. (3.2.31)

Запишемо останнє спiввiдношення в координатному виглядi:
σx cos(v, x) + τxy cos(v, y) + τxz cos(v, z) = σ cos(v, x),

τyx cos(v, x) + σy cos(v, y) + τyz cos(v, z) = σ cos(v, y),

τzx cos(v, x) + τzy cos(v, y) + σz cos(v, z) = σ cos(v, z).

(3.2.32)

Для ортонормованого базису

cos2(v, x) + cos2(v, y) + cos2(v, z) = 1. (3.2.33)

Тому в матрично-векторнiй формi попереднi спiввiдношення мають ви-
гляд

Tev = σev. (3.2.34)

Ця задача на власнi значення з симетричною матрицею має три дiйсних
власних числа, позначимо їх σ1, σ2, σ3 тобто∣∣∣∣∣∣

(σx − σ) τyx τzx
τxy (σy − σ) τzy
τxz τyz (σz − σ),

∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.2.35)

i три ортонормованi власнi вектори

evi =
(
cos(vi, x), cos(vi, y), cos(vi, z)

)
, i = 1, 2, 3. (3.2.36)

Визначення 3.2.3.1 (головних вiсей тензора напружень). Координатнi
вiсi, для яких тензор напружень має дiагональний вигляд, називаються
головними вiсями тензора напружень.

Визначення 3.2.3.2 (головних компонент тензора напружень). Вiдпо-
вiднi дiагональнi компоненти тензора напружень σi, i = 1, 2, 3 називаю-
ться головними компонентами тензора напружень.

Використовуючи формулу переходу мiж системами координат, запишемо
зв’язок мiж компонентами тензора напружень в декартових координатах
x, y, z i головними компонентами тензора напружень:

τab =
3∑
i=1

σi cos(vi, a) cos(vib), (3.2.37)
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σa =
3∑
i=1

σi cos
2(vi, a), (3.2.38)

де x, b ∈ {x, y, z}.

3.2.4 Тензор деформацiй i закони його перетворення

Ранiше були введенi характеристики:

U(x, y, z, t), V (x, y, z, t), W (x, y, z, t) (3.2.39)

— змiщення точки з координатами (x, y, z) вiд положення рiвноваги в
напрямку вiдповiдної вiсi.

Розглянемо можливi види деформацiї.

1. Нормальнi деформацiї.

Визначення 3.2.4.1 (нормальних деформацiй). Нормальнi дефор-
мацiї — змiна довжини в напрямку координатної вiсi — характери-
зуються вiдносною змiною довжини вiдрiзкiв.

Приклавши силу в напрямку вiсi Ox, точка x змiстилася i зайняла
положення x + U(x, ·, ·); точка x + dx теж змiстилася i зайняла
положення (x+ dx) + U(x+ dx, ·, ·):

Oxx x+ dx

Порахуємо вiдносне подовження вiдрiзка dx пiсля прикладення до
нього напруження:

(x+ dx) + U(x+ dx, ·, ·)− x− U(x, ·, ·)− dx

dx
=

=
U(x+ dx, ·, ·)− U(x, ·, ·)

dx
−−−→
dx→0

∂U

∂x
. (3.2.40)

Аналогiчно, можна ввести характеристику вiдносного подовження
в напрямку двох iнших вiсей.

Отже, нормальнi деформацiї характеризуються частинними похi-
дними

∂U

∂x
,

∂V

∂y
,

∂W

∂z
. (3.2.41)
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2. Зрiзаючi (дотичнi) деформацiї.

Визначення 3.2.4.2 (зрiзаючих (дотичних) деформацiй). Зрiзаючi
(дотичнi) деформацiї будемо характеризувати абсолютною змiною
кутiв мiж вiдрiзками в кожнiй з трьох координатних площин, якi
до початку дiї напружень були ортогональними.

Розглянемо фiзичну модель зрiзуючих деформацiй. Нехай вiдрiзки
AB та CD довжини dx та dy вiдповiдно пiсля дiї прикладених сил
зайняли положення A′B′ та C ′D′ вiдповiдно:

O x

y

A dx B

C

dy

D

A′

C ′
B′

D′

β

α

Точка A змiстилася на вiдстань V (x, ·, ·), а точка B змiстилася на
вiдстань V (x+ dx, ·, ·).

Тодi

V (x+ dx, ·, ·)− V (x, ·, ·)
dx

= tanα −−−→
dx→0

∂V

∂x
, (3.2.42)

тому
α ≈ tanα = ∂V/∂x. (3.2.43)

Аналогiчно β ≈ ∂U/∂y.
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Сумарна змiна кута

α + β ≈ ∂V

∂x
+
∂U

∂y
. (3.2.44)

Позначимо
γxy =

∂V

∂x
+
∂U

∂y
= γyx. (3.2.45)

Провiвши аналогiчнi мiркування щодо iнших координатних пло-
щин отримаємо:

γxz =
∂W

∂x
+
∂U

∂z
= γzx, (3.2.46)

γyz =
∂W

∂y
+
∂V

∂z
= γzy. (3.2.47)

Позначимо також

εx =
∂U

∂x
, εy =

∂V

∂y
, εz =

∂W

∂z
, (3.2.48)

i γaa = 2εa.

В результатi повну деформацiю у будь-якiй точцi простору можна
охарактеризувати

Визначення 3.2.4.3 (тензора деформацiй). Симетрична матриця εx γxy γxz
γyx εy γyz
γzx γzy εz

 (3.2.49)

називається симетричним тензором деформацiй.

3.2.5 Перетворення тензора деформацiй до нових прямоку-
тних координат

Вивчимо перетворення симетричного тензору деформацiй при переходi
вiд однiєї прямокутної системи координат до iншої. Нехай Oξ, Oη, Oζ —
вiсi нової системи координат (замiсть Ox, Oy, Oz), а функцiї U ′, V ′, W ′

— змiщення в напряму нових вiсей.
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Враховуючи формули переходу вiд одного ортогонального базису до iн-
шого можемо записати:

U ′ = U cos(ξ, x) + V cos(ξ, y) +W cos(ξ, z),

V ′ = U cos(η, x) + V cos(η, y) +W cos(η, z),

W ′ = U cos(ζ, x) + V cos(ζ, y) +W cos(ζ, z),

(3.2.50)

а також 
x = ξ cos(ξ, x) + η cos(η, x) + ζ cos(ζ, x),

y = ξ cos(ξ, y) + η cos(η, y) + ζ cos(ζ, y),

z = ξ cos(ξ, z) + η cos(η, z) + ζ cos(ζ, z),

(3.2.51)

i 
ξ = x cos(ξ, x) + y cos(ξ, y) + z cos(ξ, z),

η = x cos(η, x) + y cos(η, y) + z cos(η, z),

ζ = x cos(ζ, x) + y cos(ζ, y) + z cos(ζ, z).

(3.2.52)

У цих формулах(
cos(α, x), cos(α, y), cos(α, z)

)
= eα, α ∈ {ξ, η, ζ}. (3.2.53)

— координати ортiв нового базису.
Знайдемо вирази для компонентiв тензору у новiй системi координатах:
εα, γα,β при α, β ∈ {ξ, η, ζ}.
Зокрема для εξ отримаємо:

εξ =
∂U ′

∂x
=

(
∂U

∂x

∂x

∂ξ
+
∂U

∂y

∂y

∂ξ
+
∂U

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, x)+

+

(
∂V

∂x

∂x

∂ξ
+
∂V

∂y

∂y

∂ξ
+
∂V

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, y)+

+

(
∂W

∂x

∂x

∂ξ
+
∂W

∂y

∂y

∂ξ
+
∂W

∂z

∂z

∂ξ

)
cos(ξ, z) =

= cos(ξ, x)

(
∂U

∂x
cos(ξ, x) +

∂U

∂y
cos(ξ, y) +

∂U

∂z
cos(ξ, z)

)
+

+ cos(ξ, y)

(
∂V

∂x
cos(ξ, x) +

∂V

∂y
cos(ξ, y) +

∂V

∂z
cos(ξ, z)

)
+

+ cos(ξ, z)

(
∂W

∂x
cos(ξ, x) +

∂W

∂y
cos(ξ, y) +

∂W

∂z
cos(ξ, z)

)
.

(3.2.54)

Розкриваючи дужки i використовуючи вiдповiднi позначення отримаємо
наступну формулу:

γξξ = 2εξ =
∑

a,b∈{x,y,z}

γab cos(ξ, a) cos(ξb). (3.2.55)
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Отже у загальному виглядi доведена

Формула (перетворення тензора деформацiй)
Виконуються спiввiдношення вигляду:

γαβ =
∑

a,b∈{x,y,z}

γab cos(α, a) cos(βb), (3.2.56)

де α, β ∈ {ξ, η, ζ}.
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