
Змiст
3 Побудова математичних моделей базових фiзичних про-

цесiв 1
3.0 Оператор ∇ (лiкбез математичної теорiї поля) . . . . . . . . 1

3.0.1 Властивостi оператора ∇ . . . . . . . . . . . . . . . . 1
3.0.2 Оператори другого порядку . . . . . . . . . . . . . . 3
3.0.3 Приклади . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3.1 Математичнi моделi розповсюдження тепла та дифузiї ре-
човини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
3.1.1 Закон збереження теплової енергiї . . . . . . . . . . . 4
3.1.2 Частиннi випадки рiвняння теплопровiдностi . . . . 8
3.1.3 Рiвняння дифузiї речовини . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.1.4 Задача Стефана (задача про остигання та затвердi-

ння розплавленого металу) . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Побудова математичних моделей базових
фiзичних процесiв

3.0 Оператор ∇ (лiкбез математичної теорiї поля)

Визначення 3.0.0.1 (оператора ∇ в R2). Для двовимiрного евклiдового
простору R2 у прямокутнiй декартовiй системi координат оператор набла
визначається наступним чином:

∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j (3.0.1)

де ~i, ~j — одиничнi вектори по вiсям x i y вiдповiдно.

Визначення 3.0.0.2 (оператора ∇ в R3).

∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k, (3.0.2)

де ~i, ~j, ~k — одиничнi вектори по вiсям x, y i z вiдповiдно.

3.0.1 Властивостi оператора ∇
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Визначення 3.0.1.1 (градiєнту через оператор ∇). Якщо “скалярно по-
множити” вектор ∇ на скалярну функцiю f = f(x, y, z), то вийде вектор:

∇f =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= grad f, (3.0.3)

який є нiчим iншим як градiєнтом grad f функцiї f .

Визначення 3.0.1.2 (дивергенцiї через оператор ∇). Якщо “скалярно
помножити” вектор ∇ на вектор-функцiю

~F = (f, g, h) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)), (3.0.4)

то вийде скаляр:

∇ · ~F =
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z
= div ~F , (3.0.5)

який є нiчим iншим як дивергенцiєю div ~F функцiї ~F .

Визначення 3.0.1.3 (ротора через оператор ∇). Якщо “векторно помно-
жити” вектор ∇ на вектор-функцiю

~F = (f, g, h) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)), (3.0.6)

то вийде вектор:

∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f g h

∣∣∣∣∣∣ =

=

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
~i+

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
~j +

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
~k = rot ~F .

(3.0.7)

який є нiчим iншим як ротором rot ~F функцiї ~F .

Визначення 3.0.1.4 (оператора Лапласа через оператор ∇). Склаярний
добуток ∇·∇ = ∇2 є нiщо янше як оператор Лапласа, який також позна-
чається ∆.

У декартових координатах оператор Лапласа має вигляд

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (3.0.8)
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3.0.2 Оператори другого порядку

Оскiльки iснують рiзнi способи множення веткорiв i скалярiв, з допомо-
гою оператор набла можна записати рiзi види “диференцiювання”. так,
комбiнування склаярних i векторних добуткiв дає 7 рiзних варiантiв “по-
хiдних” другого порядку:

div(grad f) = ∇ · (∇f) (3.0.9)
rot(grad f) = ∇× (∇f) (3.0.10)
∆f = ∇2f) (3.0.11)

grad(div ~F ) = ∇(∇ · ~F ) (3.0.12)

div(rot ~F ) = ∇ · (∇× ~F ) (3.0.13)

rot(rot ~F ) = ∇× (∇× ~F ) (3.0.14)

∆~F = ∇2 ~F (3.0.15)

Для достатньо гладких полiв (двiчi неперервно диференцiйовних) цi опе-
ратори не незалежнi. Два з них тотожньо дорiвнюють нулю:

rot(grad f) = ∇× (∇f) = (∇×∇)f = 0 (3.0.16)

div(rot ~F ) = ∇ · (∇× ~F ) = (∇×∇) · ~F = 0. (3.0.17)

Два завжди рiвнi:

div(grad f) = ∇ · (∇f) = (∇ · ∇)f = ∇2f = ∆f. (3.0.18)
А решта три пов’язанi спiввiдношенням:

∇× (∇~F ) = ∇(∇ · ~F )−∇2 ~F . (3.0.19)
I ще один може бути виражене через тензорний добуток векторiв:

∇(∇ · ~F ) = ∇ · (∇⊗ ~F ) (3.0.20)

3.0.3 Приклади

Приклад 3.0.3.1
Нехай z = z(x, y) = xy, тодi

∇z =
∂z

∂x
~i+

∂z

∂y
~j = y~i+ x~j. (3.0.21)
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Приклад 3.0.3.2
Нехай z = z(x, y) = 30yx3, тодi

∇z =
∂z

∂x
~i+

∂z

∂y
~j = 90yx2~i+ 30x3~j. (3.0.22)

3.1 Математичнi моделi розповсюдження тепла та ди-
фузiї речовини

Для запису математичної моделi введемо величини:

• x = (x1, x2, x3) ∈ G ⊂ R3 об’єм тiла, t — час;

• u(x, t) — температура в точцi x у момент часу t;

• c(x) — теплоємнiсть (кiлькiсть тепла, яка необхiдна, для пiдняти
температуру одиницi маси тiла на один градус);

• k(x) — теплопровiднiсть речовини (здатнiсть проводити тепло);

• ρ(x) — щiльнiсть речовини;

• f(x, t) — iнтенсивнiсть джерел теплової енергiї в точцi x в момент
часу t.

3.1.1 Закон збереження теплової енергiї

Складемо баланс теплової енергiї для довiльного об’єму тiла G за до-
вiльний iнтервал часу t1 < t < t2. Для цього обчислимо кiлькiсть тепла,
яка мiститься в нескiнченно малому об’ємi dG:

ρ(x) · dG · c(x) · u(x, t) (3.1.1)

та в об’ємi G в момент часу t:

Q1(t) =

˚

G

c(x)ρ(x)u(x, t) dG. (3.1.2)

Припустимо, що з часом температура змiнилася вiд значення u(x, t1) до
значення u(x, t2). Обчислимо кiлькiсть тепла, витрачену на змiну темпе-
ратури:

∆Q1(t1, t2) = Q1(t2)−Q1(t1) =

˚

G

c(x)ρ(x)(u(x, t2)−u(x, t1)) dG. (3.1.3)

4



Температура в об’ємi G може змiнюватись за рахунок таких факторiв:

1. нерiвномiрностi нагрiвання тiла, викликає потiк тепла через по-
верхню S, яка обмежує уявне тiло об’єму G;

2. змiна кiлькостi тепла за рахунок внутрiшнiх теплових джерел.

Нехай ~n — зовнiшня нормаль до поверхнi S. Обчислимо кiлькiсть те-
пла, яка поступає всередину об’єму G через елементарну поверхню dS в
одиницю часу:

dQ(x, t) = k(x) · ∂u(x, t)

∂~n
· dS (3.1.4)

Ця формула є математичним виразом фiзичного закону Фур’є.

Кiлькiсть тепла, яка проходить через всю поверхню S за час вiд t1 до t2
обчислюється за формулою

Q2(t1, t2) =

t2ˆ

t1

¨

S

(
k(x) · ∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt. (3.1.5)

Кiлькiсть тепла за рахунок теплових джерел в об’ємi G можна обчислити
у виглядi:

Q3(t1, t2) =

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.6)

Таким чином можна записати

Закон (збереження теплової енергiї)
Виконується спiввiдношення:

∆Q1(t1, t2) = Q2(t1, t2) +Q3(t1, t2), (3.1.7)

або пiсля пiдстановки усiх величин маємо
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Закон (збереження теплової енергiї в iнтегральному виглядi)
Виконується спiввiдношення:
˚

G

c(x)ρ(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG =

=

t2ˆ

t1

¨

S

(
k(x) · ∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.8)

Для перетворення першого iнтегралу правої частини останньої рiвностi
застосуємо формулу Остроградського Гауса,

¨

S

〈A,~n〉 dS =

˚

G

(
∇ · ~A

)
dG, (3.1.9)

де ~A — векторне поле,

∇ · A =
∂A1

∂x1
+
∂A2

∂x2
+
∂A3

∂x3
. (3.1.10)

В результатi отримаємо:

t2ˆ

t1

˚

G

(
c(x)ρ(x)

∂u(x, t)

∂t

)
dG dt =

=

t2ˆ

t1

˚

G

(∇ · (k(x)∇u)) dG dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.11)

Враховуючи, що остання рiвнiсть отримана для довiльного об’єму G та
довiльних моментiв часу, можна зробити висновок, що вона має мiсце
тодi i лише тодi, коли має мiсце рiвнiсть пiдiнтегральних виразiв:

c(x)ρ(x)
∂u(x, t)

∂t
= ∇ · (k(x)∇u) + f(x, t), (3.1.12)

де x ∈ G, t > 0.

Це рiвняння повинно виконуватись для кожної точки x реального фiзи-
чного об’єму тiла (збережемо для нього позначення G, а для його по-
верхнi позначення S), та для кожного моменту часу t.

6



Для видiлення єдиного розв’язку цього рiвняння окрiм самого дифе-
ренцiального рiвняння необхiдно задавати додатковi умови на границi
просторово-часової областi. Будемо використовувати фiзичнi мiркуван-
ня для задавання таких умов.

1. Якщо на границi областi вiдома температура тiла, тодi на границi
тiла задають умову Дiрiхле.

Визначення 3.1.1.1 (умови Дiрiхле). Крайовою умовою першого
роду, або умовою Дiрiхле називають спiввiдношення

u(x, t)|x∈S = v(x, t). (3.1.13)

2. Якщо на границi областi вiдомий тепловий потiк в одиницю часу,
який поступає всередину тiла через одиничну площу, тодi на гра-
ницi задають граничну умову Неймана.

Визначення 3.1.1.2 (умови Неймана). Крайовою умовою другого
роду, або умовою Неймана називають спiввiдношення

k(x)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= q(x, t). (3.1.14)

3. Якщо на границi тiла вiдбувається конвективний теплообмiн з ото-
чуючим середовищем вiдомої температури згiдно до закону Нью-
тона, тодi на границi задають крайову умову Ньютона

Визначення 3.1.1.3 (умови Ньютона). Крайовою умовою третього
роду, або умовою Ньютона називають спiввiдношення

k(x)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= α(x, t)(v(x, t)− u(x, t))|x∈S , (3.1.15)

де α(x, t) > 0 — коефiцiєнт теплообмiну, v(x, t) — температура ото-
чуючого середовища.

4. В початковий момент часу задають температура усiх внутрiшнiх
точок тiла:

u(x, t)|t=0 = u0(x). (3.1.16)
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Визначення 3.1.1.4 (початкової умови). Початковою умовою на-
зивається спiввiдношення

u(x, t)|t=0 = u0(x), (3.1.17)

при цьому u0(x) називається початковою температурою.

3.1.2 Частиннi випадки рiвняння теплопровiдностi

Зауваження 3.1.2.1 — У випадку, коли коефiцiєнт теплопровiд-
ностi та iнтенсивнiсть теплових джерел залежить не лише вiд то-
чки простору i часу, а i вiд самої температури, тобто k = k(u, x, t),
f = f(u, x, t), лiнiйне диференцiальне рiвняння (3.1.12) стає квазiлi-
нiйним, тобто лiнiйним вiдносно старших похiдних.

Окрiм загального вигляду рiвняння теплопровiдностi, у практичних ви-
падках часто використовуються частиннi випадки рiвняння.

Зокрема, можна розглядати розповсюдження тепла в одновимiрних та
двовимiрних тiлах:

• У пластинi:

∇ · (k(x)∇u(x, t)) =
∂

∂x1

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x2

)
.

(3.1.18)

• У стрижнi:

∇ · (k(x)∇u(x, t)) =
∂

∂x

(
k(x)

∂u(x, t)

∂x

)
. (3.1.19)

Для однорiдних тiл усi коефiцiєнти рiвняння можна вважати константа-
ми, зокрема c = c0, ρ = ρ0, k = k0. В результатi вищезгадане диференцi-
альне рiвняння буде мати вигляд

∂u(x, t)

∂t
= a2∆u+

1

c0ρ0
· f(x, t), (3.1.20)

де

a2 =
k0
c0ρ0

> 0, (3.1.21)

i було введено
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Визначення 3.1.2.1 (оператор Лапласа). Оператором Лапласа називає-
ться диференцiальний оператор ∆ що дiє на функцiю u(x, t) по векторнiй
змiннiй x наступним чином:

∆u(x, t) = ∇ · (∇u(x, t)) =

n∑
i=1

∂2u(x, t)

∂x2i
. (3.1.22)

Зауваження 3.1.2.2 — Зокрема одновимiрне рiвняння теплопро-
вiдностi має вигляд:

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+

1

c0ρ0
f(x, t). (3.1.23)

3.1.3 Рiвняння дифузiї речовини

Процес дифузiї речовини це процес вирiвнювання концентрацiї речовини
у розчинах, розплавах або в сумiшах. Фiзика вирiвнювання температури
в тiлах та концентрацiї у розчинах чи розплавах має багато схожих рис i з
цього приводу навiть процес розповсюдження тепла називають дифузiєю
тепла.

Для отримання моделi дифузiї речовини використаємо наступну табли-
цю аналогiї.

Дифузiя Теплопровiднiсть Пояснення

u(x, t) u(x, t)
Концентрацiя речовини
в розчинi, або у
розплавi

c(x) c(x)ρ(x)

Коефiцiєнт пористостi,
вiдображає вiдношення
об’єму пор до
загального об’єму тiла i
вказує на кiлькiсть
речовини необхiдну
для змiни концентрацiї
на одну одиницю в
одиницi об’єму.
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Дифузiя Теплопровiднiсть Пояснення

D
∂u

∂~n
dS k

∂u

∂~n
dS

Закон Нерста, описує
кiлькiсть речовини, яка
поступає всередину
тiла через його
поверхню в одиницю
часу за рахунок
нерiвномiрностi
концентрацiї.

f(x, t) f(x, t)
Iнтенсивнiсть джерела
речовини в серединi
об’єму.

D
∂u

∂~n
= α (v − u)|S k

∂u

∂~n
= α (v − u)|S

Кiлькiсть речовини,
яка поступає через
поверхню S тiла за
законом, аналогiчним
закону Ньютона, v —
вiдома концентрацiя
речовини в тому чи
iншому середовищi; α
— коефiцiєнт
проникностi поверхнi.

Побудови математичної моделi процесу дифузiї вiдбувається за аналогi-
єю згiдно до попередньої таблицi.
Кiлькiсть речовини, яка витрачена для змiни концентрацiї вiд u(x, t1)→
u(x, t2), t1 < t2 має вигляд:

∆Q1(t1, t2) = Q1(t2)−Q1(t1) =

˚

G

c(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG. (3.1.24)

Кiлькiсть речовини, яка проходить через всю поверхню S за час вiд t1 →
t2:

Q2(t1, t2) =

t2ˆ

t1

¨

S

(
D(x, t)

∂u

∂~n

)
dS dt. (3.1.25)

Кiлькiсть речовини, яка поступає за рахунок джерел речовини в об’ємi
G за час вiд t1 до t2:

Q3(t1, t2) =

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.26)
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Отже, отримали

Закон (збереження маси)
Вионується спiввiдношення:

∆Q1(t1, t2) = Q2(t1, t2) +Q3(t1, t2). (3.1.27)

а також

Закон (збереження маси в iнтегральному виглядi)
Вионується спiввiдношення:
˚

G

c(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dG =

=

t2ˆ

t1

¨

S

(
D(x, t)

∂u(x, t)

∂~n

)
dS dt+

t2ˆ

t1

˚

G

f(x, t) dG dt. (3.1.28)

Пiсля застосування формули Остроградського-Гауса та прирiвнювання
пiдiнтегральних виразiв отримаємо рiвняння дифузiї речовини у виглядi:

c(x)
∂u

∂t
= ∇ · (D(x, t)∇u) + f(x, t), (3.1.29)

де x ∈ G, t > 0.

Додатковi умови на границi областi задають аналогiчно умовам для рiв-
няння теплопровiдностi:

1. Якщо вiдома концентрацiя речовини на поверхнi:

u(x, t)|x∈S = v(x, t); (3.1.30)

2. Якщо на границi вiдомий потiк речовини:

D · ∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= g(x, t); (3.1.31)

3. Якщо на границi вiдбувається обмiн речовиною з оточуючим сере-
довищем через напiвпроникливу мембрану за законом аналогiчним
закону Ньютона:

D(x, t)
∂u(x, t)

∂~n

∣∣∣∣
x∈S

= α(x, t) (v(x, t)− u(x, t))|x∈S ; (3.1.32)
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4. Якщо в початковий момент часу вiдома концентрацiя речовини:

u(x, 0) = u0(x). (3.1.33)

Зауваження 3.1.3.1 — У випадку, коли коефiцiєнти рiвняння та
граничних умов не залежать вiд часу t, розв’язок рiвняння не зале-
жить вiд часу в результатi отримаємо стацiонарне рiвняння тепло-
провiдностi та дифузiї:

∇ · (k(x)∇u(x)) = −f(x), (3.1.34)
∇ · (D(x)∇u(x)) = −f(x). (3.1.35)

3.1.4 Задача Стефана (задача про остигання та затвердiння
розплавленого металу)

Вертикальний цилiндричний посуд заповнений розплавленим металом,
який знаходиться при заданiй температурi U0 > Umelt - температура
плавлiння металу. Починаючи з моменту часу t0 вiльна поверхня роз-
плавленого металу пiдтримується при постiйнiй температурi U1 < Umelt.
Поставимо задачу про остудження та затвердiння металу, якщо дно i бо-
кова поверхня посуду теплоiзольованi. Термiчними деформацiями об’єму
будемо нехтувати тобто процес розповсюдження тепла вiдбувається ли-
ше вздовж вiсi цилiндру. Введемо позначення:

• ρs, ρl — щiльнiсть твердої (eng. solid) та рiдкої (eng. liquid) фази
металу;

• cs, cl — теплоємнiсть твердої та рiдкої фази металу;

• ks, kl — теплопровiднiсть твердої та рiдкої фази металу;

• ξ(t) — положення границi роздiлу твердої та рiдкої фаз;

• L — висота цилiндру, S — площа основи цилiндру;

• λ — питома теплота плавлення;

• u(x, t) — температура в момент часу t в точцi x.

Деякi з введених позначень краще видно на наступнiй iлюстрацiї:
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0

Ox

ξ −∆x

ξ + ∆x

ξ(t)

~n

~n

Отримаємо рiвняння теплового балансу для нескiнченно малого об’єму
розплавленого металу, який знаходиться мiж перерiзами x та x+ ∆x за
промiжок часу вiд t до t+ ∆t.

Обчислимо кiлькiсть тепла, яка необхiдна для змiни температури у видi-
леному елементарному об’ємi вiд значення u(x, t) до значення u(x, t+∆t).
Кiлькiсть тепла, що мiститься в видiленому об’ємi в момент часу t можна
обчислити за формулою

dQ(t) = cl · ρl · S ·∆x · u(x, t). (3.1.36)

Аналогiчно для моменту часу t+ ∆t кiлькiсть тепла дорiвнює

dQ(t+ ∆t) = cl · ρl · S ·∆x · u(x, t+ ∆t). (3.1.37)

При цьому нехтуємо, змiною температури по просторовiй змiннiй у се-
рединi елементарного об’єму. Тодi кiлькiсть тепла, необхiдна для змiни
температури всерединi об’єму дорiвнює:

∆Q(t, t+ ∆t) = cl · ρl · S ·∆x · (u(x, t+ ∆t)− u(x, t)). (3.1.38)

Ця змiна може вiдбуватися за рахунок теплових потокiв, через перерiзи
x та x + ∆x. Пiдрахуємо кiлькiсть тепла, яка поступає всередину тiла
через перерiз x+ ∆x за час ∆t:

dQ(x+ ∆x) = kl
∂u(x+ ∆x, t)

∂~n
S∆t = kl

∂u(x+ ∆x, t)

∂x
S∆t (3.1.39)
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Напрям нормалi ~n в цьому перерiзi спiвпадає з напрямом вiсi Ox.

Кiлькiсть тепла, яка поступає всередину тiла через перерiз x за час ∆t
можна записати у виглядi:

dQ(x) = kl
∂u(x, t)

∂~n
S∆t = −kl

∂u(x, t)

∂x
S∆t (3.1.40)

Таким чином можна скласти рiвняння теплового балансу:

dQ(t, t+ ∆t) = dQ(x+ ∆x) + dQ(x). (3.1.41)

Або пiсля пiдстановки вiдповiдних значень подiлених на ∆x ·∆t ·S отри-
маємо:

clρl(u(x, t+ ∆t)− u(x, t))

∆t
= kl

(
∂u(x+ ∆x, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x

)
1

∆x
. (3.1.42)

Пiсля граничного переходу коли ∆x та ∆t прямують до нуля, отримаємо
диференцiальне рiвняння:

clρl
∂u(x, t)

∂t
= kl

∂2u(x, t)

∂x2
, (3.1.43)

де ξ(t) < x < L, t > t0.

Аналогiчнi мiркування дозволяють отримати рiвняння для твердої фази:

csρs
∂u(x, t)

∂t
= ks

∂2u(x, t)

∂x2
, (3.1.44)

де 0 < x < ξ(t), t > t0.

Визначення 3.1.4.1 (спiввiдношення на границi роздiлу фаз). Темпера-
тура при переходi через границю роздiлу фаз повинна змiнюватись не-
перервно i спiвпадати з температурою плавлення металу, тобто повинно
виконуватись настуну спiввiдношення:

u(ξ(t)− 0, t) = u(ξ(t) + 0, t) = Umelt, (3.1.45)

яке називається спiввiдношенням на границi роздiлу фаз.

Отримаємо рiвняння теплового балансу для елементарного об’єму обме-
женого перерiзами ξ(t)−∆x та ξ(t) + ∆x.

За час ∆t затвердiє об’єм металу рiвний

(ξ(t+ ∆t)− ξ(t)) · S. (3.1.46)
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При цьому буде видiлено кiлькiсть тепла рiвна

dQmelt = (ξ(t+ ∆t)− ξ(t)) · S · λ · ρs. (3.1.47)

Кiлькiсть тепла, яка надiйде всередину об’єму за рахунок теплових по-
токiв через вiдповiднi перерiзи за час ∆t може бути записана у виглядi:

∆t · S ·
(
kl ·

∂u(ξ(t) + ∆x, t)

∂x
− ks ·

∂u(ξ(t)−∆x, t)

∂x

)
. (3.1.48)

Оскiльки фазовий перехiд вiдбувається при постiйнiй температурi, то в
околi границi роздiлу фаз ξ(t) змiною температури по змiннiй t можна
нехтувати, в зв’язку з чим можна не враховувати кiлькiсть тепла, яка
витрачається на змiну температури у видiленому елементарному об’ємi.

Рiвняння теплового балансу для елементарного об’єму обмеженого пере-
рiзами ξ(t)−∆x та ξ(t) + ∆x можна записати у виглядi:

(ξ(t+ ∆t)− ξ(t))Sλρs =

= ∆tS

(
kl
∂u(ξ(t) + ∆x, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)−∆x, t)

∂x

)
(3.1.49)

Подiливши обидвi частини на ∆t, скоротивши на S i спрямувавши ∆x,
∆t до нуля отримаємо спiввiдношення:

λρs
∂ξ(t)

∂t
= kl

∂u(ξ(t) + 0, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)− 0, t)

∂x
. (3.1.50)

Визначення 3.1.4.2 (внутрiшнiх граничних умов (умов спряження)).
Останню умову

λρs
∂ξ(t)

∂t
= kl

∂u(ξ(t) + 0, t)

∂x
− ks

∂u(ξ(t)− 0, t)

∂x
. (3.1.51)

разом iз спiввiдношенням (3.1.45) на границi роздiлу фаз називають вну-
трiшнiми граничними умовами, або умовами спряження.

Запишемо початковi умови та умови на верхнiй та нижнiй основi цилiн-
дру:

• В початковий момент часу задана температура розплавленого ме-
талу:

u(x, t0) = U0, 0 < x < L. (3.1.52)
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• На верхнiй основi задана температура:

u(0, t) = U1, t > t0. (3.1.53)

• Нижня основа теплоiзольована, тобто тепловий потiк, який посту-
пає всередину тiла дорiвнює нулю:

∂u(L, t)

∂x
= 0, t > t0. (3.1.54)

• В початковий момент часу положення границi фазового переходу
спiвпадає з верхньою основою цилiндру:

ξ(t0) = 0. (3.1.55)

Таким чином, до моменту часу, коли весь метал затвердiє постановка
задачi Стефана включає в себе диференцiйнi рiвняння (3.1.43), (3.1.44),
спiввiдношення на границi роздiлу фаз (3.1.45), умови спряження (3.1.51),
початковi умови (3.1.52), (3.1.55) та граничнi умови (3.1.53), (3.1.54).

Зауваження 3.1.4.1 — Пiсля повного затвердiння металу, тобто
коли ξ(t1) = L, процес буде описуватись звичайним рiвнянням те-
плообмiну для t > t1 з граничними умовами

u(0, t) = U1, (3.1.56)
∂u(L, t)

∂x
= 0, (3.1.57)

та початковою температурою u(x, t1).
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