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3.9 Загальна постановка задачi Кошi для хвильового
рiвняння. Плоскi хвилi

3.9.1 Характеристичнi поверхнi

В лекцiї 14 розглядалися питання класифiкацiї диференцiальних рiвнянь
другого порядку з n > 2 незалежними змiнними. Важливу роль при ви-
значенi типу рiвняння i вибору нової системи координат вiдiграють ха-
рактеристичнi поверхнi, якi є аналогами характеристичних кривих (ха-
рактеристик) для випадку рiвнянь з двома незалежними змiнними.

Нехай функцiя ω(x) ∈ C1, x = (x1, . . . , xn), n ≥ 2 є такою що на поверхнi
ω(x) = 0, ∇ω(x) 6= 0 та

N∑
i,j=1

ai,j(x)
∂ω(x)

∂xi

∂ω(x)

∂xj
= 0. (3.9.1)

Визначення 3.9.1.1 (характеристичної поверхнi). Тодi поверхню ω(x) =
0 називають характеристичною поверхнею або характеристикою квазi-
лiнiйного рiвняння

n∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ Φ(x, u,∇u) = 0. (3.9.2)

Визначення 3.9.1.2 (характеристичної лiнiї). При n = 2 характеристи-
чна поверхня називається характеристичною лiнiєю.

Оскiльки ∇ω(x) 6= 0, то сiмейство характеристик ω(x) = const заповнює
область таким чином, що через кожну точку областi проходить одна
характеристична поверхня.
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Враховуючи закон перетворення коефiцiєнтiв рiвняння

ak,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂ξk
∂xi

∂ξl
∂xj

(3.9.3)

при виборi замiни змiнних ξk = ξk(x1, x2, . . . , xn), k = 1, . . . , n, знання
однiєї чи декiлькох характеристичних поверхонь дозволяє спростити рiв-
няння, зокрема, якщо ξ1 = ω(x1, x2, . . . , xn), то

a1,1 =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂ω

∂xi

∂ω

∂xj
= 0. (3.9.4)

Для хвильового рiвняння

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), (3.9.5)

де x = (x1, x2, . . . , xn), характеристичне рiвняння має вигляд(
∂ω

∂t

)2

− a2

n∑
i=1

(
∂ω

∂xi

)2

= 0. (3.9.6)

Одним з розв’язкiв цього диференцiального рiвняння першого порядку
є поверхня

ω(x, t) = a2(t− t0)2 −
n∑
i=1

(xi − x0,i)
2 = 0. (3.9.7)

Визначення 3.9.1.3 (характеристичного конуса). Поверхня

a2(t− t0)2 −
n∑
i=1

(xi − x0,i)
2 = 0. (3.9.8)

називається характеристичним конусом з вершиною в точцi (x0, t0) i є
характеристичною поверхнею (характеристикою) хвильного рiвняння.

Зауваження 3.9.1.1 — Характеристичний конус є границею кону-
сiв

Γ+(x0, t0) = a(t− t0) >

√√√√ n∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.9)
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Γ−(x0, t0) = −a(t− t0) >

√√√√ n∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.10)

якi називають конусами майбутнього та минулого вiдповiдно.

Хвильове рiвняння має також iнше сiмейство характеристичних повер-
хонь

a(t− t0) +
n∑
i=1

(xi − x0,i)ei = 0, (3.9.11)

де {ei}ni=1 — довiльнi числа такi, що |~e| = 1.

3.9.2 Узагальнена задача Кошi для рiвняння коливання стру-
ни

Довiльне квазiлiнiйне рiвняння гiперболiчного типу з двома незалежни-
ми змiнними

a1,1(ξ, η)Uξ,ξ(ξ, η) + 2a1,2Uξη(ξ, η) + a2,2(ξ, η)Uη,η(ξ, η) = F (ξ, η, U, Uξ, Uη)
(3.9.12)

може бути зведене до одного iз рiвнянь:

uxt(t, x) = f(x, y, u, ut, ux), (3.9.13)
utt − uxx = f(x, y, u, ut, ux). (3.9.14)

Зауваження 3.9.2.1 — Коефiцiєнти ai,j(ξ, η) (i, j = 1, 2) i права
частина f(ξ, η, U, Uξ, Uη) вважаються неперервно диференцiйовними
функцiями у вiдповiдних областях.

При постановцi задачi Кошi для рiвняння (3.9.14) до тепер ми вважали,
що носiєм початкових умов є пряма t = 0.

На прикладi рiвняння вiльних коливань однорiдної струни

utt − uxx = f(x, t) (3.9.15)

покажемо, що носiєм початкових умов може бути крива L, яка є вiд-
мiнною вiд прямої t = 0, причому встановимо, яким умовам повинна
задовольняти крива L i який вигляд повиннi мати самi початковi умови,
щоб одержана задача Кошi була поставлена коректно.

Для цього позначимо через D обмежену область фазової площини xOt з
кусково-гладкою жордановою межею S. Нехай u(t, x) ∈ C2(D) — розв’язок
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рiвняння (3.9.15), який має неперервнi частиннi похiднi 1-го порядку в
областi D = D ∪ S.
Iнтегруючи тотожнiсть (3.9.15) по областi D i використовуючи формулу
Грiна ¨

D

(Qx(x, t)− Pt(x, t)) dx dt =

ˆ

S

P dx+Q dt, (3.9.16)

де криволiнiйний iнтеграл в правiй частинi береться по контуру в напря-
мi проти годинникової стрiлки, одержуємо¨

D

(uxx − utt) dx dt =

ˆ

S

ux dt+ ut dx =

¨

S

f(x, t) dx, dt (3.9.17)

Нехай L — розiмкнута крива Жордана з неперервною кривизною, яка
задовольняє умовам:

• кожна пряма iз двох сiмей характеристик x+t = const, x−t = const
рiвняння (3.9.15) перетинає криву L не бiльше, нiж в однiй точцi;

• напрям дотичної до кривої L в жоднiй точцi не збiгається з напря-
мом характеристик рiвняння (3.9.15).

Зауваження 3.9.2.2 — Iнодi таку криву L називають “вiльною”.

Припустимо, що характеристики x − x1 = t − t1 i x − x1 = t1 − t, якi
виходять iз точки C, перетинаються iз кривою L в точках A i B:

O x

t

C(x1, t1)

B

AL

Застосовуючи формулу (3.9.14) в областi, яка обмежена дугою AB кривої
L i вiдрiзками характеристик [CA] i [CB], одержуємо:ˆ

AB+[BC]+[CA]

ux dt+ ut dx =

¨

D

f(x, t) dx dt. (3.9.18)
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Оскiльки вздовж [BC] i [AC] маємо dx = − dt, dx = dt вiдповiдно, то
(3.9.15) запишеться у виглядi:

ˆ

AB

ux dt+ ut dx− 2u(C) + u(A) + u(B) =

¨

D

f(x, t) dx dt, (3.9.19)

звiдки знаходимо

u(C) =
u(A) + u(B)

2
+

1

2

ˆ

AB

ux dt+ ut dx− 1

2

¨

D

f(x, t) dx dt. (3.9.20)

Якщо розв’язок рiвняння (3.9.13) задовольняє умовам:

u|L = ϕ(x),
∂u

∂`

∣∣∣∣
L

= ψ(x), (3.9.21)

де ϕ i ψ — заданi дiйснi вiдповiдно два рази i один раз неперервно ди-
ференцiйовнi функцiї, а ` — заданий на L достатньо гладкий вектор, що
нiде не збiгається з дотичною до кривої L. Визначимо ux i ut iз рiвностей:

ux
dx

ds
+ ut

dt

ds
=

dϕ

ds
, ux`x + ut`t = ψ, (3.9.22)

де s — довжина дуги L, i пiдставляючи вiдомi значення u, ux, ut в праву
частину (3.9.20), одержуємо розв’язок задачi Кошi (3.9.15), (3.9.21).

Iз наведених мiркувань випливає, що постановка задачi Кошi (3.9.14),
(3.9.18) є коректною, тобто вона має в розглядуванiй областi тiльки єди-
ний розв’язок, i вiн є стiйким.

Аналогiчно ставиться задача Кошi i у випадку рiвняння (3.9.13).

Для рiвняння (3.9.13) характеристиками будуть прямi, паралельнi осям
координат (x = const, t = const). Отже, в цьому випадку всяка гладка
крива L, яка перетинається не бiльш, нiж в однiй точцi з прямими, па-
ралельними осям координат, буде “вiльною”. Нехай рiвняння цiєї кривої
буде t = g(x) (або x = h(t)). Вважаємо, що iснують похiднi g′(x), h′(t),
вiдмiннi вiд нуля. Тодi задача Кошi може бути поставлена наступним
чином: в областi

D = {(t, x)|x0 < x < x0 + α, g(x) < t < t0 + β} , α > 0, β > 0 (3.9.23)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (3.9.1), який на кривiй L
задовольняє умови

u|t=g(x) = ϕ(x), ut|t=g(x) = ψ(x). (3.9.24)
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Данi Кошi (3.9.20) дозволяють на кривiй t = g(x) знайти значення похi-
дної ux. Дiйсно, диференцiюючи по x першу iз умов (3.9.24), одержуємо

ux|t=g(x) + ut|t=g(x) , g′(x) = ϕ′(x), (3.9.25)

або
ux|t=g(x) = ϕ′(x)− ψ(x)ϕ′(x). (3.9.26)

3.9.3 Узагальнена задача Кошi для n-вимiрного хвильового
рiвняння

У випадку хвильового рiвняння в n-вимiрному просторi

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, . . . , xn) (3.9.27)

носiєм початкових умов може бути будь-яка “вiльна” поверхня Σ, тобто
гiперповерхня Ψ(x, t) = 0, яка задовольняє умовам:

• в жоднiй її точцi (x, t) не має мiсце рiвнiсть

n∑
i=1

a2 (Ψxi)
2 − (Ψt)

2 = 0, (3.9.28)

тобто поверхня Σ не є характеристичною;

• при n ≥ 2:
n∑
i=1

a2 (Ψxi)
2 − (Ψt)

2 < 0. (3.9.29)

Задача Кошi ставиться наступним чином: знайти два рази неперервно
диференцiйовний розв’язок рiвняння (3.9.21), який задовольняє умови

u(t, x) = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂n
= ψ(x), (x, t) ∈ Σ, (3.9.30)

де n — заданий на Σ одиничний вектор нормалi, а ϕ(x) i ψ(x) — заданi
на Σ досить гладкi функцiї. Будемо вважати, що поверхня Σ задана
рiвнянням t = σ(x).

Покажемо, що задачу Кошi (3.9.27), (3.9.30) можна звести до задачi Кошi
з початковими умовами заданими на поверхнi τ = 0.

Замiсть змiнної t введемо змiнну τ = t− σ(x). Для такої замiни змiнних
отримаємо хвильове рiвняння для функцiї ũ(x, τ) = u(x, τ + σ(x)).
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Пiдрахуємо похiднi, що входять в хвильове рiвняння (3.9.27):

∂2u

∂t2
=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂τ

∂t

)2

=
∂2ũ

∂τ 2
, (3.9.31)

∂2u

∂x2
i

=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂τ

∂xi

)2

+
∂2ũ

∂x2
i

+
∂ũ

∂τ

∂2τ

∂x2
i

= (3.9.32)

=
∂2ũ

∂τ 2

(
∂σ

∂τ 2

)2

+
∂2ũ

∂x2
i

− ∂ũ

∂τ

∂2σ

∂x2
i

.

Таким чином хвильове рiвняння буде мати вигляд:

∂2ũ

∂τ 2
=
a2

a0

n∑
i=1

∂2ũ

∂x2
i

− a2

a0

n∑
i=1

∂ũ

∂τ

∂2σ

∂x2
i

+
f(x, τ + σ(x))

a0

, (3.9.33)

де

a0 = 1− a2

n∑
i=1

(
∂σ

∂xi

)2

6= 0. (3.9.34)

Остання нерiвнiсть випливає з того, що Σ задана рiвнянням τ = σ(x) не
є характеристичною поверхнею.

При обранiй замiнi змiнних поверхня Σ переходить в площину τ = 0, a
умови (3.9.30) приймають вигляд:

ũ|τ=0 = u|Σ = ϕ(x),
∂ũ

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
Σ

. (3.9.35)

Залишається знайти ∂u
∂t

∣∣
Σ
. Для цього диференцiюємо першу з умов (3.9.35).

Врахуємо, що

u|Σ = ϕ(x) = u(x, σ(x)),
∂ϕ

∂xi
=
∂u

∂t

∂σ

∂xi
+
∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n (3.9.36)

Нормаль до поверхнi Σ можна записати у виглядi ~n = 〈1,−∇σ〉
∆

. Диферен-
цiюємо u(x, t) по нормалi i використаємо другу умову (3.9.27):

ψ(x) =
∂u(x, σ(x))

∂~n

∣∣∣∣
Σ

=
1

∆

(
∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂σ

∂xi

∂u

∂xi

)
. (3.9.37)

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.9.36), (3.9.37) має єдиний розв’язок
вiдносно невiдомих величин ∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n, ∂u

∂t
на будь-якiй поверхнi
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Σ, оскiльки її визначник∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂σ

∂x1

1 0 · · · 0

... 0
. . . . . . ...

...
... . . . . . . 0

∂σ

∂xn
0 · · · 0 1

1

∆
− 1

∆

∂σ

∂x1

· · · · · · − 1

∆

∂σ

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n∆ 6= 0. (3.9.38)

Таким чином задача Кошi з даними на вiльнiй поверхнi Σ є коректною.

Вiдзначимо, що умова “вiльностi” поверхнi Σ є принциповою для коре-
ктної постановки задачi Кошi. Для хвильового рiвняння

utt(t, x, y) = uxx(t, x, y) + uyy(t, x, y) (3.9.39)

площина y = 0 не є вiльною (не виконується умова (3.9.29)), нi характе-
ристичною поверхнею. Функцiя

um(t, x, y) =
sinh(my) sin

(
m(x+t)√

2

)
m2

, (3.9.40)

де m — натуральне число, є розв’язком рiвняння (3.9.27), який задоволь-
няє умови

um(t, x, y)|y=0 = 0, uy(t, x, 0) =
sin
(
m(x+t)√

2

)
m

. (3.9.41)

Але задача Кошi (3.9.30), (3.9.33) поставлена некоректно, тому що

lim
m→∞

sin
(
m(x+t)√

2

)
m

= 0, (3.9.42)

а сам розв’язок um(t, x, y) при m→∞ є необмеженим.
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3.9.4 Плоскi хвилi. Дисперсiя хвиль

Розглянемо однорiдне хвильове рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + cu(t, x), x = (x1, x2, . . . , xn). (3.9.43)

Покладемо c = 0. Розв’язки рiвняння (3.9.43) шукатимемо у виглядi

u(t, x) = f(bt+ 〈ξ, x〉), (3.9.44)

де ~ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn),

〈ξ, x〉 =
n∑
i=1

ξixi. (3.9.45)

При рiзних значеннях t = t0 функцiя u(t1, x) вiдрiзняється вiд u(t0, x)

зсувом на вектор ~ξ b(t1 − t0)/
∣∣∣~ξ ∣∣∣2, дiйсно:

u

t0, x+
~ξ b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2

 = f

bt0 +

〈
ξ, x+

~ξ b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2
〉 =

= f

bt0 + 〈ξ, x〉+ 〈ξ, ξ〉 b(t1 − t0)∣∣∣~ξ ∣∣∣2
 =

= f(bt1 + 〈ξ, x〉) = u(t1, x).

(3.9.46)

Визначення 3.9.4.1. Розв’язок вигляду (3.9.44) прийнято називати пло-
скою хвилею, яка рухається вздовж напряму вектора ξ зi швидкiстю v =

b/
∣∣∣~ξ ∣∣∣.

Визначення 3.9.4.2. Вираз bt+ 〈ξ, x〉 називається фазою хвилi (3.9.44),
а f — формою хвилi.

Визначення 3.9.4.3. Якщо b = 0, то хвиля (3.9.44) називається стоячою.

Знайдемо умови, яким повиннi задовольняти b i вектор ~ξ, щоб функцiя
(3.9.44) була розв’язком рiвняння (3.9.43) при c = 0. Пiдставимо (3.9.44)
в (3.9.43). Отримаємо:

f ′′(by + 〈ξ, x〉)b2 = a2f ′′(bt+ 〈ξ, x〉)
n∑
i=1

ξ2
i . (3.9.47)
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Вважаючи, що f ′′(Q) 6≡ 0, маємо

b2 = a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 . (3.9.48)

Розв’язками цього рiвняння є вектори ~N = (ξ, b) ∈ Rn+1, якi лежать на
конусi K в Rn+1, основою якого є сфера

∣∣∣~ξ ∣∣∣ = b/a.

Визначення 3.9.4.4. Вектор ~N = (ξ, b) ∈ Rn+1, ~N 6= 0, який задовольняє
рiвняння (3.9.48), називається характеристичною нормаллю хвильового
рiвняння (3.9.43).

Визначення 3.9.4.5. Гiперплощина

N⊥ =
{

(t, x) ∈ Rn+1
∣∣bt+ 〈ξ, x〉 = const

}
(3.9.49)

називається характеристичною гiперплощиною хвильового рiвняння (3.9.43).

Ця площина перпендикулярна до характеристичної нормалi ~N .

Визначення 3.9.4.6. Гiперповерхня в Rn+1 називається характеристи-
чною, якщо в кожнiй точцi її дотична гiперплощина є характеристичною.

Характеристичне рiвняння (3.9.48) свiдчить, що швидкiсть поширення
всiх плоских хвиль, якi задовольняють рiвняння (3.9.43), дорiвнює a:

v2 =
b2

|ξ|2
= a2. (3.9.50)

Справедливе й обернене твердження. Для довiльного ~N ∈ Rn+1, який
задовольняє (3.9.48), плоска хвиля (3.9.50) є розв’язком рiвняння (3.9.43)
при довiльнiй функцiї f(bt+ 〈ξ, x〉).
В окремому випадку f(bt+〈ξ, x〉) може бути й розривною (або функцiєю,
яка швидко змiнюється) в деякiй точцi, наприклад при bt+〈ξ, x〉 = 2. Тодi
розв’язок (3.9.44) буде мати той самий розрив уздовж всiєї гiперплощини
в Rn+1(ξ 6= 0):

bt+ 〈ξ, x〉 = 2. (3.9.51)

При фiксованому t цей розрив розмiщений на площинi в Rn з рiвнянням
(3.9.51). Ця площина рухається iз зростанням t у напрямi перпендику-
лярного їй вектора −~ξ, зi швидкiстю v = a = b/

∣∣∣~ξ ∣∣∣.
Звiдси можна зробити висновок:
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1. довiльна характеристична гiперплощина може бути поверхнею роз-
риву розв’язку рiвняння (3.9.43) при c = 0;

2. усi плоскi хвилi й розриви цих хвиль, якi задовольняють рiвняння
(3.9.43) при c = 0, поширюються зi швидкiстю a у напрямi вектора
−~ξ без спотворення (хвиля без дисперсiї).

Зазначимо, що з формулою (3.9.50) пов’язане вiдкриття електромагнi-
тної природи свiтла i спецiальної теорiї вiдносностi. Так, iз рiвнянь еле-
ктродинамiки Максвелл вивiв, що потенцiали електромагнiтного поля
задовольняють хвильове рiвняння

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z), (3.9.52)

де a2 = 1/(εµ), ε i µ — вiдповiдно дiелектрична та магнiтна проникнiсть
вакууму. Останнi величини знаходяться експериментально з чисто еле-
ктромагнiтних вимiрювань. Пiсля обчислення Максвеллом швидкостi по-
ширення електромагнiтних хвиль виявилось, що вона з великою точнi-
стю збiгається iз швидкiстю свiтла: a = 1/

√
εµ = 299′976 км/с. Звiдси

Максвелл зробив висновок, що свiтло має електромагнiтну природу.

Розглянемо диференцiальне рiвняння (3.9.43), коли c 6= 0. Якщо u(t, x) =
f(bt+〈ξ, x〉) — плоска хвиля для рiвняння (3.9.43), то ми вiдразу дiстаємо
для заданих ξ i b рiвняння

f ′′(bt+ 〈ξ, x〉)
(
a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 − b2

)
+ f(bt+ 〈ξ, x〉)c = 0. (3.9.53)

Отже, в цьому разi функцiя f(bt+ 〈ξ, x〉) не може бути довiльною — вона
повинна бути розв’язком рiвняння (3.9.53). Очевидно, що для швидкостi

v = a, тобто для a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 = b2, уже не iснує бiжучої плоскої хвилi. Але

для iнших швидкостей i для довiльного напряму можливi форми хвиль
визначаються iз рiвняння (3.9.53) i є експоненцiальними функцiями. У
зв’язку з цим напрям руху хвилi i її швидкiсть, яка вiдповiдає рiвнян-
ню (3.9.43), можуть задаватися довiльним чином (за винятком v = a),
але при цьому можливi тiльки спецiальнi форми плоских хвиль. З фiзи-
чних мiркувань виключаються iз розгляду розв’язки, якi не є рiвномiрно
обмеженими функцiями в просторi. Беручи до уваги, що

f(bt+ 〈ξ, x〉) = f
(
v
∣∣∣~ξ ∣∣∣ t− 〈e, x〉 ∣∣∣~ξ ∣∣∣) =

= f
(

(vt− 〈e, x〉)
∣∣∣~ξ ∣∣∣) =

= f(vt− 〈e, x〉),

(3.9.54)
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де g(z) = f
(
z
∣∣∣~ξ ∣∣∣), ~e = −~ξ/

∣∣∣~ξ ∣∣∣, |~e | = 1, z = vt− 〈e, x〉, маємо:

g′′(z)

(
a2
∣∣∣~ξ ∣∣∣2 − b2

)
+ g(z)c− 0. (3.9.55)

Рiвномiрно обмеженi розв’язки рiвняння (3.9.55) можна записати у ви-
глядi g(z) = e−ikz, при виконаннi рiвностi

− (kv)2 = −a2k2 + c. (3.9.56)

Позначимо ω = kv — частота хвилi.

Таким чином, хвиля довiльної форми, що задовольняє рiвняння (3.9.43)
при виконаннi умови (3.9.56) може бути зображена як суперпозицiя гар-
монiчних хвиль вигляду:

uk(t, x) = eik(vt−〈e,x〉), (3.9.57)

З (3.9.56) маємо
− ω2 = −a2k2 + c, (3.9.58)

тобто k = ±
√
c+ω2

a
i гармонiчнi коливання (3.9.57) матимуть фазову швид-

кiсть ω/k, яка залежатиме вiд частоти ω, що дорiвнює v = ω
k

= aω√
c+ω2 .

Отже,

uk(t, x) = exp

{
− i
a

√
c+ ω2

(
aω√
c+ ω2

t− 〈e, x〉
)}

. (3.9.59)

Оскiльки розв’язок рiвняння (3.9.43) — це суперпозицiя хвиль вигляду
(3.9.59), якi поширюються в одному й тому самому напрямi, причому всi
цi хвилi мають форму, яка задовольняє рiвняння (3.9.53), то рiзнi ком-
поненти поширюються з рiзними швидкостями; отже, форма складової
хвилi u(x, t) змiнюватиметься з часом t i хвильовий процес при своєму
поширеннi буде спотворюватися (хвилi з дисперсiєю). Кажуть, що якщо
фазова швидкiсть гармонiчних хвиль залежить вiд частоти, то рiвняння
(3.9.43) описує явище дисперсiї.

Очевидно, що якщо рiвняння (3.9.43) не допускає розв’язкiв у виглядi
хвиль довiльної форми, то має мiсце дисперсiя хвиль.

Визначення 3.9.4.7. Доданок cu(t, x) в рiвняннi (3.9.43) iнодi називають
дисперсiйним членом.
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Приклад 3.9.4.1
Розглянемо телеграфне рiвняння, яке описує електричнi коливання
в провiдниках

uxx(t, x)− LCutt − (RC + LG)ut(t, x)−RGu(t, x) = 0, (3.9.60)

де C — мiсткiсть, R — омiчний опiр; L — iндуктивнiсть; G — втрата
iзоляцiї. Всi цi величини розрахованi на одиницю довжини провiдни-
ка.

Розв’язок. Позначимо b = RC+LG, d = RG, a2 = 1/(LG) i введемо нову
невiдому функцiю

v(t, x) = u(t, x)ea
2bt/2. (3.9.61)

Тодi рiвняння (3.9.60) запишеться у виглядi

a2vxx(t, x)− vxx(t, x) + vc(t, x) =, (3.9.62)

де

c =
a2

4
(a2b2 − 4d) =

a4

4

(
b2 − 4d

a2

)
=
a4

4
(RC − LG)2. (3.9.63)

Отже, на пiдставi попереднiх мiркувань при виконаннi умови

RC = LG, (3.9.64)

тобто c = 0 рiвняння (3.9.62) буде мати хвилi без дисперсiї i в силу
(3.9.61), рiвняння (3.9.60) має хвилi без дисперсiї iз згасанням вигляду

u(t, x) = e−Ktf(x− at), u(t, x) = e−Ktf(−x− at), (3.9.65)

де K = 1
2

(
R
L

+ G
C

)
.

Коли коефiцiєнти рiвняння (3.9.60), якi характеризують провiдник, за-
довольняють умову (3.9.64), то в провiднику хвилi довiльної форми по-
ширюються без спотворення i можуть лише затухати. Але це затухання в
пунктi прийому хвиль-сигналiв завжди можна компенсувати за рахунок
їх пiдсилення, тим самим можна точно вiдновити сигнали, якi передаю-
ться по провiднику.

Ця обставина має дуже важливе значення в галузi телефонного зв’язку
при передаваннi сигналiв по кабелях на великi вiддалi.
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Зауважимо нарештi, що рiвняння (3.9.43) при c = 0 можуть мати, крiм
плоских хвиль, хвилi iнших форм. Наприклад, якщо n = 3, характери-
стиками для рiвняння (3.9.43) будуть також поверхнi

r − at = const, −r − at = const, (3.9.66)

де

r =

√√√√ 3∑
i=1

(xi − x0,i)
2, (3.9.67)

x0 = (x0,1, x0,2, x0,3) — фiксована точка, а функцiї u = f(r−at)
4πr

— хвилi без
дисперсiї iз затуханням для рiвняння (3.9.43) при n = 3 i c = 0.

Визначення 3.9.4.8. Цi хвилi називаються сферичними.
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