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3.8 Постановка основних граничних задач для лiнiй-
них диференцiйних рiвнянь 2-го порядку, коре-
ктнiсть, класичнi та узагальненi розв’язки

Серед множини математичних моделей, якi були розглянутi в попереднiх
параграфах можна видiлити найтиповiшi математичнi моделi, якi кон-
центрують в собi головнi особливостi усiх розглянутих вище. Цi моделi
представляють собою граничнi задачi для рiвнянь трьох типiв: елiпти-
чних, параболiчних та гiперболiчних лiнiйних рiвнянь другого порядку.

Розглянемо основний диференцiальний оператор другого порядку:

Lu = ∇ · (p(x)∇u)− q(x)u. (3.8.1)

Запишемо основнi диференцiальнi рiвняння:
• Елiптичне рiвняння:

Lu = −F (x), x ∈ Ω ⊂ Rn. (3.8.2)

• Параболiчне рiвняння:

ρ(x)
∂u

∂t
= Lu+ F (x, t), x ∈ Ω, t > t0. (3.8.3)

• Гiперболiчне рiвняння:

ρ(x)
∂2u

∂t2
= Lu+ F (x, t), x ∈ Ω, t > t0. (3.8.4)
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3.8.1 Гранична задача для елiптичного рiвняння

Будемо роздiляти внутрiшнi i зовнiшнi задачi для елiптичного рiвняння.

Визначення 3.8.1.1 (внутрiшньої i зовнiшньої задач). Якщо x ∈ Ω, то
таку задачу будемо називати внутрiшньою, якщо x ∈ Ω′ — зовнiшньою.

Зауваження 3.8.1.1 — В подальшому ми будемо розглядати кла-
сичнi розв’язки граничних задач. Це означає, що рiвняння i усi гра-
ничнi умови виконуються в кожнiй точцi областi або границi.

Введемо обмеження на коефiцiєнти рiвняння p i q та вiльний член F .
Зокрема будемо припускати, що p > 0, p ∈ C1

(
Ω
)
, q ≥ 0, q ∈ C

(
Ω
)
,

F (x) ∈ C
(
Ω
)
.

Позначимо ∂Ω = S — поверхню на якiй задаються граничнi умови за-
гального вигляду:

α(x)
∂u

∂n
+ β(x)u

∣∣∣∣
S

= V (x), (3.8.5)

де α, β ≥ 0, α, β,B ∈ C(S). З умови (3.8.5) можна отримати умови 1, 2,
3 роду:

1. Дiрiхле:

u|S =
V (x)

β(x)
. (3.8.6)

2. Неймана:
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

=
V (x)

α(x)
. (3.8.7)

3. Ньютона:
∂u

∂n
+
β

α
u

∣∣∣∣
S

=
V

α
. (3.8.8)

Таким чином гранична задача для елiптичного рiвняння може бути сфор-
мульована наступним чином:

Постановка задачi (граничної для елiптичного рiвняння)
Знайти функцiю u(x) ∈ C2

(
Ω
)
∩C1

(
Ω
)
, яка в кожнiй внутрiшнiй то-

чцi областi Ω (для внутрiшньої задачi) або Ω′ (для зовнiшньої задачi)
задовольняє рiвняння (3.8.2), а кожнiй точцi границi S виконується
одна з граничних умов (3.8.6), (3.8.7) або (3.8.8).
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Визначення 3.8.1.2. У випадку зовнiшньої граничної задачi в нескiн-
ченно вiддаленiй точцi областi слiд задавати додатковi умови поведiнки
розв’язку. Такi умови називають умовами регулярностi на нескiнченостi.

Зауваження 3.8.1.2 — Як правило вони полягають в завданнi ха-
рактеру спадання розв’язку i мають вигляд

u(x) = O

(
1

|x|α

)
, (3.8.9)

при |x| → ∞, де α — деякий заданий параметр задачi.

3.8.2 Постановка змiшаних задач для рiвняння гiперболiчного
типу. Задача Кошi для гiперболiчного рiвняння

Для постановки граничних задач рiвняння гiперболiчного типу (3.8.4)
введемо просторово-часовий цилiндр, як область змiни незалежних змiн-
них x, t:

Z(Ω, T ) = Ω× (0, T ]. (3.8.10)

Для отримання єдиного розв’язку гiперболiчного рiвняння, на нижнiй
основi просторово-часового цилiндру Z0(Ω, T ) = Ω×{t = 0} треба задати
початковi умови:

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3.8.11)
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x), x ∈ Ω. (3.8.12)

На боковiй поверхнi просторово-часового цилiндру ZS(Ω, T ) = S × (0, T ]
треба задати граничнi умови одного з трьох основних типiв:

1. Дiрiхле:
u|S = ϕ(x, t). (3.8.13)

2. Неймана:
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= ϕ(x, t). (3.8.14)

3. Ньютона:
∂u

∂n
+ α(x, t)u

∣∣∣∣
S

= ϕ(x, t). (3.8.15)

Таким чином постановка граничної задачi для гiперболiчного рiвняння
має вигляд:

3



Постановка задачi (граничної для гiперболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,2)
(
Z(Ω, T )

)
∩ C(1,1)

(
Z(Ω, T )

)
, яка за-

довольняє рiвнянню (3.8.4) для (x, t) ∈ Z(Ω, T ), початковим умо-
вам (3.8.11), (3.8.12) для (x, t) ∈ Z0(Ω, T ), i в кожнiй точцi (x, t) ∈
ZS(Ω, T ) однiй з граничних умов (3.8.13)–(3.8.15).

Зауваження 3.8.2.1 — При цьому вiдносно вхiдних даних будемо
робити наступнi припущення

p > 0, p ∈ C1
(

Ω
)
, q ≥ 0, q ∈ C

(
Ω
)
, F (x, t) ∈ C

(
Z(Ω, T )

)
,

(3.8.16)

u0, v0 ∈ C
(
Z0(Ω, T )

)
, α, ϕ ∈ C

(
ZS(Ω, T )

)
, α ≥ 0. (3.8.17)

3.8.3 Задача Кошi

У випадку, коли область Ω має великi розмiри i впливом граничних умов
можна знехтувати, область Ω ототожнюється з усiм евклiдовим просто-
ром, тобто Ω = Rn.
У зв’язку з вiдсутнiстю границi, граничнi умови не задаються. В цьому
випадку гранична задача трансформується в задачу Кошi для гiпербо-
лiчного рiвняння яка ставиться наступним чином:

Постановка задачi (Кошi для гiперболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,2)
(
Z(Rn, T )

)
∩C(1,1)

(
Z(Rn, T )

)
, яка за-

довольняє рiвнянню (3.8.4) для (x, t) ∈ Z(Rn, T ), початковим умовам
(3.8.11), (3.8.12) для x ∈ Rn.

3.8.4 Постановка змiшаних задач для рiвняння параболiчного
типу

При постановцi граничної задачi i задачi Кошi для рiвняння параболiчно-
го типу треба враховувати, що по часовiй змiннiй рiвняння має перший
порядок, що i обумовлює деякi вiдмiнностi в постановцi граничних задач.

Постановка граничної задачi для рiвняння параболiчного типу (3.8.3)
має вигляд:
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Постановка задачi (граничної для параболiчного рiвняння)

Знайти функцiю u(x, t) ∈ C(2,1)
(
Z(Ω, T )

)
∩ C(1,0)

(
Z(Ω, T )

)
, яка за-

довольняє рiвняння (3.8.3) для (x, t) ∈ Z(Ω, T ), початковим умовам
(3.8.11) для (x, t) ∈ Z0(Ω, T ) i в кожнiй точцi (x, t) ∈ ZS(Ω, T ) однiй
з граничних умов (3.8.13)–(3.8.15).

Аналогiчнi змiни необхiдно запровадити i при постановцi задачi Кошi
для рiвняння параболiчного типу.

Вправа 3.8.4.1. Записати самостiйно постановку задачi Кошi для пара-
болiчного рiвняння (3.8.3).

3.8.5 Коректнiсть задач математичної фiзики

Зважуючи на фiзичну природу задач математичної фiзики, до них за-
стосовуються наступнi природнi вимоги.

1. Iснування розв’язку: задача повинна мати розв’язок (задача яка не
має розв’язку не представляє iнтересу як математична модель).

2. Єдинiсть розв’язку: не повинно iснувати декiлька розв’язкiв задачi.

3. Неперервна залежнiсть вiд вхiдних даних: розв’язок задачi повинен
мало змiнюватись при малiй змiнi вхiдних даних.

Розглянемо математичну модель у виглядi наступної граничної задачi:{
Lu = f, x ∈ Ω,

`u = ϕ, x ∈ S = ∂Ω.
(3.8.18)

Формулювання диференцiального рiвняння i граничних умов ще недо-
статньо що б гранична задача була сформульована однозначно. Необхi-
дно додатково вказати якi аналiтичнi властивостi вимагаються вiд роз-
в’язку, в якому розумiннi задовольняється рiвняння i граничнi умови.

При аналiзi граничної задачi виникають наступнi питання:

• Чи може iснувати розв’язок з вiдповiдними властивостями?

• Якi аналiтичнi властивостi треба вимагати вiд вхiдних даних f , ϕ,
коефiцiєнтiв диференцiального оператора i граничних умов?
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• Чи iснують серед умов задачi такi, що протирiчать одне одном?

• Якi умови треба накладати на гладкiсть границi S?

• Чи достатньо сформульованих умов для однозначного знаходження
розв’язку?

• Чи можна гарантувати, що малi змiни f , ϕ приведуть до малих
змiн розв’язку?

Перелiченi проблеми зручно розв’язувати звiвши граничну задачу до
операторного рiвняння. Застосувавши загальнi методи теорiї операторiв
та операторних рiвнянь.

В першу чергу виберемо два бананових простора E та F .

Шуканий розв’язок розглядається як елемент E, а сукупнiсть правих
частин як елемент F .

Визначимо оператор A, як вiдображення u 7→ {Lu, ϕ}, тодi гранична
задача (3.8.18) зводиться до операторного рiвняння

Au = g, g = {f, ϕ}. (3.8.19)

Позначимо R(A) та D(A) — область значень та область визначення опе-
ратора A. Коректнiсть операторного рiвняння визначають для пари про-
сторiв E та F .

Твердження 3.8.5.1
В термiнах операторного рiвняння (3.8.19) iснування розв’язку озна-
чає, що область значень оператора R(A) є не порожня пiдмножина
F .

Твердження 3.8.5.2
Єдинiсть розв’язку означає, що вiдображення A : D(A) → R(A)
iн’єктивне i на R(A) визначений обернений оператор A−1.

Визначення 3.8.5.1 (iн’єктивного вiдображення). ВiдображенняA:D(A)→
R(A) називається iн’єктивним, якщо рiзнi елементи множини D(A) пе-
реводяться в рiзнi елементи множини R(A).
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Твердження 3.8.5.3
Вимога неперервної залежностi розв’язку вiд правої частини або
стiйкостi граничної задачi зводиться до неперервностi або обмеже-
ностi оператора A−1.

3.8.6 Приклад Адамара

Приклад 3.8.6.1 (Адамара, некоректно поставленої задачi)
Розглянемо рiвняння Лапласа

∂2u

∂t2
= −∂

2u

∂x2
, t > 0, 0 < x < π. (3.8.20)

Додатковi умови

u|x=0 = u|x=π = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
sin(kx)

k
. (3.8.21)

Твердження 3.8.6.1
Для прикладу Адамара порушена умова непевної залежностi роз-
в’язку вiд вхiдних даних.

Доведення. Розв’язок

uk(x, t) =
sinh(kt) sin(kx)

k2
, (3.8.22)

причому ∀x ∈ (0, π):

lim
k→∞

uk(x, 0) = lim
k→∞

sin(kx)

k
= 0, (3.8.23)

але ∀t > 0, ∀x ∈ (0, π):

lim
k→∞

uk(x, t) = lim
k→∞

sinh(kt) sin(kx)

k2
=∞. (3.8.24)

3.8.7 Класичний i узагальнений розв’язки
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Визначення 3.8.7.1 (класичного розв’язку). Класичний розв’язок — це
розв’язок, який задовольняє рiвнянню, початковим i граничним умовам
в кожнiй точцi, областi, або границi.

Це означає, що класичний розв’язок повинен мати певну гладкiсть, яка
визначається порядком похiдних рiвняння i порядком похiдних грани-
чних i початкових умов.

Розглянемо рiвняння

∇ · (p(x)∇u)− q(x)u = −F (x), x ∈ Ω (3.8.25)

та однорiднi умови
u|S = 0. (3.8.26)

Отримаємо для нього вiдповiдне iнтегральне спiввiдношення.

Розглянемо функцiю v(x), таку, що v|S = 0, помножимо рiвняння на v
та проiнтегруємо по Ω:˚

Ω

v (∇ · (p(x)∇u)− u) dΩ = −
˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.27)

Пiсля iнтегрування за частинами отримаємо:˚

Ω

(p 〈∇u,∇v〉)− quv) dΩ +

¨

S

pv
∂u

∂n
dS = −

˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.28)

Остаточно, пiсля врахування граничних умов маємо:˚

Ω

(p 〈∇u,∇v〉) + quv) dΩ =

˚

Ω

Fv dΩ. (3.8.29)

Iнтегральна тотожнiсть має змiст для бiльш широкого класу функцiй
нiж той якому належить класичний розв’язок граничної задачi i коефi-
цiєнти рiвняння.

Якщо u, v ∈ C2
(
Ω
)
∩ C

(
Ω
)
, p ∈ C1(Ω, q ∈ C(Ω) то з тотожностi (3.8.29),

обернений ланцюжок перетворень дозволяє отримати граничну задачу
(3.8.25), (3.8.26). Але (3.8.29) має змiст для функцiй бiльш широкого кла-
су, а саме F, u, v,∇u,∇v ∈ L2(Ω), p, q — обмеженi. Це дозволяє викори-
стовувати iнтегральну тотожнiсть (3.8.26) для визначення узагальненого
розв’язку граничної задачi (3.8.25), (3.8.26).

Для цього введемо множину N2 = {u|u,∇u ∈ L2(Ω), u|S = 0}.
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Визначення 3.8.7.2 (узагальненого розв’язку). Узагальненим розв’язком
граничної задачi (3.8.25), (3.8.26) будемо називати довiльну функцiю u ∈
N2, таку, що ∀v ∈ N2 має мiсце iнтегральна тотожнiсть (3.8.29).

3.8.8 Формально спряженi оператори. Друга формула Грiна

Будемо розглядати лiнiйний диференцiальний оператор

Lu =
N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
+

N∑
k=1

Bk(x)
∂u

∂xk
+ C(x)u. (3.8.30)

Будемо припускати, що Ai,j = Aj,i ∈ C1
(
Ω
)
, Bk ∈ C

(
Ω
)
, u ∈ C2

(
Ω
)
.

Розглянемо iнтеграл:

˚

Ω

vLu dx =

˚

Ω

v

(
N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
+

N∑
k=1

Bk(x)
∂u

∂xk
+ C(x)u

)
dx.

(3.8.31)
Для перетворення першої i другої суми застосуємо формулу iнтегруван-
ня за частинами:
˚

Ω

v(x)
∂u(x)

∂xi
dx =

¨

S

v(x)u(x) cos(n, xi) dx−
˚

Ω

u(x)
∂v(x)

∂xi
dx.

(3.8.32)
Пiсля однократного застосування формули iнтегрування за частинами
отримаємо:
˚

Ω

vLu dx =

=

˚

Ω

(
−

n∑
i,j=1

Ai,j(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
−

n∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)v)u+ C(x)uv

)
dx+

+

‹

S

(
N∑

i,j=1

Ai,j(x)
∂u

∂xi
cos(n, xj) +

N∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.33)
Продовжимо iнтегрування за частинами до першого iнтегралу по областi
Ω, перекидаючи похiдну з функцiї u:
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Ψ =

˚

Ω

(
N∑

i,j=1

u
∂

∂xi

(
Ai,j(x)

∂v

∂xj

)
−

n∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)v)u+ C(x)uv

)
dx+

+

‹

S

(
n∑

i,j=1

Ai,j(x)

(
∂u

∂xi
v − ∂v

∂xi
u

)
cos(n, xj) +

N∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.34)

Введемо наступний оператор:

Mu =
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
Ai,j(x)

∂u

∂xi

)
−

N∑
k=1

∂

∂xk
(Bk(x)u) + C(x)u. (3.8.35)

Визначення 3.8.8.1 (формально спряженого оператора). Оператор M
називається формально спряженим до оператора L.

Враховуючи це позначення, останню формулу можна записати у виглядi:
˚

Ω

(V Lu− uMv) dx =

=

‹

S

(
N∑

i,j=1

Ai,j(x)

(
∂u

∂xi
v − ∂v

∂xi
u

)
cos(n, xj)+

+
n∑
k=1

Bk(x)uv cos(n, xk)

)
dS.

(3.8.36)

Визначення 3.8.8.2 (другої формули Грiна). Ця формула називається
другою формулою Грiна.

Розглянемо основнi оператори математичної фiзики другого порядку з
постiйними коефiцiєнтами:

1. Гельмгольца: A1u = (∆ + k2)u.

2. Теплопровiдностi: A2u =
(
a2∆− ∂

∂t

)
u.

3. Хвильовий: A3u =
(
a2∆− ∂2

∂t2

)
u.
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Оскiльки оператори A1, A3 мiстять лише похiднi другого порядку, то цi
оператори є формально самоспряженими. Для оператора A2, згiдно до
визначення спряженим буде оператор A?2u =

(
a2∆ + ∂

∂t

)
u.

Запишемо другу формулу Грiна для кожного з основних операторiв:

1. для Гельмгольца:
˚

Ω

(v(∆u+k2u)−u(∆v+k2v)) dx =

¨

S

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS; (3.8.37)

2. для теплопровдiностi:

T̂

t0

˚

Ω

(
v

(
a2u− ∂u

∂t

)
− u

(
a2∆v +

∂v

∂t

))
dx dt =

=

T̂

t0

¨

S

a2

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS dt−

˚

Ω

uv|Tt0 dx. (3.8.38)

3. для хвильового:

T̂

t0

˚

Ω

(
v

(
a2u− ∂2u

∂t2

)
− u

(
a2∆v − ∂2v

∂t2

))
dx dt =

=

T̂

t0

¨

S

a2

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS dt−

˚

Ω

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)∣∣∣∣T
t0

dx.

(3.8.39)
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