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3.7 Класифiкацiя рiвнянь в частинних похiдних

3.7.1 Класифiкацiя рiвнянь з двома незалежними змiнними

Будемо розглядати загальне рiвняння другого порядку з двома незале-
жними змiнними, лiнiйне вiдносно старших похiдних.

Визначення 3.7.1.1 (головної частини рiвняння). Частину рiвняння, яка
мiстить похiднi старшого порядку називають головною частиною рiвнян-
ня:

A(x, y)
∂2u

∂x2
+2B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+C(x, y)

∂2u

∂y2
+F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0. (3.7.1)

Поставимо задачу спростити вигляд головної частини рiвняння. Для чо-
го введемо замiну змiнних:

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y). (3.7.2)

Для скорочення запису скористаємося позначеннями ∂u/∂x = ux.

Обчислимо вирази для похiдних в нових змiнних ξ, η:

ux = uξξx + uηηx, (3.7.3)
uy = uξξy + uηηy, (3.7.4)
uxx = uξξξ

2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx, (3.7.5)

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy, (3.7.6)

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy. (3.7.7)

Пiдставимо обчисленi похiднi в рiвняння:

A(uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x)+

+ 2B(uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηη · ηx · ηy)+
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+ C(uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y) + F̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0. (3.7.8)

Перегрупуємо доданки i отримаємо рiвняння у виглядi:

Auξξ + 2Buξη + Cuηη + F̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0, (3.7.9)

де

A = Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y (3.7.10)

B = Aξxηx +B(ξxηy + ξyηx) + Cξyηy (3.7.11)

C = Aη2y + 2Bηxηy + Cη2y (3.7.12)

Зробимо нульовими коефiцiєнти при uξξ та uηη за рахунок вибору нових
змiнних:

Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y = 0, (3.7.13)
Aη2x + 2Bηxηy + Cη2y = 0, (3.7.14)

Розв’язком цих рiвнянь будуть функцiї ξ(x, y) i η(x, y) вiдповiдно.

Для знаходження функцiй ξ(x, y), η(x, y), зведемо рiвняння в частинних
похiдних до звичайного диференцiального рiвняння.

Розглянемо перше з цих рiвнянь i роздiлимо його на ξ2y :

A

(
ξx
ξy

)2

+ 2B
ξx
ξy

+ C = 0. (3.7.15)

Аналочiчне рiвняння можно отримати i для функцiї η(x, y).
Розглянемо неявно задану функцiю y = y(x) у виглядi ξ(x, y) = const,
легко бачити

dξ = ξx dx+ ξy dy = 0 (3.7.16)

або
ξx
ξy

= −dy

dx
. (3.7.17)

Тобто рiвняння в частинних похiдних зводиться до звичайного диферен-
цiального характеристичного рiвняння:

Визначення 3.7.1.2 (характеристичного рiвняння). Характеристичним
називається рiвняння

A

(
dy

dx

)2

− 2B
dy

dx
+ C = 0. (3.7.18)
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Визначення 3.7.1.3 (характеристик). Його розв’язки називаються хара-
ктеристиками.

Квадратне рiвняння вiдносно похiдної розпадається на два лiнiйних рiв-
няння:

dy

dx
=
B +

√
B2 − AC
A

, (3.7.19)

dy

dx
=
B −

√
B2 − AC
A

. (3.7.20)

Знак пiдкореневого виразу визначає тип рiвняння i спосiб вибору нових
змiнних. Розглянемо можливi випадки:

1. рiвняння гiперболiчного типу B2 − AC > 0.

Кожне з характеристичних рiвнянь має по однiй дiйснiй характери-
стицi. Нехай ϕ(x, y) = const та ψ(x, y) = const — загальнi iнтеграли
першого та другого характеристичного рiвняння, тодi новi змiннi
вибираються у виглядi

ξ = ϕ(x, y), (3.7.21)
η = ψ(x, y). (3.7.22)

Пiсля застосування вказаної замiни змiнних отримаємо першу ка-
нонiчну форму запису рiвняння гiперболiчного типу

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.23)

Зауваження 3.7.1.1 — Якщо використати змiннi

α =
ξ + η

2
, (3.7.24)

β =
ξ − η

2
, (3.7.25)

то можна отримати другу канонiчну форму запису рiвняння
гiперболiчного типу

uαα − uββ = Φ1(α, β, u, uα, uβ). (3.7.26)
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2. рiвняння елiптичного типу B2 − AC < 0.

В цьому випадку розв’язки характеристичних рiвнянь (характери-
стики) — комплексно спряженi i можуть бути записанi у виглядi:
ω(x, y) = ϕ(x, y)± iψ(x, y) = const.

Тодi для змiнних

ξ = ϕ(x, y) + iψ(x, y), (3.7.27)
η = ϕ(x, y)− iψ(x, y) (3.7.28)

отримаємо вигляд аналогiчний першiй канонiчнiй формi гiперболi-
чного рiвняння але з комплесними незалежними змiнними.

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.29)

Для того щоб позбутися комплексних змiнних виберемо новi дiйснi
змiннi

α = ϕ(x, y) =
ξ + η

2
, (3.7.30)

β = ψ(x, y) =
ξ − η

2i
. (3.7.31)

Тодi отримаємо канонiчну форму запису рiвняння елiптичного типу
у виглядi:

uαα + uββ = Φ(α, β, u, uα, uβ). (3.7.32)

3. рiвняння параболiчного типу B2 − AC = 0.

Характеристики в цьому випадку спiвпадають i новi змiннi обира-
ють у виглядi:

ξ = ϕ(x, y), (3.7.33)
η = ν(x, y), (3.7.34)

де ν(x, y) — будь-яка функцiя незалежна вiд ϕ(x, y).

Зауваження 3.7.1.2 — Необхiдно, щоб визначник Вронського
для нових змiнних W [·] 6= 0, тобто, щоб замiна змiнних була не
виродженою.
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У випадку параболiчного рiвняння маємо AC = B2 i таким чином

A = (Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y) =

=
(√

Aξx +
√
Cξy

)2
= 0.

(3.7.35)

i
B = Aξxηx +B(ξxηy + ξyηx) + Cξyηy =

=
(√

Aξx +
√
Cξy

)(√
Aηx +

√
Cηy

)
= 0.

(3.7.36)

При цьому C 6= 0. Таким чином пiсля дiлення на C отримаємо
канонiчну форму запису рiвняння гiперболiчного типу.

uηη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη). (3.7.37)

3.7.2 Класифiкацiя рiвнянь другого порядку з багатьма неза-
лежними змiнними

Розглянемо лiнiйне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,juxixj +
n∑
i=1

Biuxi + Cu+ F = 0, (3.7.38)

де Ai,j = Aj,i, Ai,j, Bi, C, F є функцiями вiд x = (x1, x2, . . . , xn).

Введемо новi змiннi

ξk = ξk(x1, x2, . . . , xn), k = 1, n. (3.7.39)

Обчислимо похiднi, що входять в рiвняння

uxi =
n∑
k=1

uξkαi,k, (3.7.40)

uxixj =
n∑
k=1

n∑
l=1

uξkξlαi,kαj,l +
n∑
k=1

uξk(ξk)xixj , (3.7.41)

де αi,k = ∂ξk/∂xi.

Пiдставляючи вираз для похiдних в вихiдне рiвняння отримаємо:
n∑
k=1

n∑
l=1

Ak,luξkξl +
n∑
k=1

Bkuξk + Cu+ F = 0, (3.7.42)
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де

Ak,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,jαi,kαj,l, (3.7.43)

Bk =
n∑
i=1

Biαi,k +
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,j(ξk)xixj . (3.7.44)

Поставимо у вiдповiднiсть головнiй частинi диференцiального рiвнянню
квадратичну форму

n∑
i=1

n∑
j=1

A0
i,jyiyj, (3.7.45)

де A0
i,j = Ai,j(x

0
1, . . . , x

0
n), тобто коефiцiєнти квадратичної форми спiвпа-

дають з коефiцiєнтами рiвняння в деякiй точцi областi.

Здiйснимо над змiнними y лiнiйне перетворення

yi =
n∑
k=1

αi,kηk. (3.7.46)

Будемо мати для квадратичної форми новий вираз:

n∑
i=1

n∑
j=1

A0
i,jyiyj =

n∑
k=1

n∑
l=1

A
0

k,lηkηl, (3.7.47)

де

A
0

k,l =
n∑
i=1

n∑
j=1

A
0

i,jαi,kαj,l. (3.7.48)

Таким чином можна бачити, що коефiцiєнти головної частини рiвняння
(3.7.48) перетворюються аналогiчно коефiцiєнтам квадратичної форми
при описаному лiнiйному перетвореннi (3.7.43), (3.7.44). Вiдомо, що вико-
ристовуючи лiнiйне перетворення можна привести матрицю

[
A0
i,j

]
i,j=1,n

квадратичної форми до дiагонального вигляду, в якому A0

i,j = liδi,j, де
li ∈ {−1, 0, 1} .

Згiдно до закону iнерцiї квадратичних форм, кiлькiсть додатних, вiд’єм-
них та нульових дiагональних елементiв iнварiантне вiдносно лiнiйного
перетворення.
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Визначення 3.7.2.1 (елiптичного рiвняння). Будемо називати рiвняння
в точцi (x01, . . . , x0n) елiптичним, якщо всi A0

i,i, i = 1, n мають один i той
же знак та жодний дiагональний елемент не дорiвнює нулю.

Визначення 3.7.2.2 (гiперболiчного рiвняння). Будемо називати рiвня-
ння в точцi (x01, . . . , x

0
n) гiперболiчним, якщо m < n елементiв матрицi

мають один знак, а n −m коефiцiєнтiв мають протилежний знак та жо-
дний дiагональний елемент не дорiвнює нулю.

Визначення 3.7.2.3 (параболiчного рiвняння). Будемо називати рiвня-
ння в точцi (x01, . . . , x0n) параболiчним, якщо хоча б один з дiагональних
елементiв матрицi A0

i,i дорiвнює нулю.

Обираючи новi незалежнi змiннi ξi таким чином що б у точцi (x01, . . . , x
0
n)

виконувалось рiвнiсть αi,k = ∂ξk/∂xi = α0
i,k, де α0

i,k — коефiцiєнти пере-
творення, яке приводить квадратичну форму до канонiчної форми запи-
су. Зокрема, покладаючи

ξk =
n∑
i=1

α0
i,kxi, (3.7.49)

отримаємо у точцi (x01, . . . , x
0
n) канонiчну форму запису рiвняння в зале-

жностi вiд його типу.

Рiвняння 3.7.2.1 (канонiчна форма елiптичного рiвняння)

n∑
i=1

uξiξi + Φ = 0 (3.7.50)

Рiвняння 3.7.2.2 (канонiчна форма гiперболiчного рiвняння)

m∑
i=1

uξiξi −
n∑

i=m+1

uξiξi + Φ = 0 (3.7.51)
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Рiвняння 3.7.2.3 (канонiчна форма параболiчного рiвняння)

m∑
i=1

±uξiξi + Φ = 0, (3.7.52)

де Φ = Φ(∇ξu, u, ξ)

Приклад 3.7.2.1
Визначити тип рiвняння i привести його до канонiчної форми запису

y2uxx − x2uyy = 0.

Розв’язок. Складемо характеристичне рiвняння

dy

dx
=

0±
√

0 + (xy)2

y2
,

dy

dx
= ±x

y
.

Оскiльки обидвi характеристики є дiйсними, то рiвняння має гiперболi-
чний тип. Останнє рiвняння можна записати у виглядi:

y dy = ±x dx.

Загальнi iнтеграли цього рiвняння мають вигляд:

y2 ± x2 = const .

Для отримання першої канонiчної форми запису необхiдно обрати новi
змiннi

ξ = x2 + y2,

η = x2 − y2.

Для отримання другої канонiчної форми запису оберемо змiннi

α =
ξ + η

2
= x2,

β =
ξ − η

2
= y2,

обчислимо похiднi

ux = uα · 2x+ uβ · 0,
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uy = uα · 0 + uβ · 2y,
uxx = uαα · 4x2 + 2uαβ · 0 + uββ · 0 + uα · 2 + uβ · 0,
uyy = uαα · 0 + 2uαβ · 0 + uββ · 4y2 + uα · 0 + uβ · 2.

Пiдставимо знайденi похiднi в рiвняння:

y2(4x2uαα + 2uα)− x2(4y2uββ + 2uβ) = 0,

або
uαα − uββ +

uα − uβ
2x2y2

= 0,

i остаточно маємо:
uαα − uββ +

uα − uβ
2αβ

= 0.

Приклад 3.7.2.2
Визначити тип рiвняння i привести його до канонiчної форми запису

uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0

Розв’язок. Поставимо у вiдповiднiсть головнiй частинi рiвняння квадра-
тичну форму:

λ21 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ22 + 6λ23.

Методом видiлення повних квадратiв приведемо квадратичну форму до
канонiчної форми запису

λ21 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ22 + 6λ23 =

= (λ21 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + λ22 + λ23 − 2λ2λ3) + λ22 + 2λ2λ3 + 5λ23 =

= (λ1 + λ2 − λ3)2 + (λ22 + 2λ2λ3 + λ23) + 4λ23 =

= (λ1 + λ2 − λ3)2 + (λ2 + λ3)
2 + (2λ3)

2.

Вводимо новi незалежнi змiннi:
µ1 = λ1 + λ2 − λ3,
µ2 = λ2 + λ3,

µ3 = 2λ3.

Отримаємо канонiчну форму запису для квадратичної форми:

µ2
1 + µ2

2 + µ2
3. (3.7.53)
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Оскiльки при квадратi кожної змiнної коефiцiєнт дорiвнює 1, то квадра-
тична форма та рiвняння мають елiптичний тип.

Запишемо тепер замiну змiнних, яка приведе рiвняння до канонiчної
форми запису. Обчислимо матрицю оберненого лiнiйного перетворення:

λ1 = µ1 − µ2 + µ3,

λ2 = µ2 − µ3/2,

λ3 = µ3/2.

Тобто

B =

1 −1 1
0 1 −1/2
0 0 1/2

 , λ = Bµ.

Обчислимо транспоновану матрицю

Bᵀ =

 1 0 0
−1 1 0
1 −1/2 1/2

 .

Для диференцiального рiвняння маємо новi змiннi: ~ξ = Bᵀ~x. Або в коор-
динатнiй формi: 

ξ = x,

η = y − x,
ζ = x− y/2 + z/2.

У новiй системi координат головна частина диференцiального рiвняння
буде мати канонiчну форму запису елiптичного рiвняння

uξξ + uηη + uζζ = 0.

3.7.3 Загальнi принципи класифiкацiї рiвнянь довiльного по-
рядку i систем диференцiальних рiвнянь

Розглянемо диференцiальне рiвняння m-го порядку вiдносно скалярної
функцiї u(x) змiнної x = (x1, x2, . . . , xn) вигляду:∑

|α|=m

aαD
αu+ f(Dβu, x) = 0. (3.7.54)

Коефiцiєнти aα залежать лише вiд x, функцiя f — вiд x, u та похiдних
Dβu, |β| < m.
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Зауваження 3.7.3.1 — Позначення Dα треба розумiти як

Dα =
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n

, (3.7.55)

тобто змiшану похiдну.

Перший доданок мiстить лише старшi похiднi рiвняння i за аналогiєю з
рiвняннями другого порядку можемо дати

Визначення 3.7.3.1 (головної частини рiвняння). Частину диференцi-
ального рiвняння, яка мiстить похiднi старшого порядку

A0(x,D)u =
∑

|α|=m

aαD
αu (3.7.56)

будемо називати головною частиною рiвняння.

З головною частиною зв’яжемо характеристичну форму (однорiдний по-
лiном):

A0(x, ξ) =
∑
|α|=m

aαξ
α, (3.7.57)

де ξα = (ξα1
1 , ξα2

2 , . . . , ξαn
n ).

Класифiкацiя рiвняння в частинних похiдних дуже тiсно зв’язана з вла-
стивостями характеристичної форми. Зрозумiло, що властивостi форми
залежать вiд точки x i тому рiвняння можна класифiкувати по рiзному
у рiзних точках x.

Визначення 3.7.3.2 (параболiчного рiвняння). Рiвняння будемо назива-
ти параболiчним в точцi x, якщо iснує таке афiнне перетворення змiнних
ξi = ξi(η1, . . . , ηn), i = 1, n, що в результатi застосування перетворення до
характеристичної форми, вона буде мiстити лише l < n нових змiнних.

Визначення 3.7.3.3 (елiптичного рiвняння). Рiвняння будемо називати
елiптичним у точцi x, якщо форма A0(x, ξ) знаковизначена, як функцiя
змiнної ξ, тобто приймає значення одного знаку для будь-яких дiйсних
значень ξ ∈ Rn, |ξ| 6= 0, або якщо алгебраїчне рiвняння A0(x, ξ) = 0 не має
дiйсних коренiв окрiм ξ = 0.
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Визначення 3.7.3.4. Рiвняння будемо називати гiперболiчним в точцi x,
якщо можна знайти таке афiнне перетворення змiнних ξi = ξi(η1, . . . , ηn),
i = 1, n, що у просторi нових змiнних η1, . . . , ηn iснує такий напрям (нехай
це змiнна η1), що алгебраїчне рiвняння A0(x, ξ(η)) = 0 записане вiдносно
цiєї змiнної η1 має рiвно m дiйсних коренiв (простих або кратних) при
довiльному виборi останнiх змiнних η2, . . . , ηn.

Розглянемо систему рiвнянь в частинних похiдних вiдносно n невiдомих
функцiй u1, u2, . . . , un та запишемо її у матричному виглядi:

A(x,D)y = f, (3.7.58)

де A(x,D) — n× n матриця з елементами Ai,j(x,D), якi представляють
собою диференцiальнi вирази деякого порядку µi,j.

В матрицi A(x,D) можна видiлити головну частину, яка мiстить дифе-
ренцiальнi оператори лише старшого порядку m, тодi головнiй частинi
буде вiдповiдати матриця

[A0(x,D)]ni,j=1 =
∑
|α|=m

ai,j,α(x)Dα (3.7.59)

Будемо розглядати характеристичний детермiнант

det

∑
|α|=m

ai,j,α(x)ξα

 (3.7.60)

який представляє собою форму порядку n×m вiдносно параметрiв ξ1, . . . , ξm.

Подальша класифiкацiя систем вiдбувається на основi аналiзу характе-
ристичної форми (однорiдного полiному (3.7.60)).

Приклад 3.7.3.1
Розглянемо систему стацiонарних рiвнянь теорiї пружностi:(

∆~U +
m

m− 2
∇
(
∇ · ~U

))
= −

~X

G
. (3.7.61)
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Розв’язок. Старший порядок похiдних цiєї системи дорiвнює двом, тодi
матриця яка вiдповiдає головнiй частинi системи має вигляд

A0(D) =



∆ + λ
∂2

∂x2
λ

∂2

∂x∂y
λ

∂2

∂x∂z

λ
∂2

∂y∂x
∆ + λ

∂2

∂y2
λ
∂2

∂y∂z

λ
∂2

∂z∂x
∆ + λ

∂2

∂z∂y
λ
∂2

∂z2


(3.7.62)

де λ = m/(m− 2).

Тодi характеристична форма, що вiдповiдає цiй матрицi матиме вигляд:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|ξ|2 + λξ21 λξ1ξ2 λξ1ξ3

λξ2ξ1 |ξ|2 + λξ22 λξ2ξ3

λξ3ξ1 λξ3ξ2 |ξ|2 + λξ23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |ξ|6(1 + λ). (3.7.63)

Зрозумiло, що цей вираз є додатнiм, що гарантує елiптичнiсть системи
статичних рiвнянь теорiї пружностi.

Приклад 3.7.3.2
Розглянемо систему рiвнянь гiдродинамiки у випадку iзоентропiчної
течiї 

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)

= 0,

∂ ~V

∂t
+
〈
~V,∇

〉
~V +

∇p
ρ

= 0,

p = p(ρ).

(3.7.64)

Розв’язок. Порядок системи дорiвнює одиницi, тому матриця системи
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має вигляд:

A0(D) =



∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
ρ
∂

∂x1
ρ
∂

∂x2
ρ
∂

∂x3

c2

ρ

∂

∂x1

∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
0 0

c2

ρ

∂

∂x2
0

∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉
0

c2

ρ

∂

∂x3
0 0

∂

∂t
+
〈
~V,∇

〉


(3.7.65)

Вiдповiдна характеристична форма матиме вигляд:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ +
〈
~V, ξ

〉
ρξ1 ρξ2 ρξ3

c2

ρ
ξ1 τ +

〈
~V, ξ

〉
0 0

c2

ρ
ξ2 0 τ +

〈
~V, ξ

〉
0

c2

ρ
ξ3 0 0 τ +

〈
~V, ξ

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (3.7.66)

де 〈
~V, ξ

〉
=

3∑
i=1

Viξi, (3.7.67)

а c2 = dp/ dρ — квадрат швидкостi звуку. Розкриваючи визначник отри-
маємо спiввiдношення(

τ +
〈
~V, ξ

〉)2((
τ +

〈
~V, ξ

〉)2
− c2|ξ|2

)
= 0. (3.7.68)

Розглядаючи цей вираз як полiном вiдносно змiнної τ , яка вiдповiдає
змiннiй часу t у системi рiвнянь, отримаємо для довiльних дiйсних зна-
чень вектора ξ чотири дiйсних кореня, а саме

τ1,2 = −
〈
~V, ξ

〉
, (3.7.69)

τ3,4 = −
〈
~V, ξ

〉
± c|ξ|, (3.7.70)
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Зауваження 3.7.3.2 — Тут τ1,2 позначає кратний корiнь.

Таким чином система рiвнянь гiдродинамiки має гiперболiчний тип.

Приклад 3.7.3.3
Розглянемо систему рiвнянь Нав’є-Стокса для нестисливої рiдини

∂ ~V

∂t
+
(
~V · ∇

)
~V =

η

ρ
∆~V. (3.7.71)

Розв’язок. Матриця головної частини системи має вигляд:

A0(x,D) =

∆ 0 0
0 ∆ 0
0 0 ∆

 (3.7.72)

Характеристична форма запишеться у виглядi:∣∣∣∣∣∣
|ξ|2 0 0
0 |ξ|2 0
0 0 |ξ|2

∣∣∣∣∣∣ = |ξ|6 = 0, (3.7.73)

де ξ = (ξ1, ξ2, ξ3). Враховуючи, що характеристична форма мiстить лише
три змiнних, а рiвняння мiстить чотири, можемо зробити висновок, що
система є параболiчною.
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