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3.4 Моделi руху в’язкої рiдини

Визначення 3.4.0.1 (в’язкостi рiдини). В’язкiсть рiдини — це власти-
вiсть чинити опiр пересуванню її часток, яка характеризує ступiнь її плин-
ностi та рухливостi.

Як видно з визначення, в’язкiсть є властивiстю рiдини, що рухається, i в
станi спокою не виявляється. Наявнiсть сил внутрiшнього тертя рiдини,
що рухається, уперше встановив Ньютон, згодом росiйський вчений В.
Н. Петров у 1888 р. привiв математичний вираз для сили тертя.

Нехай шар рiдини A рухається зi швидкiстю v, а шар рiдини B зi швид-
кiстю v + dv, вiдстань мiж шарами dy:

A

B

v

v + dv

d
y
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У введених позначеннях сила тертя T мiж двома шарами рiдини задає-
ться формулою

T = −µF dv

dy
, (3.4.1)

де µ — динамiчний коефiцiєнт в’язкостi, F — площа стикання двох шарiв
рiдини. Знак мiнус вказує на те , що тертя дiє в напряму протилежному
руховi.

Закони, що описують процеси руху в’язкої рiдини, залишаються тими що
i для iдеальної рiдини, але при цьому з’являється додатковий механiзм
передачi iмпульсу та енергiї.

Закон 3.4.0.1 (збереження маси у виглядi рiвняння нерозривностi)
Залишається незмiнним:

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)

= 0. (3.4.2)

3.4.1 Закон збереження iмпульсу

Нагадаємо вигляд потоку iмпульсу для iдеальної рiдини, що проходить
через елементарну поверхню dS в одиницю часу:

d~I =
(
ρVn ~V + p~n

)
dS. (3.4.3)

Зауваження 3.4.1.1 — Нагадаємо, що Vn — нормальна складова
векторного поля ~V, тобто

Vn =
〈
~V, ~n

〉
. (3.4.4)

Дамо

Визначення 3.4.1.1 (щiльностi потоку iмпульсу). Введемо тензорну ве-
личину щiльностi потоку iмпульсу :

Π = ρ

V1V1 V1V2 V1V3

V2V1 V2V2 V2V3

V3V1 V3V2 V3V3

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 p. (3.4.5)
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Тодi поток iмпульсу (3.4.3) можна записати у виглядi:

d~I = 〈Π, ~n〉 dS. (3.4.6)

Закон 3.4.1.1 (збереження iмпульсу iдеальної рiдини)
З використанням тензору щiльностi потоку iмпульсу Π матиме ви-
гляд:

∂ρ~V

∂t
+∇ ·Π = 0. (3.4.7)

Для в’язкої рiдини, у випадку тривимiрних рухiв додатковий механiзм
переносу потоку iмпульсу має тензорну природу i задається через симе-
тричний тензор в’язких напружень.

Визначення 3.4.1.2 (симетричного тензору в’язких напружень). Симе-
тричним тензором в’язких напружень називається тензор, компоненти
якого визначаються наступними рiвняннями:

σik = η

(
∂Vi
∂xk

+
∂Vk
∂xi
− 2

3
δik

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

)
+ ξδik

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

, (3.4.8)

де ξ, η > 0 — коефiцiєнти першої та другої в’язкостi, δik — символ Кроне-
кера, а

3∑
l=1

∂Vl
∂xl

= ∇ · ~V. (3.4.9)

Зауваження 3.4.1.2 — Рiдина iдеальна, коли ξ = η = 0.

Таким чином для в’язкої рiдини симетричний тензор щiльностi потоку
iмпульсу приймає вигляд:

Πik = ρViVk + pδik − σik. (3.4.10)

Використовуючи загальний вигляд тензору потоку iмпульсу для в’язкої
рiдини, маємо
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Закон 3.4.1.2 (збереження iмпульсу)
Також можна записати у розгорнутому виглядi:

∂ρ~V

∂t
+∇ ·

(
ρ~V~Vᵀ

)
+∇p = η∆~V +

(
ξ +

η

3

)
∇
(
∇ · ~V

)
. (3.4.11)

Зауваження 3.4.1.3 — Тут ми вважаємо, що ~V — вектор-стовпчик,
вiдповiдно ~Vᵀ — вектор-рядок.

Зауваження 3.4.1.4 — Закон збереження iмпульсу для в’язкої рi-
дини у випадку нестисливої рiдини, тобто коли ρ ≡ const має про-
стiший вигляд.

Рiвняння нерозривностi приймає вигляд ∇ · ~V = 0.

Отже, поле швидкостi є соленоїдальним, тобто

∂ρ~V

∂t
+∇ ·

(
ρ~V~Vᵀ

)
= −∇p+ η∆~V, (3.4.12)

або
∂ ~V

∂t
+∇ ·

(
~V~Vᵀ

)
= −∇p

ρ
+
η

ρ
∆~V. (3.4.13)

3.4.2 Закон збереження енергiї

Запишемо потiк енергiї для iдеальної рiдини:

d~E =

(
ρ~V
|V |2

2
+ ρε~V + p~V

)
~n dS, (3.4.14)

або
d~E = ρVn

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

)
dS. (3.4.15)

Зауваження 3.4.2.1 — Тут i надалi ми писатимемо |V | замiсть
∣∣∣~V∣∣∣

для заощадження часу, мiсця, i концентрацiї уваги на тих викори-
станнях векторного поля у яких важливий саме напрямок.
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Замiсть скалярної величини тиску p для iдеальної рiдини введемо тензор
напружень для в’язкої рiдини Ṗik = pδik − σik.

Тодi матимемо

d~E = ρ

〈((
|V |2

2
+ ε

)
I +

Ṗ
ρ

)
~V, ~n

〉
, (3.4.16)

де I — одинична матриця.

Можна записати

Закон 3.4.2.1 (iнтегральний закон збереження повної енергiї)

˚

G

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)2
∣∣∣∣∣
t2

t1

dG+

+

t2ˆ

t1

¨

S

〈(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I +

Ṗ
ρ

)
, ~n

〉
dS dt = 0. (3.4.17)

Звiдси,

Закон 3.4.2.2 (збереження повної енергiї для в’язкої рiдини)

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
+∇ ·

((
ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I + Ṗ

)
~V

)
= 0. (3.4.18)

Якщо рiдина не тiльки в’язка, а й теплопровiдна, то з’являється ще один
механiзм передачi енергiї — теплопровiднiсть, тодi другий доданок ма-
тиме вигляд:

∇ ·
((

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
I + Ṗ

)
~V + ~Q

)
(3.4.19)

де ~Q — потiк тепла,
~Q = −k∇ε, (3.4.20)

а k — коефiцiєнт теплопровiдностi.

Отже, отримали
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Рiвняння 3.4.2.1 (якi описують рух в’язкої рiдини)
Ця система складається з рiвняння нерозривностi (3.4.2) (закону збе-
реження маси 3.4.0.1), закону збереження iмпульсу 3.4.1.2, i закону
збереження повної енергiї 3.4.2.2, та замикається рiвнянням стану

ε = ε(p, ρ). (3.4.21)

Зауваження 3.4.2.2 — При переходi вiд моделi iдеальної до моделi
в’язкої рiдини збiльшується порядок рiвнянь з першого на другий.

3.4.3 Додатковi умови

Початковi умови:
p, ρ, ε, V |t=0 = p0, ρ0, ε0, V0, (3.4.22)

тобто у початковий момент часу задаються усi невiдомi параметри.

Граничнi умови на поверхнi тiла:

1. Якщо нерухоме тiло обтiкається в’язкою рiдиною, то за рахунок
молекулярних сил, в’язка рiдина прилипає до поверхнi тiла, тобто
виконується умова:

~V(x, t)
∣∣∣
x∈S

= 0 (3.4.23)

2. Якщо поверхня тiла рухається зi швидкiстю ~US(x, t) то на його
поверхнi для в’язкої рiдини виконується умова

~V(x, t)
∣∣∣
x∈S

= ~US(x, t). (3.4.24)

Визначення 3.4.3.1 (умов прилiпання). Цi двi умови називаються умо-
вами прилiпання.

3.4.4 Умови на поверхнi роздiлу двох середовищ

У випадку, коли два середовища роздiленi рухомою поверхнею, (двi рi-
дини, що не змiшуються) то на границi роздiлу двох середовищ, задають
двi умови:

1. динамiчна:
~V1

∣∣∣
S

= ~V2

∣∣∣
S

= ~Vp (3.4.25)
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Зауваження 3.4.4.1 — Динамiчна умова вказує на те, що
вектор швидкостi на поверхнi роздiлу двох середовищ є непе-
рервним, а сама поверхня рухається з мiсцевою швидкiстю се-
редовища .

2. статична:
Ṗ1~n1 + Ṗ2~n2 = 0, (3.4.26)

або
Ṗ1~n1 = Ṗ2~n1. (3.4.27)

Зауваження 3.4.4.2 — Статична умова вказує на те, що рiв-
нодiюча сил на поверхнi роздiлу середовищ дорiвнює нулю, тут
~n1, ~n2 — вектори зовнiшньої нормалi, ~n2 = −~n1.

3.4.5 Граничнi умови на вiльнiй поверхнi

Визначення 3.4.5.1 (вiльної поверхнi). Вiльною поверхнею будемо на-
зивати поверхню утворену частинками в’язкої рiдини на яку дiє деяка
зовнiшня сила.

Нехай h(x, t) = 0 — рiвняння вiльної поверхнi, де h : Rn × R → R —
невiдома функцiя, тодi виконується

Умова 3.4.5.1 (на вiльнiй поверхнi)
Cпiввiдношення

∂h(x, t)

∂t
+
〈
∇xh(x, t), ~V(x, t)

〉∣∣∣
x∈S

= 0 (3.4.28)

виражає умову непротiкання рiдини через поверхню S.

Зауваження 3.4.5.1 — Тобто через вiльну поверхню рiдина не пе-
ретiкає, а сама вiльна поверхня перемiщується з мiсцевою швидкiстю
руху рiдини.

На вiльну поверхню також дiє зовнiшня сила, яка задається тензорним
спiввiдношенням:

Ṗ(x, t)~n
∣∣∣
x∈S

= ~F(x, t). (3.4.29)
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Скалярна форма цього рiвняння має виглядi
3∑

k=1

p(x, t)δiknk − σik(x, t)nk

∣∣∣∣∣
x∈S

= Fi(x, t), i = 1, 2, 3, (3.4.30)

де Fi — компоненти вектора зовнiшнiх сил, що дiють на поверхнi S.

3.5 Математичнi моделi електростатики

З курсу фiзики вiдомо, що при певних умовах окремi тiла (дiелектрики)
можуть отримувати додатковi електричнi заряди (вiдбувається електри-
зацiя). Наявнiсть електричних зарядiв проявляється у взаємодiї заря-
джених тiл мiж собою (тiла притягуються або вiдштовхуються).
Вiдомо, що iснують два види електричних зарядiв, якi умовно подiляю-
ться на додатнi та вiд’ємнi. Будь-який електричний заряд утворюється
як сукупнiсть елементарних неподiльних за величиною зарядiв. Носiєм
такого елементарного вiд’ємного заряду є електрон, носiєм елементар-
ного позитивного заряду може бути протон. Величину елементарного
заряду традицiйно позначають e.
Будь-який електричний заряд утворюється як сукупнiсть елементарних
зарядiв q = ±Ne.
Якщо зарядженi частинки в тiлi можуть бiльш менш вiльно пересуватися
в межах тiла, то кажуть, що тiло здатне проводити електричний струм.
Носiями зарядiв можуть бути не тiльки електрони, але iони (атоми, що
приєднали до себе або згубили один чи декiлька електронiв).
Будемо розглядати точковi заряди. Тобто зарядженi тiла, геометрични-
ми розмiрами яких можна нехтувати, вважаючи їх точкою. Взаємодiя
точкових електричних зарядiв полягає в виникненнi сили тяжiння або
вiдштовхування. Величина цiєї сили експериментально встановлена Ку-
лоном у виглядi фiзичного закону

Закон 3.5.0.1 (Кулона)
Виконується спiввiдношення

f = k
q1q2

|r|2
, (3.5.1)

де k — коефiцiєнт пропорцiйностi, який залежить вiд середовища в
якому вiдбувається взаємодiї, q1, q2 — величини зарядiв, r — вiдстань
мiж зарядами.
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Враховуючи векторний характер сили, закон Кулона можна записати в
векторному виглядi

~f = k
q1q2

|r|3
~r (3.5.2)

Якщо характеризувати силу, з якою заряд q1 дiє на заряд q2, то радiус
вектор ~r направлений вiд q1 до q2. При цьому сила з якою заряд q2 дiє на
заряд q1 рiвна за величиною та протилежна за напрямом. Закон Кулона
в вакуумi має вигляд:

~f =
1

4πε0

q1q2

|r|3
~r. (3.5.3)

Визначення 3.5.0.1 (електричної сталої). ε0 — електрична стала.

3.5.1 Електричне поле. Напруженiсть електричного поля

Взаємодiя мiж електричними зарядами вiдбувається через електричне
поле. Будь-який заряд змiнює властивостi оточуючого середовища ство-
рюючи в ньому електричне поле. Це поле проявляє себе у тому, що роз-
ташований в цьому полi заряд буде знаходитись пiд дiєю сили.

Для дослiдження поля використовують пробний заряд, який обирають
невеликим за величиною i розмiрами (точковий заряд). Згiдно до зако-
ну Кулона сила ~f , що дiє на пробний заряд q′ полем точкового заряду
величини q записується у виглядi

~f = q′
(

1

4πε0

q

|r|3
~r

)
(3.5.4)

З цiєї формули видно, що сила ~f залежить вiд q′.

Визначення 3.5.1.1 (напруженостi електричного поля). Характеристи-
кою електричного поля, яка не залежить вiд величини пробного заряду
є

E =
~f

q′
, (3.5.5)

яку називають напруженiстю електричного поля.

Зауваження 3.5.1.1 — Її також можна визначити як силу, що дiє
на одиничний пробний заряд.
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Таким чином, напруженiсть електричного поля точкового заряду q ви-
значається за формулою:

~E =
1

4πε0

q

|r|3
~r, (3.5.6)

де вектор ~r направлений вiд точки розташування заряду q до точки зна-
ходження пробного заряду.

3.5.2 Суперпозицiя полiв

Дослiдним шляхом встановлено, що у випадку, коли поле утворюється
декiлькома точковими зарядами, то сумарна сила, яка дiє на пробний
заряд дорiвнює векторнiй сумi вiд дiї кожної окремої сили.

Тобто виконується

Принцип 3.5.2.1 (суперпозицiї електричних полiв)

~E =
∑
i

~Ei (3.5.7)

Нехай в точках Pi простору розташованi заряди величиною qi, i ∈ I, тодi
згiдно до принципу суперпозицiї електричних полiв, можна записати:

~E(P ) =
1

4πε0

∑
i∈I

qi
|ri|3

~ri, (3.5.8)

де ~ri =
−−→
PiP , |ri| — довжина цього вектора.

У випадку, коли в областi Ω трьохвимiрного простору заряди розташо-
ванi щiльно i щiльнiсть їх розташування задана деякою функцiєю q(P ),
то напруженiсть електричного поля визначається у виглядi iнтегралу:

~E(P0) =
1

4πε0

˚

Ω

q(P )

|r|3
~r dP, (3.5.9)

де ~r =
−−−−→
P0 − P .

3.5.3 Потiк векторного поля. Теорема Гауса
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Визначення 3.5.3.1 (потоку векторного поля). Потоком векторного по-
ля ~E через поверхню S будемо називати величину

¨

S

〈
~E, ~n

〉
dS = Φ (3.5.10)

Розглянемо замкнену поверхню S всерединi якої знаходиться точковий
заряд q, тодi потiк векторного поля цього заряду можна розрахувати
за визначенням, або враховуючи iнтегральний вигляд напруженостi еле-
ктрчиного поля маємо:

Φ =
q

4πε0

‹

S

〈~r, ~n〉
|r|3

dS, (3.5.11)

де ~r — вектор направлений вiд точки розташування заряду до змiнної
точки поверхнi S.

Неважко перевiрити, що
~r

|r|3
= −∇ 1

|r|
(3.5.12)

тодi
q 〈~r, ~n〉
4πε0|r|3

= − q

4πε0

∂

∂n

1

|r|
, (3.5.13)

i, як наслiдок,

Φ = − q

4πε0

‹

S

∂

∂n

1

|r|
dS. (3.5.14)

В наступних лекцiях, при вивченнi гармонiчних функцiй ми покажемо,
що цей вираз з урахуванням значення iнтеграул дорiвнює q/ε0.

Таким чином потiк напруженостi векторного поля одного точкового за-
ряду дорiвнює величинi цього заряду подiленому на електричну постiйну.

Враховуючи принцип суперпозицiї електричного поля можна сформулю-
вати наступну
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Теорема 3.5.3.1 (Гауса про значення потоку електричного поля через
замкнену поверхню)
Потiк напруженостi векторного поля через замкнену поверхню S тi-
ла дорiвнює алгебраїчнiй сумi зарядiв, що знаходяться всерединi цiєї
поверхнi подiленiй на дiелектричну сталу:

‹

S

~En dS =
1

ε0

∑
i

qi. (3.5.15)

Якщо заряд розподiлений всерединi замкненого об’єму, обмеженого по-
верхнею S з об’ємною густиною ρ, то теорема Гауса буде мати вигляд

‹

S

~En dS =
1

ε0

˚

Ω

ρ dΩ (3.5.16)

Визначення 3.5.3.2 (електричного змiщення). Поряд з напруженiстю
векторного поля ~E, для опису електричного поля вводять величину ~D, яка
називається електричним змiщенням. Для вакууму вона визначається

~D = ε0
~E. (3.5.17)

Формула Гауса приймає вид:
‹

S

~Dn dS =

˚

Ω

ρ dΩ. (3.5.18)

3.5.4 Робота сил електростатичного поля. Потенцiал електро-
статичного поля

Вiдомо, що робота в силовому полi, виконана вздовж деякого контуру C
силою ~F обчислюється у виглядi криволiнiйного iнтегралу другого роду
за формулою

A =

ˆ

C

〈
~F, d~l

〉
. (3.5.19)

Визначення 3.5.4.1 (циркуляцiї векторного поля). Вiдповiдно, для еле-
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ктричного поля ця робота може бути записана у виглядi iнтегрула

A =

ˆ

C

〈
~E,d~l

〉
, (3.5.20)

який будемо називати циркуляцiєю векторного поля вздовж контуру C.

Визначення 3.5.4.2 (потенцiалу електростатичного поля). Введемо ве-
личину

u
(
~r
)

=
1

4πε0|r|
, ~r = (x1, x2, x3). (3.5.21)

i назвемо її потенцiалом електростатичного поля одиничного точкового
заряду, розташованого в точцi початку координат.

Враховуючи
~r

|r|3
= −∇ 1

|r|
, (3.5.22)

легко бачити, що напруженiсть поля одиничного точкового заряду мо-
жна записати

−∇u = ~E, (3.5.23)

тобто векторне поле одиничного точкового заряду є потенцiальним. Ана-
логiчна властивiсть має мiсце i для поля розподiлених в об’ємi зарядiв.

Легко перевiрити, що формула для напруженостi електричного поля че-
рез iнтеграл може бути переписана у виглядi

~E(P0) = − 1

4πε0

∇P0

˚

Ω

q(P )

|P − P0|
dP. (3.5.24)

Враховуючи потенцiйнiсть векторного поля, роботу в такому полi можна
обчислити

A =

ˆ

ab

〈−∇u, dl〉 = −
ˆ

ab

du = u(a)− u(b), (3.5.25)

причому u(∞) = 0.

Зауваження 3.5.4.1 — Зрозумiло, що циркуляцiя електростати-
чного поля вздовж довiльного замкненого контуру дорiвнює нулю
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тобто ˛

C

〈
~E, d~l

〉
= 0. (3.5.26)

Виходячи з формули для роботи можна визначити фiзичний змiст по-
тенцiалу електростатичного поля в заданiй точцi.

Визначення 3.5.4.3 (потенцiалу електростатичного поля). Потенцiал
електростатичного поля — це робота яку необхiдно здiйснити, щоб пе-
ремiстити одиничний точковий заряд з нескiнченно вiддаленої точки про-
стору у задану точку.

Зауваження 3.5.4.2 — Ця робота не залежить вiд шляху перемi-
щення, а залежить лише вiд положення точки.

Електричне поле утворене сукупнiстю точкових зарядiв, або розподiле-
них у просторi з деякою щiльнiстю також залишається потенцiальним, а
значить допускає iснування скалярної функцiї u, такої, що

−∇Φ = ~E. (3.5.27)

Враховуючи теорему Гауса та формулу Остроградського-Гауса отримає-
мо рiвняння

∇ · ~E =
ρ

ε0

, (3.5.28)

або, враховуючи −∇Φ = ~E, отримаємо рiвняння:

∇ · (∇Φ) = − ρ

ε0

(3.5.29)

або

Рiвняння 3.5.4.1 (основне рiвняння електростатики для вакууму)

∆Φ = − ρ

ε0

(3.5.30)

Зауваження 3.5.4.3 — Крiм теореми Гауса при постановцi гра-
ничних задач електростатики необхiдно враховувати рiзнi граничнi
режими електростатичного поля.
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Приклад 3.5.4.1
Всерединi провiдника електричне поле ~E завжди дорiвнює нулю, та-
ким чином потенцiал u = const. Ця константа має одне i те ж саме
значення у системi з’єднаних мiж собою провiдними зв’язками про-
вiдникiв. Якщо провiдники вiдокремленi один вiд одного, то const
для кожного провiдника має своє окреме значення.
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