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3.3.10 Iзоентропiчнi течiї (течiї з постiйною ентропiєю)

Отримаємо спрощену математичну модель руху iдеальної рiдини в при-
пущенi, що ентропiя iдеальної рiдини є величиною постiйною в будь-який
момент часу i в довiльнiй точцi областi.

Виходячи з закону збереження ентропiї, за вiдомою формулою

∇ ·
(
f ~A
)

=
〈
~A,∇f

〉
+ f

(
∇ · ~A

)
, (3.3.51)

отримаємо:

ρ · ∂S
∂t

+ S · ∂ρ
∂t

+ ρ 〈V,∇S〉+ S ·
(
∇ · (ρV )

)
= 0, (3.3.52)

або враховуючи рiвняння нерозривностi маємо не дивергентну форму
закону збереження ентропiї:

∂S

∂t
+ 〈V,∇S〉 = 0. (3.3.53)

Знайдемо повну похiдну деякого параметра f вздовж траєкторiї руху
x = x(t) частинки рiдини:

x = x(t)

Рис. 1: траєкторiя руху частинки рiдини

тобто похiдну по часу t вздовж контуру x = x(t):

df(x(t), t)

dt
=

∂f

∂x1

dx1
dt

+
∂f

∂x2

dx2
dt

+
∂f

∂x3

dx3
dt

+
∂f

∂t
=
∂f

∂t
+ 〈V,∇f〉 . (3.3.54)
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Будемо називати цей вираз похiдною по часу вздовж траєкторiї руху
частинки.

З не дивергентної форми закону збереження ентропiї бачимо, що повна
змiна ентропiї вздовж траєкторiї руху частинки дорiвнює нулю, тобто

dS

dt
= 0. (3.3.55)

Припустимо що в початковий момент часу t = 0 iдеальна рiдина займає
деяку область Ω(0), а ентропiя S(x, 0) = S0 = const, ∀x ∈ Ω(0):

Рис. 2: Двi частинки рiдини рухаються “паралельно”

Тодi згiдно dS/ dt = 0 в будь-який момент часу t > 0 ентропiя буде зали-
шатися постiйною в довiльнiй точцi областi, яка утворилася при перемi-
щеннi усiх її частинок вздовж траєкторiй руху частинок, тобто областi
Ω(t). Таким чином можливе iснування течiй з постiйним значення ен-
тропiї. Використовуючи введену термодинамiчну функцiю ентальпiю, за
формулою

dW = T dS +
dp

ρ
(3.3.56)

при постiйному значеннi ентропiї S = const отримаємо спiввiдношення

dW =
dp

ρ
. (3.3.57)

Перетворимо закон збереження iмпульсу, продиференцiюємо вiдповiднi
добутки та отримаємо:

Vi
∂ρ

∂t
+ ρ

∂Vi
∂t

+ Vi∇ · (ρV ) + ρ 〈V,∇Vi〉+∇ip = 0. (3.3.58)

Пiсля скорочення отримаємо закон збереження iмпульсу в не диверген-
тнiй формi:

∂Vi
∂t

+ 〈V,∇Vi〉+
∇ip

ρ
= 0. (3.3.59)
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Векторна форма якого для iзоентропiчних течiй має вигляд:

∂~V

∂t
+
〈
~V ,∇~V

〉
+∇W = 0, (3.3.60)

або
d~V

dt
+∇W = 0 (3.3.61)

Скористаємось вiдомою формулою векторного аналiзу

∇|V |2

2
= ~V × (∇× ~V ) +

〈
~V ,∇~V

〉
, (3.3.62)

де

∇× ~V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

V1 V2 V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=~i1

(
∂V3
∂x2
− ∂V2
∂x3

)
−~i2

(
∂V3
∂x1
− ∂V1
∂x3

)
+~i3

(
∂V2
∂x1
− ∂V1
∂x2

)
. (3.3.63)

Отримаємо рiвняння:

∂V

∂t
+
∇
∣∣∣~V ∣∣∣2
2
− ~V × (∇× ~V ) +∇W = 0 (3.3.64)

Подiємо на нього ∇×, i врахуємо, що для будь-якої скалярної функцiї
f виуонується ∇ × ∇f = 0, в результатi отримаємо систему рiвнянь
вiдносно вектору швидкостi.

Рiвняння 3.3.10.1 (система рiвнянь руху iдеальної рiдини для iзоен-
тропiчного випадку)
Виконуються спiввiдношення

∂

∂t

(
∇× ~V

)
−∇× (~V × (∇× ~V )) = 0. (3.3.65)

3.3.11 Потенцiальнi течiї

Потенцiйнi течiї є частинним випадком iзоентропiчних течiй. Покажемо
можливiсть iснування потенцiйних течiй.
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Розглянемо iнтеграл

Γ(t) =

˛

c(t)

~V (t) · d~l (3.3.66)

який називається циркуляцiєю вектора швидкостi вздовж контуру (пiд
знаком iнтегралу записано скалярний добуток векторiв швидкостi ~V (t)

та вектору нескiнченно малого змiщення вздовж контуру d~l); c(t) — кон-
тур, утворений частинами iдеальної рiдини, що рухаються вздовж своїх
траєкторiй.

Теорема 3.3.11.1 (Томсона, про збереження циркуляцiї векторного
поля швидкостi)
Для iзоентропiчних течiй (S = const)

dΓ

dt
= 0, (3.3.67)

тобто циркуляцiя векторного поля вздовж рухомого рiдкого контуру
є величина постiйна.

Доведення.

dΓ

dt
=

˛

c(t)

(
d~V

dt
· d~l + ~V · dd~l

dt

)
= (3.3.68)

=

˛

c(t)

(
−∇W · dl + ~V · d~V

)
= (3.3.69)

=

˛

c(t)

d

(
−W +

|V |2

2

)
= 0. (3.3.70)

Використаємо теорему Стокса для будь-якої поверхнi σ, що спирається
на контур c(t):
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c(t)

σ

Рис. 3: Поверхня σ спирається на червоний контур c(t)

Тобто
Γ(t) =

˛

c(t)

~V (t) · d~l =

¨

σ(t)

(∇× V )n dσ = const . (3.3.71)

Розглянемо деяку траєкторiю руху c(t) однiєї частинки iдеальної рiдини
i нескiнченно малий контур cε(t), який нанизаний на траєкторiю руху:

c(t) cε(t)

Рис. 4: Контур cε(t) нанизаний на червону траєкторiю c(t)

Припускаючи, що при t = 0 маємо∇×V = 0, а таким чином (∇×V )n = 0,
то згiдно теореми Томсона (∇× V ) = 0, для t > 0.

Якщо розглянути область Ω для якої циркуляцiя вiдсутня при t = 0 тобто
∇× V = 0 то вздовж будь-якої траєкторiї яка починається в областi Ω в
будь-який момент часу поле залишається безвихровим, тобто ∇× ~V = 0:
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S rot~v = 0

t = t0 t

Рис. 5: Безвихрове поле: локально рух не паралельний але глобально
спрямований паралельно

Це свiдчить про iснування безвихрових або потенцiйних течiй.

Визначення 3.3.11.1 (потенцiальної течiї). Отже потенцiальною нази-
вається течiя, для якої

∀t ≥ t0, ∀x ∈ Ω : ∇× ~V (x, t) = 0. (3.3.72)

Звiдси випливає, що iснує потенцiал векторного поля швидкостi ϕ, гра-
дiєнт якого рiвний ~V , тобто ∇ϕ = ~V . Використовуючи формулу (3.3.64),
де W — тепловмiст, закон збереження iмпульсу буде мати вигляд:

∂V

∂t
= ∇

(
|V |2

2
+W

)
= 0 (3.3.73)

Закон збереження маси запишемо в не дивергентному виглядi

∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · V ) + 〈V,∇ρ〉 = 0. (3.3.74)

Проiнтегруємо друге рiвняння, та врахуємо, що V = ∇ϕ, будемо мати:

∇
(
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W

)
= 0 (3.3.75)
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Звiдси
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W = Ψ(t), (3.3.76)

де Ψ — довiльна функцiя змiнної часу. Враховуючи, що потенцiал векто-
ру швидкостi визначається з точнiстю до адитивної функцiї часу, покла-
демо Ψ(t) ≡ 0. Отже, отримали

Рiвняння 3.3.11.1 (iнтеграл Кошi-Лагранжа)
Виконуєтсья спiввiдношення:

∂ϕ

∂t
+
|V |2

2
+W = 0. (3.3.77)

Визначення 3.3.11.2 (iнтеграла Бернуллi). Для стацiонарних течiй, що
не залежать вiд часу, цей iнтеграл називається iнтегралом Бернуллi :

|V |2

2
+W = const . (3.3.78)

З dW = dp/ρ випливає, що

dW =
1

ρ

dp

dρ
dp =

1

ρ
c2 dρ, (3.3.79)

але c2 = dp/ dρ, звiдки

c2
dρ

dt
= ρ

dW

dt
. (3.3.80)

Враховуючи недивергнетну форму рiвняння нерозривностi отримаємо:

1

ρ

dρ

dt
+ ∆ϕ = 0. (3.3.81)

Система рiвнянь з iнтегралу Кошi-Лагранжа та останнього спiввiдно-
шення є системою двох нелiнiйних рiвнянь з двома змiнними i описує
потенцiальний рух iдеальної рiдини.

З iнтегралу Кошi-Лагранжа та останнього спiввiдношення маємо

1

c2
dW

dt
+ ∆ϕ = 0. (3.3.82)

Диференцiюючи iнтеграл Кошi-Лагранжа по t:

d

dt

(
∂ϕ

∂t
+
|V |2

2

)
+

dW

dt
= 0. (3.3.83)
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з урахуванням попереднього рiвняння отримаємо:

d

dt

(
∂ϕ

∂t
+
|∇ϕ|2

2

)
− c2∆ϕ = 0. (3.3.84)

Це рiвняння використовується для дослiдження потенцiальних течiй.
Розкриємо це рiвняння у тривимiрному випадку:

ϕtt + 2
3∑
i=1

Viϕxit +
3∑

i,k=1

VxiVxkϕxixk = c2
3∑
i=1

ϕxixi . (3.3.85)

Для стацiонарних течiй у три- та дво-вимiрному випадках маємо:

(c2 − ϕ2
x)ϕxx + (c2 − ϕ2

y)ϕyy + (c2 − ϕ2
z)ϕzz−

− 2(ϕxϕyϕxy + ϕzϕyϕzy + ϕxϕzϕxz) = 0, (3.3.86)

i
(c2 − ϕ2

x)ϕxx + (c2 − ϕ2
y)ϕyy + 2ϕxϕyϕxy = 0. (3.3.87)

вiдповiдно.

Швидкостi звуку у першому з цих рiвнянь можна обчислити виходячи з
формули Бернулi

W +
|V |2

2
= W0 +

|V0|2

2
. (3.3.88)

Зокрема, для широкого спектру iдеальних газiв, з рiвнянням стану ε =
p/ρ(γ − 1 можна отримати

c2 = c20 +
γ − 1

2
· |V0|2 −

γ − 1

2
· |V |2. (3.3.89)

3.3.12 Модель акустичного руху рiдини

Акустичними рухами iдеальної рiдини будемо називати такi її рухи для
яких фiзичнi характеристики рiдини мало вiдрiзняються вiд деяких по-
стiйних значень.

Розглянемо систему

8



Рiвняння 3.3.12.1 (система рiвнянь iзоентропiчного руху iдеальної рi-
дини)
Виконуються спiввiдношення

∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · V ) + 〈V,∇ρ〉 = 0,

∂Vi
∂t

+ 〈V,∇Vi〉+
∇ip

ρ
= 0,

S(p, ρ) = S(p0, ρ0).

(3.3.90)

Вiдносно параметрiв руху будемо припускати, що
p = p0 + p̃, ρ = ρ0 + ρ̃, V = V0 + Ṽ ,

p0 = const, ρ0 = const, V0 = const = 0,

ρ̃� ρ0, p̃� p0, Ṽ � 1.

(3.3.91)

Проведемо лiнеаризацiю системи рiвнянь зберiгаючи лише величини пер-
шого порядку малостi.

Для першого рiвняння системи отримаємо:

∂

∂t
(ρ0 + ρ̃) + (ρ0 + ρ̃)(∇ · Ṽ ) +

〈
Ṽ ,∇(ρ0 + ρ̃)

〉
= 0. (3.3.92)

Зберiгаючи члени першого порядку малостi отримаємо

∂ρ̃

∂t
+ ρ0(∇ · Ṽ ) = 0. (3.3.93)

Для другого рiвняння системи маємо

(ρ0 + ρ̃)

(
∂Ṽi
∂t

+
〈
Ṽ ,∇Ṽi

〉)
+∇i(p0 + p̃) = 0. (3.3.94)

Розкриваючи дужки та нехтуючи членами другого порядку малостi отри-
маємо

ρ0 ·
∂Ṽi
∂t

+∇ip̃ = 0. (3.3.95)

Для лiнеаризацiї третього спiввiдношення системи, лiву частину спiв-
вiдношення розкладемо за формулою Тейлора зберiгаючи лише члени
першого порядку малостi

S(p0 + p̃, ρ0 + ρ̃) = S(p0, ρ0) +
∂S(p0, ρ0)

∂p
· p̃+

∂S(p0, ρ0)

∂ρ
· ρ̃ = S(p0, ρ0).

(3.3.96)
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Таким чином можна записати:

p̃ = −
S ′
ρ(p0, ρ0)

S ′
p(p0, ρ0)

· ρ̃, (3.3.97)

або
p̃ = c20ρ̃. (3.3.98)

Таким чином маємо

Рiвняння 3.3.12.2 (система рiвнянь акустики (звукових коливань))
Виконуються спiввiдношення:

∂ρ̃

∂t
+ ρ0(∇ · Ṽ ) = 0,

ρ0 ·
∂Ṽi
∂t

+∇ip̃ = 0,

p̃ = c20ρ̃.

(3.3.99)

З системи рiвнянь можна отримати одне рiвняння для тиску, або щiль-
ностi.

Для цього перше рiвняння продиференцiюємо по часу, а на друге вектор-
не рiвняння подiємо операцiєю дивергенцiя, в результатi будемо мати:

∂2ρ̃

∂t2
+ ρ0

(
∇ · ∂Ṽ

∂t

)
= 0, (3.3.100)

ρ0

(
∇ · ∂Ṽ

∂t

)
+∇ · ∇p̃ = 0. (3.3.101)

Вiднiмаючи вiд першого рiвняння друге i використовуючи третє рiвнян-
ня отримаємо

Рiвняння 3.3.12.3 (хвильове)
Виконується спiввiдношення:

∂2ρ̃

∂t2
= c20∆ρ̃. (3.3.102)

Враховуючи потенцiальний характер акустичних рухiв, вектор швидко-
стi Ṽ можна представити у виглядi градiєнту потенцiалу i отримати хви-
льове рiвняння вiдносно потенцiалу вектора швидкостi.
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3.3.13 Потенцiйне обтiкання тонких тiл

Розглянемо тонке нерухоме тiло розташоване пiд малим кутом до плоско
паралельного потоку газу, який набiгає на це тiло. При певних умовах
взаємодiї, потiк газу навколо тiла можна вважати потенцiйним, а швид-
кiсть газу в околi тiла буде мало вiдрiзняється вiд вектора швидкостi ~V0
потоку, що набiгає з нескiнченостi. Таким чином вектор швидкостi збу-
реного потоку ~V можна представити як суму ~V = ~V0 + Ṽ . Де |Ṽ | � |~V0|,
тобто збурення внесенi тонким тiлом є малi по вiдношенню до набiгаю-
чого потоку.

Виберемо систему координат таким чином, щоби координатна вiсь Ox
спiвпадала з напрямом вектора швидкостi потоку, що набiгає, тобто ~V0 =
(~V x

0 , 0, 0).

Замiсть потенцiалу ϕ повної швидкостi V введемо потенцiал ϕ̃ швидкостi
Ṽ , тобто Ṽ = ∇ϕ̃. Зрозумiло, що

ϕ = ϕ̃+ xV x
0 . (3.3.103)

Вiзьмемо за основу нелiнiйне рiвняння для стацiонарної течiї у тривимiр-
ному просторi i пiдставимо в нього останнє рiвняння, проведемо лiнеа-
ризацiю рiвняння, зберiгаючи величини лише першого порядку малостi.

В результатi отримаємо спiввiдношення

(1−M2
0 ) · ∂

2ϕ̃

∂x2
+
∂2ϕ̃

∂y2
+
∂2ϕ̃

∂z2
= 0, (3.3.104)

де (x, y, z) ∈ Ω′, а M0 = V x
0 /c0 — число Маха потоку що набiгає.

Це рiвняння має певну область застосування, зокрема рiвняння стано-
виться неприйнятним якщо число M0 близьке до одиницi (бiля звукова
течiя). В цьому випадку коефiцiєнт при першому членi є малим, що ви-
магає збереження членiв бiльш високого порядку малостi. На поверхнi
тiла задається умова непротiкання, яку з використанням процесу лiнеа-
ризацiї можна записати у виглядi:(

V x
0 +

∂ϕ̃

∂x

)
nx +

∂ϕ̃

∂y
· ny +

∂ϕ̃

∂z
· nz = 0, (3.3.105)

або
∂ϕ̃

∂n

∣∣∣∣
S

= −V x
0 nx. (3.3.106)
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В нескiнченно вiддаленiй точцi збурений потiк спiвпадає з потоком, що
набiгає, тому має мiсце спiввiдношення:

ϕ̃ −−−−−→
x,y,z→∞

0. (3.3.107)
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