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3.3 Математичнi моделi руху iдеальної рiдини

Будемо розглядати iдеальну рiдину, тобто таку рiдину для якої можна
нехтувати властивостями в’язкостi i теплопровiдностi.

Введемо позначення:

• x = (x1, x2, x3) — точка простору;

• t — час (скалярна величина);

• ρ(x, t) — щiльнiсть iдеальної рiдини (або газу);

• ~V (x, t) — швидкiсть в напрямку кожної з трьох вiсей;

• p(x, t) — тиск

• ε(x, t) — питома внутрiшня (теплова) енергiя.

Вектор швидкостi вiднесемо до динамiчних величин, а щiльнiсть, тиск
та питому внутрiшню енергiю — до термодинамiчних величин.

Для запису математичної моделi руху iдеальної рiдини можна викори-
стовувати також iншi термодинамiчнi величини, але будь яку третю тер-
модинамiчну величину можна записати як функцiю двох iнших. При
цьому лише двi з них будуть незалежними.
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3.3.1 Закон збереження маси

Вiзьмемо довiльний уявний об’єм G i порахуємо кiлькiсть рiдини, що
мiститься в ньому, якщо ρ dG — кiлькiсть рiдини в елементарному об’ємi
dG, то в об’ємi G мiститься маса рiдини

˚

G

ρ(x, t) dG. (3.3.1)

Змiна маси в об’ємi G за промiжок часу вiд t1 до t2 дорiвнює
˚

G

ρ(x, t)|t2t1 dG. (3.3.2)

Через поверхню S вiльно циркулює рiдина, пiдрахуємо кiлькiсть рiдини,
що втiкає в об’єм G (потiк векторного поля через поверхню). Вважаємо,
що ~n — напрям зовнiшньої нормалi. Тодi кiлькiсть рiдини, що проходить
за час dt через елемент поверхнi dS всередину тiла буде −ρVn dS dt, де
Vn — нормальна складова вектора швидкостi (Vn = 〈V, ~n〉). Тодi кiль-
кiсть рiдини, що втiкає в об’єм G за промiжок часу вiд t1 до t2 через усю
поверхню дорiвнює

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t) dS dt. (3.3.3)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.1.1 (збереження маси)
Змiна маси в об’ємi G за час вiд t1 до t2 дорiвнює кiлькостi рiдини,
що втiкає (витiкає) через поверхню тiла за обраний iнтервал часу i
має вигляд:

˚

G

ρ(x, t)|t2t1 dG+

t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t) dS dt = 0. (3.3.4)

З формули Остроградського-Гауса для другого iнтегралу:

t2ˆ

t1

˚

G

∂ρ(x, t)

∂t
dG dt+

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ · (ρ(x, t)V(x, t))

)
dG dt = 0. (3.3.5)
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Ця рiвнiсть виконується для будь-якого об’єму G i для будь-якого про-
мiжку часу, таким чином вона вiрна тодi i лише тодi, коли рiвний нулю
вiдповiдний пiдiнтегральний вираз.

Таким чином ми отримали

Рiвняння 3.3.1.1 (нерозривностi)
Диференцiальна форма закону збереження маси:

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρ~V
)
= 0. (3.3.6)

3.3.2 Закон збереження iмпульсу

Iмпульс — векторна величина. Iмпульс для елемента об’єму dG в напрям-
ку вiсi Oxi дорiвнює ρVi dG, тодi в об’ємi G кiлькiсть руху (складова
вектору iмпульсу) обчислюється як:

˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t) dG. (3.3.7)

Змiна iмпульсу за час вiд t1 до t2 має вигляд:
˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t)|t2t1 dG. (3.3.8)

Iмпульс в об’ємi G змiнюється за рахунок iмпульсу рiдини, яка поступає
через поверхню dS за час dt:

− ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt (3.3.9)

За промiжок часу вiд t1 до t2 через всю поверхню:

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt (3.3.10)

Iмпульс змiнюється також за рахунок поверхневої сила, яка дiє на уявний
об’єм з боку оточуючої рiдини, в нашому випадку це є сила тиску, яка
завжди дiє ортогонально до поверхнi тiла тому її напрям протилежний
вектору зовнiшньої нормалi:

d~F (x, t) = −p(x, t) · ~n(x, t) · dS. (3.3.11)
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Змiна iмпульсу за рахунок сили тиску через елементарну поверхню за
елементарний промiжок часу в напрямку вiсi Oxi можна записати у ви-
глядi:

− p(x, t) · ~ni(x, t) dS dt, (3.3.12)

де ~ni — i-та складова вектора нормалi. Тодi повна змiна iмпульсу в на-
прямку вiсi Oxi через поверхню S за час вiд t1 до t2 за рахунок сили
тиску можна обчислити:

−
t2ˆ

t1

¨

S

(
p(x, t) · ~ni(x, t)

)
dS dt (3.3.13)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.2.1 (збереження iмпульсу)
Змiна iмпульсу всерединi уявного об’єму вiдбувається за рахунок си-
ли тиску i втiкання рiдини через поверхню тiла i має вигляд:

t2ˆ

t1

¨

S

ρ(x, t)Vn(x, t)Vi(x, t) dS dt+

t2ˆ

t1

¨

S

(
p(x, t) · ~ni(x, t)

)
dS dt+

+

˚

G

ρ(x, t)Vi(x, t)|t2t1 dG = 0. (3.3.14)

За формулою Остроградського-Гауса:

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ · (ρV Vi) +∇ip

)
dG dt+

˚

G

∂ρVi
∂t

dG dt = 0. (3.3.15)

Оскiльки ця рiвнiсть виконується для будь-якого об’єму G i для будь-
якого промiжку часу, то нулю рiвний i вiдповiдний пiдiнтегральний ви-
раз:

∂ρVi
∂t

+∇ · (ρV Vi) +∇ip = 0, i = 1, 2, 3. (3.3.16)

У векторному виглядi це спiввiдношення набуває наступного вигляду:

∇ · (ρV ⊗ V ) +∇p+ ∂ρV

∂t
= 0, (3.3.17)
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де ⊗ позначає тензорний добуток:
x1
x2
...
xn

⊗

y1
y2
...
yn

 =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

... . . . ...
xny1 xny2 · · · xnyn

 (3.3.18)

3.3.3 Закон збереження енергiї

Кiлькiсть енергiї в елементi об’єму dG можна обчислити як:

ρ
|V |2

2
t dG+ ρε dG = ρ

(
|V |2

2
+ ε

)
dG, (3.3.19)

де ρ|V |2/2 dG — кiлькiсть кiнетичної, ρε dG — кiлькiсть внутрiшньої (те-
плової) енергiї.

Її змiна за промiжок часу вiд t1 до t2 в довiльному об’ємi G обчислюється
за формулою: ˚

G

ρ

(
|V |2

2
+ ε

)∣∣∣∣t2
t1

dG. (3.3.20)

Кiлькiсть енергiї, що потрапила в середину об’єму G через елементарну
поверхню dS за час dt:

− ρVn

(
|~V |2

2
+ ε

)
dS dt, (3.3.21)

i вiдповiдно за промiжок часу вiд t1 до t2, через усю поверхню S:

−
t2ˆ

t1

¨

S

ρVn

(
|~V |2

2
+ ε

)
dS dt. (3.3.22)

Енергiя в об’ємi G змiнюється також за рахунок роботи сил тиску. Ве-
личина цiєї роботи за елементарний вiдрiзок часу dt обчислюється за
вiдомою формулою фiзики:

d ~A =
〈
~F , ~V

〉
dt, (3.3.23)

де ~F — вектор сили, а ~V — вектор швидкостi руху. У випадку сили тиску
будемо мати:

−
〈
p · dS · ~n, ~V

〉
dt (3.3.24)
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Робота сил тиску через поверхню S за час вiд t1 до t2 обчислюється за
формулою

−
t2ˆ

t1

¨

S

pVn dS dt (3.3.25)

Таким чином ми отримали

Закон 3.3.3.1 (збереження повної енергiї)
Змiна повної енергiї в довiльному об’ємi вiдбувається за рахунок її
проникнення з масою рiдини через поверхню тiла та за рахунок ро-
боти сил тиску:

t2ˆ

t1

¨

S

(
ρ(x, t)Vn(x, t)

(
|V (x, t)|2

2
+ ε(x, t)

)
+ p(x, t)Vn(x, t)

)
dS dt+

+

˚

G

ρ(x, t)

(
|V (x, t)|2

2
+ ε(x, t)

)∣∣∣∣t2
t1

dG = 0 (3.3.26)

Застосування теореми Остроградського-Гауса до поверхневого iнтегралу
приводить до iнтегральної рiвностi:

t2ˆ

t1

˚

G

(
∇ ·
(
ρ

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

)))
dG dt+

+

t2ˆ

t1

˚

G

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
dG dt = 0. (3.3.27)

з якої можна отримати диференцiальне рiвняння:

∂

∂t

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε

))
+∇ ·

(
ρ

(
|V |2

2
+ ε+

p

ρ

))
= 0. (3.3.28)

Воно є диференцiальною формою запису закону збереження повної енер-
гiї.

Сукупнiсть 3.3.1.1, 3.3.3.1, 3.3.2.1 трьох отриманих законiв у диференцi-
альному виглядi будемо розглядати як систему з 5 рiвнянь iз 6-ма невi-
домими функцiями. Ця система описує загальнi закономiрностi руху iде-
альної рiдини. Для замикання системи диференцiальних рiвнянь її треба
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доповнити рiвнянням стану, яке враховує iндивiдуальнi властивостi се-
редовища i зв’язує мiж собою три термодинамiчнi параметри наприклад
це рiвняння може мати вигляд:

ε = ε(p, ρ). (3.3.29)

Конкретний вигляд цiєї функцiї залежить вiд iндивiдуальних властиво-
стей iдеальної рiдини.

3.3.4 Iншi термодинамiчнi функцiї та закон збереження ентро-
пiї

Серед iнших термодинамiчних функцiй найбiльш важливими є ентропiя
S, абсолютна температура T , та повний тепловмiст (ентальпiя)W . Згiдно
другого закону термодинамiки змiна ентропiї в елементарному об’ємi при
iзотермiчному процесi дається диференцiальним спiввiдношенням:

dS =
1

T

(
dε+

dp

ρ

)
(3.3.30)

а змiна ентальпiї спiввiдношенням:

dW = d

(
ε+

p

ρ

)
, (3.3.31)

або з врахуванням попереднього:

dW = T ds+
dp

ρ
(3.3.32)

Для певних режимiв руху рiдини (малi швидкостi, вiдсутнiсть великих
градiєнтiв параметрiв) з системи законiв з використанням щойно наведе-
них рiвностей можна отримати ще один закон збереження для iдеальної
рiдини, який називається закон збереження ентропiї:

∂ρS

∂t
= ∇ · (ρV S) = 0. (3.3.33)

Це рiвняння у цьому випадку можна використовувати замiсть закону
збереження енергiї, а рiвняння стану доцiльно розглядати у виглядi

S = S(p, ρ). (3.3.34)
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3.3.5 Додатковi умови математичної моделi руху iдеальної рi-
дини

Як правило систему рiвнянь руху iдеальної рiдини розглядають в областi
G, яка обмежена деякою поверхнею S та на деякому промiжку часу t >
t0. Для видiлення єдиного розв’язку системи рiвнянь необхiдно задати
додатковi умови.

Початковi умови задають значення усiх невiдомих параметрiв в початко-
вий момент часу, нехай t0 = 0:

• ρ(x, 0) = ρ0(x) — початкова щiльнiсть;

• V (x, 0) = V0(x) — початкова вектор-функцiя швидкостi;

• p(x, 0) = p0(x) — початкова функцiя тиску.

На границi областi S необхiдно задавати граничнi умови, вигляд яких
залежить вiд фiзичного змiсту задачi.

3.3.6 Задача обтiкання тiл

Рис. 1: До контакту з поверхнею ∂S тiла S був потiк iдеальної рiдини з
паралельними лiнiями, а пiсля контакту утворився збурений потiк:

S

Через поверхню тiла потiк iдеальної рiдини не протiкає це означає, що
нормальна складова вектора швидкостi дорiвнює нормальнiй складовiй
вектору швидкостi поверхнi тiла Un:

Vn(x, t)|x∈S = Un(x, t). (3.3.35)

Якщо тiло нерухоме, а потiк набiгає на тiло, то умова непротiкання при-
ймає вигляд

Vn(x, t)|x∈S = 0. (3.3.36)
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3.3.7 Задача про поршень

Визначення 3.3.7.1 (поршня). Поршень — непрониклива для рiдини по-
верхня, яка рухається в просторi, i при цьому може змiнювати свою фор-
му.

Задача про поршень узагальнює задачу обтiкання тiла. Рiвняння поверх-
нi поршня запишемо у виглядi:

h(x, t) = 0. (3.3.37)

На поверхнi поршня повинна виконуватись умова непротiкання. Запи-
шемо її з використанням рiвняння поверхнi поршня:

dh =
3∑

i=1

∂h

∂xi
· dxi +

∂h

∂t
· dt = 0. (3.3.38)

Позначимо Ui = dxi/ dt — складовi вектора швидкостi поверхнi в на-
прямку вiсi Oxi. Вектор нормалi до поверхнi поршня можна записати у
виглядi

~n =
∇h
‖∇h‖

(3.3.39)

Тодi легко отримати нормальну складову вектору швидкостi поверхнi:(
3∑

i=1

hxi
Ui

)
· 1

‖∇h‖
= Un = − h′t

‖∇h‖
. (3.3.40)

Нормальна складова вектора швидкостi рiдини дорiвнює:

Vn =
〈
~V , ~n

〉
=

3∑
i=1

Vihxi

‖∇h‖
. (3.3.41)

Прирiвнюючи нормальну складову вектору швидкостi поверхнi i вектору
швидкостi рiдини отримаємо граничну умову на поршнi

− h′t
‖∇h‖

=
3∑

i=1

Vihxi

‖∇h‖
. (3.3.42)

Або пiсля скорочення

∂h

∂t
+

3∑
i=1

∂h

∂xi
· Vi

∣∣∣∣∣
x∈S

= 0 (3.3.43)

— гранична умова на поверхнi S поршня.
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3.3.8 Задача про вiльну поверхню

Визначення 3.3.8.1 (вiльної поверхнi). Вiльна поверхня — поверхня, яка
роздiляє двi iдеальнi рiдини, i форма цiєї поверхнi знаходиться в проце-
сi розв’язку задачi, нехай h(x, t) — невiдома функцiя, яка описує форму
поверхнi.

Оскiльки через вiльну поверхню рiдина не протiкає то на цiй поверхнi
виконується умова як i на поверхнi поршня з невiдомою функцiєю h(x, t):

∂h

∂t
+

3∑
i=1

∂h

∂xi
· Vi

∣∣∣∣∣
x∈S

= 0 (3.3.44)

Це додаткове рiвняння для знаходження функцiї h.

Для знаходження додаткової невiдомої функцiї h на поверхнi роздiлу
середовищ задається розподiл тиску:

p(x, t)|x∈S = Pa(x, t). (3.3.45)

Для випадку поршня i для випадку вiльної поверхнi початковий стан
поверхнi задається у виглядi:

h(x, 0) = h0(x). (3.3.46)

3.3.9 Задача руху рiдини в каналах

Визначення 3.3.9.1 (каналу). Канал — просторова область, яку можна
утворити якщо перемiщувати вздовж деякого незамкненого контуру в
просторi нанизаний на нього замкнений контур змiнної форми. В резуль-
татi утвориться область обмежена непроникливою для рiдини поверхнею
S3, i проникливими для рiдини поверхнями S1, S2 через якi рiдина може
втiкати або витiкати:

S1

S3

S2

Як правило канали використовують для перетворення потокiв.
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Постановка граничних умов для течiй в каналах має специфiку, яка ви-
значається властивостями рiвнянь руху iдеальної рiдини (газової дина-
мiки). Граничнi умови на непроникливiй поверхнi S3 є класичнi умови
непротiкання. Вигляд граничних умов на поверхнях S1 та S2 залежить
вiд швидкiстю рiдина на цих границях, а також вiд того втiкає або витi-
кає рiдина з каналу.

Рухи рiдини можна роздiлити на два режими:

• Vn > c — надзвуковий режим руху (швидкий рух);

• Vn < c — дозвуковий режим руху (повiльний рух).

Зауваження 3.3.9.1 — Тут c — термодинамiчна скалярна вели-
чина, яка характеризує швидкiсть розповсюдження малих збурень
(акустичних коливань) в рiдинi. Для визначення швидкостi звуку
використовується спiввiдношення

c2 =
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S=const

> 0. (3.3.47)

При цьому рiвняння стану зручно вибирати у виглядi S = S(p, ρ).

1. Розглянемо дозвукове втiкання на поверхнi S1: Vn < c.

В цьому випадку необхiдно задавати одну динамiчну умову, напри-
клад потiк маси через поверхню:

(ρVn)(x, t) = K (p(x, t)− pa)|x∈S1
(3.3.48)

Зауваження 3.3.9.2 — Тут p(x, t) — тиск на поверхнi S1, pa
— атмосферний тиск, (ρVn)(x, t) — потiк маси.

Зауваження 3.3.9.3 — Оскiльки рiдина втiкає, то pa > p(x, t).

Друга гранична умова при дозвуковому втiканнi потребує завдання
однiєї термодинамiчної функцiї, наприклад ентропiї:

S(x, t)|x∈S1
= Si, (3.3.49)

або питомої внутрiшньої енергiї

ε(x, t)|x∈S1
= εi, (3.3.50)
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2. Розглянемо дозвукове витiкання на поверхнi S2: Vn < c.

В цьому випадку достатньо задати лише одну граничну умову:

(ρVn)(x, t) = K (p(x, t)− pa)|x∈S2
(3.3.51)

Зауваження 3.3.9.4 — Оскiльки рiдина витiкає, то pa < p(x, t).

3. Розглянемо надзвукове втiкання на поверхнi S1: Vn > 1,

При надзвуковому втiканнi рiдини на границi S1 необхiдно задавати
усi п’ять функцiй:

~V
∣∣∣
x∈S1

= ~Vin, ρ|x∈S1
= ρin, p|x∈ S1

= pin. (3.3.52)

4. Розглянемо надзвукове витiкання через поверхню S2: Vn > c.

В цьому випадку нiяких граничних умов на вiдповiднiй границi
ставити не треба, рiдина, яка дуже швидко витiкає через S2 нiяк
не впливає на внутрiшню течiю в каналi.
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