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1 Âñòóï

1.1 Ïðåäìåò i ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

Ñó÷àñíi òåõíîëîãi¨ äîñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî ñâiòó äîâîëi iíòåíñèâíî âèêî-
ðèñòîâóþòü ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, çîêðåìà öi ìåòîäè øè-
ðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òîäi, êîëè äîñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî (ôiçè÷íîãî)
îá'¹êòó ¹ íåìîæëèâèìè, àáî íàäòî äîðîãèìè. Âæå òðàäèöiéíèìè ñòàëè
ìîäåëþâàííÿ âëàñòèâîñòåé òàêèõ ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ:

• òåìïåðàòóðíi ïîëÿ i òåïëîâi ïîòîêè;

• åëåêòðè÷íi, ìàãíiòíi òà åëåêòðîìàãíiòíi ïîëÿ;

• êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè â ðîç÷èíàõ, ðîçïëàâàõ àáî ñóìiøàõ;

• íàïðóæåííÿ i äåôîðìàöi¨ â ïðóæíèõ òâåðäèõ òiëàõ;

• ïàðàìåòðè ðiäèíè àáî ãàçó, ÿêèé ðóõà¹òüñÿ (îáòiêà¹) äåÿêå òiëî;

• ïåðåíîñ ðiçíèõ ñóáñòàíöié ïîòîêàìè ðiäèí àáî ãàçó òà iíøi.

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ óñiõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü ïå-
ðåëi÷åíi òà áàãàòî iíøèõ ïðîöåñiâ ¹ òå, ùî ïàðàìåòðè, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü
iíòåðåñ äëÿ äîñëiäíèêà ¹ ôóíêöiÿìè òî÷êè ïðîñòîðó x = (x1, x2, x3) òà
÷àñó t, à ñàìi ñïiââiäíîøåííÿ ç ÿêèõ öi õàðàêòåðèñòèêè îá÷èñëþþòüñÿ
¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi ñïåöiàëüíèìè
äîäàòêîâèìè óìîâàìè (êðàéîâèìè óìîâàìè), ÿêi äîçâîëÿþòü âèäiëÿòè
îäíîçíà÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ñêàçàòè, ùî îñíîâíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ïðå-
äìåòó ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà ¹ êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ
ïîõiäíèõ, ÿêi ìîäåëþþòü ïåâíi ôiçè÷íi ïðîöåñè.

Ïðîöåñ äîñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî îá'¹êòó ôiçè÷íîãî ñâiòó ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè çà íàñòóïíîþ ñõåìîþ:

1. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðåàëüíîãî ïðîöåñó ó âèãëÿäi äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â
÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, äîïîâíåííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.
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2. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñôîðìóëüîâàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç òî-
÷êè çîðó ¨¨ êîðåêòíîñòi. Êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷i ïåðåäáà÷à¹
âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ óìîâ:

• Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i iñíó¹;

• Ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé;

• Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ.

3. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i:

• òî÷íîãî äëÿ íàéáiëüø ïðîñòèõ çàäà÷;

• àáî íàáëèæåíîãî äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷.

Òðåáà âiäìiòèòè, ùî óñi ïåðåëi÷åíi ïóíêòè äîñëiäæåííÿ îêðiì ïîáóäî-
âè íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäíîñÿòüñÿ äî ïðåäìåòó
äèñöèïëiíè Ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìàòåìà-
òè÷íèé àïàðàò íàñòóïíèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè:

• ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç;

• ëiíiéíà àëãåáðà;

• äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ;

• òåîðiÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨;

• ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç;

Ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêîðèñòîâóþòüñÿ çíàííÿ ç åëåìåí-
òàðíî¨ ôiçèêè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä äîâîëi ïðîñòî¨ i â òîé æå ÷àñ öiëêîì ðåàëüíî¨ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà â ñòðèæíi.
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Ïðèêëàä 1.1.0.1 (ìîäåëi ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà â ñòðèæíi)

Íåõàé ìè ìà¹ìî îäíîðiäíèé ñòðèæåíü ç òåïëîiçîëüîâàíîþ áîêîâîþ
ïîâåðõíåþ i íàñòóïíèìè ôiçè÷íèìè ïàðàìåòðàìè:

• ρ � ãóñòèíà ìàòåðiàëó;

• S � ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó;

• k � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi;

• c � êîåôiöi¹íò òåïëî¹ìíîñòi;

• L � äîâæèíà ñòðèæíÿ.

Ïîçíà÷èìî u(x, t) � òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ â òî÷öi x â ìîìåíò ÷àñó
t, u0(x) � òåìïåðàòóðó ñòðèæíÿ ó òî÷öi x â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
t = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî íà ëiâîìó êiíöi ñòðèæíÿ òåìïåðàòóðà çìiíþ¹òüñÿ çà
çàäàíèì çàêîíîì ϕ(t), à ïðàâèé êiíåöü ñòðèæíÿ òåïëîiçîëüîâàíèé.

Â òàêèõ ïðèïóùåííÿõ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi
íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

• äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

cρ · ∂u(x, t)

∂t
= k · ∂

2u(x, t)

∂x2
, 0 < x < L, t > 0 (1.1.1)

• ãðàíè÷íi óìîâè íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ:

u(0, u) = ϕ(t),
∂u(L, t)

∂x
= 0 (1.1.2)

• ïî÷àòêîâà óìîâà:
u(x, 0) = u0(t) (1.1.3)
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2 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ

2.0.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.1. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ � ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü íå-

âiäîìó ôóíêöiþ ïiä çíàêîì iíòåãðàëó.

Áàãàòî çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè çâîäÿòüñÿ äî ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü íàñòóïíèõ äâîõ âèãëÿäiâ.

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.2 (iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó). Iíòå-

ãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Ôðåäãîëüìà II ðîäó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x). (2.0.1)

Òóò λ � êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð, λ ∈ C (âiäîìèé àáî íåâiäîìèé), G �
îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ, G ⊆ Rn, G � çàìêíåíà òà îáìåæåíà.

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.3 (iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäó). Iíòå-

ãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Ôðåäãîëüìà I ðîäó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = f(x). (2.0.2)

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.4 (ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ). ßäðîì iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü íàâåäåíèõ âèùå íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
.

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.5 (âiëüíîãî ÷ëåíà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ). Âiëüíèì

÷ëåíîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íàâåäåíèõ âèùå íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ f(x) ∈
C
(
G
)
.

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.6 (îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó). Iíòåãðà-

ëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ïðè f(x) ≡ 0 íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy. (2.0.3)
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Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.7 (iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà). Çðîçóìiëî, ùî êîæíî-

ìó ÿäðó K(x, y) âiäïîâiäà¹ iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð K ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷ííîì:

K : ϕ(x) 7→ (Kϕ)(x) =

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy. (2.0.4)

Çàóâàæåííÿ 2.0.1.1 � Áóäåìî çàïèñóâàòè iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ
ñêîðî÷åíî â îïåðàòîðíié ôîðìi:

ϕ = λKϕ+ f, (2.0.5)

Kϕ = f, (2.0.6)

ϕ = λKϕ. (2.0.7)

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.8 (ñïðÿæåíîãî (ñîþçíîãî ÿäðà)). Ñïðÿæåíèì (ñþ-

çíèì) ÿäðîì íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

K?(x, y) = K(y, x). (2.0.8)

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.9 (ñïðÿæåíîãî (ñîþçíîãî) ðiâíÿííÿ). Iíòåãðàëüíå ðiâ-

íÿííÿ

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x) (2.0.9)

íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì (ñîþçíèì) äî âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó.

Çàóâàæåííÿ 2.0.1.2 � Îïåðàòîðíà ôîðìà ðiâíÿíü îñòàííiõ äâîõ
ðiâíÿíü:

ψ = λK?ψ + g, (2.0.10)

ψ = λK?ψ. (2.0.11)

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.10 (õàðàêòåðèñòè÷íèõ (âëàñíèõ) ÷èñåë ÿäðà). Êîì-

ïëåêñíi λ, ïðè ÿêèõ îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó

ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè, íàçèâàþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè (âëàñíè-
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ìè) ÷èñëàìè ÿäðà K(x, y).

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.11 (âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà). Ðîçâ'ÿçêè, ÿêi âiäïîâiäà-

þòü âëàñíèì ÷èñëàì, íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ÿäðà.

Âèçíà÷åííÿ 2.0.1.12 (êðàòíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà). Êiëüêiñòü

ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ âëàñíèõ ôóíêöié íàçèâà¹òüñÿ êðàòíiñòþ õàðàêòåðè-

ñòè÷íîãî ÷èñëà.

2.1 Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

2.1.1 Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ íåïåðåðâíîãî ÿäðà

Íàãàäà¹ìî êiëüêà âèçíà÷åíü:

Âèçíà÷åííÿ 2.1.1.1 (íîðìè ó C
(
G
)
). Íîðìîþ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié C
(
G
)
íàçèâà¹òüñÿ

‖f‖C(G) = max
x∈G
|f(x)|. (2.1.1)

Âèçíà÷åííÿ 2.1.1.2 (íîðìè ó L2(G)). Íîðìîþ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì ôóíêöié L2(G) íàçèâà¹òüñÿ

‖f‖L2(G) =

ˆ
G

|f(x)|2 dx

1/2

. (2.1.2)

Âèçíà÷åííÿ 2.1.1.3 (ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ó L2(G)). Ñêàëÿðíîèì äîáó-

òêîì ó ïðîñòîði L2(G) íàèçâà¹òüñÿ

(f, g)L2(G) =

ˆ

G

f(x)ḡ(x) dx. (2.1.3)
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Ëåìà 2.1.1.1

Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð K ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì K(x, y) ïåòâîðþ¹

ìíîæèíè ôóíêöié C
(
G
)
K−→ C

(
G
)
, L2(G)

K−→ L2(G), L2(G)
K−→ C

(
G
)

îáìåæåíèé òà ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:

‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G), (2.1.4)

‖Kϕ‖L2(G) ≤MV ‖ϕ‖L2(G), (2.1.5)

‖Kϕ‖C(G) ≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G), (2.1.6)

äå

M = max
(x,y)∈G×G

|K(x, y)|, V =

ˆ

G

dy. (2.1.7)

Çàóâàæåííÿ 2.1.1.1 � Ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî äîâiëüíà ôóíêöiÿ ϕ ç
ìíîæèíè ôóíêöié C

(
G
)
ïiä äi¹þ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K ïåðå-

õîäèòü ó ôóíêöiþ Kϕ ç ìíîæèíè ôóíêöié C
(
G
)
, i òàê äàëi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈ L2(G). Òîäi ϕ � àáñîëþòíî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ íà
G i, îñêiëüêè ÿäðî K(x, y) íåïåðåðâíå íà G×G, ôóíêöiÿ (Kϕ)(x) íåïå-
ðåðâíà íàG. Òîìó îïåðàòîðK ïåðåâîäèòü L2(G) â C

(
G
)
i, ç âðàõóâàííÿì

íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îáìåæåíèé. Äîâåäåìî íåðiâíîñòi:

1. ‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G):

‖Kϕ‖C(G) = max
x∈G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈G

ˆ

G

(|K(x, y)| · |ϕ(y)|) dy ≤

≤ max
x∈G

max
y∈G
|K(x, y)| ·max

y∈G
|ϕ(y)| ·

ˆ

G

dy

 ≤
≤ max

(x,y)∈G×G
|K(x, y)| ·max

y∈G
|ϕ(y)| ·

ˆ

G

dy =

= MV ‖ϕ‖C(G).

(2.1.8)
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2. ‖Kϕ‖L2(G) ≤MV ‖ϕ‖L2(G):

(
‖Kϕ‖L2(G)

)2
=

ˆ

G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
ˆ

G

∣∣∣∣∣∣max
y∈G
|K(x, y)| ·

ˆ

G

ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
(

max
(x,y)∈G×G

|K(x, y)|
)2

·

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

·
ˆ

G

dx ≤

≤ (M‖ϕ‖L2(G)V )2.
(2.1.9)

3. ‖Kϕ‖C(G) ≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G):

‖Kϕ‖C(G) = max
x∈G
|(Kϕ)(x)| =

= max
x∈G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈G

√√√√ˆ
G

|K(x, y)|2 dy ·

√√√√ˆ
G

|ϕ(y)|2 dy ≤

≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G).

(2.1.10)

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó çàïèñàíîãî ó îïåðàòîðíié
ôîðìi áóäåìî øóêàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, òîáòî çàïóñòèìî
íàñòóïíèé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ:

ϕ0 = f, ϕ1 = λKϕ0 + f, ϕ2 = λKϕ1 + f, . . . , ϕn+1 = λKϕn + f.
(2.1.11)

Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

ϕn+1 =
n+1∑
i=0

λiKif, (2.1.12)

äå Ki+1 = K(Ki).
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Õî÷åòüñÿ çà ðîçâ'ÿçîê âçÿòè ôóíêöiþ

ϕ∞ = lim
n→∞

ϕn. (2.1.13)

Öå ïiäâîäèòü íàñ äî

Âèçíà÷åííÿ 2.1.1.4 (ðÿäó Íåéìàíà). Ðÿäîì Íåéìàíà îïåðàòîðà K íà-

çèâà¹òüñÿ
∞∑
i=0

λiKif = lim
n→∞

ϕn. (2.1.14)

Äîñëiäèìî çáiæíiñòü ðÿäó Íåéìàíà:∥∥∥∥∥
∞∑
i=0

λiKif

∥∥∥∥∥
C(G)

≤
∞∑
i=0

|λi| · ‖Kif‖C(G) ≤

≤
∞∑
i=0

|λi| · (MV )i · ‖f‖C(G) =
‖f‖C(G)

1− |λ| ·MV
.

(2.1.15)

Ñïðàâäi,
‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G), (2.1.16)

òîìó
‖K2ϕ‖C(G) ≤ (MV )2‖ϕ‖C(G) (2.1.17)

i, âçàãàëi êàæó÷è,

‖Kiϕ‖C(G) ≤ (MV )i‖ϕ‖C(G). (2.1.18)

Îòæå ìè äîâåëè íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.1.1.1 (ïðî óìîâó çáiæíîñòi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëè-
æåíü)

Ðÿä Íåéìàíà çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïðè

|λ| < 1

MV
. (2.1.19)

Ëåìà 2.1.1.2 (ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà óìîâè çáiæíîñòi ìåòîäó ïî-
ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè çáiæíîñòi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü iíòå-
ãðàëüíå ðiâíÿííÿ II ðîäó ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî ïðèïóñòèìî, ùî ¨õ äâà:

ϕ(1) = λKϕ(1) + f,

ϕ(2) = λKϕ(2) + f.
(2.1.20)

Òîäi ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ¨õíþ ðiçíèöþ

ϕ(0) = ϕ(1) − ϕ(2). (2.1.21)

Âîíà áóäå çàäîâîëüíÿòè ëîäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ:

ϕ(0) = λKϕ(0). (2.1.22)

Îá÷èñëèìî íîðìó ×åáèøåâà:

|λ| · ‖Kϕ(0)‖C(G) = ‖ϕ(0)‖C(G). (2.1.23)

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü ç ëåìè äî ëiâî¨ ÷àñòèíè îòðèìó¹ìî

‖ϕ(0)‖C(G) ≤ |λ| ·MV · ‖ϕ(0)‖C(G). (2.1.24)

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

(1− |λ| ·MV ) ·
∥∥ϕ(0)

∥∥
C(G) ≤ 0. (2.1.25)

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ‖ϕ(0)‖C(G) = 0.

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíà

Òåîðåìà 2.1.1.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðå-
äãîëüìà ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó)

Äîâiëüíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç íåïåðåðâ-
íèì ÿäðîì K(x, y) ïðè óìîâi |λ| < 1/MV ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ â
êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié C

(
G
)
äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiëü-

íîãî ÷ëåíà f . Öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ðÿäó
Íåéìàíà.
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2.1.2 Ïîâòîðíi ÿäðà

Òâåðäæåííÿ 2.1.2.1 (ïðî ïåðåíîñ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðó ÷åðåç êîìó
ó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó)

∀f, g ∈ L2(G) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(Kf, g)L2(G) = (f,K?g)L2(G). (2.1.26)

Äîâåäåííÿ. ßêùî f, g ∈ L2(G) òî, çà ëåìîþ 2.1.1.1, ìà¹ìî Kf,K?g ∈
L2(G), i òîìó

(Kf, g) =

ˆ

G

(Kf)(g(x)) dx =

=

ˆ

G

ˆ
G

K(x, y)f(y) dy

 g(x) dx =

=

ˆ

G

f(y)

ˆ
G

K(x, y)g(x) dx

 dy =

=

ˆ

G

f(y) · (K?g)(y) dy =

= (f,K?g).

(2.1.27)

Ëåìà 2.1.2.1 (ïðî êîìïîçèöiþ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ)

ßêùî K1, K2 � iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè ùî ìàþòü íåïåðåðâíi ÿäðà
K1(x, y) i K2(x, y) âiäïîâiäíî, òî îïåðàòîð K3 = K2K1 òàêîæ iíòå-
ãðàëüíèé îïåðàòîð ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì

K3(x, z) =

ˆ

G

K2(x, y)K1(y, z) dy. (2.1.28)

Çàóâàæåííÿ 2.1.2.1 � Ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà: (K2K1)
? =

K?
1K

?
2.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé K1(x, y), K2(x, y) � ÿäðà iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ K1,
K2. Ðîçãëÿíåìî K3 = K2K1:

(K3f)(x) = (K2K1f)(x) =

=

ˆ

G

K2(x, y)

ˆ
G

K1(y, z)f(z) dz

 dy =

=

ˆ

G

ˆ
G

K2(x, y)K1(y, z) dy

 f(z) dz =

=

ˆ

G

K3(x, z)f(z) dz.

(2.1.29)

Òîáòî ˆ

G

K2(x, y)K1(y, z) dy (2.1.30)

� ÿäðî îïåðàòîðà K2K1.

Çãiäíî ïðàâèëà ïåðåíîñó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åðåç êîìó ó ñêàëÿð-
íîìó äîáóòêó äëÿ âñiõ f, g ∈ L2(G) îòðèìó¹ìî (f,K?

3g − K?
1K

?
2g) = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî K?
3 = K?

1K
?
2.

Iç äîâåäåíî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîðè Kn = K(Kn−1) = (Kn−1)K �
iíòåãðàëüíi òà ¨õ ÿäðà K(n)(x, y) � íåïåðåðâíi òà çàäîâîëüíÿþòü ðåêó-
ðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

K(1)(x, y) = K(x, y), . . . , K(n)(x, y) =

ˆ

G

K(x, ξ)K(n−1)(ξ, y) dξ

(2.1.31)

Âèçíà÷åííÿ 2.1.2.1 (ïîâòîðíèõ (iòåðîâàíèõ) ÿäåð). Ïðè öüîìó iíòåãðà-

ëüíi ÿäðà K(n)(x, y) íàçèâàþòüñÿ ïîâòîðíèìè (iòåðîâàíèìè).

Çàóâàæåííÿ 2.1.2.2 � Îïåðàòîðíà ôîðìà:

Kf =

ˆ

G

K(x, y)f(y) dy, . . . , Knf =

ˆ

G

K(n)(x, y)f(y) dy. (2.1.32)
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2.1.3 Ðåçîëüâåíòà iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Ïðèãàäà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ II ðîäó ó
âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà. Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

ϕ(x) = f(x) + λ
∞∑
i=1

λi−1(Kif)x =

= f(x) +
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y)f(y) dy =

= f(x) + λ

ˆ

G

(
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y)

)
f(y) dy =

= f(x) + λ

ˆ

G

R(x, y, λ)f(y) dy,

(2.1.33)

ïðè |λ| < 1/MV .

Âèçíà÷åííÿ 2.1.3.1 (ðåçîëüâåíòè iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà). Ôóíêöiÿ

R(x, y, λ) =
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) (2.1.34)

íàçèâà¹òüñÿ ðåçîëüâåíòîþ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K(x, y).

Çàóâàæåííÿ 2.1.3.1 � Îïåðàòîðíà ôîðìà çàïèñó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿ-
ííÿ Ôðåäãîëüìà ÷åðåç ðåçîëüâåíòó ÿäðà ìà¹ âèãëÿä:

ϕ = f + λRf. (2.1.35)

Òâåðäæåííÿ 2.1.3.1

Ìàþòü ìiñöå îïåðàòîðíi ðiâíîñòi:

ϕ = (E + λR)f, (2.1.36)

(E − λK)ϕ = f, (2.1.37)

ϕ = (E − λK)−1f. (2.1.38)
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Âïðàâà 2.1.3.1. Äîâåäiòü ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ.

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

E + λR = (E − λK)−1, |λ| < 1

MV
. (2.1.39)

Çâàæóþ÷è íà ôîðìóëó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ÷åðåç ðåçîëüâåí-
òó, ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2.1.3.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðå-
äãîëüìà ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì äëÿ ìàëèõ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðó)

Áóäü-ÿêå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç íåïåðåðâ-
íèì ÿäðîì K(x, y) ïðè óìîâi |λ| < 1/MV ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ â
êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié C

(
G
)
äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiëü-

íîãî ÷ëåíà f . Öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi f +λRf
çà äîïîìîãîþ ðåçîëüâåíòè R.
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Ïðèêëàä 2.1.3.1

Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ

ϕ(x) = x+ λ

1ˆ

0

(xt)2ϕ(t) dt.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî M = 1 i V = 1.

Ïîáóäó¹ìî ïîâòîðíi ÿäðà

K(1)(x, t) = x2t2,

K2(x, t) =

1ˆ

0

x2z4t2 dz =
x2t2

5
,

K(p)(x, t) =
1

5p−2

1ˆ

0

x2z4t2 dz =
x2t2

5p−1
.

Ðåçîëüâåíòà ìà¹ âèãëÿä

R(x, t, λ) = x2t2
(

1 +
λ

5
+
λ2

52
+ . . .+

λp

5p
+ . . .

)
=

5x2t2

5− λ
, |λ| < 5.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

ϕ(x) + x+

1ˆ

0

5x2t3

5− λ
dt = x+

5x2

4(5− λ)
.
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2.1.4 Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ïîëÿðíèì ÿäðîì

Âèçíà÷åííÿ 2.1.4.1 (ïîëÿðíîãî ÿäðà). ßäðî K(x, y) íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿð-
íèì, ÿêùî âîíî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α
(2.1.40)

äå A ∈ C
(
G×G

)
, |x − y| =

(∑n
i=1(xi − yi)2

)1/2
, α < n (n � ðîçìiðíiñòü

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó).

Âèçíà÷åííÿ 2.1.4.2 (ñëàáî ïîëÿðíîãî ÿäðà). Ïîëÿðíå ÿäðî íàçèâà¹òüñÿ

ñëàáî ïîëÿðíèì, ÿêùî α < n/2.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(x, y) dy + f(x) (2.1.41)

ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì K(x, y) ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ìàâ âèãëÿä:

ϕ0 = f, ϕ1 = f + λKϕ0, . . . , ϕn+1 = f + λKϕn. (2.1.42)

Îöiíêè, ùî çàñòîñîâóâàëèñü äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð íå ïðàöþþòü äëÿ ïî-
ëÿðíèõ ÿäåð, òîìó ùî ìàêñèìóì ïîëÿðíîãî ÿäðà ðiâíèé íåñêií÷åííîñòi
(ÿäðî íåîáìåæåíå â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi), îòæå, ñôîðìóëþ¹ìî ëåìó àíà-
ëîãi÷íó ëåìi 2.1.1.1 äëÿ ïîëÿðíèõ ÿäåð.

Ëåìà 2.1.4.1

Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîðK ç ïîëÿðíèì ÿäðîì K(x, y) ïåðåâîäèòü ìíî-

æèíó ôóíêöié C
(
G
)
K−→ C

(
G
)
i ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G), (2.1.43)

äå

N = max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)| dy. (2.1.44)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ Kϕ íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.
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Îöiíèìî ïðè óìîâi |x− x0| < η/2 âèðàç:∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy −
ˆ

G

K(x0, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

A(x, y)

|x− y|α
ϕ(y) dy −

ˆ

G

A(x0, y)

|x0 − y|α
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
ˆ

G

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ |ϕ(y)| dy ≤ (∗) (2.1.45)

âèíåñåìî maxϕ(y) ó âèãëÿäi ‖ϕ‖C(G), à iíòåãðàë ðîçiá'¹ìî íà äâà iíòå-
ãðàëè:

• iíòåãðàë ïî U(x0, η) � êóëi ç öåíòðîì â x0 i ðàäióñîì η;

• iíòåãðàë ïî çàëèøêó G \ U(x0, η):

(∗) ≤ ‖ϕ‖C(G)

 ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy +

+

ˆ

G\U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy
 (2.1.46)

Îöiíèìî òåïåð êîæíèé ç iíòåãðàëiâ:
ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy ≤ A0

ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ dy

|x− y|α
− dy

|x0 − y|α

∣∣∣∣ ,
(2.1.47)

äå A0 � max ôóíêöi¨ A(x, y) íà ïîòðiáíié ìíîæèíi.

Ââåäåìî óçàãàëüíåíi ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè ç öåíòðîì ó òî÷öi x0 â ïðî-
ñòîði Rn:

y1 = x0,1 + ρ cos ν1

y2 = x0,2 + ρ sin ν1 cos ν2

. . .

yn−1 = x0,n−1 + ρ sin ν1 · . . . · cos νn−1

yn = x0,n + ρ sin ν1 · . . . · sin νn−1

(2.1.48)
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ßêîáiàí ïåðåõîäó ìà¹ âèãëÿä:

D(y1, . . . , yn)

ρ, ν1, . . . , νn−1
= ρn−1Φ(sin ν1, . . . , sin νn−1, cos ν1, . . . , cos νn−1), (2.1.49)

äå 0 ≤ ρ ≤ η, 0 ≤ νi ≤ π, i = 1, n− 2, 0 ≤ νn−1 ≤ 2π.

Îòðèìà¹ìî

ˆ

U(x0,η)

dy

|x0 − y|α
= σn

ηˆ

0

ρn−1 dρ

ρα
= σn

ρn−α

n− α

∣∣∣∣η
0

=
σnη

n−α

n− α
≤ ε

4
, (2.1.50)

äå σn � ïëîùà ïîâåðõíi îäèíè÷íî¨ ñôåðè â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði Rn.

Îñêiëüêè |x− x0| < η/2, òî
ˆ

U(x0,η)

dy

|x− y|α
≤

ˆ

U(x0,3η/2)

dy

|x0 − y|α
≤ σn
n− α

(
3η

2

)n−α
≤ ε

4
. (2.1.51)

Îñêiëüêè
A(x, y)

|x− y|α
∈ C

(
U(x0, η/2)×G \ U(x0, η)

)
, (2.1.52)

òî ˆ

G\U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy ≤ ε

2
. (2.1.53)

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî∣∣∣∣ˆ
G

K(x, y)ϕ(y) dy −
ˆ
G

K(x0, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ε, (2.1.54)

òîáòî ôóíêöiÿ Kϕ íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.

Äîâåäåìî îöiíêó ‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G):∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

G

|K(x, y)||ϕ(y)| dy ≤

≤ ‖ϕ‖C(G)

ˆ

G

|K(x, y)| ≤

≤ |ϕ‖C(G) max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)| dy =

= N‖ϕ‖C(G),

(2.1.55)
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îòæå ‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G).

Ïîêàæåìî ñêií÷åííiñòü N . Ðîçãëÿíåìîˆ

G

|K(x, y)| dy ≤ A0

ˆ

G

dy

|x− y|α
≤ (∗). (2.1.56)

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x, iñíó¹ ðàäióñ D = diamG (ðiâíèé ìàêñèìàëüíîìó
äiàìåòðó îáëàñòi G) òàêèé, ùî â êóëþ ç öèì ðàäióñîì ïîïàäà¹ áóäü-ÿêà
òî÷êà y, à òîìó

(∗) ≤ A0

ˆ

U(x,D)

dy

|x− y|α
= A0

σn
n− α

Dn−α. (2.1.57)

Òåîðåìà 2.1.4.1 (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðå-
äãîëüìà ç ïîëÿðíèì ÿäðîì äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó)

Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó ç ïîëÿðíèì ÿäðîìK(x, y)
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äëÿ áóäü-ÿêîãî
íåïåðåðâíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f ïðè óìîâi

|λ| < 1

N
(2.1.58)

i öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ðÿäîì Íåéìàíà, ÿêèé çái-
ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Ñôîðìóëþ¹ìî óìîâó çáiæíîñòi ðÿäó Íåéìàíà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðÿä Íåéìàíà ìà¹ âèãëÿä

ϕ =
∞∑
i=0

λiKif, (2.1.59)

ïðè÷îìó, ç ùîéíî äîâåäåíî¨ ëåìè, ìîæåìî çàïèñàòè

‖ϕ‖C(G) ≤
∞∑
i=1

|λ|i ·N i · ‖f‖C(G). (2.1.60)

Îñòàííié ðÿä � ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ i çáiãà¹òüñÿ ïðè óìîâi |λ| < 1/N .
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Ëåìà 2.1.4.2

Íåõàé ìà¹ìî äâà ïîëÿðíèõ ÿäðà

Ki(x, y) =
Ai(x, y)

|x− y|αi
, αi < n, i = 1, 2, (2.1.61)

à îáëàñòü G îáìåæåíà, òîäi ÿäðî

K3(x, y) =

ˆ
G

K2(x, ξ)K1(ξ, y) dξ (2.1.62)

òàêîæ ïîëÿðíå, ïðè÷îìó ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

K3(x, y) =


A3(x, y)

|x− y|α1+α2−n
, α1 + α2 − n > 0,

A3(x, y) ln |x− y|+B3(x, y), α1 + α2 − n = 0,

A3(x, y), α1 + α2 − n < 0,

(2.1.63)

äå A3, B3 � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

Âïðàâà 2.1.4.1. Äîâåäiòü öþ ëåìó.

Ç öi¹¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî âñi ïîâòîðíi ÿäðà K(p)(x, y), ïîëÿðíîãî ÿäðà
K(x, y) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì îöiíêàì:

K(2)(x, y) =


A2(x, y)

|x− y|2α−n
, 2α− n > 0,

A2(x, y) ln |x− y|+B2(x, y), 2α− n = 0,

A2(x, y), 2α− n < 0,

K(3)(x, y) =


A3(x, y)

|x− y|3α−2n
, 3α− 2n > 0,

A3(x, y) ln |x− y|+B3(x, y), 3α− 2n = 0,

A3(x, y), 3α− 2n < 0,

K(p)(x, y) =


Ap(x, y)

|x− y|pα−(p−1)n
, pα− (p− 1)n > 0,

Ap(x, y) ln |x− y|+Bp(x, y), pα− (p− 1)n = 0,

Ap(x, y), pα− (p− 1)n < 0.

(2.1.64)
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Çàóâàæåííÿ 2.1.4.1 � Ñïðàâäi, òóò α1 = α2 = α, òîìó α1 + α2

çàìiíåíî íà 2α i àíàëîãi÷íî.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ ∀α, n iñíó¹ p0 òàêå, ùî ïî÷èíàþ÷è ç íüîãî âñi
ïîâòîðíi ÿäðà ¹ íåïåðåðâíi. Ñïðàâäi, äëÿ âèêîíàííÿ

pα− (p− 1)n < 0 (2.1.65)

äîñòàòíüî
(n− α)p > n, (2.1.66)

ùî â ñâîþ ÷åðãó ðiâíîñèëüíî

p >
n

n− α
. (2.1.67)

Çàóâàæåííÿ 2.1.4.2 � Îñòàííÿ íåðiâíiñòü äà¹ íå ëèøå ÿêiñíèé
ôàêò iñíóâàííÿ òàêîãî p0, àëå i öiëêîì êiëüêiñíó îöiíêó:

p0 =

[
n

n− α

]
+ 1. (2.1.68)

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ðåçîëüâåíòà R(x, y, λ) ïîëÿðíîãî ÿäðà K(x, y) ñêëàäà-
¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí:

• ïîëÿðíî¨ ñêëàäîâî¨ R1(x, y, λ);

• íåïåðåðâíî¨ ñêëàäîâî¨ R2(x, y, λ):

R(x, y, λ) = R1(x, y, λ) +R2(x, y, λ) =

=
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) =

=

p0−1∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) +
∞∑
i=p0

λi−1K(i)(x, y).

(2.1.69)

Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðåçîëüâåíòè, ïîòðiáíî äîñëiäèòè çáiæíiñòü íå-
ñêií÷åííîãî ðÿäó R2(x, y, λ). Âií ñõîäèòüñÿ ðiâíîìiðíî ïðè x, y ∈ G,
|λ| ≤ 1/N − ε, ∀ε > 0, âèçíà÷àþ÷è íåïåðåðâíó ôóíêöiþ R ïðè x, y ∈ G,
|λ| < 1/N i àíàëiòè÷íó ïî λ â êðóçi

|λ| < 1

N
. (2.1.70)
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Äiéñíî

R2(x, y, λ) =
∞∑
i=p0

λi−1K(i)(x, y). (2.1.71)

Ó ñâîþ ÷åðãó, ∣∣λp0+s−1K(p0+s)(x, y)
∣∣ ≤ |λ|p0+s−1Mp0N

s, (2.1.72)

äå
Mp0 = max

(x,y)∈G×G
|Kp0(x, y)|. (2.1.73)

Òàêèì ÷èíîì ðÿä R2(x, y, λ) ìàæîðó¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ, ÿêà
çáiãà¹òüñÿ ïðè óìîâi |λ| < 1/N .

2.2 Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà

2.2.1 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåíèì ÿäðîì

Âèçíà÷åííÿ 2.2.1.1 (âèðîäæåíîãî ÿäðà). Íåïåðåðâíå ÿäðî K(x, y) íàçè-
âà¹òüñÿ âèðîäæåíèì, ÿêùî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

K(x, y) =

N∑
i=1

fi(x)gi(y), (2.2.1)

äå {fi}i=1,N , {gi}i=1,N ⊂ C
(
G
)
, i {fi}i=1,N òà {gi}i=1,N � ëiíiéíî íåçàëåæíi

ñèñòåìè ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ 2.2.1.2 (iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ç âèðîäæå-

íèì ÿäðîì). Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ç âèðîäæåíèì

ÿäðîì

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, u)ϕ(y) dy + f(x). (2.2.2)

Ïiäñòàâèìî âèãëÿä âèðîäæåíîãî ÿäðà i îòðèìà¹ìî:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

N∑
i=1

fi(x)gi(y)ϕ(y) dy + f(x) =

= λ
N∑
i=1

fi(x)

ˆ

G

gi(y)ϕ(y) dy + f(x) =

= f(x) + λ
N∑
i=1

cifi(x),

(2.2.3)

23



äå ïîçíà÷åíî

cj =

ˆ

G

gj(y)ϕ(y) dy. (2.2.4)

Ïiäñòàâèìî òåïåð ó cj âèðàæåííÿ ϕ(x) ÷åðåç ci:

cj =

ˆ

G

gj(y)ϕ(y) dy =

=

ˆ

G

gj(y)

(
f(y) + λ

N∑
i=1

cifi(y)

)
dy =

=

ˆ

G

gj(y)f(y) dy + λ
N∑
i=1

ci

ˆ

G

gj(y)fi(y) dy.

(2.2.5)

Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:

cj = λ
N∑
i=1

αjici + aj, j = 1, N, (2.2.6)

äå ïîçíà÷åíî

αji =

ˆ

G

gj(y)fi(y) dy, aj =

ˆ

G

gj(y)f(y) dy. (2.2.7)

Àíàëîãi÷íî äëÿ ñïðÿæåíîãî ÿäðà

K?(x, y) =
N∑
i=1

f i(y)gi(x), (2.2.8)

i ðiâíÿííÿ

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x), (2.2.9)

ïiäñòàâëÿþ÷è âèãëÿä âèðîäæåíîãî ÿäðà îòðèìó¹ìî

ψ(x) = λ
N∑
i=1

gi(x)

ˆ

G

f i(y)ψ(y) dy + g(x) = λ
N∑
i=1

digi(x) + g(x), (2.2.10)

äå ïîçíà÷åíî

di =

ˆ

G

f i(y)ψ(y) dy. (2.2.11)
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Çíîâó ïiäñòàâëÿ¹ìî ó dj âèðàæåííÿ ψ(x) ÷åðåç di:

dj =

ˆ

G

f j(y)

(
g(y) + λ

N∑
i=1

digi(y)

)
dy, (2.2.12)

i îòðèìó¹ìî ÑËÀÐ

dj = λ
N∑
i=1

βjidi + bj, i = 1, N, (2.2.13)

äå ïîçíà÷åíî

βji =

ˆ

G

f j(y)gi(y) dy, bj =

ˆ

G

f j(y)g(y) dy, (2.2.14)

ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

βji = αij. (2.2.15)

Çàóâàæåííÿ 2.2.1.1 � Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi öi ÑËÀÐ çàïèøóòüñÿ
òàê:

~c = λA~c+ ~a, (2.2.16)

~d = λA?~d+~b, (2.2.17)

ç ìàòðèöÿìè E − λA òà E − λA? âiäïîâiäíî i âèçíà÷íèêîì D(λ) =
|E − λA| = |E − λA?|.

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó öèõ ÑËÀÐ.

• Íåõàé D(λ) 6= 0, rang |E − λA| = rang
∣∣E − λA?∣∣ = N , òîäi öi ÑËÀÐ

ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ ~a i ~b âiäïîâiäíî,
à òîìó iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ç ïîëÿðíèìè ÿäðàìè (ÿê
ïðÿìå òàê i ñïðÿæåíå) ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè ïðè áóäü-ÿêèõ f òà g
âiäïîâiäíî, i öi ðîçâ'ÿçêè çàïèñóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ϕ(x) = λ

N∑
i=1

cifi(x) + f(x), (2.2.18)

ψ(x) = λ
N∑
i=1

digi(x) + g(x). (2.2.19)

25



• Íåõàé D(λ) = 0, rang |E − λA| = rang
∣∣E − λA?∣∣ = q < N , òîäi

îäíîðiäíi ÑËÀÐ

~c = λA~c, (2.2.20)

~d = λA?~d, (2.2.21)

ìàþòüN−q ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ~cs, ~ds, s = 1, N − q, äå âå-
êòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ ~cs = (cs1, . . . , csN), ~ds = (ds1, . . . , dsN),
òàêèì ÷èíîì âiäïîâiäíi îäíîðiäíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëü-
ìà ðiâíÿííÿ II ðîäó (ÿê ïðÿìå òàê i ñïðÿæåíå) ìàþòü N − q ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêi çàïèñóþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

ϕs(x) = λ
N∑
i=1

csifi(x), s = 1, N − q, (2.2.22)

ψs(x) = λ
N∑
i=1

dsigi(x), s = 1, N − q, (2.2.23)

äå ϕs(x), ψs(x) � âëàñíi ôóíêöi¨, à ÷èñëî N − q � êðàòíiñòü õàðà-
êòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ òà λ. Êîæíà ç ñèñòåì ôóíêöié ϕs, ψs, s =
1, N − q ëiíiéíî íåçàëåæíà, îñêiëüêè ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ¹ ñèñòå-
ìè ôóíêöié fi òà gi i ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè ~cs i ~ds, s = 1, N − q.

• Íàãàäà¹ìî îäíå ç ôîðìóëþâàíü òåîðåìè Êðîíåêåðà-Êàïåëëi:

Òåîðåìà 2.2.1.1 (Êðîíåêåðà-Êàïåëëi)

Äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùî áè âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ áóâ
îðòîãîíàëüíèì âñiì ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿ-
ííÿ.

Äëÿ íàøîãî âèïàäêó öþ óìîâó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi(
~a, ~ds

)
=

N∑
i=1

aidsi = 0, ∀s = 1, N − q. (2.2.24)

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè
(
~a, ~ds

)
= 0, s = 1, N − q íåîá-

õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âiëüíèé ÷ëåí ïðÿìîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó áóâ îðòîãîíàëüíèì ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî
îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ òîáòî

(f, ψs) = 0, s = 1, N − q (2.2.25)
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Äiéñíî, ìà¹ìî:

(f, ψs) =

ˆ

G

f(x)ψs(x) dx =

= λ
N∑
i=1

dsi

ˆ

G

f(x)gi(x) dx =

= λ
N∑
i=1

aidsi =

= λ(~a, ~ds) = 0,

(2.2.26)

äëÿ âñiõ s = 1, N − q.

Â öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ íå ¹äèíèé, i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî-
÷íiñòþ äî äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òîáòî
ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íàòÿãíóòî¨ íà ñèñòåìó âëàñíèõ âå-
êòîðiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ:

~c = ~c0 +

N−q∑
i=1

γi~ci, (2.2.27)

äå γi � äîâiëüíi êîíñòàíòè, ~c0 � áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü ~c0 = λA~c0 + ~a, òîäi ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-
ííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

ϕ(x) = ϕ0(x) +

N−q∑
i=1

γiϕi(x), (2.2.28)

äå ϕ0 � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ϕ0 = λKϕ0+f .
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Îòæå äîâåäåíi òàêi òåîðåìè:

Òåîðåìà 2.2.1.2 (Ïåðøà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð)

ßêùîD(λ) 6= 0, òî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó òà ñïðÿ-
æåíå äî íüîãî ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äîâiëüíèõ âiëüíèõ ÷ëåíiâ
f òà g ç êëàñó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 2.2.1.3 (Äðóãà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð)

ßêùî D(λ) = 0, òî îäíîðiäíå (f ≡ 0) ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî
ðîäó i ñïðÿæåíå äî íüîãî (g ≡ 0) ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíó N − q, äå q = rang(E − λA).

Òåîðåìà 2.2.1.4 (Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð)

ßêùî D(λ) = 0, òî äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II
ðîäó íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âiëüíèé ÷ëåí f áóâ îðòîãîíàëüíèì
óñiì ðîçâ'ÿçêàì îäíîðiäíîãî ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðè âèêîíàííi öi-
¹¨ óìîâè ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òà íå ¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî
ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íàòÿãíóòî¨ íà ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ.

Íàñëiäîê 2.2.1.1

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà âèðîäæåíîãî ÿäðà K(x, y) ñïiâïàäàþòü ç êî-
ðåíÿìè ïîëiíîìó D(λ) = 0, à ¨õ êiëüêiñòü íå ïåðåâèùó¹ N .
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Ïðèêëàä 2.2.1.1

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ϕ(x) = λ

πˆ

0

sin(x− y)ϕ(y) dy + cos(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðø çà âñå ïåðåïèøåìî ÿäðî ó âèðîäæåíîìó âèãëÿäi:

ϕ(x) = λ sin(x)

πˆ

0

cos(y)ϕ(y) dy − λ cos(x)

πˆ

0

sin(y)ϕ(y) dy + cos(x).

Ïîçíà÷èìî

c1 =

πˆ

0

cos(y)ϕ(y) dy, c2 =

πˆ

0

sin(y)ϕ(y) dy,

òîäi
ϕ(x) = λ(c1 sin(x)− c2 cos(x)) + cos(x).

Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü â ïîïåðåäíi îòðèìà¹ìî ñèñòåì ðiâíÿíü:
c1 =

πˆ

0

cos(y)(λc1 sin(y)− λc2 cos(y) + cos(y)) dy,

c2 =

πˆ

0

sin(y)(λc1 sin(y)− λc2 cos(y) + cos(y)) dy.

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ:
c1 +

λπ

2
c2 =

π

2
,

−λπ
2
c1 + c2 = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè

D(λ) =

∣∣∣∣ 1 λπ
2

−λπ
2

1

∣∣∣∣ = 1 +

(
λπ

2

)2

6= 0.
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Çà ïðàâèëîì Êðàìåðà ìà¹ìî

c1 =
2π

4 + (λπ)2
, c2 =

λπ2

4 + (λπ)2
.

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

ϕ(x) =
2λπ sin(x) + 4 cos(x)

4 + (λπ)2
.
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2.2.2 Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåïå-

ðåðâíèì ÿäðîì

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x), (2.2.29)

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x), (2.2.30)

ßäðî K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
, îòæå éîãî ìîæíà íàáëèçèòè ïîëiíîìîì (Òåî-

ðåìà Â¹é¹ðøòðàñà).

Òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹

PN(x, y) =
∑

|α+β|≤N

aαβx
αyβ. (2.2.31)

äå α = (α1, α2, . . . , αn), xα = xα1
1 · xα2

2 · . . . · xαn
n , òàêèé ùî |K(x, y) −

PN(x, y)| < ε, (x, y) ∈ G×G, òîáòî

K(x, y) = PN(x, y) +QN(x, y), (2.2.32)

äå PN(x, y) � âèðîäæåíå ÿäðî (ïîëiíîì), |QN(x, y)| < ε, (x, y) ∈ G×G.
Âèõîäÿ÷è ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïðè-
éìà¹ âèãëÿä

ϕ = λPNϕ+ λQNϕ+ f, (2.2.33)

äå PN òà QN � iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè ç ÿäðàìè PN(x, y) òà QN(x, y)
âiäïîâiäíî (PN +QN = K).

Äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî:

K?(x, y) = P ?
N(x, y) +Q?

N(x, y), (2.2.34)

i
ψ = λP?

Nψ + λQ?
Nψ + g. (2.2.35)

Òâåðäæåííÿ 2.2.2.1

Â êëàñi C(G) îòðèìàíi ðiâíÿííÿ

ϕ = λPNϕ+ λQNϕ+ f, (2.2.36)

ψ = λP?
Nψ + λQ?

Nψ + g (2.2.37)

åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿì ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.
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Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî íîâó ôóíêöiþ

Φ = ϕ− λQNϕ (2.2.38)

Ç ðiâíÿííÿ íà ϕ âèïëèâà¹ ùî Φ = λPNϕ+f , à ç îäíi¹þ iç ðiâíîñòåé òâåð-
äæåííÿ 2.1.3.1 (ïåðøà ëåêöiÿ) âèïëèâà¹ ùî ∀λ òàêîãî ùî |λ| < 1/(εV ):

(E − λQN)−1 = (E + λRN), (2.2.39)

äå RN � ðåçîëüâåíòà äëÿ QN . Îòæå

ϕ = (E − λQN)−1Φ = (E + λRN)Φ. (2.2.40)

Òîáòî, ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

Φ = λPN(E + λRN)Φ + f. (2.2.41)

Äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî:

ψ = λ
(
E + λR?

N

)
P?
Nψ +

(
E + λR?

N

)
g. (2.2.42)

Ïîçíà÷èìî g1 =
(
E + λR?

N

)
g. Ìà¹ìî:

ψ = λ
(
E + λR?

N

)
P?
Nψ + g1. (2.2.43)

Îñêiëüêè (PNRN)? = R?
NP

?
N , òî îòðèìàíi ðiâíÿííÿ ñïðÿæåíi.

Ïîçíà÷èìî íàðåøòi

TN = PN(E + λRN), (2.2.44)

T?
N =

(
E + λR?

N

)
P?
N . (2.2.45)

Òîäi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi:

Φ = λTNΦ + f, (2.2.46)

Ψ = λT?
NΨ + g1, (2.2.47)

äå

TN(x, y, λ) = PN(x, y) + λ

ˆ
G

PN(x, ξ)RN(ξ, y, λ) dξ (2.2.48)

� âèðîäæåíå, îñêiëüêè ¹ ñóìîþ äâîõ âèðîäæåíèõ, ïîëiíîìó PN(x, y), òà
iíòåãðàëüíîãî äîäàíêó. Ïîêàæåìî ùî äðóãèé äîäàíîê â TN � âèðîäæå-
íèé. Äiéñíî:ˆ

G

∑
|α+β|≤N

aαβx
αξβRN(ξ, y) dξ =

∑
|α+β|≤N

aαβx
α

ˆ

G

ξβRN(ξ, y) dξ. (2.2.49)
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2.2.3 Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà

Ñóêóïíiñòü òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåïåðåðâíèì
ÿäðîì íàçèâà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 2.2.3.1 (Ïåðøà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì
K(x, y) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ∀f ∈ C

(
G
)
òî i ñïðÿæåíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

äëÿ ∀g ∈ C(G) i öi ðîç'ÿçêè ¹äèíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
â C

(
G
)
äëÿ ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå éîìó ðiâíÿííÿ Φ =

λTNΦ + f ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi i çãiäíî ç ïåðøîþ òåîðåìîþ Ôðå-
äãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð D(λ) 6= 0, à ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ
Ψ = λT?

N+g1 òåæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà g1, åêâiâàëåíòíå
äî íüîãî (i ñïðÿæåíå äî ïî÷àòêîâîãî) ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ∀g.

Òåîðåìà 2.2.3.2 (Äðóãà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçêè íå
äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òî îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ ϕ = λKϕ òà
ψ = λK?ψ ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëüêiñòü ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
íå ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå éîìó ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåíèì
ÿäðîì Φ = λTNΦ + f ìà¹ òàêó æ âëàñòèâiñòü. Çãiäíî ç òåîðåìàìè Ôðå-
äãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð D(λ) = 0 (äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà TN).
Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ ÿêi ¨ì âiäïîâiäàþòü ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëü-
êiñòü ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, åêâiâàëåíòíi äî íèõ îäíîðiäíi ðiâ-
íÿííÿ ϕ = λKϕ òà ψ = λK?ψ òåæ ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëüêiñòü
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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Òåîðåìà 2.2.3.3 (Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íå äëÿ
äîâiëüíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òî äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ â C

(
G
)
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âiëüíèé ÷ëåí f áóâ

îðòîãîíàëüíèì âñiì ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Ðîçâ'ÿçîê íå ¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè,
íàòÿãíóòî¨ íà ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà K.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
íå äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ ç âèðî-
äæåíèì ÿäðîì ìà¹ òàêó æ âëàñòèâiñòü, i çà òðåòüîþ òåîðåìîþ Ôðåäãîëü-
ìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåðD(λ) = 0 (äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðàTN). Ðîçâ'ÿçîê
öüîãî åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè f îðòîãîíàëü-
íèé äî ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Àëå ëåãêî áà÷èòè,
ùî âiëüíèé ÷ëåí ïî÷àòêîâîãî i åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿíü ñïiâïàäàþòü, òàê
ñàìî ñïiâïàäàþòü ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
òà åêâiâàëåíòíîãî.

Çàóâàæåííÿ 2.2.3.1 � Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì äëÿ áóäü-ÿêîãî ôi-
êñîâàíîãî çíà÷åííÿ λ âèáèðàëîñÿ ε, òàêå ùîáè |λ| < 1/(εV ).

Òåîðåìà 2.2.3.4 (×åòâåðòà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ÷èñëà R > 0 â êðóçi |λ| < R ëå-
æèòü ëèøå ñêií÷åíà êiëüêiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë íåïåðåðâíîãî
ÿäðà K(x, y).

Âïðàâà 2.2.3.1. Äîâåäiòü ÷åòâåðòó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà.

2.2.4 Íàñëiäêè ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà

Íàñëiäîê 2.2.4.1

Ç ÷åòâåðòî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà õàðàêòåðè-
ñòè÷íèõ ÷èñåë íåïåðåðâíîãî ÿäðà íå ìà¹ ñêií÷åíèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê
i íå áiëüø íiæ çëi÷åíà lim

n→∞
|λn| =∞.
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Âïðàâà 2.2.4.1. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.2

Ç äðóãî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâà¹, ùî êðàòíiñòü êîæíîãî õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ñêií÷åíà, ¨õ ìîæíà çàíóìåðóâàòè ó ïîðÿäêó
çðîñòàííÿ ìîäóëiâ |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ≤ |λk| ≤ |λk+1| ≤ . . ., êîæíå ÷èñëî
çóñòði÷à¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü. Òàêîæ ìîæíà çàíó-
ìåðóâàòè ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà K(x, y): ϕ1, ϕ2, . . ., ϕk,
ϕk+1, . . . i ñïðÿæåíîãî ÿäðà K?(x, y): ψ1, ψ2, . . ., ψk, ψk+1, . . ..

Âïðàâà 2.2.4.2. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.3

Âëàñíi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y) íåïåðåðâíi â îáëàñòi G.

Âïðàâà 2.2.4.3. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.4

ßêùî λk 6= λj, òî (ϕk, ψj) = 0.

Âïðàâà 2.2.4.4. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

2.2.5 Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿð-

íèì ÿäðîì

Ðîçïîâñþäèìî òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿð-
íèì ÿäðîì:

K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α
, α < n. (2.2.50)

Ïîêàæåìî ùî ∀ε > 0 iñíó¹ òàêå âèðîäæåíå ÿäðî PN(x, y) ùî,

max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)− PN(x, y)| dy < ε, (2.2.51)
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max
x∈G

ˆ

G

|K?(x, y)− P ?
N(x, y)| dy < ε. (2.2.52)

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíå ÿäðî

LM(x, y) =

{
K(x, y), |x− y| ≥ 1/M,

A(x, y)Mα, |x− y| < 1/M.
(2.2.53)

Òâåðäæåííÿ 2.2.5.1

Ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó M ìà¹ ìiñöå îöiíêà
ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy ≤ ε. (2.2.54)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî:
ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy =

ˆ

|x−y|<1/M

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x, y)Mα

∣∣∣∣ dy =

=

ˆ

|x−y|<1/M

|A(x, y)|
∣∣∣∣ 1

|x− y|α
−Mα

∣∣∣∣ dy ≤
≤ A0

ˆ

|x−y|<1/M

∣∣∣∣ 1

|x− y|α
−Mα

∣∣∣∣ dy ≤
≤ A0

ˆ

|x−y|<1/M

dy

|x− y|α
=

= A0σn

1/Mˆ

0

ξn−1−α dξ =

= A0σn
ξn−α

n− α

∣∣∣∣1/M
0

=

=
A0σn

(n− α)Mn−α ≤
ε

2
,

(2.2.55)
äå σn � ïëîùà ïîâåðõíi îäèíè÷íî¨ ñôåðè.
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Çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè âèðîäæåíå ÿäðî PN(x, y) òàêå ùî

|LM(x, y)− PN(x, y)| ≤ ε

2V
, (2.2.56)

äå V � îá'¹ì îáëàñòi G.

ˆ

G

|K(x, y)− PN(x, y)| dy =

ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)+

+ LM(x, y)− PN(x, y)| dy ≤

≤
ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy+

+

ˆ

G

|LM(x, y)− PN(x, y)| dy ≤

≤ ε

2
+

ε

2V

ˆ

G

dy = ε.

(2.2.57)

Âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäíþ òåõíiêó (äëÿ íåïåðåðâíîãî ÿäðà) iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ ç ïîëÿðíèì ÿäðîì çâîäèòüñÿ äî åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ ç âè-
ðîäæåíèì ÿäðîì. Òîáòî òåîðåìè Ôðåäãîëüìà çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿðíèì ÿäðîì ç òèì æå ñàìèì ôîðìóëþâàí-
íÿì.

Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç
ïîëÿðíèì ÿäðîì íà îáìåæåíié êóñêîâî-ãëàäêié ïîâåðõíi S òà êîíòóði C:

ϕ(x) = λ

ˆ

S

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x),
A(x, y)

|x− y|α
, α < dim(S). (2.2.58)

2.3 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ç åðìiòîâèì ÿäðîì

Ðîçãëÿäàòèìåìî ÿäðî K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
òàêå ùî K(x, y) = K?(x, y).

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.1 (åðìiòîâîãî ÿäðà). Íåïåðåðâíå ÿäðî áóäåìî íàçèâà-

òè åðìiòîâèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

K(x, y) = K?(x, y). (2.3.1)
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Çàóâàæåííÿ 2.3.0.1 � Åðìiòîâîìó ÿäðó âiäïîâiäà¹ åðìiòîâèé îïå-
ðàòîð òîáòî K = K?.

Ëåìà 2.3.0.1

Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé îïåðàòîð áóâ åðìiòîâèì, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïëåêñíî çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2 (G) áiëi-
íiéíà ôîðìà (Kf, f) ïðèéìàëà ëèøå äiéñíi çíà÷åííÿ.

Âïðàâà 2.3.0.1. Äîâåäiòü öþ ëåìó.

Ëåìà 2.3.0.2

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà åðìiòîâîãî îïåðàòîðà äiéñíi.

Âïðàâà 2.3.0.2. Äîâåäiòü öþ ëåìó.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.2 (êîìïàêòíî¨ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ìíîæèíè ôóí-

êöié). Ìíîæèíà ôóíêöié M ⊂ C
(
G
)
� êîìïàêòíà â ðiâíîìiðíié ìåòðè-

öi, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ôóíêöié ç M ìîæíà âèäiëèòè

ðiâíîìiðíî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.3 (ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ôóíêöié). Íåñêií-

÷åííà ìíîæèíàM ⊂ C
(
G
)
� ðiâíîìiðíî îáìåæåíà, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

åëåìåíòà f ∈M ìà¹ ìiñöå ‖f‖C(G) ≤ a, äå a ¹äèíà êîíñòàíòà äëÿ M .

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.4 (îäíîñòàéíî íåïåðåðâíî¨ ìíîæèíè ôóíêöié). Ìíî-

æèíà M ⊂ C
(
G
)
� îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà ÿêùî ∀ε > 0 ∃δ(ε) : ∀f ∈

M, ∀x1, x2 : |f(x1)− f(x2)| < ε ÿê òiëüêè |x1 − x2| < δ(ε).

Òåîðåìà 2.3.0.1 (Àð÷åëà-Àñêîëi, êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi)

Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà M ⊂ C
(
G
)
áóëà êîìïàêòíîþ, íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá âîíà áóëà ðiâíîìiðíî-îáìåæåíîþ i îäíîñòàéíî - íå-
ïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ôóíêöié.
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Çàäà÷à 2.3.1?. Äîâåäiòü òåîðåìó Àð÷åëà-Àñêîëi.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.5 (öiëêîì íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà). Íàçâåìî îïåðà-

òîð K öiëêîì íåïåðåðâíèì ç L2(G) ó C
(
G
)
, ÿêùî âií ïåðåâîäèòü îáìå-

æåíó ìíîæèíó â L2(G) ó êîìïàêòíó ìíîæèíó â C
(
G
)
(â ðiâíîìiðíié ìå-

òðèöi).

Ëåìà 2.3.0.3 (ïðî öiëêîì íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëüíîããî îïåðàòîðà ç
íåïåðåðâíèì ÿäðîì)

Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð K ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì K(x, y) ¹ öiëêîì íå-
ïåðåðâíèé ç L2(G) ó C

(
G
)
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈M ⊂ L2(G) òà ∀f ∈M : ‖f‖L2(G) ≤ A. Àëå

‖Kf‖C(G) ≤M
√
V ‖f‖L2(G) ≤M

√
V A, (2.3.2)

òîáòî ìíîæèíà ôóíêöié ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.

Ïîêàæåìî ùî ìíîæèíà {Kf(x)} � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

ßäðî K ∈ C
(
G×G

)
, à îòæå ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, áî íåïåðåðâíå

íà êîìïàêòi, òîáòî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x′, x′′ ∈ G : ‖x′ − x′′‖ < δ =⇒ |(Kf)(x′)− (Kf)(x′′)| ≤ ε.
(2.3.3)

Äiéñíî,

|(Kf)(x′)− (Kf)(x′′)| =

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x′, y)f(y) dy −
ˆ

G

K(x′′, y)f(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
ˆ

G

(|K(x′, y)−K(x′′, y)| · |f(y)|) dy ≤

≤ ε
√
V

A
√
V
· ‖f‖L2(G) ≤ ε.

(2.3.4)
Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f òîáòî ìíîæèíà
{Kf(x)} îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.
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Ïðèêëàä 2.3.0.1

Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà

ϕ(x) = λ

1ˆ

0

((x
t

)2/5
+

(
t

x

)2/5
)
ϕ(t) dt.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçäiëèìî ÿäðî íàñòóïíèì ÷èíîì:

ϕ(x) = λx2/5
1ˆ

0

t−2/5ϕ(t) dt+ λx−2/5
1ˆ

0

t2/5ϕ(t) dt.

Ïîçíà÷èìî

c1 =

1ˆ

0

t−2/5ϕ(t) dt, c2 =

1ˆ

0

t2/5ϕ(t) dt,

òîäi
ϕ(x) = λc1x

2/5 + λc2x
−2/5.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ϕ íàçàä ó ci ìà¹ìî ÑËÀÐ

c1 =

1ˆ

0

t−2/5(λc1t
2/5 + λc2t

−2/5) dt,

c2 =

1ˆ

0

t2/5(λc1t
2/5 + λc2t

−2/5) dt.

Iíòåãðóþ÷è çíàõîäèìî  (1− λ)c1 − 5λc2 = 0,

−5λ

9
c1 + (1− λ)c2 = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ÑËÀÐ

D(λ) =

∣∣∣∣∣1− λ −5λ

−5λ

9
1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 25λ2

9
= 0,
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òîáòî âëàñíi ÷èñëà

λ1 =
3

8
, λ2 = −3

2
.

Ç ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ïðè λ = λ1 = 3/8 ìà¹ìî c1 = 3c2. Òîäi
ìà¹ìî âëàñíó ôóíêöiþ

ϕ1(x) = 3x2/5 + x−2/5.

Ïðè λ = λ2 = −3/2 ìà¹ìî c1 = −3c2. Ìà¹ìî äðóãó âëàñíó ôóíêöiþ

ϕ2(x) = −3x2/5 + x−2/5.

Ïðèêëàä 2.3.0.2

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðà-
ìåòðiâ λ, a, b, c:

ϕ(x) = λ

1ˆ

−1

(
3
√
x+ 3
√
y
)
ϕ(y) dy + ax2 + bx+ c.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

ϕ(x) = λ 3
√
x

1ˆ

−1

ϕ(y) dy + λ

1ˆ

−1

( 3
√
y · ϕ(y)) dy + ax2 + bx+ c.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

c1 =

1ˆ

−1

ϕ(y) dy, c2 =

1ˆ

−1

3
√
yϕ(y) dy,

òà çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi:

ϕ(x) = λ 3
√
xc1 + λc2 + ax2 + bx+ c

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò îòðèìà¹ìî ÑËÀÐ:
c1 − 2λc2 =

2a

3
+ 2c,

−6λ

5
c1 + c2 =

6b

7
.
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Âèçíà÷íèê ñèñòåìè äîðiâíþ¹∣∣∣∣ 1 −2λ
−6λ

5
1

∣∣∣∣ = 1− 12λ2

5
.

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ÿäðà

λ1 =
1

2

√
5

3
, λ2 = −1

2

√
5

3
.

Íåõàé λ 6= λ1, λ 6= λ2. Òîäi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òà ¹äèíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî
âiëüíîãî ÷ëåíà i ìà¹ âèãëÿä

ϕ(x) =
5λ(14a+ 30λb+ 42c)

21(5− 12λ2)
· 3
√
x+

28λa+ 84λc+ 30b

7(5− 12λ2)
+ ax2 + bx+ c.

Íåõàé

λ = λ1 =
1

2
·
√

5

3
.

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä:
c1 −

√
5

3
c2 =

2a

3
+ 2c,

c1 −
√

5

3
c2 = −

√
5

3

6b

7
.

Ðàíãè ðîçøèðåíî¨ i îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñïiâïàäàòèìóòü ÿêùî ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü

2a

3
+ 2c = −

√
5

3
· 6

7
· b (?)

Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

c2 = c2, c1 =

√
5

3
c2 +

2a

3
+ 2c.

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè

ϕ(x) =
1

2

√
5

3
3
√
x

(√
5

3
c2 +

2a

3
+ 2c

)
+

1

2

√
5

3
c2 + ax2 + bx+ x.

ßêùî

λ = λ1 =
1

2
·
√

5

3
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à óìîâà (?) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.

Íåõàé

λ = λ2 = −1

2

√
5

3

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè öüîãî çíà÷åííÿ îòðèìà¹ìî ÑËÀÐ
c1 +

√
5

3
c2 =

2a

3
+ 2c,

c1 +

√
5

3
c2 =

√
5

3

6b

7
.

Îñòàííÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ïðè óìîâi

2a

3
+ 2c =

√
5

3
· 6

7
· b, (??)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (??), ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

c2 = c2, c1 = −
√

5

3
c2 +

2a

3
+ 2c.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè:

ϕ(x) =
1

2

√
5

3
3
√
x

(
−
√

5

3
c2 +

2a

3
+ 2c

)
+

1

2

√
5

3
c2 + ax2 + bx+ c.
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2.3.1 Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà

Òåîðåìà 2.3.1.1 (ïðî iñíóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ó åðìiòîâîãî
íåïåðåðâíîãî ÿäðà)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà, ùî íå äîðiâíþ¹ òîòî-
æíî íóëþ iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i íàéìåíøå
ç íèõ çà ìîäóëåì λ1 çàäîâîëüíÿ¹ âàðiàöiéíîìó ïðèíöèïó

1

|λ1|
= sup

f∈L2(G)

‖Kf‖L2(G)

‖f‖L2(G)

. (2.3.5)

Äîâåäåííÿ. Ñåðåä óñiõ f ∈ L2 îáåðåìî òàêi, ùî ‖f‖L2(G) = 1. Ïîçíà÷èìî

ν = sup
f∈L2(G)
‖f‖L2

=1

‖Kf‖L2(G). (2.3.6)

Îñêiëüêè
‖Kf‖L2(G) ≤MV ‖f‖L2(G) ≤MV, (2.3.7)

òî 0 ≤ ν ≤MV .

Çãiäíî äî âèçíà÷åííÿ òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi,

∃{fk}∞k=1 ⊂ L2(G) : lim
n→∞

‖Kfk‖L2(G) = ν. (2.3.8)

Îöiíèìî ∥∥K2f
∥∥
L2(G)

= ‖K(Kf)‖L2(G) =

=

∥∥∥∥K( Kf

‖Kf‖

)∥∥∥∥
L2(G)

· ‖Kf‖L2(G) ≤

≤ ν · ‖Kf‖L2(G) ≤ ν2.

(2.3.9)

Ïîêàæåìî, ùî K2fk − ν2fk → 0 â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó. Òîáòî ùî

‖K2fk − ν2fk‖2L2(G) −−−→
k→∞

0. (2.3.10)

Äiéñíî:

‖K2fk − ν2fk‖2L2(G) = (K2fk − ν2fk,K2fk − ν2fk)L2(G) =

= ‖K2fk‖2L2(G) + ν4 − ν2(K2fk, fk)− ν2(fk,K2fk) =

= ‖K2fk‖2L2(G) + ν4 − 2ν2‖Kfk‖2L2(G) ≤
≤ ν2

(
ν2 − ‖K2fk‖2L2(G)

)
−−−→
k→∞

0.

(2.3.11)
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Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Kfk} = {ϕk}, ÿêà ¹ êîìïàêòíîþ â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi.

Ó íå¨ iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {ϕki}∞i=1 çáiæíà â C
(
G
)
, òîáòî ∃ϕ ∈ C

(
G
)
,

òàêà ùî ‖ϕki − ϕ‖C(G) −−−→i→∞
0.

Ïîêàæåìî, ùî K2ϕ−ν2ϕ = 0 â êîæíié òî÷öi, òîáòî ‖K2ϕ−ν2ϕ‖C(G) = 0.

Ñïðàâäi,

‖K2ϕ− ν2ϕ‖C(G) = ‖K2ϕ−K2ϕki +K2ϕki − ν2ϕki + ν2ϕki − ν2ϕ‖C(G) ≤

≤ ‖K2ϕ−K2ϕki‖C(G) + ‖K2ϕki − ν2ϕki‖C(G)+

+ ‖ν2ϕki − ν2ϕ‖C(G) ≤

≤ (MV )2‖ϕki − ϕ‖C(G) +M
√
V ‖K2fki − ν2fki‖L2(G)+

+ ν2‖ϕki − ϕ‖C(G) → 0 + 0 + 0.

(2.3.12)
Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

K2ϕ− ν2ϕ = 0 (2.3.13)

Îòæå ìà¹ìî: (K + Eν)(K − Eν)ϕ = 0. Öÿ ðiâíiñòü ìîæå ìàòè ìiñöå ó
äâîõ âèïàäêàõ:

1. (K − Eν)ϕ ≡ 0. Òîäi ϕ =
1

ν
Kϕ, à îòæå ϕ � âëàñíà ôóíêöiÿ,

1

ν
�

õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî îïåðàòîðà K.

2. (K− Eν)ϕ ≡ Φ 6= 0. Òîäi (K + Eν)Φ ≡ 0. Òîäi Φ = −1

ν
KΦ, à îòæå

Φ � âëàñíà ôóíêöiÿ, −1

ν
� õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî îïåðàòîðà K.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî öå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî ¹ ìiíiìàëüíèì çà ìî-
äóëåì. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé ∃λ0 : |λ0| < |λ1|, òîäi

1

|λ1|
= sup

f∈L2(G)

‖Kf‖
‖f‖

≥ ‖Kϕ0‖
‖ϕ0‖

=
1

|λ0|
, (2.3.14)

òîáòî |λ0| ≥ |λ1|, ïðîòèði÷÷ÿ.
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Çàóâàæåííÿ 2.3.1.1 � Äîâåäåíà òåîðåìà ¹ âiðíîþ i äëÿ åðìiòîâèõ
ïîëÿðíèõ ÿäåð,

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü òàêi

Âëàñòèâîñòi 2.3.1.1 (õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ ôóíêöié
åðìiòîâîãî ÿäðà)

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî:

1. Ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî
ÿäðà íå ïîðîæíÿ, ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë i íå
ìà¹ ñêií÷åíèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê.

2. Êðàòíiñòü áóäü-ÿêîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ñêií÷åíà.

3. Âëàñíi ôóíêöi¨ ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî âîíè óòâîðÿòü îðòîíîð-
ìîâàíó ñèñòåìó, òîáòî {ϕk}k=1,2,... òàêi ùî (ϕk, ϕi)L2(G) = δki.

Çàóâàæåííÿ 2.3.1.2 � Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi äîñòà-
òíüî ïðîâåñòè ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãiëáåðòà-Øìiäòà äëÿ áóäü-ÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ ôóíêöié, i ïðîíîðìóâàòè îòðè-
ìàíó ñèñòåìó.

2.4 Òåîðåìà Ãiëáåðòà-Øìiäòà òà ¨¨ íàñëiäêè

2.4.1 Áiëiíiéå ðîçâèíåííÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà

Íåõàé K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
� åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî, |λi| ≤ |λi+1|,

i = 1, 2, . . . � éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i {ϕi}∞i=1 � îðòîíîðìîâàíà
ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì ÷èñëàì.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü åðìiòîâèõ íåïåðåðâíèõ ÿäåð:

Kp(x, y) = K(x, y)−
p∑
i=1

ϕi(y)ϕi(x)

λi
, p = 1, 2, . . . (2.4.1)

Çðîçóìiëî ùî ïðè öüîìó

Kp(x, y) = (Kp)?(x, y) ∈ C
(
G×G

)
. (2.4.2)

Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi ïîâòîðíèõ åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ.
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Òâåðäæåííÿ 2.4.1.1

Áóäü-ÿêå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî λj, j > p + 1 òà âiäïîâiäíà éîìó
âëàñíà ôóíêöiÿ ϕj ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì i âëàñíîþ ôóíêöi¹þ
ÿäðà Kp(x, y).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi:

Kpϕj = Kϕj −
p∑
i=1

ϕi(x)

λi
(ϕi, ϕj) = Kϕj =

ϕj
λj
. (2.4.3)

Íåõàé λ0, ϕ0 � õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî òà âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ
Kp(x, y), òîáòî λ0K

pϕ0 = ϕ0.

Òâåðäæåííÿ 2.4.1.2

(ϕ0, ϕj) = 0 äëÿ j = 1, p.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî ϕ0 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ÿäðà Kp âèïëèâà¹, ùî

ϕ0 = λ0Kϕ0 − λ0
p∑
i=1

ϕi
λi

(ϕ0, ϕi). (2.4.4)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç äëÿ ϕ0 ó ïîòðiáíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìà¹ìî

(ϕ0, ϕj) = λ0(Kϕ0, ϕj)− λ0
p∑
i=1

(ϕ0, ϕi)(ϕi, ϕj)

λi
=

=
λ0
λj

(ϕ0, ϕj)−
λ0
λj

(ϕ0, ϕj) = 0.

(2.4.5)

Îòæå λ0, ϕ0 âiäïîâiäíî õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i âëàñíà ôóíêöiÿ ÿäðà
K(x, y).

Òàêèì ÷èíîì ϕ0 � îðòîãîíàëüíà äî óñiõ âëàñíèõ ôóíêöié ϕ1, ϕ2, . . ., ϕp.
Àëå òîäi λ0 ñïiâïàäà¹ ç îäíèì iç õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë λp+1, λp+2, . . .
òîáòî ϕ0 = ϕk äëÿ äåÿêîãî k ≥ p+ 1.

Îòæå ó ÿäðà Kp(x, y) ìíîæèíà âëàñíèõ ôóíêöié i õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷è-
ñåë âè÷åðïó¹òüñÿ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ôóíêöié i õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë
ÿäðà K(x, y) ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà p+ 1.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî λp+1 � íàéìåíøå çà ìîäóëåì õàðàêòåðíå ÷èñëî ÿäðà
Kp(x, y), ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

‖Kpf‖L2(G)

‖f‖L2(G)

≤ 1

|λp+1|
. (2.4.6)

Äëÿ ÿäðà, ùî ìà¹ ñêií÷åíó êiëüêiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë, î÷åâèäíî,
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

KN(x, y) = K(x, y)−
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
≡ 0. (2.4.7)

Òîáòî áóäü-ÿêå åðìiòîâå ÿäðî çi ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
÷èñåë ¹ âèðîäæåíèì i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

K(x, y) =
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.8)

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë ó åðìiòîâî-
ãî îïåðàòîðà ìîæåìî çàïèñàòè:

‖K(p)f‖L2(G) =

∥∥∥∥∥Kf −
p∑
i=1

(f, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

≤
‖f‖L2(G)

|λp+1|
−−−→
p→∞

0. (2.4.9)

Òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî åðìiòîâå ÿäðî â ïåâíîìó ðîçóìiííi íàáëèæà-
¹òüñÿ íàñòóïíèì áiëiíiéíèì ðÿäîì:

K(x, y) ∼
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.10)

Äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà ìà¹ìî éîãî ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

K(x, y) =
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.11)

2.4.2 Ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ iç L2(G)

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ L2(G) i äåÿêó îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó
ôóíêöié {ui}∞i=1.
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Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.1 (ðÿäà Ôóð'¹). Ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f iç L2(G) íà-
çèâà¹òüñÿ

∞∑
i=1

(f, ui)ui ∼ f. (2.4.12)

Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.2 (êîåôiöi¹íòà Ôóð'¹). Âèðàç (f, ui) íàçèâà¹òüñÿ êîå-

ôiöi¹íòîì Ôóð'¹.

Òåîðåìà 2.4.2.1 (íåðiâíiñòü Áåññåëÿ)

∀f ∈ L2(G) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Áåññåëÿ: ∀N

N∑
i=1

|(f, ui)|2 ≤ ‖f‖2L2(G). (2.4.13)

Çàóâàæåííÿ 2.4.2.1 � Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ðÿäó
Ôóð'¹ â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî äî ôóíêöi¨ f .

Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.3 (ïîâíî¨ (çàìêíåíî¨) ñèñòåìè ôóíêöié). Îðòîíîðìî-

âàíà ñèñòåìà ôóíêöié {ui}∞i=1 íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ (çàìêíåíîþ), ÿêùî ðÿä

Ôóð'¹ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(G) ïî öié ñèñòåìi ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ

äî öi¹¨ ôóíêöi¨ â ïðîñòîði L2(G).

Òåîðåìà 2.4.2.2 (êðèòåðié ïîâíîòè îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè ôóíêöié)

Äëÿ òîãî ùîá ñèñòåìà ôóíêöié {ui}∞i=1 áóëà ïîâíîþ â L2(G) íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîáè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(G) âèêîíóâàëàñü
ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà:

∞∑
i=1

|(f, ui)|2 = ‖f‖2L2(G). (2.4.14)

2.4.3 Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà
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Âèçíà÷åííÿ 2.4.3.1 (äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíî¨ ôóíêöi¨). Ôóíêöiÿ f(x)
íàçèâà¹òüñÿ äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíîþ ÷åðåç åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî

K(x, y) = K?(x, y), K ∈ C(G×G, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ h(x) ∈ L2(G), òàêà
ùî

f(x) =

ˆ

G

K(x, y)h(y) dy. (2.4.15)

Òåîðåìà 2.4.3.1 (Ãiëüáåðòà-Øìiäòà)

Äîâiëüíà äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíà ôóíêöiÿ f ðîçêëàäà¹òüñÿ â àá-
ñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ ôóí-
êöié åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹:

(f, ϕi) = (Kh, ϕi) = (h,Kϕi) =
(h, ϕi)

λi
. (2.4.16)

Îòæå ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ìà¹ âèãëÿä

f ∼
∞∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi (2.4.17)

ßêùî âëàñíèõ ÷èñåë ñêií÷åíà êiëüêiñòü, òî ìîæëèâå òî÷íå ïðåäñòàâëåí-
íÿ

f(x) =
N∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi(x), (2.4.18)

ÿêùî æ âëàñíèõ ÷èñåë çëi÷åíà êiëüêiñòü, òî ìîæåìî çàïèñàòè:∥∥∥∥∥f −
p∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

=

∥∥∥∥∥Kh−
p∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

−−−→
p→∞

0. (2.4.19)

Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëó

K(x, y) ∼
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.20)
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ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðîçâèíåííÿ ÿäðà K(x, y) â ðÿä Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi
âëàñíèõ ôóíêöié ϕi(x). Ïåðåâiðèìî öå îá÷èñëþþ÷è êîåôiöi¹íò Ôóð'¹:

(K(x, y), ϕi)L2(G) =

ˆ

G

K(x, y)ϕi(x) dx =

=

ˆ

G

K(y, x)ϕi(x) dx =
ϕi(y)

λi
.

(2.4.21)

Äîâåäåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ðÿäó Ôóð'¹ çà êðèòåði¹ì Êîøi i ïîêà-
æåìî, ùî ïðè, n,m → ∞, âiäðiçîê ðÿäó ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Çà íåðiâíiñòþ
Êîøi-Áóíÿêiâñüêîãî ìà¹ìî:∣∣∣∣∣

m∑
i=n

(h, ϕi)

λi
ϕi

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=n

|(h, ϕi)
|ϕi|
|λi|
≤

(
m∑
i=n

|(h, ϕi)|2
)1/2

·

(
m∑
i=n

|ϕi|2

λ2i

)1/2

(2.4.22)
Àëå

m∑
i=n

|(h, ϕi)|2 ≤ ‖h‖2L2(G), (2.4.23)

òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ, à âêàçàíà ñóìà ïðÿìó¹ äî 0 ïðè n,m→∞.
Çîêðåìà ìà¹ìî

m∑
i=n

|ϕi|2

λ2i
≤
ˆ

G

|K(x, y)|2 dx ≤M2V, (2.4.24)

òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ.

Îòæå (
m∑
i=n

|(h, ϕi)|2
)1/2( m∑

i=n

|ϕi|2

λ2i

)1/2

−−−−→
n,m→∞

0, (2.4.25)

à îòæå
∞∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi (2.4.26)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.
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Íàñëiäîê 2.4.3.1

Äîâiëüíå ïîâòîðíå ÿäðî äëÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y)
ðîçêëàäà¹òüñÿ â áiëiíiéíèé ðÿä ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié åðìiòî-
âîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî, à
ñàìå ðÿäîì

K(p)(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λpi
, (2.4.27)

äå p = 2, 3, . . ., i êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ϕi(y)/λpi .

Ïîâòîðíå ÿäðîK(p)(x, y) =
´
G
K(x, ξ)K(p−1)(ξ, y) dξ ¹ äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíà

ôóíêöiÿ i òàêèì ÷èíîì äëÿ íüîãî ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà.

Äîâåäåìî äåÿêi âàæëèâi ðiâíîñòi:

K(2)(x, x) =

ˆ

G

K(x, ξ)K(ξ, x) dξ =

=

ˆ

G

K(x, ξ)K(x, ξ) dξ =

=

ˆ

G

|K(x, ξ)|2 dξ =

=
∞∑
i=1

|ϕi(x)|2

λ2i
.

(2.4.28)

Çàóâàæåííÿ 2.4.3.1 � Îñòàíié ïåðåõiä âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó âèùå.

Ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî

¨

G×G

|K(x, y)|2 dx dy =
∞∑
i=1

1

λ2i
. (2.4.29)
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Òåîðåìà 2.4.3.2 (ïðî çáiæíiñòü áiëiíiéíîãî ðÿäó äëÿ åðìiòîâîãî íåïå-
ðåðâíîãî ÿäðà)

Åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî K(x, y) ðîçêëàäà¹òüñÿ â áiëiíiéíèé ðÿä

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.30)

ïî ñâî¨õ âëàñíèõ ôóíêöiÿõ, i öåé ðÿä çáiãàþòüñÿ â íîðìi L2(G) ïî
àðãóìåíòó x ðiâíîìiðíî äëÿ êîæíîãî y ∈ G, òîáòî∥∥∥∥∥K(x, y)−

p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

∥∥∥∥∥
L2(x∈G)

y∈G
−−−−−−⇒
p→∞

0. (2.4.31)

Äîâåäåííÿ.∥∥∥∥∥K(x, y)−
p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

∥∥∥∥∥
2

L2(G)

=

ˆ

G

|K(x, y)|2 dx−
p∑
i=1

|ϕi(y)|2

λ2i

y∈G
−−−−−−⇒
p→∞

0.

(2.4.32)
Äîäàòêîâî iíòåãðóþ÷è ïî àðãóìåíòó y ∈ G îòðèìà¹ìî çáiæíiñòü âèùå-
çãàäàíîãî áiëiíiéíîãî ðÿäó â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó:

¨

G×G

(
K(x, y)−

p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

)2

dy −−−→
p→∞

0. (2.4.33)

2.4.4 Ôîðìóëà Øìiäòà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2 ðîäó ϕ = λKϕ + f , ç
åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì

K(x, y) = K?(x, y). (2.4.34)

λ1, . . . , λp, . . ., ϕ1, . . . , ϕp, . . . � ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë òà îð-
òîíîðìîâàíà ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà K(x, y).
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Ðîçêëàäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ϕ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðàK(x, y):

ϕ = λ
∞∑
i=1

(Kϕ, ϕi)ϕi + f =

= λ

∞∑
i=1

(ϕ,Kϕi)ϕi + f =

= λ

∞∑
i=1

(ϕ, ϕi)

λi
ϕi + f,

(2.4.35)

Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹:

(ϕ, ϕk) = λ
∞∑
i=1

(ϕ, ϕi)

λi
(ϕi, ϕk) + (f, ϕk) = λ

(ϕ, ϕk)

λk
+ (f, ϕk). (2.4.36)

Îòæå,

(ϕ, ϕk)

(
1− λ

λk

)
= (f, ϕk), (2.4.37)

i òîìó

(ϕ, ϕk) = (f, ϕk)
λk

λk − λ
, k = 1, 2, . . . (2.4.38)

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2.4.4.1 (ôîðìóëà Øìiäòà)

Âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ϕ(x) = λ
∞∑
i=1

(f, ϕi)

λi − λ
ϕi(x) + f(x). (2.4.39)

Ðîçãëÿíåìî óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ λ:

1. ßêùî λ /∈ {λi}∞i=1, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíîãî âiëü-
íîãî ÷ëåíà f i öåé ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþØìiäòà.

2. ßêùî λ = λk = λk+1 = . . . = λk+q−1 � ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç õàðà-
êòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë êðàòíîñòi q, òà ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè
îðòîãîíàëüíîñòi

(f, ϕk) = (f, ϕk+1) = . . . = (f, ϕk+q−1) = 0 (2.4.40)
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òîäi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ (íå ¹äèíèé), i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ϕ(x) = λk

∞∑
i=1
λi 6=λk

(f, ϕi)

λi − λk
ϕi(x) + f(x) +

k+q−1∑
j=k

cjϕj(x), (2.4.41)

äå cj � äîâiëüíi êîíñòàíòè.

3. ßêùî ∃j : (f, ϕj) 6= 0, k ≤ j ≤ k + q − 1 òî ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.
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Ïðèêëàä 2.4.4.1

Çíàéòè òi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ a, b äëÿ ÿêèõ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ϕ(x) = λ

1ˆ

−1

(
xy − 1

3

)
ϕ(y) dy + ax2 − bx+ 1

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ λ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ ñïðÿæå-
íîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (ÿäðî åðìiòîâå).

ϕ(x) = λx

1ˆ

−1

yϕ(y) dy − λ

3

1ˆ

−1

ϕ(y) dy = λxc1 −
λ

3
c2.

Ìà¹ìî ÑËÀÐ:

c1 =

1ˆ

−1

yϕ(y) dy =

1ˆ

−1

y

(
λyc1 −

λ

3
c2

)
dy =

2λ

3
c1,

c2 =

1ˆ

−1

ϕ(y) dy =

1ˆ

−1

(
λyc1 −

λ

3
c2

)
dy = −2λ

3
c2.

�¨ âèçíà÷íèê

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− 2λ

3
0

0 1 +
2λ

3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òîáòî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà

λ1 =
3

2
, λ2 = −3

2
.

À âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨

ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1.
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Óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi:

1ˆ

−1

(ax2 − bx+ 1)x dx = −2b

3
= 0,

1ˆ

−1

(ax2 − bx+ 1) dx =
2a

3
+ 2 = 0.

Òîáòî ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ÿêùî

a = −3, b = 0.
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2.4.5 Äîäàòíüî âèçíà÷åíi ÿäðà

Âèçíà÷åííÿ 2.4.5.1 (äîäàòíî-âèçíà÷åíîãî ÿäðà). Íåïåðåðâíå ÿäðîK(x, y)
íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî-âèçíà÷åíèì, ÿêùî ∀f ∈ L2(G): (Kf, f) ≥ 0,ïððè÷îìó
(Kf, f) = 0 ⇐⇒ ‖f‖L2(G) = 0.

Çàóâàæåííÿ 2.4.5.1 � Äîâiëüíå äîäàòíüî âèçíà÷åíå ÿäðî ¹ åðìi-
òîâèì (éîãî áiëiíiéíà ôîðìà (Kf, f) ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ).

Ëåìà 2.4.5.1

Äëÿ òîãî, ùîá íåïåðåðâíå ÿäðî áóëî äîäàòíüî âèçíà÷åíèì íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà áóëè äîäàòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü: äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié (Kϕk, ϕk) = 1/λk > 0.

Äîñòàòíiñòü: Ðîçãëÿíåìî Kf ÿê äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíó ôóíêöiþ, çãi-
äíî äî òåîðåìè Ãiëáåðòà-Øìiäòà

Kf =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
ϕk, (2.4.42)

òîäi

(Kf, f) =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
(ϕk, f) =

∞∑
k=1

|(f, ϕk)|2

λk
> 0, (2.4.43)

îòæå êâàäðàòè÷íà ôîðìà äîäàòíüî âèçíà÷åíà.

Òàêèì ÷èíîì äîäàòíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë ¹ êðèòåði¹ì äîäàòíî¨
âèçíà÷åíîñòi ÿäðà.

Ëåìà 2.4.5.2

Äîâiëüíå äîäàòíüî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå ÿäðî ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi
÷èñëà i äëÿ íèõ ìà¹ ìiñöå âàðiàöiéíèé ïðèíöèï:

1

λk
= sup

f∈L2(G)

(f,ϕi)=0,i=1,k−1

(Kf, f)L2(G)

‖f‖2L2(G)

, k = 1, 2, . . . , (2.4.44)

äå λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . ., à ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà
âëàñíèõ ôóíêöié.
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Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè Ãiëáåðòà Øìiäòà ìîæíà îöiíèòè

(Kf, f)L2(G)

‖f‖2L2(G)

=
∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2

λi‖f‖2
≤ 1

λk

∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2

‖f‖2
≤ 1

λk
. (2.4.45)

(ïåðøà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ îñêiëüêè λk � íàéìåíøå õàðàêòåðèñòè÷íå
÷èñëî â ñóìi, à äðóãà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Áåññåëÿ).

Ç iíøîãî áîêó ïðè f = ϕk ìà¹ìî

(Kϕk, ϕk)

‖ϕk‖2
=

1

λk
, (2.4.46)

òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ íà ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ âåðõíÿ ìåæà öi¹¨ íåðiâíîñòi.

Òåîðåìà 2.4.5.1 (Ìåðñåðà, ïðî ðåãóëÿðíó çáiæíiñòü áiëiíiéíîãî ðÿäó
äëÿ åðìiòîâèõ ÿäåð çi ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ âiä'¹ìíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
÷èñåë)

ßêùî åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî K(x, y) ìà¹ ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü
âiä'¹ìíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë, òî éîãî áiëiíiéíèé ðÿä

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.47)

çáiãà¹òüñÿ â G×G àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî ÿäðî K(x, y) � äîäàòíüî âèçíà÷åíå, òî
∀x ∈ G: K(x, x) ≥ 0. Îñêiëüêè K(x, y) � åðìiòîâå, òî K(x, x) = K(x, x)
i ¹ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ. ßêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà òî÷êà x0 ∈ G òàêà, ùî
K(x0, x0) < 0, òî âèõîäÿ÷è ç íåïåðåðâíîñòi çíàéäåòüñÿ i äåÿêié îêië öi¹¨
òî÷êè U(x0, x0) ⊂ G × G òàêèé, ùî ∀(x, y) ∈ U(x0, x0): ReK(x, y) < 0.
Îáåðåìî íåâiä'¹ìíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ϕ(x) ÿêà âiäìiíà âiä íóëÿ ëèøå
â U(x0, x0) i îòðèìà¹ìî

(Kϕ, ϕ) =

ˆ

U(x0,x0)

K(x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy =

=

ˆ

U(x0,x0)

ReK(x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy ≤ 0.

(2.4.48)

59



Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âñòóïà¹ â ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì äîäîòíüî¨ âè-
çíà÷åíîñòi ÿäðà, òîáòî òåîðåìó äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ äîäàòíüî âèçíà-
÷åíèõ ÿäåð.

Ðîçãëÿíåìî ÿäðî

Kp(x, y) = K(x, y)−
p∑
i=1

ϕi(y)ϕi(x)

λi
, (2.4.49)

äå p � íîìåð îñòàííüîãî âiä'¹ìíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà, òàê ùî óñi
λi, i = p+1, p+2, . . . ¹ äîäàòíiìè. Òàêèì ÷èíîì ÿäðî Kp(x, y) ¹ íåïåðåðâ-
íèì òà äîäàòíüî âèçíà÷åíèì. À öå îçíà÷à¹, ùî ∀x ∈ G : Kp(x, x) ≥ 0.
Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî íåðiâíiñòü:

N∑
i=1

|ϕi(x)|2

λi
≤ K(x, x) ≤M, x ∈ G,N = p+ 1, p+ 2, . . . , (2.4.50)

òîáòî ðÿä
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λk
(2.4.51)

ðiâíîìiðíî çáiæíèé.

Ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíèé ðÿä
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.52)

i äîâåäåìî éîãî àáñîëþòíó i ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü çà êðèòåði¹ì Êîøi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêiâñüêîãî ìà¹ìî:

p+q∑
k=p

|ϕk(x)ϕk(y)|
λk

≤

(
p+q∑
k=p

|ϕk(x)|2

λk
·
p+q∑
k=p

|ϕk(y)|2

λk

)1/2

(2.4.53)

Àëå îñêiëüêè
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λk
(2.4.54)

ðiâíîìiðíî çáiæíèé, òî áiëiíiéíèé ðÿä

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.55)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî (ðåãóëÿðíî) â G×G.

60



Çàóâàæåííÿ 2.4.5.2 � Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà i ¨¨ íàñëiäêè,
âñòàíîâëåíi äëÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà, çàëèøàþòüñÿ âiðíè-
ìè i äëÿ åðìiòîâîãî ñëàáî ïîëÿðíîãî ÿäðà.

Çàóâàæåííÿ 2.4.5.3 � Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà i ôîðìóëàØìiä-
òà ó âèïàäêó ïîëÿðíîãî ÿäðà çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè, àëå ç çàìiíîþ
ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó.

2.5 Çàäà÷à Øòóðìà-Ëióâiëëÿ. Òåîðåìà Ñòåêëîâà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ: íåõàé L � äèôåðåíöiàëüíèé îïå-
ðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó: çàäàíî ðiâíÿííÿ

Lu = (−p(x)u′)′ + q(x)u = λu, 0 < x < l, (2.5.1)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

l1(u)|x=0 = h1u(0)− h2u′(0) = 0, (2.5.2)

l2(u)|x=l = H1u(l) +H2u
′(l) = 0, (2.5.3)

äå ôóíêöiÿ p ∈ C(1)([0, l]), p > 0, ôóíêöiÿ q ∈ C([0, l]), q ≥ 0, âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi óìîâè íà ñòàëi: h1, h2, H1, H2 ≥ 0, h1 + h2 > 0, H1 + H2 > 0, à
òàêîæ

ML = {u : u ∈ C(2)(0, l) ∩ C(1)([0, l]), u′′ ∈ L2(0, l), l1u(0) = l2u(l) = 0}
(2.5.4)

� îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L.

Âèçíà÷åííÿ 2.5.0.1 (âëàñíèõ ÷èñåë i ôóíêöié çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâië-

ëÿ). Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ îçíà÷à¹ çíàéòè âñi òi çíà-

÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ êðàéîâà çàäà÷à (2.5.1)�(2.5.4) ìà¹ íåòðèâi-

àëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Öi çíà÷åííÿ íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i

Øòóðìà-Ëióâiëÿ, à ñàìi ðîçâ'ÿçêè � âëàñíèìè ôóíêöiÿìè.

2.5.1 Ôóíêöiÿ Ãðiíà îïåðàòîðà L

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà L çàäà÷i
Øòóðìà-Ëióâiëÿ.

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó:{
(−p(x)u′)′ + q(x)u = f(x), 0 < x < l

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0
(2.5.5)
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Ïðèïóñòèìî ùî f ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l).

Ç ïðèïóùåííÿ, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ vi(x), i = 1, 2 � íåíóëüîâi äiéñíi ðîçâ'ÿçêè îäíîði-
äíèõ çàäà÷ Êîøi:{

(−p(x)v′i(x))′ + q(x)v′i(x) = 0, i = 1, 2

l1v1|x=0 = l2v2|x=l = 0
(2.5.6)

Ç çàãàëüíî¨ òåîði¨ çàäà÷ Êîøi âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ Êîøi
iñíóþòü, òîìó vi(x) � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi ôóíêöi¨.

Òâåðäæåííÿ 2.5.1.1

v1(x), v2(x) � ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ùî öå íå òàê i v1(x) = cv2(x), òîáòî v1(x) çàäî-
âîëüíÿ¹ îäíî÷àñíî ãðàíè÷íèì óìîâàì íà ëiâîìó i ïðàâîìó êðàÿõ. Òîäi
v1(x) � âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà L, i âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ = 0
ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Â öüîìó âèïàäêó âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî

w(x) =

∣∣∣∣v1 v2
v′1 v′2

∣∣∣∣ 6= 0 (2.5.7)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìåòîäîì âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ ó âè-
ãëÿäi:

u(x) = c1(x)v1(x) + c2(x)v2(x). (2.5.8)

Ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ:

(−p(c′1v1 + c′2v2 + c1v
′
1 + c2v

′
2)
′ + q(c1v1 + c2v2) = f. (2.5.9)

Íàêëàäåìî ïåðøó óìîâó íà êîåôiöi¹íòè: c′1v1 + c′2v2 = 0, ìà¹ìî:

− p′(c1v′1 + c2v
′
2)− p(c′1v′1 + c′2v

′
2 + c1v

′′
1 + c2v

′′
2) + q(c1v1 + c2v2) = f, (2.5.10)

àáî
c1Lv1 + c2Lv2 − p(c′1v′1 + c′2v

′
2) = f, (2.5.11)

62



îñêiëüêè c1Lv1 = 0, c2Lv2 = 0, òî

− p(c′1v′1 + c′2v
′
2) = f, (2.5.12)

îòæå

c′1v
′
1 + c′2v

′
2 = −f

p
. (2.5.13)

Òàêèì ÷èíîì c′1 òà c
′
2 ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìi ëiíiéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü: 
c′1v1 + c′2v2 = 0,

c′1v
′
1 + c′2v

′
2 = −f

p
,

(2.5.14)

âèçíà÷íèê ñèñòåìè

w(x) =

∣∣∣∣v1 v2
v′1 v′2

∣∣∣∣ 6= 0. (2.5.15)

Çàóâàæåííÿ 2.5.1.1 � Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Ëióâiëëÿ:

w(x) · p(x) = w(0) · p(0) = const. (2.5.16)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî:
c′1(x) =

1

w(x)

∣∣∣∣∣∣
0 v2

−f
p

v′2

∣∣∣∣∣∣ =
v2(x)f(x)

p(0)w(0)
,

c′2(x) =
1

w(x)

∣∣∣∣∣∣
v1 0

v′1 −
f

p

∣∣∣∣∣∣ = −v1(x)f(x)

p(0)w(0)
,

(2.5.17)

Çíàéäåìî äîäàòêîâi óìîâè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùå:

l1u|x=0 = h1(c1(0)v1(0) + c2(0)v2(0))−
− h2(c′1(0)v1(0) + c′2(0)v2(0) + c1(0)v′1(0) + c2(0)v′2(0)) = 0, (2.5.18)

à âðàõîâóþ÷è, ùî c′1(0)v1(0) + c′2(0)v2(0) = 0 ìà¹ìî

c1(0)(h1v1(0)− h2v′1(0)) + c2(0)v′2(0) = 0. (2.5.19)

Îñêiëüêè ïåðøèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ íóëþ, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹-
òüñÿ êîëè c2(0) = 0, àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî, ùî c1(l) = 0.
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Ïðîiíòåãðó¹ìî ñèñòåìó äèôóðiâ ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, îòðèìà¹ìî

c1(x) = −
lˆ

x

f(ξ)v2(ξ)

p(0)w(0)
dξ, c2(x) = −

xˆ

0

v1(ξ)f(ξ)

p(0)w(0)
dξ (2.5.20)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i áóäå ìàòè âèãëÿä:

u(x) = −
xˆ

0

v1(ξ)v2(x)f(ξ)

p(0)w(0)
dξ −

lˆ

x

f(ξ)v1(x)v2(ξ)

p(0)w(0)
dξ (2.5.21)

Âèçíà÷åííÿ 2.5.1.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà). Ôóíêöiÿ Ãðiíà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

G(x, ξ) = − 1

p(0)w(0)

{
v1(ξ)v2(x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,
v1(x)v2(ξ), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l.

(2.5.22)

Îòæå ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ (2.5.23)

G(x, ξ) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ãðiíà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëÿ. Ïîïå-
ðåäíi ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü íàñòóïíó ëåììó.

Ëåìà 2.5.1.1

ßêùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ, òî ðîçâ'ÿç-
îê êðàéîâî¨ çàäà÷i iñíó¹ òà ¹äèíèé i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ (2.5.24)

÷åðåç ôóíêöiþ Ãðiíà.
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2.5.2 Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà

Âëàñòèâîñòi 2.5.2.1 (ôóíêöi¨ Ãðiíà)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

1. • G(x, ξ) ∈ C([0, l]× [0, l]);

• G(x, ξ) ∈ C(2)(0 < x < ξ < l);

• G(x, ξ) ∈ C(2)(0 < ξ < x < l).

2. Ñèìåòðè÷íiñòü: G(x, ξ) = G(ξ, x), x, ξ ∈ [0, l]× [0, l].

3. Íà äiàãîíàëi x = ξ ìà¹ ìiñöå ðîçðèâ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨:

∂G(ξ + 0, ξ)

∂x
− ∂G(ξ − 0, ξ)

∂x
= − 1

p(ξ)
, (2.5.25)

äà ξ ∈ (0, l).

4. Ïîçà äiàãîíàëëþ x = ξ ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíîìó
äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ LxG(x, y) = 0.

5. Íà ái÷íèõ ñòîðîíàõ êâàäðàòó [0, l]× [0, l] ôóíêöiÿ Ãðiíà G(x, y)
çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì l1G|x=0 = l2G|x=l = 0.

6. Ôóíêöiÿ G(x, ξ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ:

LxG(x, ξ) = −δ(x− ξ), (2.5.26)

äå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

2.5.3 Çâåäåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç îïåðàòîðîìØòóðìà-Ëióâiëëÿ

äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó ç ïàðàìåòðîì
Lu = (−p(x)u′)′ + q(x)u = f(x) + λu,

l1(u)|x=0 = 0,

l2(u)|x=l = 0,

f ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l),

(2.5.27)

i ïîêàæåìî ùî âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðå-
äãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç äiéñíèì, ñèìåòðè÷íèì òà íåïåðåðâíèì ÿäðîì
G(x, ξ).
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Òåîðåìà 2.5.3.1 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ ç åðìiòîâèì ÿäðîì)

Êðàéîâà çàäà÷à ïðè óìîâi, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà
L, åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó:

u(x) = λ

lˆ

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ +

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ, u ∈ C([0, l]), (2.5.28)

äå G(x, ξ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà îïåðàòîðà L iç çàäà÷i (2.5.27).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè êðàéîâî¨ çàäà÷i, òî-
äi ç ëåìè 2.5.1.1 iç çàìiíîþ ïðàâî¨ ÷àñòèíè f 7→ f+λu ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨
çàäà÷i ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)(λu(ξ) + f(ξ)) dξ, (2.5.29)

òîáòî u(x) çàäîâîëüíÿ¹ âèùåíàâåäåíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ ìiñöå iíòåãðàëíüà ðiâíiñòü i u0(x) � ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.
Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó:{

Lu = f + λu0,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.

Çà ëåìîþ 2.5.1.1, ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(x) = λ

1ˆ

0

G(x, ξ)u0(ξ) dξ +

1ˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ, (2.5.30)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Lu0 = f+λu0, òàêèì ÷èíîì
u(x) = u0(x) òîáòî u0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì âèùåíàâåäåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Ó âèïàäêó êîëè f ≡ 0, öÿ êðàéîâà çàäà÷à ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â çàäà÷ó
Øòóðìà-Ëióâiëÿ {

Lu = λu, 0 < x < l,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.
(2.5.31)
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Çàäà÷à Øòóðìà-Ëióâiëÿ åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷íèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ ôóíêöié äëÿ îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ Ôðåäãîëüìà

u(x) = λ

1ˆ

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ (2.5.32)

ïðè óìîâi, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà L.

Ïîêàæåìî ÿê ïîçáàâèòèñü öüîãî ïðèïóùåííÿ. Íåõàé ìà¹ìî çàäà÷óØòóðìà-
Ëióâiëëÿ: {

Lu = λu, 0 < x < l,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.
(2.5.33)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî (Lu, u) ≥ 0, òîáòî âëàñíi ÷èñëà íåâiä'¹ìíi.

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó:{
L1u ≡ (−p(x)u′)′ + (q(x) + 1)u = µu,

l1u|x=0 = l2u|x=l, µ = λ+ 1.
(2.5.34)

Öÿ çàäà÷à ç òî÷íiñòþ äî ïîçíà÷åíü ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîâîþ çàäà÷åþ
Øòóðìà-Ëióâiëÿ. Î÷åâèäíî, ùî µ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì íîâî¨ çà-
äà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ (áî òîäi λ = −1 ìîãëî áè áóòè âëàñíèì ÷èñëîì
ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ).

Ââåäåìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

L1u = (−pu′)′ + q1u = µu (2.5.35)

Îòæå, íîâà çàäà÷à åêâiâàëåíòíà ïîïåðåäíié çàäà÷i ïðè µ = λ + 1, òà
åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ

u(x) = (λ+ 1)

1ˆ

0

G1(x, ξ)u(ξ) dξ, (2.5.36)

äå G1(x, ξ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà îïåðàòîðà L1.

Òàêèì ÷èíîì, ââiâøè îïåðàòîð L1 i âiäïîâiäíó éîìó íîâó ôóíêöiþ Ãðiíà
G1(x, ξ), ìîæíà ïîçáóòèñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì
çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.
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Ïðèêëàä 2.5.3.1

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ϕ(x) = λ

1ˆ

0

K(x, y)ϕ(y) dy + x,

äå

K(x, y) =

{
x(y − 1), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

y(x− 1), 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè çà ôîðìóëîþ Øìiäòà. Çíàéäåìî õà-
ðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ åðìiòîâîãî ÿäðà. Çàïèøåìî îäíî-
ðiäíå ðiâíÿííÿ

ϕ(x) = λ

xˆ

0

y(x− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

x

x(y − 1)ϕ(y) dy.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ:

ϕ′(x) = λ

xˆ

0

yϕ(y) dy+ λx(x− 1)ϕ(x) + λ

1ˆ

x

(y− 1)ϕ(y) dy− λx(x− 1)ϕ(x).

Îá÷èñëèìî äðóãó ïîõiäíó:

ϕ′′(x) = λxϕ(x)− λ(x− 1)ϕ(x).

Àáî ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ϕ′′ = λϕ. Äîïîâíèìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó êðàéîâèìè óìîâàìè: ëåãêî áà÷èòè ùî

ϕ(0) = λ

0ˆ

0

y(0− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

0

0(y − 1)ϕ(y) dy = 0.

Àíàëîãi÷íî

ϕ(1) = λ

1ˆ

0

y(1− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

1

1(y − 1)ϕ(y) dy = 0.
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Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:{
ϕ′′ = λϕ, 0 < x < 1,

ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë i âëàñíèõ ôóíêöié ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ:

1. λ > 0, ϕ(x) = c1 sinh(
√
λx) + c2 cosh(

√
λx).

Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè, ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü{
c1 · 0 + c2 = 0,

c1 sinh(
√
λ) + c2 cosh(

√
λ) = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ïîâèíåí äîðiâíþâàòè íóëþ:

D(λ) =

∣∣∣∣ 0 1

sinh(
√
λ) cosh(

√
λ)

∣∣∣∣ = − sinh(
√
λ) = 0.

�äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ λ = 0, ÿêå íå çàäîâîëüíÿ¹, áî
λ > 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê i
áóäü-ÿêå λ > 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì.

2. λ = 0, ϕ(x) = c1x + c2. Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ ìà¹ìî, ùî c1 = c2 = 0.
Òîáòî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì.

3. λ < 0, ϕ(x) = c1 sin(
√
−λx) + c2 cos(

√
−λx).

Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè, ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü{
c1 · 0 + c2 = 0,

c1 sin(
√
−λ) + c2 cos(

√
−λ) = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëÿ:

D(λ) =

∣∣∣∣ 0 1

sin(
√
−λ) cos(

√
−λ)

∣∣∣∣ = − sin(
√
−λ) = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ çëi÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ

λk = −(πk)2, k = 1, 2, . . .
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Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìà¹ ðîçâ'ÿçîê c2 = 0, c1 =
c1.

Òàêèì ÷èíîì íîðìîâàíi âëàñíi ôóíêöi¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ
ìàþòü âèãëÿä ϕk(x) =

√
2 sin(kπx).

Ïîðàõó¹ìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹:

fn = (f, ϕn) =
√

2

ˆ 1

0

x sin(πnx) dx =
√

2
(−1)n

πn

Çãiäíî äî ôîðìóëè Øìiäòà ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ïðè λ 6= λk ìà¹
âèãëÿä:

ϕ(x) = x− 2λ
∞∑
k=1

(−1)k+1 sin(πkx)

((πk)2 + λ)πk

Ïðè λ = λk ðîçâ'ÿçîê íå iñíó¹, îñêiëüêè íå âèêîíàíà óìîâà îðòîãî-
íàëüíîñòi âiëüíîãî ÷ëåíà äî âëàñíî¨ ôóíêöi¨.
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2.5.4 Âëàñòèâîñòi âëàñíèõ ÷èñåë çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ

Íàãàëäà¹ìî, ùî òåîðåìîþ 2.5.3.1 (ï'ÿòà ëåêöiÿ) âñòàíîâëåíà åêâiâàëåí-
òíiñòü çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ i çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îäíîði-
äíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì G1(x, ξ).
Ïðè öüîìó âëàñíi çíà÷åííÿ λk çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ïîâ'ÿçàíi ç õà-
ðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè µk ÿäðà G1(x, ξ) ñïiââiäíîøåííÿì µ = λ + 1,
à âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi ôóíêöi¨ uk(x), k = 1, 2, . . . ñïiâïàäàþòü. Òîìó äëÿ
çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ ñïðàâåäëèâi âñi ïîëîæåííÿ òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

À ñàìå:

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.1

Ìíîæèíà âëàñíèõ ÷èñåë λk íå ïîðîæíÿ òà íåìà¹ ñêií÷åíèõ ãðàíè-
÷íèõ òî÷îê.

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.2

Âñi âëàñíi ÷èñëà λk äiéñíi òà ìàþòü ñêií÷åíó êðàòíiñòü.

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.3

Âëàñíi ôóíêöi¨ uk ∈ C(2)(0, l)∩C(1)([0, l]), (uk, uj) = δk,j, k, j = 1, 2, . . ..

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.4

Âñi λk ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi äèôåðåíöiàëü-
íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè,
äëÿ öüîãî îïåðàòîðà âñi âëàñíi ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì, îðòîãîíàëüíi.

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.5

Ìíîæèíà âëàñíèõ ÷èñåë çëi÷åíà (íå ìîæå áóòè ñêií÷åíà).
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî á ìíîæèíà áóëà ñêií÷åíîþ µ1, . . . , µN , òî äëÿ
ÿäðà G1(x, ξ) áóëî âiðíèì ïðåäñòàâëåííÿ

G1(x, ξ) =
N∑
i=1

ui(x)ui(ξ)

µi
. (2.5.37)

Àëå uk ∈ C(2)(0, l)∩C(1)([0, l]), i òîìó òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ñóïåðå÷èòü âëà-
ñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà G1(x, ξ) ïðî íàÿâíiñòü ðîçðèâó ïåðøî¨ ïîõiäíî¨.
Öÿ ñóïåðå÷íiñòü i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.5.4.6

Êîæíå âëàñíå ÷èñëî ìà¹ îäèíè÷íó êðàòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé u1 òà u2 � âëàñíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ λ0. Ç ãðàíè÷íî¨ óìîâè çàïèøåìî:{

h1u1(0)− h2u′1(0) = 0,

h1u2(0)− h2u′2(0) = 0.
(2.5.38)

Ðîçãëÿäàòèìåìî öi ñïiââiäíîøåííÿ ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíî-
ñíî h1, h2. Âèçíà÷íèê ñèñòåìè ñïiâïàäà¹ çà âåëè÷èíîþ ç âèçíà÷íèêîì
Âðîíñüêîãî ∣∣∣∣u1(0) −u′1(0)

u2(0) −u′2(0)

∣∣∣∣ = −w(0) 6= 0 (2.5.39)

âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ ñèñòåìè òðèâiàëüíèé, òîáòî h1 = h2 = 0, ùî ñóïåðå-
÷èòü ïðèïóùåííþ h1 + h2 > 0.

Òîìó öi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíî çàëåæíi. Öå i îçíà÷à¹, ùî λ0 ìà¹ îäèíè÷íó
êðàòíiñòü, òîáòî ïðîñòå.

Òåîðåìà 2.5.4.1 (Ñòåêëîâà ïðî ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ôóð'¹)

Áóäü-ÿêà f ∈ ML ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ
ôóíêöié çàäà÷i Øòóðìà -Ëióâiëÿ

f(x) =
∞∑
i=1

(f, ui)ui(x), (2.5.40)

i öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî f � äæåðåëóâàòî çîáðàæóâàíà:{
L1f = Lf + f = h, h ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l),

l1f |x=0 = l2f |x=l = 0
(2.5.41)

Ôóíêöiÿ f ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i, ïðè÷îìó, λ = 0 íå ¹ âëà-
ñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà L1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G1(x, ξ) ôóíêöiþ Ãðiíà
îïåðàòîðà L1.

Òîäi ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

f(x) =

1ˆ

0

G1(x, ξ)h(ξ) dξ, (2.5.42)

òîáòî f(x) � äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíà. Çà òåîðåìîþ Ãiëüáåðòà-Øìiäòà
ôóíêöiÿ f ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðåãóëÿðíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹ ïî âëàñíèì
ôóíêöiÿì ÿäðà G1(x, ξ). Àëå âëàñíi ôóíêöi¨ ÿäðà G1(x, ξ) ñïiâïàäàþòü ç
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè {uk(x)} îïåðàòîðà L.

2.5.5 Çàäà÷à Øòóðìà-Ëióâiëÿ ç âàãîâèì ìíîæíèêîì

Âèçíà÷åííÿ 2.5.5.1 (çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ ç âàãîâèì ìíîæíèêîì). Çà-

äà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëÿ ç âàãîâèì ìíîæíèêîì íàçèâà¹òüñÿ{
Lf = λρ(x)u, 0 < x < l,

l1u|x=0 = l2u|x=l = 0,
(2.5.43)

äå ρ(x) > 0, ρ ∈ C([0, l]), ρ � âàãîâèé ìíîæíèé.

Ç òåîðåìè 2.5.3.1 (ï'ÿòà ëåêöiÿ) âèïëèâà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

u(x) = λ

1ˆ

0

ρ(ξ)G(x, ξ)u(ξ) dξ (2.5.44)

Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåïåðåðâíå, àëå íå ñèìåòðè÷íå ÿäðà, äëÿ éîãî
ñèìåòðèçàöi¨ äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ íà

√
ρ(x) i îòðèìà¹ìî

√
ρ(x)u(x) = λ

1ˆ

0

√
ρ(x)ρ(ξ)G(x, ξ)

√
ρ(ξ)u(ξ) dξ (2.5.45)
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Ïîçíà÷èìî v(x) =
√
ρ(x) · u(x), Gρ(x, ξ) =

√
ρ(x)ρ(ξ)G(x, ξ), îòðèìà¹ìî

iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì:

v(x) = λ

1ˆ

0

Gρ(x, ξ)v(ξ) dξ (2.5.46)

Âëàñíi ôóíêöi¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ ç âàãîâèì ìíîæíèêîì ïîâ'ÿçàíi
ç âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îñòàííüîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿì √

ρ(x) · uk(x) = vk(x). (2.5.47)

Òâåðäæåííÿ 2.5.5.1

Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

(vk, vi) = δi,k =

lˆ

0

uk(x) · ui(x) · ρ(x) dx = (uk, ui)ρ (2.5.48)

� âàãîâèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç âà-
ãîâèì ìíîæíèêîì ¹ îðòîíîðìîâàíîþ ó âàãîâîìó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó
(u, v)ρ.

2.6 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = f(x). (2.6.1)

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ðîçâ'ÿçîê öüîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìîæå
iñíóâàòè íå äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(x).
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Ïðèêëàä 2.6.0.1

Íåõàé G = [a, b], à

K(x, y) = a0(y)xm + a1(y)xm−1 + . . .+ am(y), (2.6.2)

òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ϕ(y):

bˆ

a

K(x, y)ϕ(y) dy = b0x
m + b1x

m−1 + . . .+ bm (2.6.3)

Öå îçíà÷à¹, ùî òàêèé ñàìèé âèãëÿä ïîâèííà ìàòè i ôóíêöiÿ f(x).

2.6.1 ßäðà Øìiäòà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåïåðåðâíå ÿäðî K(x, y) i ñïðÿæåíå äî íüîãî K?(x, y)
ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

ˆ

G

ˆ

G

|K(x, y)| dx dy <∞ (2.6.4)

Âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè Ôðåäãîëüìà ïîçíà÷èìî ÷åðåç K,K?.
Ââåäåìî iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè K1 = K?K, K2 = KK?, ÿêi ¹ ñèìåòðè-
÷íèìè i äîäàòíèìè. Öèì îïåðàòîðàì âiäïîâiäàþòü

Âèçíà÷åííÿ 2.6.1.1 (ÿäåð Øìiäòà). ßäðàìè Øìiäòà íàçèâàþòüñÿ ÿäðà

K1(x, y) =

ˆ

G

K?(x, z)K(z, y) dz, K2(x, y) =

ˆ

G

K(x, z)K?(z, y) dz.

(2.6.5)

Çàäà÷à 2.6.1. Äîâåäiòü, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ÿäåðØìiäòàK1(x, y)
òà K2(x, y) ñïiâïàäàþòü.

Ïîçíà÷èìî ¨õ (õàðàêòåðèñòè÷íû ÷èñëà) ÷åðåç µ2
k, k = 1, 2, . . .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {uk(x)}∞k=1, {vk(x)}∞k=1 îðòîíîðìîâàíi âëàñíi ôóíêöi¨
ÿäðà K1(x, y) òà K2(x, y) âiäïîâiäíî.
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Òâåðäæåííÿ 2.6.1.1

Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

vk = µkKuk, (2.6.6)

uk = µkK
?vk. (2.6.7)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî: vk = µ2
kK2vk, òîäi

K?vk = µ2
kK

?K2vk = µ2
kK

?KK?vk = µ2
kK1K

?vk (2.6.8)

çâiäñè âèïëèâà¹, ùî CkK
?vk = uk. Îáåðåìî êîíñòàíòó ç óìîâè îðòîíîð-

ìîâàíîñòi:

(uk, uk) = C2
k(K?vk,K

?vk) =

= C2
k(vk,KK

?vk) =

= C2
k(vk,K2vk) =

= C2
k/µ

2
k = 1,

(2.6.9)

çâiäñè Ck = µk. I ïåðøà ðiâíiñòü äîâåäåíà.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà.

Âèõîäÿ÷è ç òåîðåìè Ìåðñåðà ïðî ðåãóëÿðíó çáiæíiñòü áiëiíiéíîãî ðÿäó
äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð çi ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ âiä'¹ìíèõ õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ÷èñåë, äëÿ ÿäåð Øìiäòà ìà¹ ìiñöå âiäîìå ðîçâèíåííÿ:

K1(x, y) =
∞∑
k=1

uk(x)uk(y)

µ2
k

, (2.6.10)

K2(x, y) =
∞∑
k=1

vk(x)vk(y)

µ2
k

. (2.6.11)

Öi ðÿäè äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî, à äëÿ
ÿäåð, ÿêi íàëåæàòü L2(G) � â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó.

Òâåðäæåííÿ 2.6.1.2

Äëÿ ÿäðà K(x, y) ìà¹ ìiñöå áiëiíiéíå ðîçâèíåííÿ çà ôîðìóëîþ:

K(x, y) =
∞∑
k=1

vk(x)uk(y)

µ2
k

, (2.6.12)

K?(x, y) =
∞∑
k=1

uk(x)vk(y)

µ2
k

. (2.6.13)
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íàïèñàíå ðîçâèíåííÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ðÿä Ôóð'¹
ÿäðà ïî îðòîíîðìîâàíîé ñèñòåìi ôóíêöié {uk(x)}∞k=1, àáî {vk(x)}∞k=1 i
çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ïî êîæíié çìiííié x, y. Òîáòî

ˆ

G

∣∣∣∣∣K(x, y)−
n∑
i=1

vi(x)ui(y)

µi

∣∣∣∣∣
2

dx =

ˆ

G

|K(x, y)|2 dx−
n∑
k=1

|uk(y)|2

µ2
k

=

= K1(y, y)−
n∑
k=1

|uk(y)|2

µ2
k

=
∞∑

k=n+1

|uk(x)|2

µ2
k

−−−→
n→∞

0. (2.6.14)

Çàóâàæåííÿ 2.6.1.1 � Ïðè äîâåäåííi öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ áóëî
âèêîðèñòàíå äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ ç òâåðäæåííÿ 2.6.1.1.

2.6.2 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì

ÍåõàéK(x, y) ñèìåòðè÷íå ÿäðî, à λi, ui(x), i = 1, 2, . . . � õàðàêòåðèñòè÷íi
÷èñëà òà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié öüîãî ÿäðà.

Âèçíà÷åííÿ 2.6.2.1 (ïîâíîãî ÿäðà). Áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòðè÷íå ÿäðî

ïîâíèì, ÿêùî ñèñòåìà éîãî âëàñíèõ ôóíêöié ¹ ïîâíîþ.

ßêùî ÿäðî íå ¹ ïîâíèì, òî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = 0 (2.6.15)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê âiäìiííèé âiä íóëÿ. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ç ñèìåòðè÷íèì
ïîâíèì ÿäðîì ìîæå ìàòè ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ó âèãëÿäi

ϕ(x) =
∞∑
i=1

ciui(x), (2.6.16)

äå ci � íåâiäîìi êîíñòàíòè. Âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi
ðÿäó Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà â ðåçóëüòàòi ÷îãî áóäåìî
ìàòè ðiâíiñòü:

∞∑
i=1

ci

ˆ

G

K(x, y)ui(y) dy =
∞∑
i=1

(f, ui)ui(x), (2.6.17)
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àáî, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ

∞∑
i=1

ci
λi
ui(x) =

∞∑
i=1

(f, ui)ui(x). (2.6.18)

Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié ui(x) îòðèìà¹ìî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

ci = (f, ui)λi. (2.6.19)

Òåîðåìà 2.6.2.1 (Ïiêàðà ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-
ííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó ç åðìiòîâèì ÿäðîì)

Íåõàé K(x, y) ïîâíå åðìiòîâå ÿäðî f ∈ L2(G). Òîäi äëÿ iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ I ðîäó íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
k=1

λ2k|(f, uk)|2. (2.6.20)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü: Íåõàé iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u(x) ç L2(G) iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó. Íåõàé ck � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹
ðîçâ'ÿçêó ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié {uk(x)}∞k=1. Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ó
ÿêîìó øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ìà¹ìî, ùî âèùåçãàäàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ.

Äîñòàòíiñòü: Íåõàé ðÿä çáiãà¹òüñÿ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ u(x) ∈ L2(G)
ç êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ (f, ui)λi. Âîíà ìà¹ âèãëÿä

∞∑
i=1

λi(f, ui)ui(x) (2.6.21)

i çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ Ôðåäãîëüìà I ðîäó.

2.6.3 Íåñèìåòðè÷íi ÿäðà

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäó ç íåñèìåòðè÷íèì
ÿäðîì. Äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ÿäðà ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëàìà ç òâåðäæåííÿ
2.6.1.2, à äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ âiëüíîãî ÷ëåíà f(x) çàñòîñó¹ìî ðîçâèíåííÿ
öi¹¨ ôóíêöi¨ â ðÿä Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà K2(x, y), vk(x).
Â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè:

∞∑
i=1

ˆ

G

vi(x)ui(y)

µi
ϕ(y) dy =

∞∑
i=1

(f, vi)vi(x). (2.6.22)
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Ëiâó ÷àñòèíó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

∞∑
i=1

(ϕ, ui)vi(x)

µi
ϕ(y) dy =

∞∑
i=1

(f, vi)vi(x). (2.6.23)

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìîæíà çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ
Ôóð'¹ ðîçâ'ÿçêó:

(ϕ, ui) = (f, vi)µi. (2.6.24)

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà íàñòóíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.6.3.1 (êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
Ôðåäãîëüìà I ðîäó ç íåñèìåòðè÷íèì ÿäðîì)

Äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäó
ç íåñèìåòðè÷íèì ÿäðîì íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîáè âiëüíèé ÷ëåí
f ∈ L2(G) ìîæíà áóëî ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ
ôóíêöié {vi}∞i=1 ÿäðà Øìiäòà

K2(x, y) =

ˆ

G

K(x, z)K?(z, y) dz, (2.6.25)

à ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
i=1

|(f, vi)|2µ2
i . (2.6.26)

çáiãàâñÿ.
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Ïðèêëàä 2.6.3.1

Çâåñòè çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç åðìi-
òîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì:{

Ly ≡ −(1 + ex)y′′ − exy′ = λx2y, 0 < x < 1,

y(0)− 2y′(0) = y′(1) = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà îïåðàòîðà L. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷i
Êîøi: {

− (1 + ex)v′′i − exv′i = 0, i = 1, 2,

v1(0)− 2v′1(0) = v′2(1) = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−(1 + ex)y′′ − exy′ = 0

ìà¹ âèãëÿä
c1(x− ln(1 + ex)) + c2.

Òîäi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi:

v1(x) = a(x− ln(1 + ex) + 1 + ln 2), a = const,

v2(x) = b, b = const .

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî∣∣∣∣v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ =
ab

1 + ex
.

Ïðî âñÿê âèïàäîê ïåðåâiðèìî òîòîæíiñòü Ëióâiëëÿ:

p(x) · w(x) = a · b = const

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ãðiíà çà ôîðìóëîþ:

G(x, ξ) = −

{
(x− ln(1 + ex) + 1 + ln 2), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1,

(ξ − ln(1 + eξ) + 1 + ln 2), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1.

Çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

y(x) = λ

1ˆ

0

(
G(x, ξ) · ξ2 · y(ξ)

)
dξ.
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Ñèìåòðèçó¹ìî ÿäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè
íà x:

x · y(x) = λ

1ˆ

0

x · ξ ·G(x, ξ) · ξ · y(ξ) dξ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
ω(x) = x · y(x),

òà
G1(x, ξ) = x · ξ ·G(x, ξ).

Îòðèìà¹ìî îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç
ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì:

ω(x) = λ

1ˆ

0

G1(x, ξ)ω(ξ) dξ.
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2.6.4 Ïèòàííÿ äî ïåðøîãî ðîçäiëó

1. Çàïèñàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî òà äðóãîãî ðî-
äó.

2. Äàòè âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë i âëàñíèõ ôóíêöié iíòå-
ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

3. Ùî íàçèâà¹òüñÿ ñîþçíèì iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì, ñïðÿæåíèì ÿäðîì?

4. Ñôîðìóëþâàòè ëåìó ïðî îáìåæåíiñòü iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç
íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

5. Çàïèñàòè ñõåìó ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ðÿä Íåéìàíà.

6. Ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëè-
æåíü äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð.

7. Äàòè âèçíà÷åííÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð i ðåçîëüâåíòè, çàïèñàòè óìîâà
çáiæíîñòi ðåçîëüâåíòè.

8. Äàòè âèçíà÷åííÿ ïîëÿðíîãî ÿäðà, ñôîðìóëþâàòè ëåìó ïðî ïîâî-
äæåííÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð äëÿ ïîëÿðíîãî ÿäðà.

9. Ñôîðìóëþâàòè ëåìó ïðî îáìåæåíiñòü iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç
ïîëÿðíèì ÿäðîì.

10. Ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëè-
æåíü äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü iç ïîëÿðíèì ÿäðîì.

11. Çàïèñàòè ðåçîëüâåíòó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç ïîëÿðíèì ÿäðîì,
ñôîðìóëþâàòè óìîâè ¨¨ çáiæíîñòi.

12. Äàòè âèçíà÷åííÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà, çàïèñàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.

13. Ñôîðìóëþâàòè ïåðøó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.

14. Ñôîðìóëþâàòè äðóãó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.

15. Ñôîðìóëþâàòè òðåòþ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.
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16. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ iäåÿ äîâåäåííÿ òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâ-
íîãî ÿäðà.

17. Ñôîðìóëþâàòè ïåðøó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

18. Ñôîðìóëþâàòè äðóãó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

19. Ñôîðìóëþâàòè òðåòþ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

20. Ñôîðìóëþâàòè ÷åòâåðòó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî
ðiâíÿííÿ ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

21. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ iäåÿ äîâåäåííÿ òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ ïîëÿðíîãî
ÿäðà.

22. Ñôîðìóëþâàòè íàñëiäêó ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà.

23. Äàòè âèçíà÷åííÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi. Ñôîð-
ìóëþâàòè òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëi.

24. Äàòè âèçíà÷åííÿ öiëêîì íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà, ñôîðìóëþâàòè
ëåìó ïðî öiëêîâèòó íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

25. Äàòè âèçíà÷åííÿ åðìiòîâîãî îïåðàòîðà, âëàñòèâiñòü õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ÷èñåë, êðèòåðié åðìiòîâîñòi.

26. Ðÿä Ôóð'¹, íåðiâíiñòü Áåññåëÿ, ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà.

27. Âèçíà÷åííÿ äæåðåëóâàòîçîáðàæóâàíî¨ ôóíêöi¨. Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-
Øìiäòà.

28. Ïðåäñòàâëåííÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà
âëàñíi ôóíêöi¨.

29. Òåîðåìà ïðî áiëiíiéíå ðîçêëàäàííÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà.

30. Íàñëiäîê ç òåîðåìè Ãiëüáåðòà-Øìiäòà ïðî ðîçêëàäàííÿ ïîâòîðíîãî
ÿäðà äëÿ åðìiòîâîãî ÿäðà.

31. Ôîðìóëà Øìiäòà, îñîáëèâîñòi ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðà.
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32. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë åðìiòîâîãî íåïå-
ðåðâíîãî òà åðìiòîâîãî ïîëÿðíîãî ÿäðà.

33. Äîäàòíüî âèçíà÷åíi ÿäðà. Ëåìà ïðî âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ
÷èñåë äîäàòíüî âèçíà÷åíèõ ÿäåð.

34. Òåîðåìà Ìåðñåðà.

35. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ, âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷èñåë i
âëàñíèõ ôóíêöié.

36. Âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

37. Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà.

38. Âëàñòèâîñòi âëàñíèõ ôóíêöié i âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i Øòóðìà-
Ëióâiëëÿ.

39. Ëåìà ïðî çâåäåííÿ çàäà÷i Øòóðìó-Ëióâiëëÿ äî iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ.

40. Çàäà÷à Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç âàãîâèì ìíîæíèêîì, çâåäåííÿ ¨¨ äî ií-
òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç åðìiòîâèì ÿäðîì.

41. Òåîðåìà Ñòåêëîâà ïðî ðîçêëàäàííÿ ôóíêöié ó ðÿä Ôóð'¹.

42. ßäðà Øìiäòà òà ¨õ âëàñòèâîñòi, áiëiíiéíå ðîçâèíåííÿ ÿäåð Øìiäòà.

43. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó ç åðìiòîâèì ÿäðîì,
òåîðåìà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó.

44. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó ç íåñèìåòðè÷íèì
ÿäðîì, óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó.
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