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2.5.4 Властивостi власних чисел задачi Штурма-Лiувiля

Нагалдаємо, що теоремою 2.5.3.1 (п’ята лекцiя) встановлена еквiвален-
тнiсть задачi Штурма-Лiувiля i задачi на власнi значення для однорi-
дного iнтегрального рiвняння з ермiтовим неперервним ядром G1(x, ξ).
При цьому власнi значення λk задачi Штурма-Лiувiлля пов’язанi з ха-
рактеристичними числами µk ядра G1(x, ξ) спiввiдношенням µ = λ + 1,
а вiдповiднi їм власнi функцiї uk(x), k = 1, 2, . . . спiвпадають. Тому для
задачi Штурма-Лiувiля справедливi всi положення теорiї iнтегральних
рiвнянь з ермiтовим неперервним ядром.

А саме:

Твердження 2.5.4.1
Множина власних чисел λk не порожня та немає скiнчених грани-
чних точок.

Твердження 2.5.4.2
Всi власнi числа λk дiйснi та мають скiнчену кратнiсть.

Твердження 2.5.4.3
Власнi функцiї uk ∈ C(2)(0, l)∩C(1)([0, l]), (uk, uj) = δk,j, k, j = 1, 2, . . ..

Твердження 2.5.4.4
Всi λk ≥ 0.
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Доведення. Справдi, це випливає з додатної визначеностi диференцiаль-
ного оператора Штурма-Лiувiлля з вiдповiдними граничними умовами,
для цього оператора всi власнi функцiї, що вiдповiдають рiзним власним
значенням, ортогональнi.

Твердження 2.5.4.5
Множина власних чисел злiчена (не може бути скiнчена).

Доведення. Дiйсно, якщо б множина була скiнченою µ1, . . . , µN , то для
ядра G1(x, ξ) було вiрним представлення

G1(x, ξ) =
N∑
i=1

ui(x)ui(ξ)

µi
. (2.5.37)

Але uk ∈ C(2)(0, l)∩C(1)([0, l]), i тому таке представлення суперечить вла-
стивостi функцiї Грiна G1(x, ξ) про наявнiсть розриву першої похiдної.
Ця суперечнiсть i доводить твердження.

Твердження 2.5.4.6
Кожне власне число має одиничну кратнiсть.

Доведення. Справдi, нехай u1 та u2 — власнi функцiї, якi вiдповiдають
власному значенню λ0. З граничної умови запишемо:{

h1u1(0)− h2u′1(0) = 0,

h1u2(0)− h2u′2(0) = 0.
(2.5.38)

Розглядатимемо цi спiввiдношення як систему лiнiйних рiвнянь вiдно-
сно h1, h2. Визначник системи спiвпадає за величиною з визначником
Вронського ∣∣∣∣u1(0) −u′1(0)u2(0) −u′2(0)

∣∣∣∣ = −w(0) 6= 0 (2.5.39)

враховуючи лiнiйну незалежнiсть власних функцiй. Звiдси випливає, що
розв’язок лiнiйної системи тривiальний, тобто h1 = h2 = 0, що супере-
чить припущенню h1 + h2 > 0.

Тому цi розв’язки лiнiйно залежнi. Це i означає, що λ0 має одиничну
кратнiсть, тобто просте.
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Теорема 2.5.4.1 (Стеклова про розвинення в ряд Фур’є)
Будь-яка f ∈ ML розкладається в ряд Фур’є за системою власних
функцiй задачi Штурма -Лiувiля

f(x) =
∞∑
i=1

(f, ui)ui(x), (2.5.40)

i цей ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно.

Доведення. Покажемо, що f — джерелувато зображувана:{
L1f = Lf + f = h, h ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l),

l1f |x=0 = l2f |x=l = 0
(2.5.41)

Функцiя f є розв’язком цiєї граничної задачi, причому, λ = 0 не є вла-
сним значенням оператора L1. Позначимо через G1(x, ξ) функцiю Грiна
оператора L1.
Тодi має мiсце представлення

f(x) =

1ˆ

0

G1(x, ξ)h(ξ) dξ, (2.5.42)

тобто f(x) — джерелувато-зображувана. За теоремою Гiльберта-Шмiдта
функцiя f розкладається в регулярно збiжний ряд Фур’є по власним
функцiям ядра G1(x, ξ). Але власнi функцiї ядра G1(x, ξ) спiвпадають з
власними функцiями {uk(x)} оператора L.

2.5.5 Задача Штурма-Лiувiля з ваговим множником

Визначення 2.5.5.1 (задачi Штурма-Лiувiля з ваговим множником). За-
дачею Штурма-Лiувiля з ваговим множником називається{

Lf = λρ(x)u, 0 < x < l,

l1u|x=0 = l2u|x=l = 0,
(2.5.43)

де ρ(x) > 0, ρ ∈ C([0, l]), ρ — ваговий множний.

З теореми 2.5.3.1 (п’ята лекцiя) випливає представлення

u(x) = λ

1ˆ

0

ρ(ξ)G(x, ξ)u(ξ) dξ (2.5.44)
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Iнтегральне рiвняння має неперервне, але не симетричне ядра, для його
симетризацiї домножимо рiвняння на

√
ρ(x) i отримаємо

√
ρ(x)u(x) = λ

1ˆ

0

√
ρ(x)ρ(ξ)G(x, ξ)

√
ρ(ξ)u(ξ) dξ (2.5.45)

Позначимо v(x) =
√
ρ(x) · u(x), Gρ(x, ξ) =

√
ρ(x)ρ(ξ)G(x, ξ), отримаємо

iнтегральне рiвняння з ермiтовим неперервним ядром:

v(x) = λ

1ˆ

0

Gρ(x, ξ)v(ξ) dξ (2.5.46)

Власнi функцiї задачi Штурма-Лiувiля з ваговим множником пов’язанi
з власними функцiями останнього iнтегрального рiвняння спiввiдноше-
нням √

ρ(x) · uk(x) = vk(x). (2.5.47)

Твердження 2.5.5.1
Має мiсце спiввiдношення

(vk, vi) = δi,k =

lˆ

0

uk(x) · ui(x) · ρ(x) dx = (uk, ui)ρ (2.5.48)

— ваговий скалярний добуток.

Таким чином система власних функцiй задачi Штурма-Лiувiлля з ва-
говим множником є ортонормованою у ваговому скалярному добутку
(u, v)ρ.

2.6 Iнтегральнi рiвняння першого роду

Будемо розглядати iнтегральне рiвняння Фредгольма першого роду
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = f(x). (2.6.1)

Неважко перевiрити, що розв’язок цього iнтегрального рiвняння може
iснувати не для будь-якої неперервної функцiї f(x).
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Приклад 2.6.0.1
Нехай G = [a, b], а

K(x, y) = a0(y)x
m + a1(y)x

m−1 + . . .+ am(y), (2.6.2)

тодi для будь-якої неперервної ϕ(y):

bˆ

a

K(x, y)ϕ(y) dy = b0x
m + b1x

m−1 + . . .+ bm (2.6.3)

Це означає, що такий самий вигляд повинна мати i функцiя f(x).

2.6.1 Ядра Шмiдта

Будемо розглядати неперервне ядро K(x, y) i спряжене до нього K?(x, y)
яке задовольняє нерiвностi

ˆ

G

ˆ

G

|K(x, y)| dx dy <∞ (2.6.4)

Вiдповiднi iнтегральнi оператори Фредгольма позначимо через K,K?.
Введемо iнтегральнi оператори K1 = K?K, K2 = KK?, якi є симетри-
чними i додатними. Цим операторам вiдповiдають

Визначення 2.6.1.1 (ядер Шмiдта). Ядрами Шмiдта називаються ядра

K1(x, y) =

ˆ

G

K?(x, z)K(z, y) dz, K2(x, y) =

ˆ

G

K(x, z)K?(z, y) dz.

(2.6.5)

Задача 2.6.1. Доведiть, що характеристичнi числа ядерШмiдтаK1(x, y)
та K2(x, y) спiвпадають.

Позначимо їх (характеристичны числа) через µ2
k, k = 1, 2, . . .

Позначимо через {uk(x)}∞k=1, {vk(x)}∞k=1 ортонормованi власнi функцiї
ядра K1(x, y) та K2(x, y) вiдповiдно.
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Твердження 2.6.1.1
Виконуються рiвностi:

vk = µkKuk, (2.6.6)
uk = µkK?vk. (2.6.7)

Доведення. Дiйсно: vk = µ2
kK2vk, тодi

K?vk = µ2
kK

?K2vk = µ2
kK

?KK?vk = µ2
kK1K?vk (2.6.8)

звiдси випливає, що CkK?vk = uk. Оберемо константу з умови ортонор-
мованостi:

(uk, uk) = C2
k(K

?vk,K?vk) =

= C2
k(vk,KK?vk) =

= C2
k(vk,K2vk) =

= C2
k/µ

2
k = 1,

(2.6.9)

звiдси Ck = µk. I перша рiвнiсть доведена.
Аналогiчно доводиться друга.

Виходячи з теореми Мерсера про регулярну збiжнiсть бiлiнiйного ряду
для неперервних ядер зi скiнченою кiлькiстю вiд’ємних характеристи-
чних чисел, для ядер Шмiдта має мiсце вiдоме розвинення:

K1(x, y) =
∞∑
k=1

uk(x)uk(y)

µ2
k

, (2.6.10)

K2(x, y) =
∞∑
k=1

vk(x)vk(y)

µ2
k

. (2.6.11)

Цi ряди для неперервних ядер збiгається абсолютно i рiвномiрно, а для
ядер, якi належать L2(G) — в середньому квадратичному.

Твердження 2.6.1.2
Для ядра K(x, y) має мiсце бiлiнiйне розвинення за формулою:

K(x, y) =
∞∑
k=1

vk(x)uk(y)

µ2
k

, (2.6.12)

K?(x, y) =
∞∑
k=1

uk(x)vk(y)

µ2
k

. (2.6.13)
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Доведення. Дiйсно, написане розвинення представляє собою ряд Фур’є
ядра по ортонормованой системi функцiй {uk(x)}∞k=1, або {vk(x)}∞k=1 i
збiгається в середньому квадратичному по кожнiй змiннiй x, y. Тобто

ˆ

G

∣∣∣∣∣K(x, y)−
n∑
i=1

vi(x)ui(y)

µi

∣∣∣∣∣
2

dx =

ˆ

G

|K(x, y)|2 dx−
n∑
k=1

|uk(y)|2

µ2
k

=

= K1(y, y)−
n∑
k=1

|uk(y)|2

µ2
k

=
∞∑

k=n+1

|uk(x)|2

µ2
k

−−−→
n→∞

0. (2.6.14)

Зауваження 2.6.1.1 — При доведеннi цього представлення було
використане друге спiввiдношення з твердження 2.6.1.1.

2.6.2 Iнтегральнi рiвняння першого роду з симетричним ядром

НехайK(x, y) симетричне ядро, а λi, ui(x), i = 1, 2, . . . — характеристичнi
числа та ортонормована система власних функцiй цього ядра.

Визначення 2.6.2.1 (повного ядра). Будемо називати симетричне ядро
повним, якщо система його власних функцiй є повною.

Якщо ядро не є повним, то iнтегральне рiвнянняˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = 0 (2.6.15)

має розв’язок вiдмiнний вiд нуля. Iнтегральне рiвняння з симетричним
повним ядром може мати лише єдиний розв’язок.

Будемо шукати розв’язок iнтегрального рiвняння першого роду у виглядi

ϕ(x) =
∞∑
i=1

ciui(x), (2.6.16)

де ci — невiдомi константи. Вiльний член рiвняння представимо у виглядi
ряду Фур’є по системi власних функцiй ядра в результатi чого будемо
мати рiвнiсть:

∞∑
i=1

ci

ˆ

G

K(x, y)ui(y) dy =
∞∑
i=1

(f, ui)ui(x), (2.6.17)
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або, пiсля спрощення

∞∑
i=1

ci
λi
ui(x) =

∞∑
i=1

(f, ui)ui(x). (2.6.18)

Враховуючи лiнiйну незалежнiсть власних функцiй ui(x) отримаємо спiв-
вiдношення

ci = (f, ui)λi. (2.6.19)

Теорема 2.6.2.1 (Пiкара про iснування розв’язку iнтегрального рiвня-
ння Фредгольма першого роду з ермiтовим ядром)
Нехай K(x, y) повне ермiтове ядро f ∈ L2(G). Тодi для iснування
розв’язку рiвняння I роду необхiдно i достатньо щоб збiгався ряд

∞∑
k=1

λ2k|(f, uk)|2. (2.6.20)

Доведення. Необхiднiсть: Нехай iснує розв’язок u(x) з L2(G) iнтеграль-
ного рiвняння Фредгольма першого роду. Нехай ck — коефiцiєнти Фур’є
розв’язку по системi власних функцiй {uk(x)}∞k=1. Виходячи з вигляду у
якому шукаємо розв’язок маємо, що вищезгаданий ряд збiгається.

Достатнiсть: Нехай ряд збiгається. Тодi iснує єдина функцiя u(x) ∈ L2(G)
з коефiцiєнтами Фур’є (f, ui)λi. Вона має вигляд

∞∑
i=1

λi(f, ui)ui(x) (2.6.21)

i задовольняє iнтегральному рiвнянню Фредгольма I роду.

2.6.3 Несиметричнi ядра

Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма I роду з несиметричним
ядром. Для представлення ядра скористаємось формулама з твердження
2.6.1.2, а для представлення вiльного члена f(x) застосуємо розвинення
цiєї функцiї в ряд Фур’є по системi власних функцiй ядра K2(x, y), vk(x).
В результатi будемо мати:

∞∑
i=1

ˆ

G

vi(x)ui(y)

µi
ϕ(y) dy =

∞∑
i=1

(f, vi)vi(x). (2.6.22)
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Лiву частину можна записати у виглядi:

∞∑
i=1

(ϕ, ui)vi(x)

µi
ϕ(y) dy =

∞∑
i=1

(f, vi)vi(x). (2.6.23)

З останньої рiвностi можна записати спiввiдношення для коефiцiєнтiв
Фур’є розв’язку:

(ϕ, ui) = (f, vi)µi. (2.6.24)

Таким чином, доведена настуна теорема:

Теорема 2.6.3.1 (критерiй iснування розв’язку iнтегрального рiвняння
Фредгольма I роду з несиметричним ядром)
Для iснування розв’язку iнтегрального рiвняння Фредгольма I роду
з несиметричним ядром необхiдно i достатньо щоби вiльний член
f ∈ L2(G) можна було розкласти в ряд Фур’є по системi власних
функцiй {vi}∞i=1 ядра Шмiдта

K2(x, y) =

ˆ

G

K(x, z)K?(z, y) dz, (2.6.25)

а числовий ряд
∞∑
i=1

|(f, vi)|2µ2
i . (2.6.26)

збiгався.
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Приклад 2.6.3.1
Звести задачу Штурма-Лiувiлля до iнтегрального рiвняння з ермi-
товим неперервним ядром:{

Ly ≡ −(1 + ex)y′′ − exy′ = λx2y, 0 < x < 1,

y(0)− 2y′(0) = y′(1) = 0.

Розв’язок. Побудуємо функцiю Грiна оператора L. Розглянемо задачi
Кошi: {

− (1 + ex)v′′i − exv′i = 0, i = 1, 2,

v1(0)− 2v′1(0) = v′2(1) = 0.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння

−(1 + ex)y′′ − exy′ = 0

має вигляд
c1(x− ln(1 + ex)) + c2.

Тодi розв’язки задач Кошi:

v1(x) = a(x− ln(1 + ex) + 1 + ln 2), a = const,

v2(x) = b, b = const .

Обчислимо визначник Вронського∣∣∣∣v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ = ab

1 + ex
.

Про всяк випадок перевiримо тотожнiсть Лiувiлля:

p(x) · w(x) = a · b = const

Запишемо функцiю Грiна за формулою:

G(x, ξ) = −

{
(x− ln(1 + ex) + 1 + ln 2), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1,

(ξ − ln(1 + eξ) + 1 + ln 2), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1.

Запишемо iнтегральне рiвняння:

y(x) = λ

1ˆ

0

(
G(x, ξ) · ξ2 · y(ξ)

)
dξ.
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Симетризуємо ядро iнтегрального рiвняння, помножимо обидвi частини
на x:

x · y(x) = λ

1ˆ

0

x · ξ ·G(x, ξ) · ξ · y(ξ) dξ.

Введемо позначення:
ω(x) = x · y(x),

та
G1(x, ξ) = x · ξ ·G(x, ξ).

Отримаємо однорiдне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з
симетричним ядром:

ω(x) = λ

1ˆ

0

G1(x, ξ)ω(ξ) dξ.
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2.6.4 Питання до першого роздiлу

1. Записати iнтегральне рiвняння Фредгольма першого та другого ро-
ду.

2. Дати визначення характеристичних чисел i власних функцiй iнте-
грального рiвняння.

3. Що називається союзним iнтегральним рiвнянням, спряженим ядром?

4. Сформулювати лему про обмеженiсть iнтегрального оператора з
неперервним ядром.

5. Записати схему методу послiдовних наближень, ряд Неймана.

6. Сформулювати теорему про збiжнiсть методу послiдовних набли-
жень для неперервних ядер.

7. Дати визначення повторних ядер i резольвенти, записати умова
збiжностi резольвенти.

8. Дати визначення полярного ядра, сформулювати лему про пово-
дження повторних ядер для полярного ядра.

9. Сформулювати лему про обмеженiсть iнтегрального оператора з
полярним ядром.

10. Сформулювати теорему про збiжнiсть методу послiдовних набли-
жень для iнтегральних рiвнянь iз полярним ядром.

11. Записати резольвенту iнтегрального оператора з полярним ядром,
сформулювати умови її збiжностi.

12. Дати визначення виродженого ядра, записати систему рiвнянь для
iнтегрального рiвняння. з виродженим ядром.

13. Сформулювати першу теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з виродженим ядром.

14. Сформулювати другу теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з виродженим ядром.

15. Сформулювати третю теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з виродженим ядром.
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16. В чому полягає iдея доведення теорем Фредгольма для неперерв-
ного ядра.

17. Сформулювати першу теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з неперервним ядром.

18. Сформулювати другу теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з неперервним ядром.

19. Сформулювати третю теорему Фредгольма для iнтегрального рiв-
няння з неперервним ядром.

20. Сформулювати четверту теорему Фредгольма для iнтегрального
рiвняння з неперервним ядром.

21. В чому полягає iдея доведення теорем Фредгольма для полярного
ядра.

22. Сформулювати наслiдку з теорем Фредгольма.

23. Дати визначення компактної множини в рiвномiрнiй метрицi. Сфор-
мулювати теорему Арцела-Асколi.

24. Дати визначення цiлком неперервного оператора, сформулювати
лему про цiлковиту неперервнiсть оператора з неперервним ядром.

25. Дати визначення ермiтового оператора, властивiсть характеристи-
чних чисел, критерiй ермiтовостi.

26. Ряд Фур’є, нерiвнiсть Бесселя, рiвнiсть Парсеваля-Стеклова.

27. Визначення джерелуватозображуваної функцiї. Теорема Гiльберта-
Шмiдта.

28. Представлення виродженого ядра через характеристичнi числа та
власнi функцiї.

29. Теорема про бiлiнiйне розкладання ермiтового неперервного ядра.

30. Наслiдок з теореми Гiльберта-Шмiдта про розкладання повторного
ядра для ермiтового ядра.

31. Формула Шмiдта, особливостi її застосування для рiзних значень
параметра.
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32. Теорема про iснування характеристичних чисел ермiтового непе-
рервного та ермiтового полярного ядра.

33. Додатньо визначенi ядра. Лема про властивостi характеристичних
чисел додатньо визначених ядер.

34. Теорема Мерсера.

35. Постановка задачi Штурма-Лiувiлля, визначення власних чисел i
власних функцiй.

36. Визначення функцiї Грiна для оператора Штурма-Лiувiлля.

37. Властивостi функцiї Грiна.

38. Властивостi власних функцiй i власних значень задачi Штурма-
Лiувiлля.

39. Лема про зведення задачi Штурму-Лiувiлля до iнтегрального рiв-
няння.

40. Задача Штурма-Лiувiлля з ваговим множником, зведення її до iн-
тегрального рiвняння з ермiтовим ядром.

41. Теорема Стеклова про розкладання функцiй у ряд Фур’є.

42. Ядра Шмiдта та їх властивостi, бiлiнiйне розвинення ядер Шмiдта.

43. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма першого роду з ермiтовим ядром,
теорема iснування розв’язку.

44. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма першого роду з несиметричним
ядром, умови iснування розв’язку.
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