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2.4.5 Додатньо визначенi ядра

Визначення 2.4.5.1 (додатно-визначеного ядра). Неперервне ядроK(x, y)
називається додатно-визначеним, якщо ∀f ∈ L2(G): (Kf, f) ≥ 0,прричому
(Kf, f) = 0 ⇐⇒ ‖f‖L2(G) = 0.

Зауваження 2.4.5.1 — Довiльне додатньо визначене ядро є ермi-
товим (його бiлiнiйна форма (Kf, f) приймає дiйснi значення).

Лема 2.4.5.1
Для того, щоб неперервне ядро було додатньо визначеним необхiдно
i достатньо, щоб його характеристичнi числа були додатнi.

Доведення. Необхiднiсть: для власних функцiй (Kϕk, ϕk) = 1/λk > 0.

Достатнiсть: Розглянемо Kf як джерелувато-зображувану функцiю, згi-
дно до теореми Гiлберта-Шмiдта

Kf =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
ϕk, (2.4.42)

тодi

(Kf, f) =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
(ϕk, f) =

∞∑
k=1

|(f, ϕk)|2

λk
> 0, (2.4.43)

отже квадратична форма додатньо визначена.

Таким чином додатнiсть характеристичних чисел є критерiєм додатної
визначеностi ядра.
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Лема 2.4.5.2
Довiльне додатньо визначене неперервне ядро має характеристичнi
числа i для них має мiсце варiацiйний принцип:

1

λk
= sup

f∈L2(G)

(f,ϕi)=0,i=1,k−1

(Kf, f)L2(G)

‖f‖2L2(G)

, k = 1, 2, . . . , (2.4.44)

де λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . ., а ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . — ортонормована система
власних функцiй.

Доведення. З теореми Гiлберта Шмiдта можна оцiнити

(Kf, f)L2(G)

‖f‖2L2(G)

=
∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2

λi‖f‖2
≤ 1

λk

∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2

‖f‖2
≤ 1

λk
. (2.4.45)

(перша нерiвнiсть виконується оскiльки λk — найменше характеристичне
число в сумi, а друга випливає з нерiвностi Бесселя).

З iншого боку при f = ϕk маємо

(Kϕk, ϕk)

‖ϕk‖2
=

1

λk
, (2.4.46)

тобто iснує функцiя на якiй досягається верхня межа цiєї нерiвностi.

Теорема 2.4.5.1 (Мерсера, про регулярну збiжнiсть бiлiнiйного ряду
для ермiтових ядер зi скiнченою кiлькiстю вiд’ємних характеристичних
чисел)
Якщо ермiтове неперервне ядро K(x, y) має лише скiнчену кiлькiсть
вiд’ємних характеристичних чисел, то його бiлiнiйний ряд

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.47)

збiгається в G×G абсолютно i рiвномiрно.

Доведення. Покажемо, що якщо ядро K(x, y) — додатньо визначене, то
∀x ∈ G: K(x, x) ≥ 0. Оскiльки K(x, y) — ермiтове, то K(x, x) = K(x, x)
i є дiйсною функцiєю. Якщо iснує хоча б одна точка x0 ∈ G така, що
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K(x0, x0) < 0, то виходячи з неперервностi знайдеться i деякiй окiл цiєї
точки U(x0, x0) ⊂ G × G такий, що ∀(x, y) ∈ U(x0, x0): ReK(x, y) < 0.
Оберемо невiд’ємну неперервну функцiю ϕ(x) яка вiдмiна вiд нуля лише
в U(x0, x0) i отримаємо

(Kϕ, ϕ) =
ˆ

U(x0,x0)

K(x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy =

=

ˆ

U(x0,x0)

ReK(x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy ≤ 0.

(2.4.48)

Остання нерiвнiсть вступає в протирiччя з припущенням додотньої ви-
значеностi ядра, тобто теорему достатньо довести для додатньо визна-
чених ядер.

Розглянемо ядро

Kp(x, y) = K(x, y)−
p∑

i=1

ϕi(y)ϕi(x)

λi
, (2.4.49)

де p — номер останнього вiд’ємного характеристичного числа, так що усi
λi, i = p+1, p+2, . . . є додатнiми. Таким чином ядро Kp(x, y) є неперерв-
ним та додатньо визначеним. А це означає, що ∀x ∈ G : Kp(x, x) ≥ 0.
Таким чином маємо нерiвнiсть:

N∑
i=1

|ϕi(x)|2

λi
≤ K(x, x) ≤M, x ∈ G,N = p+ 1, p+ 2, . . . , (2.4.50)

тобто ряд
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λk
(2.4.51)

рiвномiрно збiжний.

Розглянемо бiлiнiйний ряд
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.52)

i доведемо його абсолютну i рiвномiрну збiжнiсть за критерiєм Кошi.
Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Бунякiвського маємо:

p+q∑
k=p

|ϕk(x)ϕk(y)|
λk

≤

(
p+q∑
k=p

|ϕk(x)|2

λk
·
p+q∑
k=p

|ϕk(y)|2

λk

)1/2

(2.4.53)
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Але оскiльки
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λk
(2.4.54)

рiвномiрно збiжний, то бiлiнiйний ряд

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.55)

збiгається абсолютно i рiвномiрно (регулярно) в G×G.

Зауваження 2.4.5.2 — Теорема Гiльберта-Шмiдта i її наслiдки,
встановленi для ермiтового неперервного ядра, залишаються вiрни-
ми i для ермiтового слабо полярного ядра.

Зауваження 2.4.5.3 — Теорема Гiльберта-Шмiдта i формулаШмiд-
та у випадку полярного ядра залишаються вiрними, але з замiною
рiвномiрної збiжностi на середньоквадратичну.

2.5 Задача Штурма-Лiувiлля. Теорема Стеклова

Постановка задачi Штурма-Лiувiлля: нехай L — диференцiальний опе-
ратор другого порядку: задано рiвняння

Lu = (−p(x)u′)′ + q(x)u = λu, 0 < x < l, (2.5.1)

з крайовими умовами

l1(u)|x=0 = h1u(0)− h2u′(0) = 0, (2.5.2)
l2(u)|x=l = H1u(l) +H2u

′(l) = 0, (2.5.3)

де функцiя p ∈ C(1)([0, l]), p > 0, функцiя q ∈ C([0, l]), q ≥ 0, виконуються
наступнi умови на сталi: h1, h2, H1, H2 ≥ 0, h1 + h2 > 0, H1 + H2 > 0, а
також

ML = {u : u ∈ C(2)(0, l) ∩ C(1)([0, l]), u′′ ∈ L2(0, l), l1u(0) = l2u(l) = 0}
(2.5.4)

– область визначення оператора L.
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Визначення 2.5.0.1 (власних чисел i функцiй задачi Штурма-Лiувiл-
ля). Знайти розв’язки задачi Штурма-Лiувiля означає знайти всi тi зна-
чення параметра λ, при яких крайова задача (2.5.1)–(2.5.4) має нетривi-
альний розв’язок. Цi значення називаються власними значеннями задачi
Штурма-Лiувiля, а самi розв’язки — власними функцiями.

2.5.1 Функцiя Грiна оператора L

Будемо припускати, що λ = 0 не є власним числом оператора L задачi
Штурма-Лiувiля.

Розглянемо крайову задачу:{
(−p(x)u′)′ + q(x)u = f(x), 0 < x < l

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0
(2.5.5)

Припустимо що f ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l).

З припущення, що λ = 0 не є власним числом випливає, що задача має
єдиний розв’язок.

Розглянемо функцiї vi(x), i = 1, 2 — ненульовi дiйснi розв’язки однорi-
дних задач Кошi:{

(−p(x)v′i(x))′ + q(x)v′i(x) = 0, i = 1, 2

l1v1|x=0 = l2v2|x=l = 0
(2.5.6)

З загальної теорiї задач Кошi випливає, що розв’язки цих задач Кошi
iснують, тому vi(x) — двiчi неперервно диференцiйованi функцiї.

Твердження 2.5.1.1
v1(x), v2(x) — лiнiйно незалежнi.

Доведення. Припустимо що це не так i v1(x) = cv2(x), тобто v1(x) задо-
вольняє одночасно граничним умовам на лiвому i правому краях. Тодi
v1(x) — власна функцiя оператора L, i вiдповiдає власному числу λ = 0
що суперечить припущенню.

В цьому випадку визначник Вронського

w(x) =

∣∣∣∣v1 v2
v′1 v′2

∣∣∣∣ 6= 0 (2.5.7)
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Будемо шукати розв’язок задачi методом варiацiї довiльної сталої у ви-
глядi:

u(x) = c1(x)v1(x) + c2(x)v2(x). (2.5.8)

Пiдставимо в рiвняння:

(−p(c′1v1 + c′2v2 + c1v
′
1 + c2v

′
2)
′ + q(c1v1 + c2v2) = f. (2.5.9)

Накладемо першу умову на коефiцiєнти: c′1v1 + c′2v2 = 0, маємо:

− p′(c1v′1+ c2v′2)− p(c′1v′1+ c′2v′2+ c1v′′1 + c2v′′2)+ q(c1v1+ c2v2) = f, (2.5.10)

або
c1Lv1 + c2Lv2 − p(c′1v′1 + c′2v

′
2) = f, (2.5.11)

оскiльки c1Lv1 = 0, c2Lv2 = 0, то

− p(c′1v′1 + c′2v
′
2) = f, (2.5.12)

отже
c′1v
′
1 + c′2v

′
2 = −

f

p
. (2.5.13)

Таким чином c′1 та c′2 повиннi задовольняти системi лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь: 

c′1v1 + c′2v2 = 0,

c′1v
′
1 + c′2v

′
2 = −

f

p
,

(2.5.14)

визначник системи
w(x) =

∣∣∣∣v1 v2
v′1 v′2

∣∣∣∣ 6= 0. (2.5.15)

Зауваження 2.5.1.1 — Має мiсце рiвнiсть Лiувiлля:

w(x) · p(x) = w(0) · p(0) = const. (2.5.16)

Розв’язавши систему рiвнянь, отримаємо:
c′1(x) =

1

w(x)

∣∣∣∣∣∣
0 v2

−f
p

v′2

∣∣∣∣∣∣ = v2(x)f(x)

p(0)w(0)
,

c′2(x) =
1

w(x)

∣∣∣∣∣∣
v1 0

v′1 −
f

p

∣∣∣∣∣∣ = −v1(x)f(x)p(0)w(0)
,

(2.5.17)
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Знайдемо додатковi умови для диференцiальних рiвнянь вище:

l1u|x=0 = h1(c1(0)v1(0) + c2(0)v2(0))−
− h2(c′1(0)v1(0) + c′2(0)v2(0) + c1(0)v

′
1(0) + c2(0)v

′
2(0)) = 0, (2.5.18)

а враховуючи, що c′1(0)v1(0) + c′2(0)v2(0) = 0 маємо

c1(0)(h1v1(0)− h2v′1(0)) + c2(0)v
′
2(0) = 0. (2.5.19)

Оскiльки перший доданок дорiвнює нулю, то остання рiвнiсть виконує-
ться коли c2(0) = 0, аналогiчно отримаємо, що c1(l) = 0.

Проiнтегруємо систему дифурiв що розглядається, отримаємо

c1(x) = −
lˆ

x

f(ξ)v2(ξ)

p(0)w(0)
dξ, c2(x) = −

xˆ

0

v1(ξ)f(ξ)

p(0)w(0)
dξ (2.5.20)

Тодi розв’язок крайової задачi буде мати вигляд:

u(x) = −
xˆ

0

v1(ξ)v2(x)f(ξ)

p(0)w(0)
dξ −

lˆ

x

f(ξ)v1(x)v2(ξ)

p(0)w(0)
dξ (2.5.21)

Визначення 2.5.1.1 (функцiї Грiна). Функцiя Грiна визначається насту-
пним чином:

G(x, ξ) = − 1

p(0)w(0)

{
v1(ξ)v2(x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,
v1(x)v2(ξ), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l.

(2.5.22)

Отже розв’язок крайової задачi можна записати у виглядi

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ (2.5.23)

G(x, ξ) називається функцiєю Грiна оператора Штурма-Лiувiля. Попе-
реднi мiркування доводять наступну лемму.
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Лема 2.5.1.1
Якщо λ = 0 не є власним числом задачi Штурма-Лiувiля, то розв’яз-
ок крайової задачi iснує та єдиний i представляється за формулою

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ (2.5.24)

через функцiю Грiна.
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2.5.2 Властивостi функцiї Грiна

Властивостi 2.5.2.1 (функцiї Грiна)
Можна показати, що:

1. • G(x, ξ) ∈ C([0, l]× [0, l]);

• G(x, ξ) ∈ C(2)(0 < x < ξ < l);

• G(x, ξ) ∈ C(2)(0 < ξ < x < l).

2. Симетричнiсть: G(x, ξ) = G(ξ, x), x, ξ ∈ [0, l]× [0, l].

3. На дiагоналi x = ξ має мiсце розрив першої похiдної:

∂G(ξ + 0, ξ)

∂x
− ∂G(ξ − 0, ξ)

∂x
= − 1

p(ξ)
, (2.5.25)

да ξ ∈ (0, l).

4. Поза дiагоналлю x = ξ функцiя Грiна задовольняє однорiдному
диференцiальному рiвнянню LxG(x, y) = 0.

5. На бiчних сторонах квадрату [0, l]× [0, l] функцiя Грiна G(x, y)
задовольняє граничним умовам l1G|x=0 = l2G|x=l = 0.

6. Функцiя G(x, ξ) є розв’язком неоднорiдного рiвняння:

LxG(x, ξ) = −δ(x− ξ), (2.5.26)

де δ(x) — дельта-функцiя Дiрака.

2.5.3 Зведення крайової задачi з оператором Штурма-Лiувiлля
до iнтегрального рiвняння

Розглянемо крайову задачу з параметром
Lu = (−p(x)u′)′ + q(x)u = f(x) + λu,

l1(u)|x=0 = 0,

l2(u)|x=l = 0,

f ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l),

(2.5.27)

i покажемо що вона може бути зведена до iнтегрального рiвняння Фре-
дгольма другого роду з дiйсним, симетричним та неперервним ядром
G(x, ξ).
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Теорема 2.5.3.1 (про еквiвалентнiсть крайової задачi для рiвняння
другого порядку iнтегральному рiвнянню з ермiтовим ядром)
Крайова задача при умовi, що λ = 0 не є власним числом оператора
L, еквiвалентна iнтегральному рiвнянню Фредгольма другого роду:

u(x) = λ

lˆ

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ +

lˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ, u ∈ C([0, l]), (2.5.28)

де G(x, ξ) — функцiя Грiна оператора L iз задачi (2.5.27).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконуються умови крайової задачi, то-
дi з леми 2.5.1.1 iз замiною правої частини f 7→ f+λu розв’язок крайової
задачi можемо представити у виглядi:

u(x) =

lˆ

0

G(x, ξ)(λu(ξ) + f(ξ)) dξ, (2.5.29)

тобто u(x) задовольняє вищенаведеному iнтегральному рiвнянню.

Достатнiсть. Нехай має мiсце iнтегралньа рiвнiсть i u0(x) — її розв’язок.
Розглянемо крайову задачу:{

Lu = f + λu0,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.

За лемою 2.5.1.1, єдиний розв’язок цiєї задачi задається формулою

u(x) = λ

1ˆ

0

G(x, ξ)u0(ξ) dξ +

1ˆ

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ, (2.5.30)

звiдки випливає, що u0 задовольняє рiвнянню Lu0 = f+λu0, таким чином
u(x) = u0(x) тобто u0 є розв’язком вищенаведеної крайової задачi.

У випадку коли f ≡ 0, ця крайова задача перетворюється в задачу
Штурма-Лiувiля {

Lu = λu, 0 < x < l,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.
(2.5.31)
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Задача Штурма-Лiувiля еквiвалентна задачi про знаходження характе-
ристичних чисел та власних функцiй для однорiдного iнтегрального рiв-
няння Фредгольма

u(x) = λ

1ˆ

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ (2.5.32)

при умовi, що λ = 0 не є власним числом оператора L.

Покажемо як позбавитись цього припущення. Нехай маємо задачуШтурма-
Лiувiлля: {

Lu = λu, 0 < x < l,

l1(u)|x=0 = l2(u)|x=l = 0.
(2.5.33)

Легко бачити, що (Lu, u) ≥ 0, тобто власнi числа невiд’ємнi.

Розглянемо крайову задачу:{
L1u ≡ (−p(x)u′)′ + (q(x) + 1)u = µu,

l1u|x=0 = l2u|x=l, µ = λ+ 1.
(2.5.34)

Ця задача з точнiстю до позначень спiвпадає з початковою задачею
Штурма-Лiувiля. Очевидно, що µ = 0 не є власним числом нової за-
дачi Штурма-Лiувiля (бо тодi λ = −1 могло би бути власним числом
початкової задачi Штурма-Лiувiлля).

Введемо диференцiальний оператор

L1u = (−pu′)′ + q1u = µu (2.5.35)

Отже, нова задача еквiвалентна попереднiй задачi при µ = λ + 1, та
еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

u(x) = (λ+ 1)

1ˆ

0

G1(x, ξ)u(ξ) dξ, (2.5.36)

де G1(x, ξ) — функцiя Грiна оператора L1.

Таким чином, ввiвши оператор L1 i вiдповiдну йому нову функцiю Грiна
G1(x, ξ), можна позбутися припущення, що λ = 0 не є власним числом
задачi Штурма-Лiувiлля.
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Приклад 2.5.3.1
Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння

ϕ(x) = λ

1ˆ

0

K(x, y)ϕ(y) dy + x,

де

K(x, y) =

{
x(y − 1), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

y(x− 1), 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
.

Розв’язок. Розв’язок будемо шукати за формулою Шмiдта. Знайдемо ха-
рактеристичнi числа та власнi функцiї ермiтового ядра. Запишемо одно-
рiдне рiвняння

ϕ(x) = λ

xˆ

0

y(x− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

x

x(y − 1)ϕ(y) dy.

Продиференцiюємо рiвняння:

ϕ′(x) = λ

xˆ

0

yϕ(y) dy+ λx(x− 1)ϕ(x) + λ

1ˆ

x

(y− 1)ϕ(y) dy− λx(x− 1)ϕ(x).

Обчислимо другу похiдну:

ϕ′′(x) = λxϕ(x)− λ(x− 1)ϕ(x).

Або пiсля спрощення ϕ′′ = λϕ. Доповнимо диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку крайовими умовами: легко бачити що

ϕ(0) = λ

0ˆ

0

y(0− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

0

0(y − 1)ϕ(y) dy = 0.

Аналогiчно

ϕ(1) = λ

1ˆ

0

y(1− 1)ϕ(y) dy + λ

1ˆ

1

1(y − 1)ϕ(y) dy = 0.
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Таким чином отримаємо задачу Штурма-Лiувiлля:{
ϕ′′ = λϕ, 0 < x < 1,

ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

Для знаходження власних чисел i власних функцiй розглянемо можливi
значення параметру λ:

1. λ > 0, ϕ(x) = c1 sinh(
√
λx) + c2 cosh(

√
λx).

Враховуючи граничнi умови, маємо систему рiвнянь{
c1 · 0 + c2 = 0,

c1 sinh(
√
λ) + c2 cosh(

√
λ) = 0.

Визначник цiєї системи повинен дорiвнювати нулю:

D(λ) =

∣∣∣∣ 0 1

sinh(
√
λ) cosh(

√
λ)

∣∣∣∣ = − sinh(
√
λ) = 0.

Єдиним розв’язком цього рiвняння є λ = 0, яке не задовольняє, бо
λ > 0. Це означає, що система рiвнянь має тривiальний розв’язок i
будь-яке λ > 0 не є власним числом.

2. λ = 0, ϕ(x) = c1x + c2. З граничних умов маємо, що c1 = c2 = 0.
Тобто λ = 0 не є власним числом.

3. λ < 0, ϕ(x) = c1 sin(
√
−λx) + c2 cos(

√
−λx).

Враховуючи граничнi умови, маємо систему рiвнянь{
c1 · 0 + c2 = 0,

c1 sin(
√
−λ) + c2 cos(

√
−λ) = 0.

Визначник цiєї системи прирiвняємо до нуля:

D(λ) =

∣∣∣∣ 0 1

sin(
√
−λ) cos(

√
−λ)

∣∣∣∣ = − sin(
√
−λ) = 0.

Це рiвняння має злiченну множину розв’язкiв

λk = −(πk)2, k = 1, 2, . . .

13



Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь має розв’язок c2 = 0, c1 =
c1.

Таким чином нормованi власнi функцiї задачi Штурма-Лiувiлля
мають вигляд ϕk(x) =

√
2 sin(kπx).

Порахуємо коефiцiєнти Фур’є:

fn = (f, ϕn) =
√
2

ˆ 1

0

x sin(πnx) dx =
√
2
(−1)n

πn

Згiдно до формули Шмiдта розв’язок рiвняння при λ 6= λk має
вигляд:

ϕ(x) = x− 2λ
∞∑
k=1

(−1)k+1 sin(πkx)

((πk)2 + λ)πk

При λ = λk розв’язок не iснує, оскiльки не виконана умова ортого-
нальностi вiльного члена до власної функцiї.
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