
Çìiñò

2.3.1 Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà 1
2.4 Òåîðåìà Ãiëáåðòà-Øìiäòà òà ¨¨ íàñëiäêè . . . . . . . . . . . 3

2.4.1 Áiëiíiéå ðîçâèíåííÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà . 3
2.4.2 Ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ iç L2(G) . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4.3 Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.4.4 Ôîðìóëà Øìiäòà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì . . . . . . . . . 10

2.3.1 Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà

Òåîðåìà 2.3.1.1 (ïðî iñíóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ó åðìiòîâîãî
íåïåðåðâíîãî ÿäðà)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà, ùî íå äîðiâíþ¹ òîòî-
æíî íóëþ iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i íàéìåíøå
ç íèõ çà ìîäóëåì λ1 çàäîâîëüíÿ¹ âàðiàöiéíîìó ïðèíöèïó

1

|λ1|
= sup

f∈L2(G)

‖Kf‖L2(G)

‖f‖L2(G)

. (2.3.5)

Äîâåäåííÿ. Ñåðåä óñiõ f ∈ L2 îáåðåìî òàêi, ùî ‖f‖L2(G) = 1. Ïîçíà÷èìî

ν = sup
f∈L2(G)
‖f‖L2

=1

‖Kf‖L2(G). (2.3.6)

Îñêiëüêè
‖Kf‖L2(G) ≤MV ‖f‖L2(G) ≤MV, (2.3.7)

Çãiäíî äî âèçíà÷åííÿ òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi,

∃{fk}∞k=1 ⊂ L2(G) : lim
n→∞

‖Kfk‖L2(G) = ν. (2.3.8)

Îöiíèìî ∥∥K2f
∥∥
L2(G)

= ‖K(Kf)‖L2(G) =

=

∥∥∥∥K( Kf

‖Kf‖

)∥∥∥∥
L2(G)

· ‖Kf‖L2(G) ≤

≤ ν · ‖Kf‖L2(G) ≤ ν2.

(2.3.9)

Ïîêàæåìî, ùî K2fk − ν2fk → 0 â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó. Òîáòî ùî

‖K2fk − ν2fk‖2L2(G) −−−→
k→∞

0. (2.3.10)
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Äiéñíî:

‖K2fk − ν2fk‖2L2(G) = (K2fk − ν2fk,K2fk − ν2fk)L2(G) =

= ‖K2fk‖2L2(G) + ν4 − ν2(K2fk, fk)− ν2(fk,K2fk) =

= ‖K2fk‖2L2(G) + ν4 − 2ν2‖Kfk‖2L2(G) ≤
≤ ν2

(
ν2 − ‖K2fk‖2L2(G)

)
−−−→
k→∞

0.

(2.3.11)
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Kfk} = {ϕk}, ÿêà ¹ êîìïàêòíîþ â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi.

Ó íå¨ iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {ϕki}∞i=1 çáiæíà â C
(
G
)
, òîáòî ∃ϕ ∈ C

(
G
)
,

òàêà ùî ‖ϕki − ϕ‖C(G) −−−→i→∞
0.

Ïîêàæåìî, ùî K2ϕ−ν2ϕ = 0 â êîæíié òî÷öi, òîáòî ‖K2ϕ−ν2ϕ‖C(G) = 0.

Ñïðàâäi,

‖K2ϕ− ν2ϕ‖C(G) = ‖K2ϕ−K2ϕki +K2ϕki − ν2ϕki + ν2ϕki − ν2ϕ‖C(G) ≤

≤ ‖K2ϕ−K2ϕki‖C(G) + ‖K2ϕki − ν2ϕki‖C(G)+

+ ‖ν2ϕki − ν2ϕ‖C(G) ≤

≤ (MV )2‖ϕki − ϕ‖C(G) +M
√
V ‖K2fki − ν2fki‖L2(G)+

+ ν2‖ϕki − ϕ‖C(G) → 0 + 0 + 0.

(2.3.12)
Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

K2ϕ− ν2ϕ = 0 (2.3.13)

Îòæå ìà¹ìî: (K + Eν)(K − Eν)ϕ = 0. Öÿ ðiâíiñòü ìîæå ìàòè ìiñöå ó
äâîõ âèïàäêàõ:

1. (K − Eν)ϕ ≡ 0. Òîäi ϕ = 1
ν
Kϕ, à îòæå ϕ � âëàñíà ôóíêöiÿ, 1

ν
�

õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî îïåðàòîðà K.

2. (K − Eν)ϕ ≡ Φ 6= 0. Òîäi (K + Eν)Φ ≡ 0. Òîäi Φ = − 1
ν
KΦ, à îòæå

Φ � âëàñíà ôóíêöiÿ, − 1
ν
� õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî îïåðàòîðà K.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî öå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî ¹ ìiíiìàëüíèì çà ìî-
äóëåì. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé ∃λ0 : |λ0| < |λ1|, òîäi

1

|λ1|
= sup

f∈L2(G)

‖Kf‖
‖f‖

≥ ‖Kϕ0‖
‖ϕ0‖

=
1

|λ0|
, (2.3.14)

òîáòî |λ0| ≥ |λ1|, ïðîòèði÷÷ÿ.
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Çàóâàæåííÿ 2.3.1.1 � Äîâåäåíà òåîðåìà ¹ âiðíîþ i äëÿ åðìiòîâèõ
ïîëÿðíèõ ÿäåð,

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü òàêi

Âëàñòèâîñòi 2.3.1.1 (õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ ôóíêöié
åðìiòîâîãî ÿäðà)

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî:

1. Ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî
ÿäðà íå ïîðîæíÿ, ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë i íå
ìà¹ ñêií÷åíèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê.

2. Êðàòíiñòü áóäü-ÿêîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ñêií÷åíà.

3. Âëàñíi ôóíêöi¨ ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî âîíè óòâîðÿòü îðòîíîð-
ìîâàíó ñèñòåìó, òîáòî {ϕk}k=1,2,... òàêi ùî (ϕk, ϕi)L2(G) = δki.

Çàóâàæåííÿ 2.3.1.2 � Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi äîñòà-
òíüî ïðîâåñòè ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãiëáåðòà-Øìiäòà äëÿ áóäü-ÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ ôóíêöié, i ïðîíîðìóâàòè îòðè-
ìàíó ñèñòåìó.

2.4 Òåîðåìà Ãiëáåðòà-Øìiäòà òà ¨¨ íàñëiäêè

2.4.1 Áiëiíiéå ðîçâèíåííÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà

Íåõàé K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
� åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî, |λi| ≤ |λi+1|,

i = 1, 2, . . . � éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i {ϕi}∞i=1 � îðòîíîðìîâàíà
ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì ÷èñëàì.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü åðìiòîâèõ íåïåðåðâíèõ ÿäåð:

Kp(x, y) = K(x, y)−
p∑
i=1

ϕi(y)ϕi(x)

λi
, p = 1, 2, . . . (2.4.1)

Çðîçóìiëî ùî ïðè öüîìó

Kp(x, y) = (Kp)?(x, y) ∈ C
(
G×G

)
. (2.4.2)

Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ, ùî âiäâðâiäàþòü ÿäðóKp(x, y).
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Òâåðäæåííÿ 2.4.1.1

Áóäü-ÿêå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî λj, j >= p + 1 òà âiäïîâiäíà éîìó
âëàñíà ôóíêöiÿ ϕj ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì i âëàñíîþ ôóíêöi¹þ
ÿäðà Kp(x, y).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi:

Kpϕj = Kϕj −
p∑
i=1

ϕi(x)

λi
(ϕi, ϕj) = Kϕj =

ϕj
λj
. (2.4.3)

Íåõàé λ0, ϕ0 � õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî òà âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ
Kp(x, y), òîáòî λ0K

pϕ0 = ϕ0.

Òâåðäæåííÿ 2.4.1.2

(ϕ0, ϕj) = 0 äëÿ j = 1, p.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî ϕ0 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ÿäðà Kp âèïëèâà¹, ùî

ϕ0 = λ0Kϕ0 − λ0
p∑
i=1

ϕi
λi

(ϕ0, ϕi). (2.4.4)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç äëÿ ϕ0 ó ïîòðiáíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìà¹ìî

(ϕ0, ϕj) = λ0(Kϕ0, ϕj)− λ0
p∑
i=1

(ϕ0, ϕi)(ϕi, ϕj)

λi
=

=
λ0
λj

(ϕ0, ϕj)−
λ0
λj

(ϕ0, ϕj) = 0.

(2.4.5)

Îòæå λ0, ϕ0 âiäïîâiäíî õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî i âëàñíà ôóíêöiÿ ÿäðà
K(x, y).

Òàêèì ÷èíîì ϕ0 � îðòîãîíàëüíà äî óñiõ âëàñíèõ ôóíêöié ϕ1, ϕ2, . . ., ϕp.
Àëå òîäi λ0 ñïiâïàäà¹ ç îäíèì iç õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë λp+1, λp+2, . . .
òîáòî ϕ0 = ϕk äëÿ äåÿêîãî k ≥ p+ 1.

Îòæå ó ÿäðà Kp(x, y) ìíîæèíà âëàñíèõ ôóíêöié i õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷è-
ñåë âè÷åðïó¹òüñÿ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ôóíêöié i õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë
ÿäðà K(x, y) ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà p+ 1.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî λp+1 � íàéìåíøå çà ìîäóëåì õàðàêòåðíå ÷èñëî ÿäðà
Kp(x, y), ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

‖Kpf‖L2(G)

‖f‖L2(G)

≤ 1

|λp+1|
. (2.4.6)

Äëÿ ÿäðà, ùî ìà¹ ñêií÷åíó êiëüêiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë, î÷åâèäíî,
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

KN(x, y) = K(x, y)−
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
≡ 0. (2.4.7)

Òîáòî áóäü-ÿêå åðìiòîâå ÿäðî çi ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
÷èñåë ¹ âèðîäæåíèì i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

K(x, y) =
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.8)

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë ó åðìiòîâî-
ãî îïåðàòîðà ìîæåìî çàïèñàòè:

‖K(p)f‖L2(G) =

∥∥∥∥∥Kf −
p∑
i=1

(f, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

≤
‖f‖L2(G)

|λp+1|
−−−→
p→∞

0. (2.4.9)

Òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî åðìiòîâå ÿäðî â ïåâíîìó ðîçóìiííi íàáëèæà-
¹òüñÿ íàñòóïíèì áiëiíiéíèì ðÿäîì:

K(x, y) ∼
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.10)

Äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà ìà¹ìî éîãî ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

K(x, y) =
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.11)

2.4.2 Ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ iç L2(G)

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ L2(G) i äåÿêó îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó
ôóíêöié {ui}∞i=1.
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Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.1 (ðÿäà Ôóð'¹). Ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f iç L2(G) íà-

çèâà¹òüñÿ
∞∑
i=1

(f, ui)ui ∼ f. (2.4.12)

Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.2 (êîåôiöi¹íòà Ôóð'¹). Âèðàç (f, ui) íàçèâà¹òüñÿ êîå-

ôiöi¹íòîì Ôóð'¹.

Òåîðåìà 2.4.2.1 (íåðiâíiñòü Áåññåëÿ)

∀f ∈ L2(G) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Áåññåëÿ: ∀N

N∑
i=1

|(f, ui)|2 ≤ ‖f‖2L2(G). (2.4.13)

Çàóâàæåííÿ 2.4.2.1 � Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ðÿäó
Ôóð'¹ â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî äî ôóíêöi¨ f .

Âèçíà÷åííÿ 2.4.2.3 (ïîâíî¨ (çàìêíåíî¨) ñèñòåìè ôóíêöié). Îðòîíîðìî-

âàíà ñèñòåìà ôóíêöié {ui}∞i=1 íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ (çàìêíåíîþ), ÿêùî ðÿä

Ôóð'¹ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(G) ïî öié ñèñòåìi ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ

äî öi¹¨ ôóíêöi¨ â ïðîñòîði L2(G).

Òåîðåìà 2.4.2.2 (êðèòåðié ïîâíîòè îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè ôóíêöié)

Äëÿ òîãî ùîá ñèñòåìà ôóíêöié {ui}∞i=1 áóëà ïîâíîþ â L2(G) íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîáè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(G) âèêîíóâàëàñü
ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà:

∞∑
i=1

|(f, ui)|2 = ‖f‖2L2(G). (2.4.14)

2.4.3 Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà
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Âèçíà÷åííÿ 2.4.3.1 (äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíî¨ ôóíêöi¨). Ôóíêöiÿ f(x)
íàçèâà¹òüñÿ äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíîþ ÷åðåç åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî

K(x, y) = K?(x, y), K ∈ C
(
G×G

)
, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ h(x) ∈ L2(G),

òàêà ùî

f(x) =

ˆ

G

K(x, y)h(y) dy. (2.4.15)

Òåîðåìà 2.4.3.1 (Ãiëüáåðòà-Øìiäòà)

Äîâiëüíà äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíà ôóíêöiÿ f ðîçêëàäà¹òüñÿ â àá-
ñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ ôóí-
êöié åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹:

(f, ϕi) = (Kh, ϕi) = (h,Kϕi) =
(h, ϕi)

λi
. (2.4.16)

Îòæå ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ìà¹ âèãëÿä

f ∼
∞∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi (2.4.17)

ßêùî âëàñíèõ ÷èñåë ñêií÷åíà êiëüêiñòü, òî ìîæëèâå òî÷íå ïðåäñòàâëåí-
íÿ

f(x) =
N∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi(x), (2.4.18)

ÿêùî æ âëàñíèõ ÷èñåë çëi÷åíà êiëüêiñòü, òî ìîæåìî çàïèñàòè:∥∥∥∥∥f −
p∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

=

∥∥∥∥∥Kh−
p∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2(G)

−−−→
p→∞

0. (2.4.19)

Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëó

K(x, y) ∼
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
. (2.4.20)
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ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðîçâèíåííÿ ÿäðà K(x, y) â ðÿä Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi
âëàñíèõ ôóíêöié ϕi(x). Ïåðåâiðèìî öå îá÷èñëþþ÷è êîåôiöi¹íò Ôóð'¹:

(K(x, y), ϕi)L2(G) =

ˆ

G

K(x, y)ϕi(x) dx =

=

ˆ

G

K(y, x)ϕi(x) dx =
ϕi(y)

λi
.

(2.4.21)

Äîâåäåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ðÿäó Ôóð'¹ çà êðèòåði¹ì Êîøi i ïîêà-
æåìî, ùî ïðè, n,m → ∞, âiäðiçîê ðÿäó ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Çà íåðiâíiñòþ
Êîøi-Áóíÿêiâñüêîãî ìà¹ìî:∣∣∣∣∣

m∑
i=n

(h, ϕi)

λi
ϕi

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=n

|(h, ϕi)
|ϕi|
|λi|
≤

(
m∑
i=n

|(h, ϕi)|2
)1/2

·

(
m∑
i=n

|ϕi|2

λ2i

)1/2

(2.4.22)
Àëå

m∑
i=n

|(h, ϕi)|2 ≤ ‖h‖2L2(G), (2.4.23)

òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ, à âêàçàíà ñóìà ïðÿìó¹ äî 0 ïðè n,m→∞.
Çîêðåìà ìà¹ìî

m∑
i=n

|ϕi|2

λ2i
≤
ˆ

G

|K(x, y)|2 dx ≤M2V, (2.4.24)

òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ.

Îòæå (
m∑
i=n

|(h, ϕi)|2
)1/2( m∑

i=n

|ϕi|2

λ2i

)1/2

−−−−→
n,m→∞

0, (2.4.25)

à îòæå
∞∑
i=1

(h, ϕi)

λi
ϕi (2.4.26)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî ñàìå äî ôóíêöi¨ f(x).
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Íàñëiäîê 2.4.3.1

Äîâiëüíå ïîâòîðíå ÿäðî äëÿ åðìiòîâîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y)
ðîçêëàäà¹òüñÿ â áiëiíiéíèé ðÿä ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié åðìiòî-
âîãî íåïåðåðâíîãî ÿäðà, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî, à
ñàìå ðÿäîì

K(p)(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λpi
, (2.4.27)

äå p = 2, 3, . . ., i êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ϕi(y)/λpi .

Ïîâòîðíå ÿäðîK(p)(x, y) =
´
G
K(x, ξ)K(p−1)(ξ, y) dξ ¹ äæåðåëóâàòî-çîáðàæóâàíà

ôóíêöiÿ i òàêèì ÷èíîì äëÿ íüîãî ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà.

Äîâåäåìî äåÿêi âàæëèâi ðiâíîñòi:

K(2)(x, x) =

ˆ

G

K(x, ξ)K(ξ, x) dξ =

=

ˆ

G

K(x, ξ)K(x, ξ) dξ =

=

ˆ

G

|K(x, ξ)|2 dξ =

=
∞∑
i=1

|ϕi(x)|2

λ2i
.

(2.4.28)

Çàóâàæåííÿ 2.4.3.1 � Îñòàíié ïåðåõiä âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó âèùå.

Ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî

¨

G×G

|K(x, y)|2 dx dy =
∞∑
i=1

1

λ2i
. (2.4.29)
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Òåîðåìà 2.4.3.2 (ïðî çáiæíiñòü áiëiíiéíîãî ðÿäó äëÿ åðìiòîâîãî íåïå-
ðåðâíîãî ÿäðà)

Åðìiòîâå íåïåðåðâíå ÿäðî K(x, y) ðîçêëàäà¹òüñÿ â áiëiíiéíèé ðÿä

K(x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
(2.4.30)

ïî ñâî¨õ âëàñíèõ ôóíêöiÿõ, i öåé ðÿä çáiãàþòüñÿ â íîðìi L2(G) ïî
àðãóìåíòó x ðiâíîìiðíî äëÿ êîæíîãî y ∈ G, òîáòî∥∥∥∥∥K(x, y)−

p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

∥∥∥∥∥
L2(x∈G)

y∈G
−−−−−−⇒
p→∞

0. (2.4.31)

Äîâåäåííÿ.∥∥∥∥∥K(x, y)−
p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

∥∥∥∥∥
2

L2(G)

=

ˆ

G

|K(x, y)|2 dx−
p∑
i=1

|ϕi(y)|2

λ2i

y∈G
−−−−−−⇒
p→∞

0.

(2.4.32)
Äîäàòêîâî iíòåãðóþ÷è ïî àðãóìåíòó y ∈ G îòðèìà¹ìî çáiæíiñòü âèùå-
çãàäàíîãî áiëiíiéíîãî ðÿäó â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó:

¨

G×G

(
K(x, y)−

p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

)2

dy dx −−−→
p→∞

0. (2.4.33)

2.4.4 Ôîðìóëà Øìiäòà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ç åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2 ðîäó ϕ = λKϕ + f , ç
åðìiòîâèì íåïåðåðâíèì ÿäðîì

K(x, y) = K?(x, y). (2.4.34)

λ1, . . . , λp, . . ., ϕ1, . . . , ϕp, . . . � ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë òà îð-
òîíîðìîâàíà ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà K(x, y).
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Ðîçêëàäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ϕ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðàK(x, y):

ϕ = λ
∞∑
i=1

(Kϕ, ϕi)ϕi + f =

= λ

∞∑
i=1

(ϕ,Kϕi)ϕi + f =

= λ

∞∑
i=1

(ϕ, ϕi)

λi
ϕi + f,

(2.4.35)

Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹:

(ϕ, ϕk) = λ
∞∑
i=1

(ϕ, ϕi)

λi
(ϕi, ϕk) + (f, ϕk) = λ

(ϕ, ϕk)

λk
+ (f, ϕk). (2.4.36)

Îòæå,

(ϕ, ϕk)

(
1− λ

λk

)
= (f, ϕk), (2.4.37)

i òîìó

(ϕ, ϕk) = (f, ϕk)
λk

λk − λ
, k = 1, 2, . . . (2.4.38)

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2.4.4.1 (ôîðìóëà Øìiäòà)

Âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ϕ(x) = λ
∞∑
i=1

(f, ϕi)

λi − λ
ϕi(x) + f(x). (2.4.39)

Ðîçãëÿíåìî óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ λ:

1. ßêùî λ /∈ {λi}∞i=1, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíîãî âiëü-
íîãî ÷ëåíà f i öåé ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþØìiäòà.

2. ßêùî λ = λk = λk+1 = . . . = λk+q−1 � ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç õàðà-
êòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë êðàòíîñòi q, òà ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè
îðòîãîíàëüíîñòi

(f, ϕk) = (f, ϕk+1) = . . . = (f, ϕk+q−1) = 0 (2.4.40)

11



òîäi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ (íå ¹äèíèé), i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ϕ(x) = λk

∞∑
i=1
λi 6=λk

(f, ϕi)

λi − λk
ϕi(x) + f(x) +

k+q−1∑
j=k

cjϕj(x), (2.4.41)

äå cj � äîâiëüíi êîíñòàíòè.

3. ßêùî ∃j : (f, ϕj) 6= 0, k ≤ j ≤ k + q − 1 òî ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.
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Ïðèêëàä 2.4.4.1

Çíàéòè òi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ a, b äëÿ ÿêèõ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ϕ(x) = λ

1ˆ

−1

(
xy − 1

3

)
ϕ(y) dy + ax2 − bx+ 1

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ λ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ ñïðÿæå-
íîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (ÿäðî åðìiòîâå).

ϕ(x) = λx

1ˆ

−1

yϕ(y) dy − λ

3

1ˆ

−1

ϕ(y) dy = λxc1 −
λ

3
c2.

Ìà¹ìî ÑËÀÐ:

c1 =

1ˆ

−1

yϕ(y) dy =

1ˆ

−1

y

(
λyc1 −

λ

3
c2

)
dy =

2λ

3
c1,

c2 =

1ˆ

−1

ϕ(y) dy =

1ˆ

−1

(
λyc1 −

λ

3
c2

)
dy = −2λ

3
c2.

�¨ âèçíà÷íèê

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− 2λ

3
0

0 1 +
2λ

3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òîáòî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà

λ1 =
3

2
, λ2 = −3

2
.

À âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨

ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1.
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Óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi:

1ˆ

−1

(ax2 − bx+ 1)x dx = −2b

3
= 0,

1ˆ

−1

(ax2 − bx+ 1) dx =
2a

3
+ 2 = 0.

Òîáòî ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ÿêùî

a = −3, b = 0.
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