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2.2.2 Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåïå-

ðåðâíèì ÿäðîì

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x), (2.2.29)

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x), (2.2.30)

ßäðî K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
, îòæå éîãî ìîæíà íàáëèçèòè ïîëiíîìîì (Òåî-

ðåìà Â¹é¹ðøòðàñà).

Òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹

PN(x, y) =
∑

|α+β|≤N

aαβx
αyβ. (2.2.31)

äå α = (α1, α2, . . . , αn), xα = xα1
1 · xα2

2 · . . . · xαn
n , òàêèé ùî |K(x, y) −

PN(x, y)| < ε, (x, y) ∈ G×G, òîáòî
K(x, y) = PN(x, y) +QN(x, y), (2.2.32)

äå PN(x, y) � âèðîäæåíå ÿäðî (ïîëiíîì), |QN(x, y)| < ε, (x, y) ∈ G×G.
Âèõîäÿ÷è ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïðè-
éìà¹ âèãëÿä

ϕ = λPNϕ+ λQNϕ+ f, (2.2.33)

äå PN òà QN � iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè ç ÿäðàìè PN(x, y) òà QN(x, y)
âiäïîâiäíî (PN +QN = K).

Äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî:

K?(x, y) = P ?
N(x, y) +Q?

N(x, y), (2.2.34)

i
ψ = λP?

Nψ + λQ?
Nψ + g. (2.2.35)
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Òâåðäæåííÿ 2.2.2.1

Â êëàñi C(G) îòðèìàíi ðiâíÿííÿ

ϕ = λPNϕ+ λQNϕ+ f, (2.2.36)

ψ = λP?
Nψ + λQ?

Nψ + g (2.2.37)

åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿì ç âèðîäæåíèì ÿäðîì.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî íîâó ôóíêöiþ

Φ = ϕ− λQNϕ (2.2.38)

Ç ðiâíÿííÿ íà ϕ âèïëèâà¹ ùî Φ = λPNϕ+f , à ç îäíi¹þ iç ðiâíîñòåé òâåð-
äæåííÿ 2.1.3.1 (ïåðøà ëåêöiÿ) âèïëèâà¹ ùî ∀λ òàêîãî ùî |λ| < 1/(εV ):

(E − λQN)−1 = (E + λRN), (2.2.39)

äå RN � ðåçîëüâåíòà äëÿ QN . Îòæå

ϕ = (E − λQN)−1Φ = (E + λRN)Φ. (2.2.40)

Òîáòî, ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

Φ = λPN(E + λRN)Φ + f. (2.2.41)

Äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî:

ψ = λ
(
E + λR?

N

)
P?
Nψ +

(
E + λR?

N

)
g. (2.2.42)

Ïîçíà÷èìî g1 =
(
E + λR?

N

)
g. Ìà¹ìî:

ψ = λ
(
E + λR?

N

)
P?
Nψ + g1. (2.2.43)

Îñêiëüêè (PNRN)? = R?
NP

?
N , òî îòðèìàíi ðiâíÿííÿ ñïðÿæåíi.

Ïîçíà÷èìî íàðåøòi

TN = PN(E + λRN), (2.2.44)

T?
N =

(
E + λR?

N

)
P?
N . (2.2.45)

Òîäi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi:

Φ = λTNΦ + f, (2.2.46)
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Ψ = λT?
NΨ + g1, (2.2.47)

äå

TN(x, y, λ) = PN(x, y) + λ

ˆ
G

PN(x, ξ)RN(ξ, y, λ) dξ (2.2.48)

� âèðîäæåíå, îñêiëüêè ¹ ñóìîþ äâîõ âèðîäæåíèõ, ïîëiíîìó PN(x, y), òà
iíòåãðàëüíîãî äîäàíêó. Ïîêàæåìî ùî äðóãèé äîäàíîê â TN � âèðîäæå-
íèé. Äiéñíî:
ˆ

G

∑
|α+β|≤N

aαβx
αξβRN(ξ, y) dξ =

∑
|α+β|≤N

aαβx
α

ˆ

G

ξβRN(ξ, y) dξ. (2.2.49)

2.2.3 Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà

Ñóêóïíiñòü òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåïåðåðâíèì
ÿäðîì íàçèâà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 2.2.3.1 (Ïåðøà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì
K(x, y) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ∀f ∈ C

(
G
)
òî i ñïðÿæåíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

äëÿ ∀g ∈ C(G) i öi ðîç'ÿçêè ¹äèíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
â C

(
G
)
äëÿ ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå éîìó ðiâíÿííÿ Φ =

λTNΦ + f ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi i çãiäíî ç ïåðøîþ òåîðåìîþ Ôðå-
äãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð D(λ) 6= 0, à ñïðÿæåíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ
Ψ = λT?

N+g1 òåæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà g1, åêâiâàëåíòíå
äî íüîãî (i ñïðÿæåíå äî ïî÷àòêîâîãî) ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ∀g.

Òåîðåìà 2.2.3.2 (Äðóãà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçêè íå
äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òî îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ ϕ = λKϕ òà
ψ = λK?ψ ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëüêiñòü ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
íå ∀ âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå éîìó ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåíèì
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ÿäðîì Φ = λTNΦ + f ìà¹ òàêó æ âëàñòèâiñòü. Çãiäíî ç òåîðåìàìè Ôðå-
äãîëüìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåð D(λ) = 0 (äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðà TN).
Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ ÿêi ¨ì âiäïîâiäàþòü ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëü-
êiñòü ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, åêâiâàëåíòíi äî íèõ îäíîðiäíi ðiâ-
íÿííÿ ϕ = λKϕ òà ψ = λK?ψ òåæ ìàþòü îäíàêîâó ñêií÷åíó êiëüêiñòü
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 2.2.3.3 (Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ íåïåðåðâíèõ ÿäåð)

ßêùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íå äëÿ
äîâiëüíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òî äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ â C

(
G
)
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âiëüíèé ÷ëåí f áóâ

îðòîãîíàëüíèì âñiì ðîçâ'ÿçêàì ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Ðîçâ'ÿçîê íå ¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè,
íàòÿãíóòî¨ íà ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà K.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
íå äëÿ áóäü-ÿêîãî âiëüíîãî ÷ëåíà f , òîäi åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ ç âèðî-
äæåíèì ÿäðîì ìà¹ òàêó æ âëàñòèâiñòü, i çà òðåòüîþ òåîðåìîþ Ôðåäãîëü-
ìà äëÿ âèðîäæåíèõ ÿäåðD(λ) = 0 (äëÿ âèðîäæåíîãî ÿäðàTN). Ðîçâ'ÿçîê
öüîãî åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè f îðòîãîíàëü-
íèé äî ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Àëå ëåãêî áà÷èòè,
ùî âiëüíèé ÷ëåí ïî÷àòêîâîãî i åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿíü ñïiâïàäàþòü, òàê
ñàìî ñïiâïàäàþòü ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
òà åêâiâàëåíòíîãî.

Çàóâàæåííÿ 2.2.3.1 � Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì äëÿ áóäü-ÿêîãî ôi-
êñîâàíîãî çíà÷åííÿ λ âèáèðàëîñÿ ε, òàêå ùîáè |λ| < 1/(εV ).

Òåîðåìà 2.2.3.4 (×åòâåðòà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ÷èñëà R > 0 â êðóçi |λ| < R ëå-
æèòü ëèøå ñêií÷åíà êiëüêiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë íåïåðåðâíîãî
ÿäðà K(x, y).

Âïðàâà 2.2.3.1. Äîâåäiòü ÷åòâåðòó òåîðåìó Ôðåäãîëüìà.
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2.2.4 Íàñëiäêè ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà

Íàñëiäîê 2.2.4.1

Ç ÷åòâåðòî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà õàðàêòåðè-
ñòè÷íèõ ÷èñåë íåïåðåðâíîãî ÿäðà íå ìà¹ ñêií÷åíèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê
i íå áiëüø íiæ çëi÷åíà lim

n→∞
|λn| =∞.

Âïðàâà 2.2.4.1. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.2

Ç äðóãî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâà¹, ùî êðàòíiñòü êîæíîãî õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà ñêií÷åíà, ¨õ ìîæíà çàíóìåðóâàòè ó ïîðÿäêó
çðîñòàííÿ ìîäóëiâ |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ≤ |λk| ≤ |λk+1| ≤ . . ., êîæíå ÷èñëî
çóñòði÷à¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü. Òàêîæ ìîæíà çàíó-
ìåðóâàòè ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié ÿäðà K(x, y): ϕ1, ϕ2, . . ., ϕk,
ϕk+1, . . . i ñïðÿæåíîãî ÿäðà K

?(x, y): ψ1, ψ2, . . ., ψk, ψk+1, . . ..

Âïðàâà 2.2.4.2. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.3

Âëàñíi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíîãî ÿäðà K(x, y) íåïåðåðâíi â îáëàñòi G.

Âïðàâà 2.2.4.3. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.4.4

ßêùî λk 6= λj, òî (ϕk, ψj) = 0.

Âïðàâà 2.2.4.4. Äîâåäiòü öåé íàñëiäîê.
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2.2.5 Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿð-

íèì ÿäðîì

Ðîçïîâñþäèìî òåîðåìè Ôðåäãîëüìà äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿð-
íèì ÿäðîì:

K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α
, α < n. (2.2.50)

Ïîêàæåìî ùî ∀ε > 0 iñíó¹ òàêå âèðîäæåíå ÿäðî PN(x, y) ùî,

max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)− PN(x, y)| dy < ε, (2.2.51)

max
x∈G

ˆ

G

|K?(x, y)− P ?
N(x, y)| dy < ε. (2.2.52)

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíå ÿäðî

LM(x, y) =

{
K(x, y), |x− y| ≥ 1/M,

A(x, y)Mα, |x− y| < 1/M.
(2.2.53)

Òâåðäæåííÿ 2.2.5.1

Ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó M ìà¹ ìiñöå îöiíêà

ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy ≤ ε. (2.2.54)
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî:ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy =

ˆ

|x−y|<1/M

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x, y)Mα

∣∣∣∣ dy =

=

ˆ

|x−y|<1/M

|A(x, y)|
∣∣∣∣ 1

|x− y|α
−Mα

∣∣∣∣ dy ≤
≤ A0

ˆ

|x−y|<1/M

∣∣∣∣ 1

|x− y|α
−Mα

∣∣∣∣ dy ≤
≤ A0

ˆ

|x−y|<1/M

dy

|x− y|α
=

= A0σn

1/Mˆ

0

ξn−1−α dξ =

= A0σn
ξn−α

n− α

∣∣∣∣1/M
0

=

=
A0σn

(n− α)Mn−α ≤
ε

2
,

(2.2.55)
äå σn � ïëîùà ïîâåðõíi îäèíè÷íî¨ ñôåðè.

Çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè âèðîäæåíå ÿäðî PN(x, y) òàêå ùî

|LM(x, y)− PN(x, y)| ≤ ε

2V
, (2.2.56)

äå V � îá'¹ì îáëàñòi G.

ˆ

G

|K(x, y)− PN(x, y)| dy =

ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)+

+ LM(x, y)− PN(x, y)| dy ≤

≤
ˆ

G

|K(x, y)− LM(x, y)| dy+

+

ˆ

G

|LM(x, y)− PN(x, y)| dy ≤

≤ ε

2
+

ε

2V

ˆ

G

dy = ε.

(2.2.57)
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Âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäíþ òåõíiêó (äëÿ íåïåðåðâíîãî ÿäðà) iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ ç ïîëÿðíèì ÿäðîì çâîäèòüñÿ äî åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ ç âè-
ðîäæåíèì ÿäðîì. Òîáòî òåîðåìè Ôðåäãîëüìà çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîëÿðíèì ÿäðîì ç òèì æå ñàìèì ôîðìóëþâàí-
íÿì.

Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç
ïîëÿðíèì ÿäðîì íà îáìåæåíié êóñêîâî-ãëàäêié ïîâåðõíi S òà êîíòóði C:

ϕ(x) = λ

ˆ

S

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x),
A(x, y)

|x− y|α
, α < dim(S). (2.2.58)

2.3 Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ç åðìiòîâèì ÿäðîì

Ðîçãëÿäàòèìåìî ÿäðî K(x, y) ∈ C
(
G×G

)
òàêå ùî K(x, y) = K?(x, y).

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.1 (åðìiòîâîãî ÿäðà). Íåïåðåðâíå ÿäðî áóäåìî íàçèâà-

òè åðìiòîâèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

K(x, y) = K?(x, y). (2.3.1)

Çàóâàæåííÿ 2.3.0.1 � Åðìiòîâîìó ÿäðó âiäïîâiäà¹ åðìiòîâèé îïå-
ðàòîð òîáòî K = K?.

Ëåìà 2.3.0.1

Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé îïåðàòîð áóâ åðìiòîâèì, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïëåêñíî çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2 (G) áiëi-
íiéíà ôîðìà (Kf, f) ïðèéìàëà ëèøå äiéñíi çíà÷åííÿ.

Âïðàâà 2.3.0.1. Äîâåäiòü öþ ëåìó.

Ëåìà 2.3.0.2

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà åðìiòîâîãî îïåðàòîðà äiéñíi.
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Âïðàâà 2.3.0.2. Äîâåäiòü öþ ëåìó.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.2 (êîìïàêòíî¨ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ìíîæèíè ôóí-

êöié). Ìíîæèíà ôóíêöié M ⊂ C
(
G
)
� êîìïàêòíà â ðiâíîìiðíié ìåòðè-

öi, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ôóíêöié ç M ìîæíà âèäiëèòè

ðiâíîìiðíî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.3 (ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ôóíêöié). Íåñêií-

÷åííà ìíîæèíàM ⊂ C
(
G
)
� ðiâíîìiðíî îáìåæåíà, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

åëåìåíòà f ∈M ìà¹ ìiñöå ‖f‖C(G) ≤ a, äå a ¹äèíà êîíñòàíòà äëÿ M .

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.4 (îäíîñòàéíî íåïåðåðâíî¨ ìíîæèíè ôóíêöié). Ìíî-

æèíà M ⊂ C
(
G
)
� îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà ÿêùî ∀ε > 0 ∃δ(ε) : ∀f ∈

M, ∀x1, x2 : |f(x1)− f(x2)| < ε ÿê òiëüêè |x1 − x2| < δ(ε).

Òåîðåìà 2.3.0.1 (Àð÷åëà-Àñêîëi, êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi)

Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà M ⊂ C
(
G
)
áóëà êîìïàêòíîþ, íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá âîíà áóëà ðiâíîìiðíî-îáìåæåíîþ i îäíîñòàéíî - íå-
ïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ôóíêöié.

Çàäà÷à 2.3.1?. Äîâåäiòü òåîðåìó Àð÷åëà-Àñêîëi.

Âèçíà÷åííÿ 2.3.0.5 (öiëêîì íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà). Íàçâåìî îïåðà-

òîð K öiëêîì íåïåðåðâíèì ç L2(G) ó C
(
G
)
, ÿêùî âií ïåðåâîäèòü îáìå-

æåíó ìíîæèíó â L2(G) ó êîìïàêòíó ìíîæèíó â C
(
G
)
(â ðiâíîìiðíié ìå-

òðèöi).

Ëåìà 2.3.0.3 (ïðî öiëêîì íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëüíîããî îïåðàòîðà ç
íåïåðåðâíèì ÿäðîì)

Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð K ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì K(x, y) ¹ öiëêîì íå-
ïåðåðâíèé ç L2(G) ó C

(
G
)
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈M ⊂ L2(G) òà ∀f ∈M : ‖f‖L2(G) ≤ A. Àëå

‖Kf‖C(G) ≤M
√
V ‖f‖L2(G) ≤M

√
V A, (2.3.2)
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òîáòî ìíîæèíà ôóíêöié ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.

Ïîêàæåìî ùî ìíîæèíà {Kf(x)} � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

ßäðî K ∈ C
(
G×G

)
, à îòæå ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, áî íåïåðåðâíå

íà êîìïàêòi, òîáòî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x′, x′′ ∈ G : ‖x′ − x′′‖ < δ =⇒ |(Kf)(x′)− (Kf)(x′′)| ≤ ε.
(2.3.3)

Äiéñíî,

|(Kf)(x′)− (Kf)(x′′)| =

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x′, y)f(y) dy −
ˆ

G

K(x′′, y)f(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
ˆ

G

(|K(x′, y)−K(x′′, y)| · |f(y)|) dy ≤

≤ ε
√
V

A
√
V
· ‖f‖L2(G) ≤ ε.

(2.3.4)
Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f òîáòî ìíîæèíà
{Kf(x)} îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.
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Ïðèêëàä 2.3.0.1

Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà

ϕ(x) = λ

1ˆ

0

((x
t

)2/5
+

(
t

x

)2/5
)
ϕ(t) dt.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçäiëèìî ÿäðî íàñòóïíèì ÷èíîì:

ϕ(x) = λx2/5
1ˆ

0

t−2/5ϕ(t) dt+ λx−2/5
1ˆ

0

t2/5ϕ(t) dt.

Ïîçíà÷èìî

c1 =

1ˆ

0

t−2/5ϕ(t) dt, c2 =

1ˆ

0

t2/5ϕ(t) dt,

òîäi
ϕ(x) = λc1x

2/5 + λc2x
−2/5.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ϕ íàçàä ó ci ìà¹ìî ÑËÀÐ

c1 =

1ˆ

0

t−2/5(λc1t
2/5 + λc2t

−2/5) dt,

c2 =

1ˆ

0

t2/5(λc1t
2/5 + λc2t

−2/5) dt.

Iíòåãðóþ÷è çíàõîäèìî  (1− λ)c1 − 5λc2 = 0,

−5λ

9
c1 + (1− λ)c2 = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ÑËÀÐ

D(λ) =

∣∣∣∣∣1− λ −5λ

−5λ

9
1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 25λ2

9
= 0,
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òîáòî âëàñíi ÷èñëà

λ1 =
3

8
, λ2 = −3

2
.

Ç ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ïðè λ = λ1 = 3/8 ìà¹ìî c1 = 3c2. Òîäi
ìà¹ìî âëàñíó ôóíêöiþ

ϕ1(x) = 3x2/5 + x−2/5.

Ïðè λ = λ2 = −3/2 ìà¹ìî c1 = −3c2. Ìà¹ìî äðóãó âëàñíó ôóíêöiþ

ϕ2(x) = −3x2/5 + x−2/5.

Ïðèêëàä 2.3.0.2

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðà-
ìåòðiâ λ, a, b, c:

ϕ(x) = λ

1ˆ

−1

(
3
√
x+ 3
√
y
)
ϕ(y) dy + ax2 + bx+ c.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

ϕ(x) = λ 3
√
x

1ˆ

−1

ϕ(y) dy + λ

1ˆ

−1

( 3
√
y · ϕ(y)) dy + ax2 + bx+ c.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

c1 =

1ˆ

−1

ϕ(y) dy, c2 =

1ˆ

−1

3
√
yϕ(y) dy,

òà çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi:

ϕ(x) = λ 3
√
xc1 + λc2 + ax2 + bx+ c

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò îòðèìà¹ìî ÑËÀÐ:
c1 − 2λc2 =

2a

3
+ 2c,

−6λ

5
c1 + c2 =

6b

7
.
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Âèçíà÷íèê ñèñòåìè äîðiâíþ¹∣∣∣∣ 1 −2λ
−6λ

5
1

∣∣∣∣ = 1− 12λ2

5
.

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ÿäðà

λ1 =
1

2

√
5

3
, λ2 = −1

2

√
5

3
.

Íåõàé λ 6= λ1, λ 6= λ2. Òîäi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òà ¹äèíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî
âiëüíîãî ÷ëåíà i ìà¹ âèãëÿä

ϕ(x) =
5λ(14a+ 30λb+ 42c)

21(5− 12λ2)
· 3
√
x+

28λa+ 84λc+ 30b

7(5− 12λ2)
+ ax2 + bx+ c.

Íåõàé

λ = λ1 =
1

2
·
√

5

3
.

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä:
c1 −

√
5

3
c2 =

2a

3
+ 2c,

c1 −
√

5

3
c2 = −

√
5

3

6b

7
.

Ðàíãè ðîçøèðåíî¨ i îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñïiâïàäàòèìóòü ÿêùî ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü

2a

3
+ 2c = −

√
5

3
· 6

7
· b (?)

Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

c2 = c2, c1 =

√
5

3
c2 +

2a

3
+ 2c.

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè

ϕ(x) =
1

2

√
5

3
3
√
x

(√
5

3
c2 +

2a

3
+ 2c

)
+

1

2

√
5

3
c2 + ax2 + bx+ x.

ßêùî

λ = λ1 =
1

2
·
√

5

3
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à óìîâà (?) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.

Íåõàé

λ = λ2 = −1

2

√
5

3

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè öüîãî çíà÷åííÿ îòðèìà¹ìî ÑËÀÐ
c1 +

√
5

3
c2 =

2a

3
+ 2c,

c1 +

√
5

3
c2 =

√
5

3

6b

7
.

Îñòàííÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ïðè óìîâi

2a

3
+ 2c =

√
5

3
· 6

7
· b, (??)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (??), ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

c2 = c2, c1 = −
√

5

3
c2 +

2a

3
+ 2c.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè:

ϕ(x) =
1

2

√
5

3
3
√
x

(
−
√

5

3
c2 +

2a

3
+ 2c

)
+

1

2

√
5

3
c2 + ax2 + bx+ c.

14


	Теореми Фредгольма для інтегральних рівнянь з неперервним ядром
	Альтернатива Фредгольма
	Наслідки з теорем Фредгольма
	Теореми Фредгольма для інтегральних рівнянь з полярним ядром
	Інтегральні рівняння з ермітовим ядром

