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2.1.5 Метод послiдовних наближень для iнтегральних рiвнянь
з полярним ядром

Визначення 2.1.5.1 (полярного ядра). Ядро K(x, y) називається поляр-
ним, якщо воно представляється у виглядi:

K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α
(2.1.40)

де A ∈ C
(
G×G

)
, |x − y| =

(∑n
i=1(xi − yi)2

)1/2, α < n (n — розмiрнiсть
евклiдового простору).

Визначення 2.1.5.2 (слабо полярного ядра). Полярне ядро називається
слабо полярним, якщо α < n/2.

Нагадаємо, що для iнтегральних рiвнянь

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(x, y) dy + f(x) (2.1.41)

з неперервним ядром K(x, y) метод послiдовних наближень мав вигляд:

ϕ0 = f, ϕ1 = f + λKϕ0, . . . , ϕn+1 = f + λKϕn. (2.1.42)

Оцiнки, що застосовувались для неперервних ядер не працюють для по-
лярних ядер, тому що максимум полярного ядра рiвний нескiнченностi
(ядро необмежене в рiвномiрнiй метрицi), отже, сформулюємо лему ана-
логiчну лемi 2.1.1.1 (першла лекцiя) для полярних ядер.
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Лема 2.1.5.1
Iнтегральний оператор K з полярним ядром K(x, y) переводить мно-
жину функцiй C

(
G
) K−→ C

(
G
)
i при цьому має мiсце оцiнка:

‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G), (2.1.43)

де

N = max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)| dy. (2.1.44)

Доведення. Спочатку доведемо, що функцiя Kϕ неперервна в точцi x0.

Оцiнимо при умовi |x− x0| < η/2 вираз:∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy −
ˆ

G

K(x0, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

A(x, y)

|x− y|α
ϕ(y) dy −

ˆ

G

A(x0, y)

|x0 − y|α
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
ˆ

G

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ |ϕ(y)| dy ≤ (∗) (2.1.45)

винесемо maxϕ(y) у виглядi ‖ϕ‖C(G), а iнтеграл розiб’ємо на два iнте-
грали:

• iнтеграл по U(x0, η) — кулi з центром в x0 i радiусом η;

• iнтеграл по залишку G \ U(x0, η):

(∗) ≤ ‖ϕ‖C(G)

 ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy +

+

ˆ

G\U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy
 (2.1.46)
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Оцiнимо тепер кожний з iнтегралiв:
ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy ≤ A0

ˆ

U(x0,η)

∣∣∣∣ dy

|x− y|α
− dy

|x0 − y|α

∣∣∣∣ ,
(2.1.47)

де A0 — max функцiї A(x, y) на потрiбнiй множинi.

Введемо узагальненi сферичнi координати з центром у точцi x0 в про-
сторi Rn:

y1 = x0,1 + ρ cos ν1

y2 = x0,2 + ρ sin ν1 cos ν2

. . .

yn−1 = x0,n−1 + ρ sin ν1 · . . . · cos νn−1

yn = x0,n + ρ sin ν1 · . . . · sin νn−1

(2.1.48)

Якобiан переходу має вигляд:

D(y1, . . . , yn)

ρ, ν1, . . . , νn−1
= ρn−1Φ(sin ν1, . . . , sin νn−1, cos ν1, . . . , cos νn−1), (2.1.49)

де 0 ≤ ρ ≤ η, 0 ≤ νi ≤ π, i = 1, n− 2, 0 ≤ νn−1 ≤ 2π.

Отримаємо

ˆ

U(x0,η)

dy

|x0 − y|α
= σn

ηˆ

0

ρn−1 dρ

ρα
= σn

ρn−α

n− α

∣∣∣∣η
0

=
σnη

n−α

n− α
≤ ε

4
, (2.1.50)

де σn — площа поверхнi одиничної сфери в n-вимiрному просторi Rn.

Оскiльки |x− x0| < η/2, то
ˆ

U(x0,η)

dy

|x− y|α
≤

ˆ

U(x0,3η/2)

dy

|x0 − y|α
≤ σn
n− α

(
3η

2

)n−α
≤ ε

4
. (2.1.51)

Оскiльки
A(x, y)

|x− y|α
∈ C

(
U(x0, η/2)×G \ U(x0, η)

)
, (2.1.52)

то ˆ

G\U(x0,η)

∣∣∣∣ A(x, y)

|x− y|α
− A(x0, y)

|x0 − y|α

∣∣∣∣ dy ≤ ε

2
. (2.1.53)
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Таким чином ми довели, що∣∣∣∣ˆ
G

K(x, y)ϕ(y) dy −
ˆ
G

K(x0, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ε, (2.1.54)

тобто функцiя Kϕ неперервна в точцi x0.

Доведемо оцiнку ‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G):∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

G

|K(x, y)||ϕ(y)| dy ≤

≤ ‖ϕ‖C(G)

ˆ

G

|K(x, y)| ≤

≤ |ϕ‖C(G) max
x∈G

ˆ

G

|K(x, y)| dy =

= N‖ϕ‖C(G),

(2.1.55)

отже ‖Kϕ‖C(G) ≤ N‖ϕ‖C(G).

Покажемо скiнченнiсть N . Розглянемоˆ

G

|K(x, y)| dy ≤ A0

ˆ

G

dy

|x− y|α
≤ (∗). (2.1.56)

Для будь-якої точки x, iснує радiус D = diamG (рiвний максимальному
дiаметру областi G) такий, що в кулю з цим радiусом попадає будь-яка
точка y, а тому

(∗) ≤ A0

ˆ

U(x,D)

dy

|x− y|α
= A0

σn
n− α

Dn−α. (2.1.57)
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Теорема 2.1.5.1 (про iснування розв’язку iнтегрального рiвняння Фре-
дгольма з полярним ядром для малих значень параметру)
Iнтегральне рiвняння Фредгольма 2-го роду з полярним ядромK(x, y)
має єдиний розв’язок в класi неперервних функцiй для будь-якого
неперервного вiльного члена f при умовi

|λ| < 1

N
(2.1.58)

i цей розв’язок може бути представлений рядом Неймана, який збi-
гається абсолютно i рiвномiрно.

Доведення. Сформулюємо умову збiжностi ряду Неймана.

Нагадаємо, що ряд Неймана має вигляд

ϕ =
∞∑
i=0

λiKif, (2.1.59)

причому, з щойно доведеної леми, можемо записати

‖ϕ‖C(G) ≤
∞∑
i=1

|λ|i ·N i · ‖f‖C(G). (2.1.60)

Останнiй ряд — геометрична прогресiя i збiгається при умовi |λ| < 1/N .
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Лема 2.1.5.2
Нехай маємо два полярних ядра

Ki(x, y) =
Ai(x, y)

|x− y|αi
, αi < n, i = 1, 2, (2.1.61)

а область G обмежена, тодi ядро

K3(x, y) =

ˆ
G

K2(x, ξ)K1(ξ, y) dξ (2.1.62)

також полярне, причому має мiсце спiввiдношення:

K3(x, y) =


A3(x, y)

|x− y|α1+α2−n
, α1 + α2 − n > 0,

A3(x, y) ln |x− y|+B3(x, y), α1 + α2 − n = 0,

A3(x, y), α1 + α2 − n < 0,

(2.1.63)

де A3, B3 — неперервнi функцiї.

Вправа 2.1.5.1. Доведiть цю лему.

З цiєї леми випливає, що всi повторнi ядра K(p)(x, y), полярного ядра
K(x, y) задовольняють наступним оцiнкам:

K(2)(x, y) =


A2(x, y)

|x− y|2α−n
, 2α− n > 0,

A2(x, y) ln |x− y|+B2(x, y), 2α− n = 0,

A2(x, y), 2α− n < 0,

K(3)(x, y) =


A3(x, y)

|x− y|3α−2n
, 3α− 2n > 0,

A3(x, y) ln |x− y|+B3(x, y), 3α− 2n = 0,

A3(x, y), 3α− 2n < 0,

K(p)(x, y) =


Ap(x, y)

|x− y|pα−(p−1)n
, pα− (p− 1)n > 0,

Ap(x, y) ln |x− y|+Bp(x, y), pα− (p− 1)n = 0,

Ap(x, y), pα− (p− 1)n < 0.

(2.1.64)
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Зауваження 2.1.5.1 — Справдi, тут α1 = α2 = α, тому α1 + α2

замiнено на 2α i аналогiчно.

Легко бачити, що для ∀α, n iснує p0 таке, що починаючи з нього всi
повторнi ядра є неперервнi. Справдi, для виконання

pα− (p− 1)n < 0 (2.1.65)

достатньо
(n− α)p > n, (2.1.66)

що в свою чергу рiвносильно

p >
n

n− α
. (2.1.67)

Зауваження 2.1.5.2 — Остання нерiвнiсть дає не лише якiсний
факт iснування такого p0, але i цiлком кiлькiсну оцiнку:

p0 =

[
n

n− α

]
+ 1. (2.1.68)

Звiдси маємо, що резольвента R(x, y, λ) полярного ядра K(x, y) склада-
ється з двох частин:

• полярної складової R1(x, y, λ);

• неперервної складової R2(x, y, λ):

R(x, y, λ) = R1(x, y, λ) +R2(x, y, λ) =

=
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) =

=

p0−1∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) +
∞∑
i=p0

λi−1K(i)(x, y).

(2.1.69)

Для доведення збiжностi резольвенти, потрiбно дослiдити збiжнiсть не-
скiнченного ряду R2(x, y, λ). Вiн сходиться рiвномiрно при x, y ∈ G,
|λ| ≤ 1/N − ε, ∀ε > 0, визначаючи неперервну функцiю R при x, y ∈ G,
|λ| < 1/N i аналiтичну по λ в крузi

|λ| < 1

N
. (2.1.70)
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Дiйсно

R2(x, y, λ) =
∞∑
i=p0

λi−1K(i)(x, y). (2.1.71)

У свою чергу, ∣∣λp0+s−1K(p0+s)(x, y)
∣∣ ≤ |λ|p0+s−1Mp0N

s, (2.1.72)

де
Mp0 = max

(x,y)∈G×G
|Kp0(x, y)|. (2.1.73)

Таким чином ряд R2(x, y, λ) мажорується геометричною прогресiєю, яка
збiгається при умовi |λ| < 1/N .

2.2 Теореми Фредгольма

2.2.1 Iнтегральнi рiвняння з виродженим ядром

Визначення 2.2.1.1 (виродженого ядра). Неперервне ядро K(x, y) нази-
вається виродженим, якщо представляється у виглядi

K(x, y) =

N∑
i=1

fi(x)gi(y), (2.2.1)

де {fi}i=1,N , {gi}i=1,N ⊂ C
(
G
)
, i {fi}i=1,N та {gi}i=1,N — лiнiйно незалежнi

системи функцiй.

Визначення 2.2.1.2 (iнтегрального рiвняння Фредгольма з виродже-
ним ядром). Розглянемо iнтегральнi рiвняння Фредгольма з виродженим
ядром

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, u)ϕ(y) dy + f(x). (2.2.2)

Пiдставимо вигляд виродженого ядра i отримаємо:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

N∑
i=1

fi(x)gi(y)ϕ(y) dy + f(x) =

= λ
N∑
i=1

fi(x)

ˆ

G

gi(y)ϕ(y) dy + f(x) =

= f(x) + λ
N∑
i=1

cifi(x),

(2.2.3)
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де позначено

cj =

ˆ

G

gj(y)ϕ(y) dy. (2.2.4)

Пiдставимо тепер у cj вираження ϕ(x) через ci:

cj =

ˆ

G

gj(y)ϕ(y) dy =

=

ˆ

G

gj(y)

(
f(y) + λ

N∑
i=1

cifi(y)

)
dy =

=

ˆ

G

gj(y)f(y) dy + λ
N∑
i=1

ci

ˆ

G

gj(y)fi(y) dy.

(2.2.5)

В результатi отримано систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

cj = λ
N∑
i=1

αjici + aj, j = 1, N, (2.2.6)

де позначено

αji =

ˆ

G

gj(y)fi(y) dy, aj =

ˆ

G

gj(y)f(y) dy. (2.2.7)

Аналогiчно для спряженого ядра

K?(x, y) =
N∑
i=1

f i(y)gi(x), (2.2.8)

i рiвняння

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x), (2.2.9)

пiдставляючи вигляд виродженого ядра отримуємо

ψ(x) = λ
N∑
i=1

gi(x)

ˆ

G

f i(y)ψ(y) dy + g(x) = λ
N∑
i=1

digi(x) + g(x), (2.2.10)

де позначено

di =

ˆ

G

f i(y)ψ(y) dy. (2.2.11)
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Знову пiдставляємо у dj вираження ψ(x) через di:

dj =

ˆ

G

f j(y)

(
g(y) + λ

N∑
i=1

digi(y)

)
dy, (2.2.12)

i отримуємо СЛАР

dj = λ
N∑
i=1

βjidi + bj, i = 1, N, (2.2.13)

де позначено

βji =

ˆ

G

f j(y)gi(y) dy, bj =

ˆ

G

f j(y)g(y) dy, (2.2.14)

причому виконується умова

βji = αij. (2.2.15)

Зауваження 2.2.1.1 — У матричному виглядi цi СЛАР запишуться
так:

~c = λA~c+ ~a, (2.2.16)
~d = λA?~d+~b, (2.2.17)

з матрицями E − λA та E − λA? вiдповiдно i визначником D(λ) =
|E − λA| = |E − λA?|.

Дослiдимо питання iснування та єдиностi розв’язку цих СЛАР.

• Нехай D(λ) 6= 0, rang |E − λA| = rang
∣∣E − λA?∣∣ = N , тодi цi СЛАР

мають єдиний розв’язок для будь-яких векторiв ~a i ~b вiдповiдно,
а тому iнтегральнi рiвняння Фредгольма з полярними ядрами (як
пряме так i спряжене) мають єдинi розв’язки при будь-яких f та g
вiдповiдно, i цi розв’язки записуються за формулами

ϕ(x) = λ

N∑
i=1

cifi(x) + f(x), (2.2.18)

ψ(x) = λ
N∑
i=1

digi(x) + g(x). (2.2.19)
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• Нехай D(λ) = 0, rang |E − λA| = rang
∣∣E − λA?∣∣ = q < N , тодi

однорiднi СЛАР

~c = λA~c, (2.2.20)
~d = λA?~d, (2.2.21)

маютьN−q лiнiйно незалежних розв’язкiв ~cs, ~ds, s = 1, N − q, де ве-
ктор визначається формулою ~cs = (cs1, . . . , csN), ~ds = (ds1, . . . , dsN),
таким чином вiдповiднi однорiднi iнтегральнi рiвняння Фредголь-
ма рiвняння II роду (як пряме так i спряжене) мають N − q лiнiйно
незалежних розв’язкiв якi записуються за такими формулами:

ϕs(x) = λ
N∑
i=1

csifi(x), s = 1, N − q, (2.2.22)

ψs(x) = λ
N∑
i=1

dsigi(x), s = 1, N − q, (2.2.23)

де ϕs(x), ψs(x) — власнi функцiї, а число N − q — кратнiсть хара-
ктеристичного числа λ та λ. Кожна з систем функцiй ϕs, ψs, s =
1, N − q лiнiйно незалежна, оскiльки лiнiйно незалежними є систе-
ми функцiй fi та gi i лiнiйно незалежнi вектори ~cs i ~ds, s = 1, N − q.

• Нагадаємо одне з формулювань теореми Кронекера-Капеллi:

Теорема 2.2.1.1 (Кронекера-Капеллi)
Для iснування розв’язку системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь необхiдно i достатньо що би вiльний член рiвняння був
ортогональним всiм розв’язкам спряженого однорiдного рiвня-
ння.

Для нашого випадку цю умову можна записати у виглядi(
~a, ~ds

)
=

N∑
i=1

aidsi = 0, ∀s = 1, N − q. (2.2.24)

Покажемо, що для виконання умови
(
~a, ~ds

)
= 0, s = 1, N − q необ-

хiдно i достатньо, щоб вiльний член прямого iнтегрального рiвнян-
ня Фредгольма II роду був ортогональним розв’язкам спряженого
однорiдного рiвняння тобто

(f, ψs) = 0, s = 1, N − q (2.2.25)
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Дiйсно, маємо:

(f, ψs) =

ˆ

G

f(x)ψs(x) dx =

= λ
N∑
i=1

dsi

ˆ

G

f(x)gi(x) dx =

= λ
N∑
i=1

aidsi =

= λ(~a, ~ds) = 0,

(2.2.26)

для всiх s = 1, N − q.

В цьому випадку розв’язок СЛАР не єдиний, i визначається з то-
чнiстю до довiльного розв’язку однорiдної системи рiвнянь, тобто
з точнiстю до лiнiйної оболонки натягнутої на систему власних ве-
кторiв характеристичного числа λ:

~c = ~c0 +

N−q∑
i=1

γi~ci, (2.2.27)

де γi — довiльнi константи, ~c0 — будь-який розв’язок неоднорiдної
системи рiвнянь ~c0 = λA~c0 + ~a, тодi розв’язок iнтегрального рiвня-
ння можна записати у виглядi:

ϕ(x) = ϕ0(x) +

N−q∑
i=1

γiϕi(x), (2.2.28)

де ϕ0 — довiльний розв’язок неоднорiдного рiвняння ϕ0 = λKϕ0+f .
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Отже доведенi такi теореми:

Теорема 2.2.1.2 (Перша теорема Фредгольма для вироджених ядер)
ЯкщоD(λ) 6= 0, то iнтегральне рiвняння Фредгольма II роду та спря-
жене до нього мають єдинi розв’язки для довiльних вiльних членiв
f та g з класу неперервних функцiй.

Теорема 2.2.1.3 (Друга теорема Фредгольма для вироджених ядер)
Якщо D(λ) = 0, то однорiдне (f ≡ 0) рiвняння Фредгольма другого
роду i спряжене до нього (g ≡ 0) мають однакову кiлькiсть лiнiйно
незалежних розв’язкiв рiвну N − q, де q = rang(E − λA).

Теорема 2.2.1.4 (Третя теорема Фредгольма для вироджених ядер)
Якщо D(λ) = 0, то для iснування розв’язкiв рiвняння Фредгольма II
роду необхiдно i достатньо, щоб вiльний член f був ортогональним
усiм розв’язкам однорiдного спряженого рiвняння. При виконаннi цi-
єї умови розв’язок iснує та не єдиний i визначається з точнiстю до
лiнiйної оболонки натягнутої на систему власних функцiй характе-
ристичного числа λ.

Наслiдок 2.2.1.1
Характеристичнi числа виродженого ядра K(x, y) спiвпадають з ко-
ренями полiному D(λ) = 0, а їх кiлькiсть не перевищує N .
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Приклад 2.2.1.1
Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння

ϕ(x) = λ

πˆ

0

sin(x− y)ϕ(y) dy + cos(x).

Розв’язок. Перш за все перепишемо ядро у виродженому виглядi:

ϕ(x) = λ sin(x)

πˆ

0

cos(y)ϕ(y) dy − λ cos(x)

πˆ

0

sin(y)ϕ(y) dy + cos(x).

Позначимо

c1 =

πˆ

0

cos(y)ϕ(y) dy, c2 =

πˆ

0

sin(y)ϕ(y) dy,

тодi
ϕ(x) = λ(c1 sin(x)− c2 cos(x)) + cos(x).

Пiдставляючи останню рiвнiсть в попереднi отримаємо систем рiвнянь:
c1 =

πˆ

0

cos(y)(λc1 sin(y)− λc2 cos(y) + cos(y)) dy,

c2 =

πˆ

0

sin(y)(λc1 sin(y)− λc2 cos(y) + cos(y)) dy.

Пiсля обчислення iнтегралiв:
c1 +

λπ

2
c2 =

π

2
,

−λπ
2
c1 + c2 = 0.

Визначник цiєї системи

D(λ) =

∣∣∣∣ 1 λπ
2

−λπ
2

1

∣∣∣∣ = 1 +

(
λπ

2

)2

6= 0.
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За правилом Крамера маємо

c1 =
2π

4 + (λπ)2
, c2 =

λπ2

4 + (λπ)2
.

Таким чином розв’язок має вигляд

ϕ(x) =
2λπ sin(x) + 4 cos(x)

4 + (λπ)2
.
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