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1 Вступ

1.1 Предмет i методи математичної фiзики

Сучаснi технологiї дослiдження реального свiту доволi iнтенсивно вико-
ристовують методи математичного моделювання, зокрема цi методи ши-
роко використовуються тодi, коли дослiдження реального (фiзичного)
об’єкту є неможливими, або надто дорогими. Вже традицiйними стали
моделювання властивостей таких фiзичних об’єктiв:

• температурнi поля i тепловi потоки;

• електричнi, магнiтнi та електромагнiтнi поля;

• концентрацiя речовини в розчинах, розплавах або сумiшах;

• напруження i деформацiї в пружних твердих тiлах;

• параметри рiдини або газу, який рухається (обтiкає) деяке тiло;

• перенос рiзних субстанцiй потоками рiдин або газу та iншi.

Характерною особливiстю усiх математичних моделей, що описують пе-
релiченi та багато iнших процесiв є те, що параметри, якi представляють
iнтерес для дослiдника є функцiями точки простору x = (x1, x2, x3) та
часу t, а самi спiввiдношення з яких цi характеристики обчислюються
є диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних зi спецiальними
додатковими умовами (крайовими умовами), якi дозволяють видiляти
однозначний розв’язок.
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Таким чином можна сказати, що основними об’єктами дослiдження пре-
дмету математична фiзика є крайовi задачi для рiвнянь в частинних
похiдних, якi моделюють певнi фiзичнi процеси.

Процес дослiдження реального об’єкту фiзичного свiту можна предста-
вити за наступною схемою:

1. Побудова математичної моделi реального процесу у виглядi ди-
ференцiального рiвняння або системи диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних, доповнення диференцiального рiвняння в ча-
стинних похiдних граничними умовами.

2. Дослiдження властивостей сформульованої крайової задачi з то-
чки зору її коректностi. Коректнiсть постановки задачi передбачає
виконання наступних умов:

• Розв’язок крайової задачi iснує;
• Розв’язок єдиний;
• Розв’язок неперервним чином залежить вiд вхiдних даних.

3. Знаходження розв’язку крайової задачi:

• точного для найбiльш простих задач;
• або наближеного для переважної бiльшостi задач.

Треба вiдмiтити, що усi перелiченi пункти дослiдження окрiм побудо-
ви наближених методiв знаходження розв’язкiв вiдносяться до предмету
дисциплiни Математична фiзика.

Для дослiдження задач математичної фiзики використовуються матема-
тичний апарат наступних роздiлiв математики:

• математичний аналiз;

• лiнiйна алгебра;

• диференцiальнi рiвняння;

• теорiя функцiй комплексної змiнної;

• функцiональний аналiз;

При побудовi математичних моделей використовуються знання з елемен-
тарної фiзики.

Наведемо приклад доволi простої i в той же час цiлком реальної мате-
матичної моделi розповсюдження тепла в стрижнi.

2



Приклад 1.1.0.1 (моделi розповсюдження тепла в стрижнi)
Нехай ми маємо однорiдний стрижень з теплоiзольованою боковою
поверхнею i наступними фiзичними параметрами:

• ρ — густина матерiалу;

• S — площа поперечного перерiзу;

• k — коефiцiєнт теплопровiдностi;

• c — коефiцiєнт теплоємностi;

• L — довжина стрижня.

Позначимо u(x, t) — температуру стрижня в точцi x в момент часу
t, u0(x) — температуру стрижня у точцi x в початковий момент часу
t = 0.

Припустимо, що на лiвому кiнцi стрижня температура змiнюється за
заданим законом ϕ(t), а правий кiнець стрижня теплоiзольований.

В таких припущеннях математична модель може бути записана у виглядi
наступної граничної задачi:

• диференцiальне рiвняння:

cρ · ∂u(x, t)
∂t

= k · ∂
2u(x, t)

∂x2
, 0 < x < L, t > 0 (1.1.1)

• граничнi умови на кiнцях стрижня:

u(0, u) = ϕ(t),
∂u(L, t)

∂x
= 0 (1.1.2)

• початкова умова:
u(x, 0) = u0(t) (1.1.3)
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2 Iнтегральнi рiвняння
2.0.1 Основнi поняття

Визначення 2.0.1.1. Iнтегральнi рiвняння — рiвняння, що мiстять не-
вiдому функцiю пiд знаком iнтегралу.

Багато задач математичної фiзики зводяться до лiнiйних iнтегральних
рiвнянь наступних двох виглядiв.

Визначення 2.0.1.2 (iнтегрального рiвняння Фредгольма II роду). Iнте-
гральним рiвнянням Фредгольма II роду називається рiвняння вигляду

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy + f(x). (2.0.1)

Тут λ — комплексний параметр, λ ∈ C (вiдомий або невiдомий), G —
область iнтегрування, G ⊆ Rn, G — замкнена та обмежена.

Визначення 2.0.1.3 (iнтегрального рiвняння Фредгольма I роду). Iнте-
гральним рiвнянням Фредгольма I роду називається рiвняння вигляду

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy = f(x). (2.0.2)

Визначення 2.0.1.4 (ядра iнтегрального рiвняння). Ядром iнтегральних
рiвнянь наведених вище називається функцiя K(x, y) ∈ C

(
G×G

)
.

Визначення 2.0.1.5 (вiльного члена iнтегрального рiвняння). Вiльним
членом iнтегральних рiвнянь наведених вище називається функцiя f(x) ∈
C
(
G
)
.

Визначення 2.0.1.6 (однорiдного рiвняння Фредгольма II роду). Iнтегра-
льне рiвняння Фредгольма II роду при f(x) ≡ 0 називається однорiдним:

ϕ(x) = λ

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy. (2.0.3)
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Визначення 2.0.1.7 (iнтегрального оператора). Зрозумiло, що кожно-
му ядру K(x, y) вiдповiдає iнтегральний оператор K який визначається
наступним чнном:

K : ϕ(x) 7→ (Kϕ)(x) =

ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy. (2.0.4)

Зауваження 2.0.1.1 — Будемо записувати iнтегральнi рiвняння
скорочено в операторнiй формi:

ϕ = λKϕ+ f, (2.0.5)
Kϕ = f, (2.0.6)
ϕ = λKϕ. (2.0.7)

Визначення 2.0.1.8 (спряженого (союзного ядра)). Спряженим (сю-
зним) ядром називається функцiя

K?(x, y) = K(y, x). (2.0.8)

Визначення 2.0.1.9 (спряженого (союзного) рiвняння). Iнтегральне рiв-
няння

ψ(x) = λ

ˆ

G

K?(x, y)ψ(y) dy + g(x) (2.0.9)

називається спряженим (союзним) до вiдповiдного iнтегрального рiвня-
ння Фредгольма II роду.

Зауваження 2.0.1.2 — Операторна форма рiвнянь останнiх двох
рiвнянь:

ψ = λK?ψ + g, (2.0.10)

ψ = λK?ψ. (2.0.11)

Визначення 2.0.1.10 (характеристичних (власних) чисел ядра). Ком-
плекснi λ, при яких однорiдне iнтегральне рiвняння Фредгольма II роду
має нетривiальнi розв’язки, називаються характеристичними (власни-
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ми) числами ядра K(x, y).

Визначення 2.0.1.11 (власних функцiй ядра). Розв’язки, якi вiдповiда-
ють власним числам, називаються власними функцiями ядра.

Визначення 2.0.1.12 (кратностi характеристичного числа). Кiлькiсть
лiнiйно-незалежних власних функцiй називається кратнiстю характери-
стичного числа.

2.1 Метод послiдовних наближень

2.1.1 Метод послiдовних наближень для неперервного ядра

Нагадаємо кiлька визначень:

Визначення 2.1.1.1 (норми у C
(
G
)
). Нормою у банаховому просторi

неперервних функцiй C
(
G
)
називається

‖f‖C(G) = max
x∈G
|f(x)|. (2.1.1)

Визначення 2.1.1.2 (норми у L2(G)). Нормою у гiльбертовому просторi
iнтегровних з квадратом функцiй L2(G) називається

‖f‖L2(G) =

ˆ
G

|f(x)|2 dx

1/2

. (2.1.2)

Визначення 2.1.1.3 (скалярного добутку у L2(G)). Скалярноим добу-
тком у просторi L2(G) наизвається

(f, g)L2(G) =

ˆ

G

f(x)ḡ(x) dx. (2.1.3)
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Лема 2.1.1.1
Iнтегральний оператор K з неперервним ядром K(x, y) петворює
множини функцiй C

(
G
) K−→ C

(
G
)
, L2(G)

K−→ L2(G), L2(G)
K−→ C

(
G
)

обмежений та мають мiсце нерiвностi:

‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G), (2.1.4)

‖Kϕ‖L2(G) ≤MV ‖ϕ‖L2(G), (2.1.5)

‖Kϕ‖C(G) ≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G), (2.1.6)

де

M = max
(x,y)∈G×G

|K(x, y)|, V =

ˆ

G

dy. (2.1.7)

Зауваження 2.1.1.1 — Мається на увазi, що довiльна функцiя ϕ з
множини функцiй C

(
G
)
пiд дiєю iнтегрального оператора K пере-

ходить у функцiю Kϕ з множини функцiй C
(
G
)
, i так далi.

Доведення. Нехай ϕ ∈ L2(G). Тодi ϕ — абсолютно iнтегровна функцiя на
G i, оскiльки ядро K(x, y) неперервне на G×G, функцiя (Kϕ)(x) непе-
рервна наG. Тому оператор K переводить L2(G) в C

(
G
)
i, з врахуванням

нерiвностi Кошi-Буняковського, обмежений. Доведемо нерiвностi:

1. ‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G):

‖Kϕ‖C(G) = max
x∈G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈G

ˆ

G

(|K(x, y)| · |ϕ(y)|) dy ≤

≤ max
x∈G

max
y∈G
|K(x, y)| ·max

y∈G
|ϕ(y)| ·

ˆ

G

dy

 ≤
≤ max

(x,y)∈G×G
|K(x, y)| ·max

y∈G
|ϕ(y)| ·

ˆ

G

dy =

=MV ‖ϕ‖C(G).

(2.1.8)
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2. ‖Kϕ‖L2(G) ≤MV ‖ϕ‖L2(G):

(
‖Kϕ‖L2(G)

)2
=

ˆ

G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
ˆ

G

∣∣∣∣∣∣max
y∈G
|K(x, y)| ·

ˆ

G

ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
(

max
(x,y)∈G×G

|K(x, y)|
)2

·

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣
2

·
ˆ

G

dx ≤

≤ (M‖ϕ‖L2(G)V )2.
(2.1.9)

3. ‖Kϕ‖C(G) ≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G):

‖Kϕ‖C(G) = max
x∈G
|(Kϕ)(x)| =

= max
x∈G

∣∣∣∣∣∣
ˆ

G

K(x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈G

√√√√ˆ
G

|K(x, y)|2 dy ·

√√√√ˆ
G

|ϕ(y)|2 dy ≤

≤M
√
V ‖ϕ‖L2(G).

(2.1.10)

Розв’язок iнтегрального рiвняння другого роду записаного у операторнiй
формi будемо шукати методом послiдовних наближень, тобто запустимо
наступний iтерацiйний процес:

ϕ0 = f, ϕ1 = λKϕ0 + f, ϕ2 = λKϕ1 + f, . . . , ϕn+1 = λKϕn + f.
(2.1.11)

Тодi можна записати

ϕn+1 =
n+1∑
i=0

λiKif, (2.1.12)

де Ki+1 = K(Ki).
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Хочеться за розв’язок взяти функцiю

ϕ∞ = lim
n→∞

ϕn. (2.1.13)

Це пiдводить нас до

Визначення 2.1.1.4 (ряду Неймана). Рядом Неймана оператора K на-
зивається

∞∑
i=0

λiKif = lim
n→∞

ϕn. (2.1.14)

Дослiдимо збiжнiсть ряду Неймана:∥∥∥∥∥
∞∑
i=0

λiKif

∥∥∥∥∥
C(G)

≤
∞∑
i=0

|λi| · ‖Kif‖C(G) ≤

≤
∞∑
i=0

|λi| · (MV )i · ‖f‖C(G) =
‖f‖C(G)

1− |λ| ·MV
.

(2.1.15)

Справдi,
‖Kϕ‖C(G) ≤MV ‖ϕ‖C(G), (2.1.16)

тому
‖K2ϕ‖C(G) ≤ (MV )2‖ϕ‖C(G) (2.1.17)

i, взагалi кажучи,

‖Kiϕ‖C(G) ≤ (MV )i‖ϕ‖C(G). (2.1.18)

Отже ми довели наступне

Твердження 2.1.1.1 (про умову збiжностi методу послiдовних набли-
жень)
Ряд Неймана збiгається рiвномiрно при

|λ| < 1

MV
. (2.1.19)

Лема 2.1.1.2 (про єдинiсть розв’язку за умови збiжностi методу по-
слiдовних наближень)
При виконаннi умови збiжностi методу послiдовних наближень iнте-
гральне рiвняння II роду має єдиний розв’язок.
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Доведення. Дiйсно припустимо, що їх два:

ϕ(1) = λKϕ(1) + f,

ϕ(2) = λKϕ(2) + f.
(2.1.20)

Тодi можемо розглянути їхню рiзницю

ϕ(0) = ϕ(1) − ϕ(2). (2.1.21)

Вона буде задовольняти лоднорiдному рiвнянню:

ϕ(0) = λKϕ(0). (2.1.22)

Обчислимо норму Чебишева:

|λ| · ‖Kϕ(0)‖C(G) = ‖ϕ
(0)‖C(G). (2.1.23)

Застосовуючи нерiвнiсть з леми до лiвої частини отримуємо

‖ϕ(0)‖C(G) ≤ |λ| ·MV · ‖ϕ(0)‖C(G). (2.1.24)

Звiдси безпосередньо випливає

(1− |λ| ·MV ) ·
∥∥ϕ(0)

∥∥
C(G) ≤ 0. (2.1.25)

Звiдси маємо, що ‖ϕ(0)‖C(G) = 0.

Таким чином доведена

Теорема 2.1.1.1 (про iснування розв’язку iнтегрального рiвняння Фре-
дгольма з неперервним ядром для малих значень параметру)
Довiльне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з неперерв-
ним ядром K(x, y) при умовi |λ| < 1/MV має єдиний розв’язок ϕ в
класi неперервних функцiй C

(
G
)
для будь-якого неперервного вiль-

ного члена f . Цей розв’язок може бути знайдений у виглядi ряду
Неймана.
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2.1.2 Повторнi ядра

Твердження 2.1.2.1 (про перенос iнтегрального оператору через кому
у скалярному добутку)
∀f, g ∈ L2(G) має мiсце рiвнiсть

(Kf, g)L2(G) = (f,K?g)L2(G). (2.1.26)

Доведення. Якщо f, g ∈ L2(G) то, за лемою 2.1.1.1, маємо Kf,K?g ∈
L2(G), i тому

(Kf, g) =
ˆ

G

(Kf)(g(x)) dx =

=

ˆ

G

ˆ
G

K(x, y)f(y) dy

 g(x) dx =

=

ˆ

G

f(y)

ˆ
G

K(x, y)g(x) dx

 dy =

=

ˆ

G

f(y) · (K?g)(y) dy =

= (f,K?g).

(2.1.27)

Лема 2.1.2.1 (про композицiю iнтегральних операторiв)
Якщо K1, K2 — iнтегральнi оператори що мають неперервнi ядра
K1(x, y) i K2(x, y) вiдповiдно, то оператор K3 = K2K1 також iнте-
гральний оператор з неперервним ядром

K3(x, z) =

ˆ

G

K2(x, y)K1(y, z) dy. (2.1.28)

Зауваження 2.1.2.1 — При цьому справедлива формула: (K2K1)
? =

K?
1K

?
2.
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Доведення. Нехай K1(x, y), K2(x, y) — ядра iнтегральних операторiв K1,
K2. Розглянемо K3 = K2K1:

(K3f)(x) = (K2K1f)(x) =

=

ˆ

G

K2(x, y)

ˆ
G

K1(y, z)f(z) dz

 dy =

=

ˆ

G

ˆ
G

K2(x, y)K1(y, z) dy

 f(z) dz =

=

ˆ

G

K3(x, z)f(z) dz.

(2.1.29)

Тобто ˆ

G

K2(x, y)K1(y, z) dy (2.1.30)

— ядро оператора K2K1.

Згiдно правила переносу iнтегрального оператора через кому у скаляр-
ному добутку для всiх f, g ∈ L2(G) отримуємо (f,K?

3g − K?
1K

?
2g) = 0,

звiдки випливає, що K?
3 = K?

1K
?
2.

Iз доведеної леми випливає, що оператори Kn = K(Kn−1) = (Kn−1)K —
iнтегральнi та їх ядра K(n)(x, y) — неперервнi та задовольняють реку-
рентним спiввiдношенням:

K(1)(x, y) = K(x, y), . . . , K(n)(x, y) =

ˆ

G

K(x, ξ)K(n−1)(ξ, y) dξ

(2.1.31)

Визначення 2.1.2.1 (повторних (iтерованих) ядер). При цьому iнтегра-
льнi ядра K(n)(x, y) називаються повторними (iтерованими).

Зауваження 2.1.2.2 — Операторна форма:

Kf =

ˆ

G

K(x, y)f(y) dy, . . . , Knf =

ˆ

G

K(n)(x, y)f(y) dy. (2.1.32)
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2.1.3 Резольвента iнтегрального оператора

Пригадаємо представлення розв’язку iнтегрального рiвняння II роду у
виглядi ряду Неймана. Виконаємо перетворення

ϕ(x) = f(x) + λ
∞∑
i=1

λi−1(Kif)x =

= f(x) +
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y)f(y) dy =

= f(x) + λ

ˆ

G

(
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y)

)
f(y) dy =

= f(x) + λ

ˆ

G

R(x, y, λ)f(y) dy,

(2.1.33)

при |λ| < 1/MV .

Визначення 2.1.3.1 (резольвенти iнтегрального оператора). Функцiя

R(x, y, λ) =
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y) (2.1.34)

називається резольвентою iнтегрального оператора K(x, y).

Зауваження 2.1.3.1 — Операторна форма запису розв’язку рiвня-
ння Фредгольма через резольвенту ядра має вигляд:

ϕ = f + λRf. (2.1.35)

Твердження 2.1.3.1
Мають мiсце операторнi рiвностi:

ϕ = (E + λR)f, (2.1.36)
(E − λK)ϕ = f, (2.1.37)

ϕ = (E − λK)−1f. (2.1.38)
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Вправа 2.1.3.1. Доведiть попереднє твердження.

Таким чином маємо

E + λR = (E − λK)−1, |λ| < 1

MV
. (2.1.39)

Зважуючи на формулу розв’язку рiвняння Фредгольма через резольвен-
ту, має мiсце

Теорема 2.1.3.1 (про iснування розв’язку iнтегрального рiвняння Фре-
дгольма з неперервним ядром для малих значенням параметру)
Будь-яке iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з неперерв-
ним ядром K(x, y) при умовi |λ| < 1/MV має єдиний розв’язок ϕ в
класi неперервних функцiй C

(
G
)
для будь-якого неперервного вiль-

ного члена f . Цей розв’язок може бути знайдений у виглядi f +λRf
за допомогою резольвенти R.
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Приклад 2.1.3.1
Методом послiдовних наближень знайти розв’язок iнтегрального рiв-
няння

ϕ(x) = x+ λ

1ˆ

0

(xt)2ϕ(t) dt.

Розв’язок. Перш за все зауважимо, що M = 1 i V = 1.

Побудуємо повторнi ядра

K(1)(x, t) = x2t2,

K2(x, t) =

1ˆ

0

x2z4t2 dz =
x2t2

5
,

K(p)(x, t) =
1

5p−2

1ˆ

0

x2z4t2 dz =
x2t2

5p−1
.

Резольвента має вигляд

R(x, t, λ) = x2t2
(
1 +

λ

5
+
λ2

52
+ . . .+

λp

5p
+ . . .

)
=

5x2t2

5− λ
, |λ| < 5.

Розв’язок iнтегрального рiвняння має вигляд:

ϕ(x) + x+

1ˆ

0

5x2t3

5− λ
dt = x+

5x2

4(5− λ)
.
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