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predislowie k tretxemu izdani`tRETXE IZDANIE SBORNIKA ZADA^ PO URAWNENIQM MATEMATI^ESKOJ FI-ZIKI NE OTLI^AETSQ OT WTOROGO (1982 G.) PO SODERVANI@. aWTORY LI[XISPRAWILI OTDELXNYE NETO^NOSTI W FORMULIROWKAH ZADA^ I USTRANILIOPE^ATKI.wO WTOROM IZDANII BYLO DOBAWLENO NEBOLX[OE ^ISLO ZADA^ (W OS-NOWNOM W GLAWU III) K PERWOMU IZDANI@ SBORNIKA (1974 G.).aWTORY WYRAVA@T GLUBOKU@ BLAGODARNOSTX KOLLEKTIWU KAFEDRYWYS[EJ MATEMATIKI mOSKOWSKOGO FIZIKO-TEHNI^ESKOGO INSTITUTA ZAKONSTRUKTIWNU@ KRITIKU, ZA PREDLOVENIQ I ZAME^ANIQ, KOTORYE SPO-SOBSTWOWALI ULU^[ENI@ SBORNIKA I POZWOLILI USTRANITX NETO^NOS-TI I O[IBKI W OTWETAH. w PERWU@ O^EREDX, AWTORY PRIZNATELXNYt.f. wOLKOWU, `.n. dROVVINOWU, a.d. kUTASOWU, w.b. lIDSKOMU,a.f. nIKIFOROWU, w.i. ~EHLOWU.qNWARX 2001 G. aWTORY
iz predislowiq k perwomu izdani`{IROKOE PRONIKNOWENIE SOWREMENNYH MATEMATI^ESKIH METODOW WTEORETI^ESKU@ I MATEMATI^ESKU@ FIZIKU POTREBOWALO PERESMOTRATRADICIONNOGO KURSA �uRAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI�. |TO WPERWU@ O^EREDX OTNOSITSQ K TAKOMU FUNDAMENTALXNOMU PONQTI@, KAKRE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I MATEMATI^ESKOJ FIZIKI. kONCEPCIQ OBOB]EN-NOGO RE[ENIQ ZNA^ITELXNO RAS[IRQET KRUG RASSMATRIWAEMYH ZADA^,POZWOLQET IZU^ATX S EDINOJ TO^KI ZRENIQ NAIBOLEE INTERESNYE ZADA-^I, NE PODDA@]IESQ RE[ENI@ KLASSI^ESKIMI METODAMI. s \TOJ CELX@NA KAFEDRE WYS[EJ MATEMATIKI mOSKOWSKOGO FIZIKO-TEHNI^ESKOGOINSTITUTA BYLI SOZDANY NOWYE KURSY: �uRAWNENIQ MATEMATI^ESKOJFIZIKI� w.s. wLADIMIROWA I �uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH�w.p. mIHAJLOWA.nASTOQ]IJ �sBORNIK ZADA^ PO URAWNENIQM MATEMATI^ESKOJFIZIKI� OSNOWAN NA \TIH KURSAH I SU]ESTWENNO DOPOLNQET IH. pO-MIMO KLASSI^ESKIH KRAEWYH ZADA^ W SBORNIK WKL@^ENO BOLX[OE ^ISLOKRAEWYH ZADA^, IME@]IH TOLXKO OBOB]ENNYE RE[ENIQ. iSSLEDOWANIETAKIH ZADA^ TREBUET PRIWLE^ENIQ METODOW I REZULXTATOW IZ RAZLI^-NYH OBLASTEJ SOWREMENNOGO ANALIZA. pO\TOMU W SBORNIK WKL@^ENYZADA^I PO TEORII INTEGRIROWANIQ PO lEBEGU, PO FUNKCIONALXNYMPROSTRANSTWAM, W OSOBENNOSTI PROSTRANSTWAM OBOB]ENNO DIFFEREN-CIRUEMYH FUNKCIJ, PO OBOB]ENNYM FUNKCIQM, WKL@^AQ PREOBRAZOWA-NIQ fURXE I lAPLASA, I PO INTEGRALXNYM URAWNENIQM.|TOT SBORNIK RASS^ITAN NA STUDENTOW WUZOW | MATEMATIKOW,FIZIKOW I INVENEROW S POWY[ENNOJ MATEMATI^ESKOJ PODGOTOWKOJ.1974 G. aWTORY
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osnownye obozna~eniq i opredeleniq1. x = (x1; x2; . . .;xn); y = (y1; y2; . . .; yn) | TO^KI n-MERNOGOWE]ESTWENNOGO EWKLIDOWA PROSTRANSTWA Rn.2. dx = dx1dx2. . .dxn;Z f(x) dx = ZRn f(x1; x2; . . .;xn) dx1. . .dxn:3. � = (�1; �2; . . .;�n) | MULXTIINDEKS (�j � 0 CELYE);�! = �1!�2! . . .�n!; x� = x�11 x�22 . . .x�nn :4. (x; y) = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn;r = jxj =p(x; x) =qx21 + x22 + . . . + x2n:5. U(x0;R) = fx : jx�x0j<Rg | OTKRYTYJ [AR S CENTROM W TO^-KE x0 RADIUSA R; S(x0;R) = fx : jx� x0j = Rg | SFERA UR = U(0;R);SR = S(0; R):6. mNOVESTWO A BUDEM NAZYWATX STROGO LEVA]IM W OBLASTIG � Rn I PISATX A b G; ESLI A OGRANI^ENO I A � G:7. fUNKCIQ f(x) NAZYWAETSQ LOKALXNO INTEGRIRUEMOJ W OBLASTIG;ESLI ONA ABSOL@TNO INTEGRIRUEMA PO KAVDOJ PODOBLASTI G0 b G:fUNKCII, LOKALXNO INTEGRIRUEMYE W Rn; BUDEM NAZYWATX LOKALXNOINTEGRIRUEMYMI FUNKCIQMI.8. D�f(x) = @j�jf(x1; x2; . . .;xn)@x�11 @x�22 . . .@x�nn :9. Cp(G) | KLASS FUNKCIJ f; NEPRERYWNYH WMESTE S PROIZWODNYMID�f , j�j � p (0 � p < 1); W OBLASTI G � Rn: fUNKCII f 2 Cp(G);U KOTORYH WSE PROIZWODNYE D�f; j�j � p, DOPUSKA@T NEPRERYWNOEPRODOLVENIE NA ZAMYKANIE G; OBRAZU@T KLASS Cp(G); C(G) = C0(G);C(G) = C0(G); FUNKCII f 2 Cp(G) PRI WSEH p OBRAZU@T KLASS C1(G):10. rAWNOMERNAQ SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ ffkg KFUNKCII f NA MNOVESTWE A OBOZNA^AETSQfk(x) x2A�!�! f(x); k �!1:11. A [ B | OB_EDINENIE MNOVESTW A I B; A \ B | PERESE^E-NIE A I B; A�B | PRQMOE PROIZWEDENIE A I B (MNOVESTWO PAR (a; b)(a 2 A; b 2 B)); AnB | DOPOLNENIE B DO A:

oSNOWNYE OBOZNA^ENIQ I OPREDELENIQ 712. nOSITELEM NEPRERYWNOJ FUNKCII f(x) NAZYWAETSQ ZAMYKANIEMNOVESTWA TEH TO^EK x; W KOTORYH f(x) 6= 0. nOSITELX FUNKCII fOBOZNA^AETSQ supp f: eSLI IZMERIMAQ NA OBLASTI G FUNKCIQ f(x) OB-RA]AETSQ W NULX PO^TI WS@DU W G=G0, GDE G0 b G; TO f NAZYWAETSQFINITNOJ W G FUNKCIEJ; FUNKCIQ, FINITNAQ W Rn, NAZYWAETSQ FI-NITNOJ.13. �= @2@x21+ @2@x22+. . .+ @2@x2n | OPERATOR lAPLASA; 2a= @2@t2�a2� |WOLNOWOJ OPERATOR; 21 = 2; @@t �a2� | OPERATOR TEPLOPROWODNOSTI.14. �+ = fx; t : at > jxjg | KONUS BUDU]EGO.15. �(�) = 1p2� �Z�1 e�z2=2dz:16. !"(x) = (C"e�"2=("2�jxj2); jxj � ";0; jxj > "; GDE C" = "�n{ ; 1{ == 1Z0 e�1=(1�x2)dx; !" | QDRO USREDNENIQ, �[APO^KA�.17. C | PLOSKOSTX KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO.18. �(x) | FUNKCIQ hEWISAJDA: �(x) = �1; x � 0;0; x < 0:19. �n = ZS1 ds = 2�n=2�(n=2) | PLO]ADX POWERHNOSTI EDINI^NOJ SFE-RY S1 W Rn:20. w Cp(G) WWEDENA NORMAkfkCp(G) = Xj�j�pmaxx2G jD�f(x)j:21. sOWOKUPNOSTX (IZMERIMYH) FUNKCIJ f(x); DLQ KOTORYH jf jpINTEGRIRUEMA NA G, OBOZNA^AETSQ ^EREZ Lp(G): nORMA W Lp(G) WWO-DITSQ TAK: kfkLp(G) = � ZG jf jpdx�1=p; 1 � p <1;kfkL1(G) = vraix2G sup jf(x)j; p =1:w L2(G) WWODITSQ SKALQRNOE PROIZWEDENIE(f; g) = ZG f�g dx; f; g 2 L2(G):22. pUSTX �(x) | NEPRERYWNAQ POLOVITELXNAQ FUNKCIQ W OBLAS-TI G. sOWOKUPNOSTX (IZMERIMYH) FUNKCIJ f(x); DLQ KOTORYH FUNKCIQ
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 = cp=cv | POKAZATELX ADIABATY;p; p0 | DAWLENIE GAZA, VIDKOSTI;m;m0 | MASSA;g | USKORENIE SILY TQVESTI;! | UGLOWAQ SKOROSTX;k; k(x); k(x; u) | KO\FFICIENT WNUTRENNEJ TEPLOPROWODNOSTI;� | KO\FFICIENT WNE[NEJ TEPLOPROWODNOSTI (KO\FFICIENT TEP-LOOBMENA);D | KO\FFICIENT DIFFUZII.pRIWEDEM NESKOLXKO PRIMEROW NA SOSTAWLENIE URAWNENIJ.pRIMER 1. z A D A ^ I O P O P E R E ^ N Y H K O L E B A N I Q HS T R U N Y. sTRUNA DLINOJ l NATQNUTA S SILOJ T0 I NAHODITSQ W PRQ-MOLINEJNOM POLOVENII RAWNOWESIQ. w MOMENT WREMENI t = 0 TO^KAMSTRUNY SOOB]A@TSQ NA^ALXNYE OTKLONENIQ I SKOROSTI. pOSTAWITX ZA-DA^U DLQ OPREDELENIQ MALYH POPERE^NYH KOLEBANIJ TO^KI STRUNY PRIt > 0, ESLI KONCY STRUNY:A) ZAKREPLENY VESTKO;B) SWOBODNY, T.E. MOGUT SWOBODNO PEREME]ATXSQ PO PRQMYM, PARAL-LELXNYM NAPRAWLENI@ OTKLONENIQ u;W) ZAKREPLENY UPRUGO, T. E. KAVDYJ KONEC ISPYTYWAET SO STORONYZADELKI SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE OTKLONENI@ I NAPRAWLEN-NOE PROTIWOPOLOVNO EMU;G) DWIGA@TSQ W POPERE^NOM NAPRAWLENII PO ZADANNYM ZAKONAM.sOPROTIWLENIEM SREDY I DEJSTWIEM SILY TQVESTI PRENEBRE^X.



10 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIr E [ E N I E. pUSTX OSX x SOWPADAET S NAPRAWLENIEM STRUNY W PO-LOVENII RAWNOWESIQ. pOD STRUNOJ PONIMAETSQ TONKAQ NITX, KOTORAQNE SOPROTIWLQETSQ IZGIBU, NE SWQZANNOMU S IZMENENIEM EE DLINY. |TOZNA^IT, ^TO ESLI MYSLENNO RAZREZATX STRUNU W TO^KE x, TO DEJSTWIEODNOGO U^ASTKA STRUNY NA DRUGOJ (SILA NATQVENIQ T ) BUDET NAPRAW-LENO PO KASATELXNOJ K STRUNE W TO^KE x. dLQ WYWODA URAWNENIQ KOLE-BANIJ WYDELIM U^ASTOK STRUNY OT x DO x + �x I SPROEKTIRUEM WSEDEJSTWU@]IE NA \TOT U^ASTOK SILY (WKL@^AQ I SILY INERCII) NA OSIKOORDINAT. sOGLASNO PRINCIPU dALAMBERA SUMMA PROEKCIJ WSEH SILDOLVNA RAWNQTXSQ NUL@. mY IZU^AEM TOLXKO POPERE^NYE KOLEBANIQ.pO\TOMU MOVNO S^ITATX WNE[NIE SILY I SILU INERCII NAPRAWLENNY-MI WDOLX OSI u. pRIMEM WO WNIMANIE TAKVE, ^TO RASSMATRIWA@TSQMALYE KOLEBANIQ STRUNY. |TO ZNA^IT, ^TO W PROCESSE WYWODA URAWNE-NIQ MY BUDEM PRENEBREGATX KWADRATAMI WELI^INY ux(x; t): dLINA SDUGI AB WYRAVAETSQ INTEGRALOMS = x+�xZx p1 + u2x dx �= �x:|TO ZNA^IT, ^TO UDLINENIQ U^ASTKOW STRUNY W PROCESSE KOLEBANIQNE PROISHODIT I, SLEDOWATELXNO, PO ZAKONU gUKA WELI^INA NATQVENIQT0 = jT j NE ZAWISIT NI OT WREMENI, NI OT x. nAJDEM PROEKCII WSEH6 -���������������������:�������) )P � r ru A B0 x x+�x l xT (x)

T (x+�x)�(x+�x) �(x) rIS. 1SIL W MOMENT WREMENI t NA OSI u. pROEKCIQ SILY NATQVENIQ S TO^NOS-TX@ DO BESKONE^NO MALYH (B. M.) PERWOGO PORQDKA RAWNA (RIS. 1):T0[sin�(x+�x)� sin�(x)] = T0 � tg �(x+�x)p1+tg2�(x+�x)� tg �(x)p1+tg2�(x)� == T0 � ux(x+�x; t)p1+u2x(x+�x; t)� ux(x; t)p1+u2x(x; t)� �= T0[ux(x+�x; t)�ux(x; t)] �=�= T0uxx(x; t)�x:pUSTX p(x; t) | NEPRERYWNAQ LINEJNAQ PLOTNOSTX WNE[NIH SIL. tOGDANA U^ASTOK AB WDOLX OSI u DEJSTWUET SILA p(x; t)�x: dLQ NAHOVDE-NIQ SILY INERCII U^ASTKA AB WOSPOLXZUEMSQ WYRAVENIEM �mutt, GDEm | MASSA U^ASTKA. eSLI �(x) | NEPRERYWNAQ LINEJNAQ PLOTNOSTXSTRUNY, TOm = ��x: tAKIM OBRAZOM, PROEKCIQ NA OSX u SILY INERCIIZADAETSQ WYRAVENIEM��utt�x; A PROEKCIQ WSEH SIL NA OSX u IMEET WID
x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 11[T0uxx + p(x; t)� �(x)utt] �x = 0: (1)sLEDOWATELXNO, T0uxx � �(x)utt + p(x; t) = 0:|TO I ESTX URAWNENIE WYNUVDENNYH KOLEBANIJ STRUNY. eSLI � �� const, TO URAWNENIE PRINIMAET WIDutt = a2uxx + g(x; t);GDE a2 = T0=�; g(x; t) = p(x; t)=�: kROME TOGO, FUNKCIQ u(x; t) UDOW-LETWORQET NA^ALXNYM USLOWIQM ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x); GDE '(x); (x) | ZADANNYE FUNKCII.w Y W O D K R A E W Y H U S L O W I J.A) eSLI KONCY STRUNY VESTKO ZAKREPLENY, TO ujx=0=0; ujx=l=0:B) w SLU^AE SWOBODNYH KONCOW DLQ POLU^ENIQ USLOWIQ PRI x = 0SPROEKTIRUEM NA OSX u SILY, DEJSTWU@]IE NA U^ASTOK KM (RIS. 2).6

-r rrHHHHHHj� u K MT (0)
0 �x T (�x) l xrIS. 2tAK KAK NATQVENIE W TO^KE x = 0 DEJSTWUET LI[X PARALLELXNO OSI x;TO PROEKCIQ SIL NATQVENIQ NA U^ASTOK KM RAWNA T0ux(�x; t): pRO-EKCIQ WNE[NEJ SILY RAWNA p(0; t)�x; A PROEKCIQ SILY INERCII RAWNA��utt(0; t)�x: pRIRAWNIWAQ NUL@ IH SUMMU, POLU^IMT0ux(�x; t) + p(0; t)�x� �utt(0; t)�x = 0: (2)uSTREMIM �x K NUL@. tOGDA WSLEDSTWIE NEPRERYWNOSTI I OGRANI^EN-NOSTI WHODQ]IH FUNKCIJ POLU^IM USLOWIE uxjx=0 = 0: aNALOGI^NOPOLU^AETSQ USLOWIE NA PRAWOM KONCE uxjx=l = 0:W) dEJSTWIE UPRUGIH SIL ZADELKI NA LEWOM KONCE DAETSQ WYRAVE-NIEM�ku(0; t):pRIRAWNIWAEM W \TOM SLU^AE PROEKCI@ WSEH SIL, DEJST-WU@]IH NA U^ASTOK KM , NA OSX u NUL@. k LEWOJ ^ASTI URAWNENIQ (2)DOBAWITSQ ^LEN �ku(0; t): tOGDA IMEEMT0ux(�x; t) � ku(0; t) + p(0; t)�x� �utt(0; t)�x = 0;A PRI �x! 0 POLU^AEM(ux � hu)jx=0 = 0; h = k=T0:nA PRAWOM KONCE (RIS. 3) PROEKCIQ WSEH SIL IMEET WID
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-rrHHHHY -u
0 l xl��x

T (l��x) T (l)rIS. 3�T0ux(l ��x; t)� ku(l; t) + p(l; t)�x� �utt(l; t)�x = 0;POSKOLXKU sin�(l ��x) �= uxjx=l��x:pRI �x! 0 POLU^IM (ux + hu)jx=l = 0:G) ujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t); GDE FUNKCII �1(t); �2(t) OPREDELQ-@T ZAKON DWIVENIQ KONCOW (�1(0) = '(0); �2(0) = '(l)):pRIMER 2. z A D A ^ I O K O L E B A N I I S T E R V N Q. uPRU-GIJ PRQMOLINEJNYJ STERVENX DLINOJ l WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQTEM, ^TO EGO POPERE^NYM SE^ENIQM W MOMENT t = 0 SOOB]ENY MALYEPRODOLXNYE SME]ENIQ I SKOROSTI. pREDPOLAGAQ, ^TO WO WREMQ DWIVE-NIQ POPERE^NYE SE^ENIQ OSTA@TSQ PARALLELXNYMI PLOSKOSTI, PERPEN-DIKULQRNOJ K OSI STERVNQ, POSTAWITX ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYHPRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ PRI t > 0: rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDAKONCY STERVNQ:A) ZAKREPLENY VESTKO;B) DWIGA@TSQ W PRODOLXNOM NAPRAWLENII PO ZADANNYM ZAKONAM;W) SWOBODNY;G) ZAKREPLENY UPRUGO, T.E. KAVDYJ IZ KONCOW ISPYTYWAET SO STO-RONY ZADELKI PRODOLXNU@ SILU, PROPORCIONALXNU@ SME]ENI@ I NA-PRAWLENNU@ PROTIWOPOLOVNO SME]ENI@.r E [ E N I E. pUSTX OSX x SOWPADAET S NAPRAWLENIEM OSI STERVNQ(RIS. 4) I PUSTX x | KOORDINATA SE^ENIQ pq; KOGDA ONO NAHODITSQ W-r r r0 x x+�x l xqp q1p1rIS. 4POKOE. mY IZU^AEM MALYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ. |TO ZNA-^IT, ^TO WNE[NIE SILY I SILY INERCII MOVNO S^ITATX NAPRAWLENNY-MI WDOLX OSI STERVNQ.oBOZNA^IM ^EREZ u(x; t) SME]ENIE \TOGO SE^ENIQ
x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 13W MOMENT t; TOGDA W RAMKAH NA[EGO PREDLOVENIQ SME]ENIE SE^ENIQ WTO^KE x+�x BUDETu(x+�x; t) �= u(x; t) + ux(x; t)�x:pO\TOMU OTNOSITELXNOE UDLINENIE STERVNQ W SE^ENII x BUDET RAW-NO ux (x; t): pO ZAKONU gUKA NATQVENIE W \TOM SE^ENII RAWNOT = ESux(x; t); GDE S | PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ, E | MODULXUPRUGOSTI MATERIALA STERVNQ. uRAWNENIE KOLEBANIJ STERVNQ POLU-^IM, ESLI PRIRAWNQEM NUL@ SUMMU WSEH SIL, WKL@^AQ SILY INERCII,DEJSTWU@]IE NA U^ASTOK pq; p1q1: rAWNODEJSTWU@]AQ SIL NATQVENIQRAWNAT (x+�x)�T (x)=ES[ux(x+�x;t)�ux(x;t)] �= ESuxx(x;t)�x:pUSTX p(x; t) | OB_EMNAQ PLOTNOSTX WNE[NIH SIL. tOGDA NA U^AS-TOK pq; p1q1 DEJSTWUET WNE[NQQ SILA Sp(x; t)�x I SILA INERCII��(x)Sutt(x; t)�x: sUMMA WSEH SIL PO PRINCIPU dALAMBERA RAWNA NU-L@, T. E. [ESuxx(x; t) + p(x; t)S � �(x)Sutt(x; t)]�x = 0: (1)oTS@DA �(x)utt(x; t) = Euxx(x; t) + p(x; t); (2)KROME TOGO, u(x; t) UDOWLETWORQET NA^ALXNYM USLOWIQM ujt=0 = '(x);utjt=0 =  (x); GDE '(x);  (x) | ZADANNYE FUNKCII. eSLI �(x) = � == const (ODNORODNYJ STERVENX), TO URAWNENIE PRINIMAET WIDutt = a2uxx + g(x; t);GDE a2 = E=�; g(x; t) = p(x; t)=�: (3)w Y W O D K R A E W Y H U S L O W I J.A) w SLU^AE VESTKOGO ZAKREPLENIQ OTKLONENIQ KONCOW NE PROISHO-DIT, I, SLEDOWATELXNO, ujx=0 = ujx=l = 0:B) ujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t); GDE �1(t); �2(t) | FUNKCII, OPREDE-LQ@]IE ZAKON DWIVENIQ KONCOW (�1(0) = '(0); �2(0) = '(l)):W) w SLU^AE SWOBODNYH KONCOW SOSTAWLQEM BALANS DEJSTWU@]IHSIL DLQ OBOIH KONCOW. nA LEWOM KONCE RAWNODEJSTWU@]AQ UPRUGIH SILNATQVENIQ RAWNA T (�x) = ESux(�x; t); WNE[NQQ SILA Sp(0; t)�x ISILA INERCII ��Sutt(0; t)�x: sUMMA WSEH SIL, DEJSTWU@]IH NA WYDE-LENNYJ \LEMENT, RAWNA NUL@. oTS@DAESux(�x; t) + p(0; t)S�x� �Sutt(0; t)�x = 0; (4)I PRI �x! 0 POLU^AEM uxjx=0 = 0: aNALOGI^NO RASSUVDAQ, NA PRAWOMKONCE POLU^AEM USLOWIE uxjx=l = 0:G) w LEWOJ ^ASTI URAWNENIQ (4) DOBAWITSQ SILA �ku(0; t): i POSLEPEREHODA K PREDELU PRI �x! 0 POLU^IM
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T (l��x) T (l)rIS. 3�T0ux(l ��x; t)� ku(l; t) + p(l; t)�x� �utt(l; t)�x = 0;POSKOLXKU sin�(l ��x) �= uxjx=l��x:pRI �x! 0 POLU^IM (ux + hu)jx=l = 0:G) ujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t); GDE FUNKCII �1(t); �2(t) OPREDELQ-@T ZAKON DWIVENIQ KONCOW (�1(0) = '(0); �2(0) = '(l)):pRIMER 2. z A D A ^ I O K O L E B A N I I S T E R V N Q. uPRU-GIJ PRQMOLINEJNYJ STERVENX DLINOJ l WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQTEM, ^TO EGO POPERE^NYM SE^ENIQM W MOMENT t = 0 SOOB]ENY MALYEPRODOLXNYE SME]ENIQ I SKOROSTI. pREDPOLAGAQ, ^TO WO WREMQ DWIVE-NIQ POPERE^NYE SE^ENIQ OSTA@TSQ PARALLELXNYMI PLOSKOSTI, PERPEN-DIKULQRNOJ K OSI STERVNQ, POSTAWITX ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYHPRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ PRI t > 0: rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDAKONCY STERVNQ:A) ZAKREPLENY VESTKO;B) DWIGA@TSQ W PRODOLXNOM NAPRAWLENII PO ZADANNYM ZAKONAM;W) SWOBODNY;G) ZAKREPLENY UPRUGO, T.E. KAVDYJ IZ KONCOW ISPYTYWAET SO STO-RONY ZADELKI PRODOLXNU@ SILU, PROPORCIONALXNU@ SME]ENI@ I NA-PRAWLENNU@ PROTIWOPOLOVNO SME]ENI@.r E [ E N I E. pUSTX OSX x SOWPADAET S NAPRAWLENIEM OSI STERVNQ(RIS. 4) I PUSTX x | KOORDINATA SE^ENIQ pq; KOGDA ONO NAHODITSQ W-r r r0 x x+�x l xqp q1p1rIS. 4POKOE. mY IZU^AEM MALYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ. |TO ZNA-^IT, ^TO WNE[NIE SILY I SILY INERCII MOVNO S^ITATX NAPRAWLENNY-MI WDOLX OSI STERVNQ.oBOZNA^IM ^EREZ u(x; t) SME]ENIE \TOGO SE^ENIQ
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14 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIESux(0; t)� ku(0; t) = 0 ILI (ux � hu)jx=0 = 0; GDE h = k=(ES):nA PRAWOM KONCE �T (l��x) = �ESux(l ��x; t);Sp(l; t)�x| WNE[NQQ SILA, ��(x)Sutt(l; t)�x| SILA INERCII. tOGDAIMEEM �ESux(l ��x; t) � ku(l; t) + Sp(l; t)�x� utt(l; t)S�(x)�x = 0;I PRI �x! 0 POLU^AEM WTOROE GRANI^NOE USLOWIE (ux + hu)jx=l = 0:pRIMER 3. z A D A ^ A O K O L E B A N I I M E M B R A N Y. mEMB-RANOJ NAZYWAETSQ NATQNUTAQ PLENKA, KOTORAQ SOPROTIWLQETSQ RASTQ-VENI@ I NE SOPROTIWLQETSQ IZGIBU. rABOTA WNE[NEJ SILY, WYZYWA@-]EJ IZMENENIE PLO]ADI NEKOTOROGO U^ASTKA, PROPORCIONALXNA \TOMUIZMENENI@. pOLOVITELXNYJ KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI T NEZAWISIT NI OT FORMY \TOGO U^ASTKA, NI OT EGO POLOVENIQ. oN NAZY-WAETSQ NATQVENIEM MEMBRANY.wYWEDEM URAWNENIE RAWNOWESIQ MEMBRANY, PREDPOLAGAQ, ^TO W NA-^ALXNYJ MOMENT WREMENI W POLOVENII RAWNOWESIQ MEMBRANA SOWPA-DALA S OBLASTX@ G PLOSKOSTI (x1; x2), OGRANI^ENNOJ NEKOTOROJ DO-STATO^NO GLADKOJ KRIWOJ L: rABOTA WNUTRENNIH SIL UPRUGOSTI RAW-NA PO ABSOL@TNOJ WELI^INE RABOTE WNE[NIH SIL I PROTIWOPOLOVNAEJ PO ZNAKU. pUSTX f(x) | PLOTNOSTX SILY W TO^KE x; DEJSTWU@]EJPERPENDIKULQRNO K PLOSKOSTI (x1; x2): pOD DEJSTWIEM WNE[NEJ SILYMEMBRANA PEREJDET W NOWOE POLOVENIE, KOTOROE OPISYWAETSQ URAWNE-NIEM u = u(x). bUDEM S^ITATX, ^TO MEMBRANA NE SILXNO IZOGNUTA,TAK ^TO W RASSUVDENIQH BUDEM PRENEBREGATX ^LENAMI u4x1 ; u4x2 : kRO-ME TOGO, BUDEM S^ITATX, ^TO TO^KI MEMBRANY POD DEJSTWIEM WNE[NEJSILY PEREME]A@TSQ TOLXKO PO PERPENDIKULQRAM K PLOSKOSTI (x1; x2);I, SLEDOWATELXNO, KOORDINATY (x1; x2) PROIZWOLXNOJ TO^KI MEMBRANYPRI \TOM NE MENQ@TSQ.rABOTA WNE[NEJ SILY, WYZWAW[EJ PEREME]ENIE MEMBRANY IZ PER-WONA^ALXNOGO POLOVENIQ (u � 0; x 2 G) W POLOVENIE, ZADAWAEMOE URAW-NENIEM u = u(x); x 2 G; RAWNAZG f(x)u(x) dx:iZMENENIE PLO]ADI MEMBRANY PRI \TOM PEREME]ENII RAWNOZG �q1 + u2x1 + u2x2 � 1� dx;A RABOTA WNUTRENNIH SIL UPRUGOSTI RAWNA�T ZG hq1 + u2x1 + u2x2 � 1i dx �= �T2 ZG �u2x1 + u2x2� dx:sLEDOWATELXNO, SUMMA WSEH RABOT RAWNAA(u) = ZG h�T2 �u2x1 + u2x2�+ fui dx: (1)wARIACIQ FUNKCIONALA (1) WYRAVAETSQ FORMULOJ

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 15�A(u) = ZG ��T (ux1�ux1 + ux2�ux2) + f �u� dx:sOGLASNO PRINCIPU WOZMOVNYH PEREME]ENIJ W POLOVENII RAWNOWESIQ�A(u) = 0 PRI WSEH DOPUSTIMYH �u(x): tAK KAKZG (ux1�ux1 + ux2�ux2) dx = ZL @u@n �u dl� ZG �u �u dx;GDE n | WEKTOR WNE[NEJ NORMALI K KONTURU L; TO�A(u) = �T ZL @u@n �u dl+ ZG (T�u+ f) �u dx = 0: (2)tAK KAK L@BAQ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ W G FUNKCIQ, RAW-NAQ NUL@ NA GRANICE, QWLQETSQ DOPUSTIMOJ FUNKCIEJ, TO, PREDPOLAGAQFUNKCII u(x) I f(x) DOSTATO^NO GLADKIMI, IZ (2) IMEEMT�u = �f(x); x 2 G: (3)k R A E W Y E U S L O W I Q.A) zAKREPLENNAQ MEMBRANA. eSLI KRAJ MEMBRANY VESTKO ZAKREP-LEN, TO OTKLONENIQ TO^EK MEMBRANY NA GRANICE L NE PROISHODIT I,SLEDOWATELXNO, ujL = 0:B) kRAQ MEMBRANY SWOBODNY, T. E. ONI MOGUT SWOBODNO PEREME-]ATXSQ PO WERTIKALXNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTI CILINDRA S OSNOWANI-EM L: w \TOM SLU^AE �u BUDET PROIZWOLXNOJ KAK W G, TAK I NA L, I IZUSLOWIQ (2) POLU^AEM @u@n ���L = 0:W) eSLI K KRA@ MEMBRANY PRILOVENA SILA S LINEJNOJ PLOTNOSTX@f1; TO KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL W FORMULE (2) W \TOM SLU^AE ZAMENIT-SQ NA ZL ��T @u@n + f1� �u dl;I WSLEDSTWIE PROIZWOLXNOSTI �u NA L POLU^IM ��T @u@n + f1����L= 0:G) w SLU^AE UPRUGOGO ZAKREPLENIQ KRAQ MEMBRANY SILA, DEJST-WU@]AQ NA KRA@, IMEET PLOTNOSTX �ku; GDE k HARAKTERIZUET VEST-KOSTX ZAKREPLENIQ MEMBRANY. dLQ POLU^ENIQ GRANI^NOGO USLOWIQNUVNO W GRANI^NOM USLOWII ��T @u@n + f1����L= 0 ZAMENITX f1 NA �ku:tOGDA POLU^IM �@u@n + hu����L = 0; GDE h = kT :wYWEDEM URAWNENIE DWIVENIQ MEMBRANY. pUSTX u = u(x; t) | URAW-NENIE, OPISYWA@]EE POLOVENIE MEMBRANY W MOMENT WREMENI t: sO-GLASNO PRINCIPU dALAMBERA FUNKCIQ u(x; t) UDOWLETWORQET DIFFEREN-CIALXNOMU URAWNENI@ T�u = �(f � �utt) (f = f(x; t) | PLOTNOSTXWNE[NEJ SREDY, ��(x)utt | PLOTNOSTX SILY INERCII). tAKIM OBRA-ZOM, URAWNENIE KOLEBANIJ MEMBRANY IMEET WID
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16 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIa2�u� utt = F (x; t); GDE a2 = T=�; F = �f(x; t)=�: (4)iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJ QSNO, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQPROCESSA KOLEBANIJ, KROME URAWNENIQ (4) I USLOWIQ NA GRANICE L (OD-NOGO IZ USLOWIJ A){G)), NUVNO ZADATX NA^ALXNOE POLOVENIE (FORMUMEMBRANY PRI t = 0) I NA^ALXNYE SKOROSTI TO^EK MEMBRANY.tAKIM OBRAZOM, IMEEM DLQ URAWNENIQ (4) ZADA^U: NAJTI DWAVDYNEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOE RE[ENIE u(x; t); x 2 G; t > 0; NEPRE-RYWNO DIFFERENCIRUEMOE W G PRI t � 0; UDOWLETWORQ@]EEa2�u� utt = F (x; t); ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x);GDE '(x);  (x) | ZADANNYE FUNKCII. kROME TOGO, W ZAWISIMOSTI OTUSLOWIJ NA KRA@ MEMBRANY, FUNKCIQ u(x; t) DOLVNA UDOWLETWORQTXODNOMU IZ USLOWIJ W){G).pRIMER 4. u R A W N E N I E N E R A Z R Y W N O S T I. z A D A ^ AO B T E K A N I Q. u R A W N E N I E A K U S T I K I. rASSMOTRIM DWIVE-NIE IDEALXNOJ VIDKOSTI (GAZA), T. E.VIDKOSTI, W KOTOROJ OTSUTSTWU@TSILY WQZKOSTI�). pUSTX v = (v1; v2; v3) | WEKTOR SKOROSTI DWIVENIQVIDKOSTI, �(x; t) | EE PLOTNOSTX, f(x; t) | INTENSIWNOSTX ISTO^NI-KOW. wYDELIM W VIDKOSTI NEKOTORYJ OB_EM 
, OGRANI^ENNYJ POWERH-NOSTX@ S: tOGDA IZMENENIE MASSY VIDKOSTI WNUTRI 
 W EDINICU WRE-MENI RAWNO @@t Z
 � dx = Z
 @�@t dx:s DRUGOJ STORONY, \TO IZMENENIE DOLVNO RAWNQTXSQ PRIRA]ENI@ KO-LI^ESTWA Q1 VIDKOSTI, WYDELENNOJ ISTO^NIKAMI, MINUS KOLI^EST-WO Q2 VIDKOSTI, WYTEKA@]EE ^EREZ POWERHNOSTX S. o^EWIDNO,Q1 = Z
 f(x; t) dx; Q2 = ZS �(v � n) ds = Z
 div (�v) dx;GDE n | WNE[NQQ NORMALX. tAKIM OBRAZOM, IMEEMZ
 [�t + div (� � v)� f ] dx = 0:wSLEDSTWIE PROIZWOLXNOSTI
 I NEPRERYWNOSTI PODYNTEGRALXNOGO WY-RAVENIQ NEOBHODIMO �t + div (� � v) = f(x; t):|TO I ESTX URAWNENIE NERAZRYWNOSTI DWIVENIQ IDEALXNOJ VIDKOSTI.rASSMOTRIM ZADA^U OB OBTEKANII TWERDOGO TELA 
 S GRANICEJ SPOTENCIALXNYM POTOKOM NESVIMAEMOJ ODNORODNOJ VIDKOSTI, IME@-]EJ ZADANNU@ SKOROSTX v0 NA BESKONE^NOSTI PRI OTSUTSTWII ISTO^NI-KOW. tAK KAK � � const I f � 0; TO \TA ZADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@URAWNENIQ�)dWIVENIE VIDKOSTI RASSMATRIWAETSQ W \JLEROWYH KOORDINATAH.
x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 17divv = 0 (2)PRI USLOWII vnjS = 0; (3)GDE vn = (v;n); n | WNE[NQQ NORMALX. pUSTX u | POTENCIAL SKOROS-TEJ, T. E. v = gradu. tOGDA URAWNENIE (2) PRINIMAET WID div gradu == �u = 0; A GRANI^NYM USLOWIEM STANOWITSQ @u@n ���S = 0; TAK KAKvn = (v;n) = (gradu;n) = @u@n :iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJ QSNO, ^TO v(x) DOLVNA STREMITXSQ K v0PRI jxj ! 1, GDE v0 | SKOROSTX POTOKA NA BESKONE^NOSTI.tAKIM OBRAZOM, UKAZANNAQ ZADA^A SWELASX K RE[ENI@ ZADA^I�u = 0; x 62 
;@u@n ���S = 0; limjxj!1 gradu = v0:u R A W N E N I Q A K U S T I K I. pREDPOLOVIM, ^TO NAHODQ]IJSQW NEKOTOROM OB_EME IDEALXNYJ GAZ POD DEJSTWIEM WNE[NIH SIL SPLOTNOSTX@ F (x; t) SOWER[AET MALYE KOLEBANIQ OKOLO POLOVENIQ RAW-NOWESIQ I ^TO DWIVENIE GAZA ADIABATI^ESKOE, T. E. DAWLENIE p(x; t)I PLOTNOSTX �(x; t) SWQZANY SOOTNO[ENIEM (URAWNENIEM SOSTOQNIQ)pp0 = � ��0�
; (4)GDE p0; �0 | NA^ALXNYE DAWLENIQ I PLOTNOSTX, A POSTOQNNAQ 
 > 0:oBOZNA^IM ^EREZ u(x; t) = (u1(x; t); u2(x; t); u3(x; t)) WEKTOR SME-]ENIQ GAZA OTNOSITELXNO POLOVENIQ RAWNOWESIQ, A ^EREZ v(x; t) == (v1(x; t); v2(x; t); v3(x; t)) | WEKTOR SKOROSTI:@u@t = v: (5)w NA[IH PREDPOLOVENIQH (�� �0; u; v I IH PROIZWODNYE MALY) URAW-NENIE (4) MOVNO PEREPISATX W WIDEp = p0�1 + 
 �� �0�0 �: (6)A URAWNENIE NERAZRYWNOSTI (1) | W WIDE�t + �0 divv = 0 (7)(S^ITAEM, ^TO INTENSIWNOSTX ISTO^NIKOW RAWNA NUL@).w SOOTWETSTWII S ZAKONOM nX@TONA POLNYJ BALANS SIL, DEJSTWU@-]IH NA MALYJ OB_EM GAZA �V , RAWEN NUL@, T.E.� @v@t �V + gradp�V = F�V;OTKUDA POSLE ZAMENY � NA �0 (W RAMKAH NA[EGO PRIBLIVENIQ) POLU^AEM2 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



16 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIa2�u� utt = F (x; t); GDE a2 = T=�; F = �f(x; t)=�: (4)iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJ QSNO, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQPROCESSA KOLEBANIJ, KROME URAWNENIQ (4) I USLOWIQ NA GRANICE L (OD-NOGO IZ USLOWIJ A){G)), NUVNO ZADATX NA^ALXNOE POLOVENIE (FORMUMEMBRANY PRI t = 0) I NA^ALXNYE SKOROSTI TO^EK MEMBRANY.tAKIM OBRAZOM, IMEEM DLQ URAWNENIQ (4) ZADA^U: NAJTI DWAVDYNEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOE RE[ENIE u(x; t); x 2 G; t > 0; NEPRE-RYWNO DIFFERENCIRUEMOE W G PRI t � 0; UDOWLETWORQ@]EEa2�u� utt = F (x; t); ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x);GDE '(x);  (x) | ZADANNYE FUNKCII. kROME TOGO, W ZAWISIMOSTI OTUSLOWIJ NA KRA@ MEMBRANY, FUNKCIQ u(x; t) DOLVNA UDOWLETWORQTXODNOMU IZ USLOWIJ W){G).pRIMER 4. u R A W N E N I E N E R A Z R Y W N O S T I. z A D A ^ AO B T E K A N I Q. u R A W N E N I E A K U S T I K I. rASSMOTRIM DWIVE-NIE IDEALXNOJ VIDKOSTI (GAZA), T. E.VIDKOSTI, W KOTOROJ OTSUTSTWU@TSILY WQZKOSTI�). pUSTX v = (v1; v2; v3) | WEKTOR SKOROSTI DWIVENIQVIDKOSTI, �(x; t) | EE PLOTNOSTX, f(x; t) | INTENSIWNOSTX ISTO^NI-KOW. wYDELIM W VIDKOSTI NEKOTORYJ OB_EM 
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;@u@n ���S = 0; limjxj!1 gradu = v0:u R A W N E N I Q A K U S T I K I. pREDPOLOVIM, ^TO NAHODQ]IJSQW NEKOTOROM OB_EME IDEALXNYJ GAZ POD DEJSTWIEM WNE[NIH SIL SPLOTNOSTX@ F (x; t) SOWER[AET MALYE KOLEBANIQ OKOLO POLOVENIQ RAW-NOWESIQ I ^TO DWIVENIE GAZA ADIABATI^ESKOE, T. E. DAWLENIE p(x; t)I PLOTNOSTX �(x; t) SWQZANY SOOTNO[ENIEM (URAWNENIEM SOSTOQNIQ)pp0 = � ��0�
; (4)GDE p0; �0 | NA^ALXNYE DAWLENIQ I PLOTNOSTX, A POSTOQNNAQ 
 > 0:oBOZNA^IM ^EREZ u(x; t) = (u1(x; t); u2(x; t); u3(x; t)) WEKTOR SME-]ENIQ GAZA OTNOSITELXNO POLOVENIQ RAWNOWESIQ, A ^EREZ v(x; t) == (v1(x; t); v2(x; t); v3(x; t)) | WEKTOR SKOROSTI:@u@t = v: (5)w NA[IH PREDPOLOVENIQH (�� �0; u; v I IH PROIZWODNYE MALY) URAW-NENIE (4) MOVNO PEREPISATX W WIDEp = p0�1 + 
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18 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI�0 @v@t = F � grad p: (8)dIFFERENCIRUQ (8) PO t I POLXZUQSX SOOTNO[ENIQMI (6) I (7), NAHODIMURAWNENIE DLQ WEKTORA SKOROSTI v@2v@t2 = a2graddivv+ 1�0 @F@t ; (9)GDE a2 = p0
=�0:eSLI PREDPOLOVITX, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI IMEET MES-TO RAWENSTWO divu = �1; TO IZ (7) I (5) POLU^IM, ^TO DLQ WSEH PO-SLEDU@]IH MOMENTOW WREMENI IMEET MESTO RAWENSTWO �+ �0 divu = 0:oTS@DA I IZ (5), (6) I (8) WYTEKAET URAWNENIE DLQ WEKTORA SME]ENIQ@2u@t2 = a2graddivu+ 1�0 F: (10)nAKONEC, DIFFERENCIRUQ URAWNENIE (7) PO t I ISPOLXZUQ (6) I (8),POLU^IM URAWNENIQ DLQ PLOTNOSTI � I DAWLENIQ p�tt = a2��� divF; ptt = a2�p� a2divF: (11)uRAWNENIQ (9){(11) NAZYWA@TSQ URAWNENIQMI AKUSTIKI.pRIMER 5. z A D A ^ I O R A S P R O S T R A N E N I I T E P L A.wYWOD URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI BAZIRUETSQ NA ZAKONE fURXE, SO-GLASNO KOTOROMU KOLI^ESTWO TEPLA, PROHODQ]EE ZA WREMQ �t ^EREZ MA-LU@ PLO]ADKU �S, LEVA]U@ WNUTRI RASSMATRIWAEMOGO TELA, OPREDE-LQETSQ FORMULOJ �Q = �k(x; u) @u(x; t)@n �S�t; (1)GDE n | NORMALX K PLO]ADKE, NAPRAWLENNAQ W STORONU PEREDA^I TEP-LA, k(x; u) | KO\FFICIENT WNUTRENNEJ TEPLOPROWODNOSTI, u(x; t) |TEMPERATURA TELA W TO^KE x = (x1; x2; x3) W MOMENT WREMENI t. pRED-POLOVIM, ^TO TELO IZOTROPNO W OTNO[ENII TEPLOPROWODNOSTI. tOGDAk(x; u) NE ZAWISIT OT NAPRAWLENIQ PLO]ADKI. dLQ WYWODA URAWNENIQ,KOTOROMU UDOWLETWORQET TEMPERATURA u(x; t), WYDELIM WNUTRI TELAOB_EM 
, OGRANI^ENNYJ POWERHNOSTX@ S: sOGLASNO ZAKONU fURXE KO-LI^ESTWO TEPLA, WTEKA@]EE W 
 ^EREZ POWERHNOSTX S ZA PROMEVUTOKWREMENI [t1; t2], RAWNOt2Zt1 dt ZS k @u@n ds = t2Zt1 dt Z
 div (k gradu) dx:eSLI F (x; t) | PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO^NIKOW, TO KOLI^ESTWO TEP-LA, OBRAZOWANNOE ZA IH S^ET W 
 ZA UKAZANNYJ PROMEVUTOK WREMENI,RAWNO t2Zt dt Z
 F (x; t) dx:

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 19oB]EE KOLI^ESTWO PRITEK[EGO W 
 ZA WREMQ OT t1 DO t2 TEPLA MOVNOPODS^ITATX TAKVE I ^EREZ PRIRA]ENIE TEMPERATURY:Z
 c�[u(x; t2)� u(x; t1)] dx = t2Zt1 dt Z
 c� @u@t dx;GDE c(x) I �(x) | TEPLOEMKOSTX I PLOTNOSTX WE]ESTWA. sLEDOWATELXNO,t2Zt1 dt Z
 �c� @u@t � div (k gradu)� F (x; t)� dx = 0 (2)(PRI \TOM PREDPOLAGAEM, ^TO PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NEPRERYWNA).w SILU PROIZWOLXNOSTI
 I PROMEVUTKA WREMENI [t1; t2] IZ (2) WYTEKAETRAWENSTWO c�ut � div (k gradu) = F (x; t); (3)NAZYWAEMOE URAWNENIEM TEPLOPROWODNOSTI.eSLI KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k NE ZAWISIT OT TEMPERATU-RY u, k(x; u) = k(x); TO URAWNENIE (3) STANOWITSQ LINEJNYM. eSLITELO ODNORODNO, TO c(x) � const; � � const; k = const I URAWNENIEPRINIMAET WID ut = a2�u+ f(x; t); (4)GDE a2 = k=(c�); f(x; t) = F (x; t)=(c�): iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJSLEDUET, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQ PROCESSA RASPROSTRANENIQTEPLA NEOBHODIMO, KROME URAWNENIQ (3) ILI (4), ZADATX NA^ALXNU@TEMPERATURU, T.E. ujt=0 = '(x); I TEMPERATURNYJ REVIM NA GRANI-CE. dLQ SLU^AQ KOGDA NA GRANICE � TELA D PODDERVIWAETSQ ZADANNAQTEMPERATURA, GRANI^NOE USLOWIE WYGLQDIT TAK:uj� =  :dLQ SLU^AQ KOGDA NA GRANICE ZADAN TEPLOWOJ POTOK q, GRANI^NOE USLO-WIE WYGLQDIT TAK: @u@n ���� = h;GDE h = q=k; n | WNE[NQQ NORMALX. w ^ASTNOSTI, ESLI TELO G TEPLO-IZOLIROWANO NA GRANICE, TO @u@n ���� = 0:w SLU^AE ESLI OKRUVA@]EE TELO G PROSTRANSTWO IMEET ZADANNU@TEMPERATURU, S^ITAEM, ^TO NA GRANICE PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZA-KONU nX@TONA, T.E. qj� = �(u1 � u)�; GDE q | TEPLOWOJ POTOK, � |KO\FFICIENT WNE[NEJ TEPLOPROWODNOSTI (TEPLOOBMENA), u1 | TEMPE-RATURA OKRUVA@]EGO G PROSTRANSTWA. s DRUGOJ STORONY, W EDINI-CU WREMENI S EDINICY PLO]ADI GRANICY � WNUTRX TELA G PO ZAKONUfURXE IDET TEPLOWOJ POTOK q1 = k @u@n : |TI POTOKI DOLVNY BYTX RAW-NY, T. E.k @u@n ���� = �(u1 � u)j�; ILI � @u@n + hu����� = '1(s):2�
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 div (k gradu) dx:eSLI F (x; t) | PLOTNOSTX TEPLOWYH ISTO^NIKOW, TO KOLI^ESTWO TEP-LA, OBRAZOWANNOE ZA IH S^ET W 
 ZA UKAZANNYJ PROMEVUTOK WREMENI,RAWNO t2Zt dt Z
 F (x; t) dx:

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 19oB]EE KOLI^ESTWO PRITEK[EGO W 
 ZA WREMQ OT t1 DO t2 TEPLA MOVNOPODS^ITATX TAKVE I ^EREZ PRIRA]ENIE TEMPERATURY:Z
 c�[u(x; t2)� u(x; t1)] dx = t2Zt1 dt Z
 c� @u@t dx;GDE c(x) I �(x) | TEPLOEMKOSTX I PLOTNOSTX WE]ESTWA. sLEDOWATELXNO,t2Zt1 dt Z
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 I PROMEVUTKA WREMENI [t1; t2] IZ (2) WYTEKAETRAWENSTWO c�ut � div (k gradu) = F (x; t); (3)NAZYWAEMOE URAWNENIEM TEPLOPROWODNOSTI.eSLI KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k NE ZAWISIT OT TEMPERATU-RY u, k(x; u) = k(x); TO URAWNENIE (3) STANOWITSQ LINEJNYM. eSLITELO ODNORODNO, TO c(x) � const; � � const; k = const I URAWNENIEPRINIMAET WID ut = a2�u+ f(x; t); (4)GDE a2 = k=(c�); f(x; t) = F (x; t)=(c�): iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJSLEDUET, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQ PROCESSA RASPROSTRANENIQTEPLA NEOBHODIMO, KROME URAWNENIQ (3) ILI (4), ZADATX NA^ALXNU@TEMPERATURU, T.E. ujt=0 = '(x); I TEMPERATURNYJ REVIM NA GRANI-CE. dLQ SLU^AQ KOGDA NA GRANICE � TELA D PODDERVIWAETSQ ZADANNAQTEMPERATURA, GRANI^NOE USLOWIE WYGLQDIT TAK:uj� =  :dLQ SLU^AQ KOGDA NA GRANICE ZADAN TEPLOWOJ POTOK q, GRANI^NOE USLO-WIE WYGLQDIT TAK: @u@n ���� = h;GDE h = q=k; n | WNE[NQQ NORMALX. w ^ASTNOSTI, ESLI TELO G TEPLO-IZOLIROWANO NA GRANICE, TO @u@n ���� = 0:w SLU^AE ESLI OKRUVA@]EE TELO G PROSTRANSTWO IMEET ZADANNU@TEMPERATURU, S^ITAEM, ^TO NA GRANICE PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZA-KONU nX@TONA, T.E. qj� = �(u1 � u)�; GDE q | TEPLOWOJ POTOK, � |KO\FFICIENT WNE[NEJ TEPLOPROWODNOSTI (TEPLOOBMENA), u1 | TEMPE-RATURA OKRUVA@]EGO G PROSTRANSTWA. s DRUGOJ STORONY, W EDINI-CU WREMENI S EDINICY PLO]ADI GRANICY � WNUTRX TELA G PO ZAKONUfURXE IDET TEPLOWOJ POTOK q1 = k @u@n : |TI POTOKI DOLVNY BYTX RAW-NY, T. E.k @u@n ���� = �(u1 � u)j�; ILI � @u@n + hu����� = '1(s):2�



20 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIpRIMER 6. z A D A ^ I O D I F F U Z I I. wYWESTI URAWNENIEDIFFUZII WE]ESTWA W NEPODWIVNOJ SREDE, ZANIMA@]EJ OGRANI^ENNU@OBLASTX 
 S GRANICEJ �, ESLI ZADANA PLOTNOSTX ISTO^NIKOW F (x; t) IDIFFUZIQ PROISHODIT S POGLO]ENIEM (NAPRIMER, ^ASTICY DIFFUNDI-RU@]EGO WE]ESTWA WSTUPA@T W HIMI^ESKU@ REAKCI@ S WE]ESTWOM SRE-DY), PRI^EM SKOROSTX POGLO]ENIQ W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA x 2 
PROPORCIONALXNA PLOTNOSTI u(x; t) DIFFUNDIRU@]EGO WE]ESTWA.pOLU^ITX KRAEWYE USLOWIQ DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:A) NA GRANICE OBLASTI PODDERVIWAETSQ ZADANNAQ PLOTNOSTX;B) GRANICA NEPRONICAEMA;W) GRANICA POLUPRONICAEMA, PRI^EM DIFFUZIQ ^EREZ GRANICU PRO-ISHODIT PO ZAKONU, PODOBNOMU ZAKONU nX@TONA DLQ KONWEKTIWNOGOTEPLOOBMENA.wYWOD URAWNENIQ OSNOWYWAETSQ NA ZAKONE n\RNSTA, SOGLASNO KOTO-ROMU KOLI^ESTWO WE]ESTWA, PROHODQ]EE ZA MALYJ PROMEVUTOK WREMENI�t ^EREZ MALU@ PLO]ADKU �S, RAWNO�Q = �D(x) @u@n �S�t;GDE D(x) | KO\FFICIENT DIFFUZII, n | NORMALX K \LEMENTU �S;NAPRAWLENNAQ W STORONU PEREME]ENIQ WE]ESTWA. pUSTX �(x) | KO\F-FICIENT PLOTNOSTI SREDY. kAK I PRI WYWODE URAWNENIQ TEPLOPROWOD-NOSTI, WYDELIM NEKOTORYJ OB_EM 
 S GRANICEJ S I SOSTAWIM BALANSKOLI^ESTWA WE]ESTWA, PRI[ED[EGO W 
 ZA PROMEVUTOK WREMENI [t1; t2].kOLI^ESTWO WE]ESTWA, PRI[ED[EGO W 
 ^EREZ GRANICU S, SOGLASNOZAKONU n\RNSTA RAWNOt2Zt1 dt ZS D(x) @u@n ds = t2Zt1 dt Z
 div (D gradu) dx:kOLI^ESTWO WE]ESTWA, OBRAZOWAW[EGOSQ W 
 ZA S^ET ISTO^NIKOW, RAWNOt2Zt1 dt Z
 F (x; t) dx:kOLI^ESTWO WE]ESTWA W 
 UMENX[ILOSX NA WELI^INUt2Zt1 dt Z
 q(x)u(x; t) dxZA S^ET POGLO]ENIQ SREDY (q(x) | KO\FFICIENT POGLO]ENIQ). pO-SKOLXKU PRIRA]ENIE KOLI^ESTWA WE]ESTWA W 
 ZA PROMEVUTOK [t1; t2]RAWNO TAKVEZ
 �(x)[u(x; t2)� u(x; t1)] dx = t2Zt1 dt Z
 � @u@t dx;TO

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 21t2Zt1 dt Z
 (�ut � div (D gradu)� F + qu) dx = 0 (1)(PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ S^ITAETSQ NEPRERYWNOJ).w SILU PROIZWOLXNOSTI 
 I PROMEVUTKA WREMENI [t1; t2] IZ (1) WY-TEKAET RAWENSTWO �ut + qu = div (D gradu) + F: (2)|TO I ESTX ISKOMOE URAWNENIE DIFFUZII. iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJQSNO, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQ PROCESSA DIFFUZII NEOBHODIMOZNATX NA^ALXNOE RASPREDELENIE PLOTNOSTI ujt=0 = '(x); x 2 
; IREVIM DIFFUZII NA GRANICE OBLASTI.kAK I W SLU^AE PRIMERA 5, KRAEWYE USLOWIQ IME@T WID:A) uj� = u0;B) @u@n ���� = 0;W) D @u@n ���� = �(u1 � u)j�; GDE u0; u1 | ZADANNYE FUNKCII, � |KO\FFICIENT PRONICAEMOSTI GRANICY �:1.1. nAJTI STATI^ESKIJ PROGIB STRUNY, ZAKREPLENNOJ NA KONCAH,POD DEJSTWIEM NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ NAGRUZKI (NA EDINICUDLINY).1.2. wYWESTI URAWNENIE MALYH POPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY SNASAVENNOJ NA NEE W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO^KE x0 BUSINOJ MASSY m:1.3. wYWESTI URAWNENIE KOLEBANIQ STRUNY, KOLEBL@]EJSQ W UPRU-GOJ SREDE.1.4. kRUTILXNYMI KOLEBANIQMI STERVNQ NAZYWA@T TAKIE KOLEBA-NIQ, PRI KOTORYH EGO POPERE^NYE SE^ENIQ POWORA^IWA@TSQ ODNO OT-NOSITELXNO DRUGOGO, WRA]AQSX PRI \TOM OKOLO OSI STERVNQ. wYWESTIURAWNENIE MALYH KRUTILXNYH KOLEBANIJ ODNORODNOGO CILINDRI^ES-KOGO STERVNQ. rASSMOTRETX SLU^AI:A) KONCY STERVNQ SWOBODNY;B) KONCY STERVNQ VESTKO ZAKREPLENY;W) KONCY STERVNQ UPRUGO ZAKREPLENY.1.5. tO^KAM UPRUGOGO ODNORODNOGO PRQMOUGOLXNOGO STERVNQ,VEST-KO ZAKREPLENNOGO NA LEWOM KONCE I SWOBODNOGO NA PRAWOM, W NA^ALXNYJMOMENT WREMENI t = 0 SOOB]ENY MALYE POPERE^NYE OTKLONENIQ I SKO-ROSTI, PARALLELXNYE PRODOLXNOJ WERTIKALXNOJ PLOSKOSTI SIMMETRIISTERVNQ.pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONE-NIJ TO^EK STERVNQ PRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX SOWER[AETMALYE POPERE^NYE KOLEBANIQ.1.6. tRUBA, ZAPOLNENNAQ IDEALXNYM GAZOM I OTKRYTAQ S ODNOGOKONCA, DWIVETSQ POSTUPATELXNO W NAPRAWLENII SWOEJ OSI S POSTOQNNOJ



20 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIpRIMER 6. z A D A ^ I O D I F F U Z I I. wYWESTI URAWNENIEDIFFUZII WE]ESTWA W NEPODWIVNOJ SREDE, ZANIMA@]EJ OGRANI^ENNU@OBLASTX 
 S GRANICEJ �, ESLI ZADANA PLOTNOSTX ISTO^NIKOW F (x; t) IDIFFUZIQ PROISHODIT S POGLO]ENIEM (NAPRIMER, ^ASTICY DIFFUNDI-RU@]EGO WE]ESTWA WSTUPA@T W HIMI^ESKU@ REAKCI@ S WE]ESTWOM SRE-DY), PRI^EM SKOROSTX POGLO]ENIQ W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA x 2 
PROPORCIONALXNA PLOTNOSTI u(x; t) DIFFUNDIRU@]EGO WE]ESTWA.pOLU^ITX KRAEWYE USLOWIQ DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:A) NA GRANICE OBLASTI PODDERVIWAETSQ ZADANNAQ PLOTNOSTX;B) GRANICA NEPRONICAEMA;W) GRANICA POLUPRONICAEMA, PRI^EM DIFFUZIQ ^EREZ GRANICU PRO-ISHODIT PO ZAKONU, PODOBNOMU ZAKONU nX@TONA DLQ KONWEKTIWNOGOTEPLOOBMENA.wYWOD URAWNENIQ OSNOWYWAETSQ NA ZAKONE n\RNSTA, SOGLASNO KOTO-ROMU KOLI^ESTWO WE]ESTWA, PROHODQ]EE ZA MALYJ PROMEVUTOK WREMENI�t ^EREZ MALU@ PLO]ADKU �S, RAWNO�Q = �D(x) @u@n �S�t;GDE D(x) | KO\FFICIENT DIFFUZII, n | NORMALX K \LEMENTU �S;NAPRAWLENNAQ W STORONU PEREME]ENIQ WE]ESTWA. pUSTX �(x) | KO\F-FICIENT PLOTNOSTI SREDY. kAK I PRI WYWODE URAWNENIQ TEPLOPROWOD-NOSTI, WYDELIM NEKOTORYJ OB_EM 
 S GRANICEJ S I SOSTAWIM BALANSKOLI^ESTWA WE]ESTWA, PRI[ED[EGO W 
 ZA PROMEVUTOK WREMENI [t1; t2].kOLI^ESTWO WE]ESTWA, PRI[ED[EGO W 
 ^EREZ GRANICU S, SOGLASNOZAKONU n\RNSTA RAWNOt2Zt1 dt ZS D(x) @u@n ds = t2Zt1 dt Z
 div (D gradu) dx:kOLI^ESTWO WE]ESTWA, OBRAZOWAW[EGOSQ W 
 ZA S^ET ISTO^NIKOW, RAWNOt2Zt1 dt Z
 F (x; t) dx:kOLI^ESTWO WE]ESTWA W 
 UMENX[ILOSX NA WELI^INUt2Zt1 dt Z
 q(x)u(x; t) dxZA S^ET POGLO]ENIQ SREDY (q(x) | KO\FFICIENT POGLO]ENIQ). pO-SKOLXKU PRIRA]ENIE KOLI^ESTWA WE]ESTWA W 
 ZA PROMEVUTOK [t1; t2]RAWNO TAKVEZ
 �(x)[u(x; t2)� u(x; t1)] dx = t2Zt1 dt Z
 � @u@t dx;TO

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 21t2Zt1 dt Z
 (�ut � div (D gradu)� F + qu) dx = 0 (1)(PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ S^ITAETSQ NEPRERYWNOJ).w SILU PROIZWOLXNOSTI 
 I PROMEVUTKA WREMENI [t1; t2] IZ (1) WY-TEKAET RAWENSTWO �ut + qu = div (D gradu) + F: (2)|TO I ESTX ISKOMOE URAWNENIE DIFFUZII. iZ FIZI^ESKIH SOOBRAVENIJQSNO, ^TO DLQ ODNOZNA^NOGO OPISANIQ PROCESSA DIFFUZII NEOBHODIMOZNATX NA^ALXNOE RASPREDELENIE PLOTNOSTI ujt=0 = '(x); x 2 
; IREVIM DIFFUZII NA GRANICE OBLASTI.kAK I W SLU^AE PRIMERA 5, KRAEWYE USLOWIQ IME@T WID:A) uj� = u0;B) @u@n ���� = 0;W) D @u@n ���� = �(u1 � u)j�; GDE u0; u1 | ZADANNYE FUNKCII, � |KO\FFICIENT PRONICAEMOSTI GRANICY �:1.1. nAJTI STATI^ESKIJ PROGIB STRUNY, ZAKREPLENNOJ NA KONCAH,POD DEJSTWIEM NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ NAGRUZKI (NA EDINICUDLINY).1.2. wYWESTI URAWNENIE MALYH POPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY SNASAVENNOJ NA NEE W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO^KE x0 BUSINOJ MASSY m:1.3. wYWESTI URAWNENIE KOLEBANIQ STRUNY, KOLEBL@]EJSQ W UPRU-GOJ SREDE.1.4. kRUTILXNYMI KOLEBANIQMI STERVNQ NAZYWA@T TAKIE KOLEBA-NIQ, PRI KOTORYH EGO POPERE^NYE SE^ENIQ POWORA^IWA@TSQ ODNO OT-NOSITELXNO DRUGOGO, WRA]AQSX PRI \TOM OKOLO OSI STERVNQ. wYWESTIURAWNENIE MALYH KRUTILXNYH KOLEBANIJ ODNORODNOGO CILINDRI^ES-KOGO STERVNQ. rASSMOTRETX SLU^AI:A) KONCY STERVNQ SWOBODNY;B) KONCY STERVNQ VESTKO ZAKREPLENY;W) KONCY STERVNQ UPRUGO ZAKREPLENY.1.5. tO^KAM UPRUGOGO ODNORODNOGO PRQMOUGOLXNOGO STERVNQ,VEST-KO ZAKREPLENNOGO NA LEWOM KONCE I SWOBODNOGO NA PRAWOM, W NA^ALXNYJMOMENT WREMENI t = 0 SOOB]ENY MALYE POPERE^NYE OTKLONENIQ I SKO-ROSTI, PARALLELXNYE PRODOLXNOJ WERTIKALXNOJ PLOSKOSTI SIMMETRIISTERVNQ.pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONE-NIJ TO^EK STERVNQ PRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX SOWER[AETMALYE POPERE^NYE KOLEBANIQ.1.6. tRUBA, ZAPOLNENNAQ IDEALXNYM GAZOM I OTKRYTAQ S ODNOGOKONCA, DWIVETSQ POSTUPATELXNO W NAPRAWLENII SWOEJ OSI S POSTOQNNOJ



22 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKISKOROSTX@ v. w MOMENT WREMENI t = 0 TRUBA MGNOWENNO OSTANAWLIWAET-SQ. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OPREDELENII SME]ENIQ GAZA WNUTRITRUBY NA RASSTOQNII x OT ZAKRYTOGO KONCA.1.7. zAKL@^ENNYJ W CILINDRI^ESKOJ TRUBKE IDELXNYJ GAZ SOWER-[AET MALYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ; PLOSKIE POPERE^NYE SE^ENIQ,SOSTOQ]IE IZ ^ASTIC GAZA, NE DEFORMIRU@TSQ I WSE ^ASTICY GAZA DWI-GA@TSQ PARALLELXNO OSI CILINDRA. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQOPREDELENIQ SME]ENIQ u(x; t) ^ASTIC GAZA W SLU^AQH, KOGDA KONCYTRUBKI:A) ZAKRYTY VESTKIMI NEPRONICAEMYMI PEREGORODKAMI;B) OTKRYTY;W) ZAKRYTY POR[ENXKAMI S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ, NASAVEN-NYMI NA PRUVINKI S KO\FFICIENTAMI VESTKOSTI � I SKOLXZQ]IMI BEZTRENIQ WNUTRI TRUBKI.1.8. nA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 ODIN KONEC PRQMOLINEJNOGOUPRUGOGO ODNORODNOGO STERVNQ SOWER[AET PRODOLXNYE KOLEBANIQ POZADANNOMU ZAKONU, A K DRUGOMU PRILOVENA SILA �(t); NAPRAWLENNAQ POOSI STERVNQ. w MOMENT WREMENI t = 0 POPERE^NYE SE^ENIQ STERVNQBYLI NEPODWIVNY I NAHODILISX W NEOTKLONENNOM POLOVENII. pOSTA-WITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYH PRODOLXNYH OTKLONENIJTO^EK STERVNQ PRI t > 0.1.9. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHSTRUNY, ZAKREPLENNOJ NA OBOIH KONCAH, W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PRO-PORCIONALXNYM PERWOJ STEPENI SKOROSTI.1.10. sOSTAWITX URAWNENIE PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ, UKOTOROGO PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ ESTX ZADANNAQ FUNKCIQ OT x,S^ITAQ MATERIAL STERVNQ ODNORODNYM.1.11. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH UPRU-GOGO STERVNQ, IME@]EGO FORMU USE^ENNOGO KONUSA, ESLI KONCY STERV-NQ ZAKREPLENY NEPODWIVNO I STERVENX WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQTEM, ^TO EGO TO^KAM W MOMENT WREMENI t = 0 SOOB]ENY NA^ALXNYESKOROSTI I PRODOLXNYE OTKLONENIQ. dLINA STERVNQ RAWNA l; RADIUSYOSNOWANIJ R; r (R > r); MATERIAL STERVNQ ODNORODEN. dEFORMACIEJPOPERE^NYH SE^ENIJ PRENEBRE^X.1.12. nAHODQ]AQSQ W GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI NEWESOMAQ STRUNAS POSTOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ ! WRA]AETSQ WOKRUG WERTIKALXNOJOSI, PRI^EM ODIN KONEC STRUNY PRIKREPLEN K NEKOTOROJ TO^KE OSI,A DRUGOJ SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 TO^KAM \TOJSTRUNY SOOB]A@TSQ MALYE OTKLONENIQ I SKOROSTI PO NORMALQM K \TOJPLOSKOSTI. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJTO^EK STRUNY OT PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQ.1.13. pUSTX W TO^KE x = 0 BESKONE^NOJ ODNORODNOJ STRUNY NAHO-DITSQ [ARIK MASSY m0. nA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE OTKLONENIQTO^EK STRUNY RAWNY NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELE-NIQ OTKLONENIJ TO^EK STRUNY OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ W SLEDU@-]IH SLU^AQH:

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 23A) NA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 NA [ARIK DEJSTWUET SILAF = F0 sin
t;B) W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 [ARIK POLU^AET IMPULXS p0W POPERE^NOM NAPRAWLENII;W) [ARIK W SLU^AE B) ZAKREPLEN UPRUGO S \FFEKTIWNOJ VEST-KOSTX@ k2.1.14. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH PRODOLXNYH KOLEBANIQHODNORODNOGO UPRUGOGO STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO VESTKO ZAKREP-LEN, A DRUGOJ ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROS-TI. sOPROTIWLENIEM SREDY PRENEBRE^X.1.15. wO WNUTRENNIH TO^KAH x = xi; i = 1; . . .; n; NA STRUNE SO-SREDOTO^ENY MASSY mi; i = 1; . . .; n: pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQOPREDELENIQ MALYH POPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY PRI PROIZWOLXNYHNA^ALXNYH DANNYH. kONCY STRUNY ZAKREPLENY.1.16. dWA POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH UPRUGIH STERVNQ S ODI-NAKOWYMI POPERE^NYMI SE^ENIQMI SOEDINENY VESTKO TORCAMI I SO-STAWLQ@T ODIN NEOGRANI^ENNYJ STERVENX. pUSTX �1; E1 | PLOTNOSTXI MODULX UPRUGOSTI ODNOGO IZ NIH, A �2; E2 | DRUGOGO. pOSTAWITXKRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJ POPERE^NYH SE^ENIJ NE-OGRANI^ENNOGO STERVNQ OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ, ESLI W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI POPERE^NYM SE^ENIQM SOOB]ENY NEKOTORYE PRO-DOLXNYE SME]ENIQ I SKOROSTI.1.17. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, ZAKREPLENNAQ WERHNIMKONCOM (x = l) NA WERTIKALXNOJ OSI, WRA]AETSQ WOKRUG \TOJ OSI S PO-STOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ !. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE MALYH KOLE-BANIJ NITI OKOLO SWOEGO WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ IMEETWID @2u@t2 = g @@x �x @u@x�+ !2u:1.18. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH TQVE-LOJ ODNORODNOJ STRUNY OTNOSITELXNO WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAW-NOWESIQ, ESLI EE WERHNIJ KONEC VESTKO ZAKREPLEN, A NIVNIJ SWOBODEN.1.19. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII MAGNITNOGO POLQ WNUTRI IWNE CILINDRI^ESKOGO PROWODNIKA, PO POWERHNOSTI KOTOROGO TE^ET TOKSILOJ J:1.20. kABELX, IME@]IJ POTENCIAL v0, PRI t = 0 ZAZEMLQETSQ NAODNOM KONCE ^EREZ SOSREDOTO^ENNU@ EMKOSTX (ILI INDUKTIWNOSTX);DRUGOJ KONEC IZOLIROWAN. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII \LEKTRI-^ESKOGO TOKA W KABELE.1.21. kONEC x = 0 KRUGLOGO ODNORODNOGO WALA ZAKREPLEN, A K KONCUx = l VESTKO PRIKREPLEN DISK S MOMENTOM INERCII J0: w NA^ALXNYJMOMENT WREMENI DISK ZAKRU^IWAETSQ NA UGOL � I OTPUSKAETSQ BEZ NA-^ALXNOJ SKOROSTI. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ UGLOWPOWOROTA POPERE^NYH SE^ENIJ WALA PRI t > 0:1.22. tQVELYJ STERVENX PODWE[EN WERTIKALXNO I ZA]EMLEN TAK,^TO SME]ENIE WO WSEH TO^KAH RAWNO NUL@. w MOMENT WREMENI t = 0



22 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKISKOROSTX@ v. w MOMENT WREMENI t = 0 TRUBA MGNOWENNO OSTANAWLIWAET-SQ. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OPREDELENII SME]ENIQ GAZA WNUTRITRUBY NA RASSTOQNII x OT ZAKRYTOGO KONCA.1.7. zAKL@^ENNYJ W CILINDRI^ESKOJ TRUBKE IDELXNYJ GAZ SOWER-[AET MALYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ; PLOSKIE POPERE^NYE SE^ENIQ,SOSTOQ]IE IZ ^ASTIC GAZA, NE DEFORMIRU@TSQ I WSE ^ASTICY GAZA DWI-GA@TSQ PARALLELXNO OSI CILINDRA. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQOPREDELENIQ SME]ENIQ u(x; t) ^ASTIC GAZA W SLU^AQH, KOGDA KONCYTRUBKI:A) ZAKRYTY VESTKIMI NEPRONICAEMYMI PEREGORODKAMI;B) OTKRYTY;W) ZAKRYTY POR[ENXKAMI S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ, NASAVEN-NYMI NA PRUVINKI S KO\FFICIENTAMI VESTKOSTI � I SKOLXZQ]IMI BEZTRENIQ WNUTRI TRUBKI.1.8. nA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 ODIN KONEC PRQMOLINEJNOGOUPRUGOGO ODNORODNOGO STERVNQ SOWER[AET PRODOLXNYE KOLEBANIQ POZADANNOMU ZAKONU, A K DRUGOMU PRILOVENA SILA �(t); NAPRAWLENNAQ POOSI STERVNQ. w MOMENT WREMENI t = 0 POPERE^NYE SE^ENIQ STERVNQBYLI NEPODWIVNY I NAHODILISX W NEOTKLONENNOM POLOVENII. pOSTA-WITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYH PRODOLXNYH OTKLONENIJTO^EK STERVNQ PRI t > 0.1.9. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHSTRUNY, ZAKREPLENNOJ NA OBOIH KONCAH, W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PRO-PORCIONALXNYM PERWOJ STEPENI SKOROSTI.1.10. sOSTAWITX URAWNENIE PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ, UKOTOROGO PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ ESTX ZADANNAQ FUNKCIQ OT x,S^ITAQ MATERIAL STERVNQ ODNORODNYM.1.11. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH UPRU-GOGO STERVNQ, IME@]EGO FORMU USE^ENNOGO KONUSA, ESLI KONCY STERV-NQ ZAKREPLENY NEPODWIVNO I STERVENX WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQTEM, ^TO EGO TO^KAM W MOMENT WREMENI t = 0 SOOB]ENY NA^ALXNYESKOROSTI I PRODOLXNYE OTKLONENIQ. dLINA STERVNQ RAWNA l; RADIUSYOSNOWANIJ R; r (R > r); MATERIAL STERVNQ ODNORODEN. dEFORMACIEJPOPERE^NYH SE^ENIJ PRENEBRE^X.1.12. nAHODQ]AQSQ W GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI NEWESOMAQ STRUNAS POSTOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ ! WRA]AETSQ WOKRUG WERTIKALXNOJOSI, PRI^EM ODIN KONEC STRUNY PRIKREPLEN K NEKOTOROJ TO^KE OSI,A DRUGOJ SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 TO^KAM \TOJSTRUNY SOOB]A@TSQ MALYE OTKLONENIQ I SKOROSTI PO NORMALQM K \TOJPLOSKOSTI. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJTO^EK STRUNY OT PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQ.1.13. pUSTX W TO^KE x = 0 BESKONE^NOJ ODNORODNOJ STRUNY NAHO-DITSQ [ARIK MASSY m0. nA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE OTKLONENIQTO^EK STRUNY RAWNY NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELE-NIQ OTKLONENIJ TO^EK STRUNY OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ W SLEDU@-]IH SLU^AQH:

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 23A) NA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 NA [ARIK DEJSTWUET SILAF = F0 sin
t;B) W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 [ARIK POLU^AET IMPULXS p0W POPERE^NOM NAPRAWLENII;W) [ARIK W SLU^AE B) ZAKREPLEN UPRUGO S \FFEKTIWNOJ VEST-KOSTX@ k2.1.14. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH PRODOLXNYH KOLEBANIQHODNORODNOGO UPRUGOGO STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO VESTKO ZAKREP-LEN, A DRUGOJ ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROS-TI. sOPROTIWLENIEM SREDY PRENEBRE^X.1.15. wO WNUTRENNIH TO^KAH x = xi; i = 1; . . .; n; NA STRUNE SO-SREDOTO^ENY MASSY mi; i = 1; . . .; n: pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQOPREDELENIQ MALYH POPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY PRI PROIZWOLXNYHNA^ALXNYH DANNYH. kONCY STRUNY ZAKREPLENY.1.16. dWA POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH UPRUGIH STERVNQ S ODI-NAKOWYMI POPERE^NYMI SE^ENIQMI SOEDINENY VESTKO TORCAMI I SO-STAWLQ@T ODIN NEOGRANI^ENNYJ STERVENX. pUSTX �1; E1 | PLOTNOSTXI MODULX UPRUGOSTI ODNOGO IZ NIH, A �2; E2 | DRUGOGO. pOSTAWITXKRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJ POPERE^NYH SE^ENIJ NE-OGRANI^ENNOGO STERVNQ OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ, ESLI W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI POPERE^NYM SE^ENIQM SOOB]ENY NEKOTORYE PRO-DOLXNYE SME]ENIQ I SKOROSTI.1.17. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, ZAKREPLENNAQ WERHNIMKONCOM (x = l) NA WERTIKALXNOJ OSI, WRA]AETSQ WOKRUG \TOJ OSI S PO-STOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ !. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE MALYH KOLE-BANIJ NITI OKOLO SWOEGO WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ IMEETWID @2u@t2 = g @@x �x @u@x�+ !2u:1.18. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH TQVE-LOJ ODNORODNOJ STRUNY OTNOSITELXNO WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAW-NOWESIQ, ESLI EE WERHNIJ KONEC VESTKO ZAKREPLEN, A NIVNIJ SWOBODEN.1.19. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII MAGNITNOGO POLQ WNUTRI IWNE CILINDRI^ESKOGO PROWODNIKA, PO POWERHNOSTI KOTOROGO TE^ET TOKSILOJ J:1.20. kABELX, IME@]IJ POTENCIAL v0, PRI t = 0 ZAZEMLQETSQ NAODNOM KONCE ^EREZ SOSREDOTO^ENNU@ EMKOSTX (ILI INDUKTIWNOSTX);DRUGOJ KONEC IZOLIROWAN. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII \LEKTRI-^ESKOGO TOKA W KABELE.1.21. kONEC x = 0 KRUGLOGO ODNORODNOGO WALA ZAKREPLEN, A K KONCUx = l VESTKO PRIKREPLEN DISK S MOMENTOM INERCII J0: w NA^ALXNYJMOMENT WREMENI DISK ZAKRU^IWAETSQ NA UGOL � I OTPUSKAETSQ BEZ NA-^ALXNOJ SKOROSTI. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ OPREDELENIQ UGLOWPOWOROTA POPERE^NYH SE^ENIJ WALA PRI t > 0:1.22. tQVELYJ STERVENX PODWE[EN WERTIKALXNO I ZA]EMLEN TAK,^TO SME]ENIE WO WSEH TO^KAH RAWNO NUL@. w MOMENT WREMENI t = 0



24 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKISTERVENX OSWOBOVDAETSQ. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O WYNUVDENNYHKOLEBANIQH STERVNQ.1.23. pUSTX WSE USLOWIQ PREDYDU]EJ ZADA^I OSTA@TSQ BEZ IZME-NENIQ, ZA ISKL@^ENIEM USLOWIQ NA NIVNEM KONCE: K NEMU PRIKREPLENGRUZ Q, PRI^EM ZA POLOVENIE RAWNOWESIQ PRINIMAETSQ NENAPRQVENNOESOSTOQNIE STERVNQ (NAPRIMER, W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI IZ-PODGRUZA UBIRAETSQ PODSTAWKA I GRUZ NA^INAET RASTQGIWATX STERVENX).1.24. pOSTAWITX ZADA^U O DWIVENII POLUOGRANI^ENNOJ STRUNY(0 � x < 1) PRI t > 0; ESLI PRI t < 0 PO NEJ BEVIT WOLNA u(x; t) == f(x+ at); A KONEC STRUNY x = 0 ZAKREPLEN VESTKO.1.25. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH RADIALXNYH KOLEBANIQHIDEALXNOGO ODNORODNOGO GAZA, ZAKL@^ENNOGO W CILINDRI^ESKOJ TRUBKERADIUSA R NASTOLXKO DLINNOJ, ^TO EE MOVNO S^ITATX PROSTIRA@]EJSQW OBE STORONY DO BESKONE^NOSTI. nA^ALXNYE OTKLONENIQ I NA^ALXNYESKOROSTI ESTX ZADANNYE FUNKCII OT r:1.26. pOSTAWITX ZADA^U OB OBTEKANII [ARA STACIONARNYM POTO-KOM IDEALXNOJ VIDKOSTI (POTENCIALXNOE TE^ENIE). pRIWESTI \LEKTRO-STATI^ESKU@ ANALOGI@.1.27. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O MALYH RADIALXNYH KOLEBANI-QH IDEALXNOGO ODNORODNOGO GAZA, ZAKL@^ENNOGO W SFERI^ESKOM SOSUDERADIUSA R, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE OTKLONENIQ ZADANYKAK FUNKCII OT r:1.28. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH MEM-BRANY, K KOTOROJ PRILOVENO NORMALXNOE DAWLENIE P NA EDINICU PLO-]ADI, ESLI W NEWOZMU]ENNOM SOSTOQNII MEMBRANA QWLQETSQ PLOSKOJ, AOKRUVA@]AQ SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM MEMBRA-NY. rASSMOTRETX SLU^AI:A) MEMBRANA VESTKO ZAKREPLENA NA GRANICE L;B) MEMBRANA SWOBODNA NA L;W) NA ^ASTI L1 GRANICY L MEMBRANA ZAKREPLENA VESTKO, A NA OS-TALXNOJ ^ASTI L2 GRANICY L ONA SWOBODNA.1.29. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O KOLEBANII KRUGLOJ ODNORODNOJMEMBRANY, ZAKREPLENNOJ PO KRA@, W SREDE, SOPROTIWLENIE KOTOROJ PRO-PORCIONALXNO PERWOJ STEPENI SKOROSTI. w MOMENT WREMENI t = 0 KPOWERHNOSTI MEMBRANY PRILOVENA WNE[NQQ SILA PLOTNOSTI f(r; '; t);DEJSTWU@]AQ PERPENDIKULQRNO PLOSKOSTI NEWOZMU]ENNOJ MEMBRANY.nA^ALXNYE SKOROSTI I OTKLONENIQ TO^EK MEMBRANY OTSUTSTWU@T.1.30. zAKREPLENNAQ PO KRAQM ODNORODNAQ PRQMOUGOLXNAQ MEMBRA-NA W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 POLU^AET UDAR W OKRESTNOSTICENTRALXNOJ TO^KI, TAK ^TOlim"!0 ZU" v0(x) dx = A; x = (x1; x2);GDE A | NEKOTORAQ POSTOQNNAQ, v0(x) | NA^ALXNAQ SKOROSTX. pOSTA-WITX KRAEWU@ ZADA^U O SWOBODNYH KOLEBANIQH.

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 251.31. pUSTX \LEKTRI^ESKAQ CEPX SOSTOIT IZ SOPROTIWLENIQ R, SA-MOINDUKCII L I EMKOSTI C. w MOMENT WREMENI t = 0 W CEPX WKL@-^AETSQ \. D. S. E0: pOKAZATX, ^TO SILA TOKA i(t) W CEPI UDOWLETWORQETURAWNENI@ Li0(t) +Ri(t) + 1C tZ0 i(�) d� = E0; t > 0:1.32. rASSMOTRIM \LEKTROMAGNITNOE POLE W NEKOTOROJ SREDE. iS-HODQ IZ URAWNENIJ mAKSWELLA WYWESTI URAWNENIQ, KOTORYM UDOWLETWO-RQ@T KOMPONENTY WEKTOROW NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO I MAGNIT-NOGO POLEJ DLQ SLU^AEW:A) PLOTNOSTX ZARQDOW � = 0; " = const; � = const; � = const;J = �E (ZAKON oMA);B) SREDA | WAKUUM I TOKI OTSUTSTWU@T.1.33. pOSTAWITX ZADA^U O PRONIKNOWENII MAGNITNOGO POLQ W PRA-WOE POLUPROSTRANSTWO, ZAPOLNENNOE SREDOJ S PROWODIMOSTX@ �, ESLINA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 NA POWERHNOSTI x = 0 PODDERVI-WAETSQ NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQ H = H0 sin
t; NAPRAWLENNAQPARALLELXNO POWERHNOSTI.1.34. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURYSTERVNQ 0 � x � l S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX@. rAS-SMOTRETX SLU^AI:A) KONCY STERVNQ PODDERVIWA@TSQ PRI ZADANNOJ TEMPERATURE;B) NA KONCAH STERVNQ PODDERVIWAETSQ ZADANNYJ TEPLOWOJ POTOK;W) NA KONCAH STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN POZAKONU nX@TONA SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ ZADANA.1.35. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII W NEPODWIVNOJ SREDE, PREDPO-LAGAQ, ^TO POWERHNOSTQMI RAWNOJ PLOTNOSTI W KAVDYJ MOMENT WREME-NI t QWLQ@TSQ PLOSKOSTI, PERPENDIKULQRNYE K OSI x. nAPISATX GRA-NI^NYE USLOWIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO DIFFUZIQ PROISHODIT W PLOSKOMSLOE 0 � x � l. rASSMOTRETX SLU^AI:A) NA GRANI^NYH PLOSKOSTQH KONCENTRACIQ DIFFUNDIRU@]EGO WE-]ESTWA PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL@;B) GRANI^NYE PLOSKOSTI NEPRONICAEMY;W) GRANI^NYE PLOSKOSTI POLUPRONICAEMY, PRI^EM DIFFUZIQ ^EREZ\TI PLOSKOSTI PROISHODIT PO ZAKONU, PODOBNOMU ZAKONU nX@TONA DLQKONWEKTIWNOGO TEPLOOBMENA.1.36. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII RASPADA@]EGOSQ GAZA (KOLI-^ESTWO RASPAW[IHSQ MOLEKUL W EDINICU WREMENI W DANNOJ TO^KEPROPORCIONALXNO PLOTNOSTI S KO\FFICIENTOM PROPORCIONALXNOSTI� > 0).1.37. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX DLINOJ l, NA^ALXNAQ TEM-PERATURA KOTOROGO f(x). pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OPREDELENIITEMPERATURY STERVNQ, ESLI NA KONCE x = 0 PODDERVIWAETSQ POSTOQN-NAQ TEMPERATURA u0, A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI I NA KONCE x = l PRO-
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26 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX@TONA S OKRUVA@]EJSREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.1.38. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURY W BESKONE^-NOM TONKOM TEPLOIZOLIROWANNOM STERVNE, PO KOTOROMU S MOMENTA t=0W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII SO SKOROSTX@ v0 NA^INAET DWIGATXSQTO^E^NYJ TEPLOWOJ ISTO^NIK, DA@]IJ q EDINIC TEPLA W EDINICU WRE-MENI.1.39. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OSTYWANII TONKOGO ODNOROD-NOGO KOLXCA RADIUSA R, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEK-TIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ, IME@]EJ ZADANNU@ TEMPE-RATURU. nERAWNOMERNOSTX@ RASPREDELENIQ TEMPERATURY PO TOL]INEKOLXCA PRENEBRE^X.1.40. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII WZWE[ENNYH ^ASTIC S U^ETOMOSEDANIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO SKOROSTX ^ASTIC, WYZYWAEMAQ SILOJ TQ-VESTI, POSTOQNNA, A PLOTNOSTX ^ASTIC ZAWISIT TOLXKO OT WYSOTY z IOT WREMENI t: nAPISATX GRANI^NOE USLOWIE, SOOTWETSTWU@]EE NEPRO-NICAEMOJ PEREGORODKE.1.41. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OSTYWANII RAWNOMERNO NAGRE-TOGO STERVNQ FORMY USE^ENNOGO KONUSA (ISKRIWLENIEM IZOTERMI^ES-KIH POWERHNOSTEJ PRENEBREGAEM), ESLI KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIRO-WANY, A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJNULEWOJ TEMPERATURY.1.42. rASTWORENNOE WE]ESTWO S NA^ALXNOJ PLOTNOSTX@ c0 = constDIFFUNDIRUET IZ RASTWORA, ZAKL@^ENNOGO MEVDU PLOSKOSTQMI x = 0I x = h, W RASTWORITELX, OGRANI^ENNYJ PLOSKOSTQMI x = h, x = l. pO-STAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ PROCESSA WYRAWNIWANIQ PLOTNOSTI, PRED-POLAGAQ, ^TO GRANICY x = 0; x = l NEPRONICAEMY DLQ WE]ESTWA.1.43. wNUTRI ODNORODNOGO [ARA NA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0DEJSTWU@T ISTO^NIKI TEPLA S RAWNOMERNO RASPREDELENNNOJ POSTOQN-NOJ PLOTNOSTX@ Q. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEM-PERATURY PRI t > 0 WNUTRI [ARA, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA L@BOJTO^KI [ARA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ \TOJ TO^KI DO CENTRA [ARA.rASSMOTRETX SLU^AI:A) NA POWERHNOSTI [ARA PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) NA POWERHNOSTI[ARA PROISHODIT TEPLOOBMEN (PO ZAKONU nX@TO-NA) S OKRUVA@]EJ SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.1.44. dAN ODNORODNYJ [AR RADIUSA R S NA^ALXNOJ TEMPERATUROJ,RAWNOJ NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEMPERATU-RY PRI t > 0 WNUTRI [ARA, ESLI:A) [AR NAGREWAETSQ RAWNOMERNO PO WSEJ POWERHNOSTI POSTOQNNYMTEPLOWYM POTOKOM q;B) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOKRUVA@]EJ SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ ZAWISIT TOLXKO OT WREMENI.1.45. nA^ALXNAQ TEMPERATURA NEOGRANI^ENNOJ PLASTINY TOL]I-NY 2h RAWNA NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEM-PERATURY PRI t > 0 PO TOL]INE PLASTINY, ESLI:

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 27A) PLASTINA NAGREWAETSQ S OBEIH STORON RAWNYMI POSTOQNNYMITEPLOWYMI POTOKAMI q;B) W PLASTINE NA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0 DEJSTWUET ISTO^-NIK TEPLA S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ Q, A EE OSNOWANIQ PODDERVIWA@T-SQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL@.1.46. nEOGRANI^ENNYJ CILINDR RADIUSA R IMEET NA^ALXNU@ TEM-PERATURU f(r). pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RADIALXNOM RASPROSTRA-NENII TEPLA, ESLI:A) BOKOWAQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPE-RATURE;B) S BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT LU^EISPUSKANIE W OKRUVA@-]U@ SREDU NULEWOJ TEMPERATURY.1.47. dANA TONKAQ PRQMOUGOLXNAQ PLASTINA SO STORONAMI l;m; DLQKOTOROJ IZWESTNO NA^ALXNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY. pOSTAWITXKRAEWU@ ZADA^U O RASPROSTRANENII TEPLA W PLASTINE, ESLI BOKOWYESTORONY PODDERVIWA@TSQ PRI TEMPERATUREujy=0 = '1(x); ujy=m = '2(x);ujx=0 =  1(x); ujx=l =  2(x):1.48. nA^ALXNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W ODNORODNOM [AREZADANO FUNKCIEJ f(r; �; '): pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELE-NII TEPLA W [ARE, ESLI POWERHNOSTX [ARA PODDERVIWAETSQ PRI POSTO-QNNOJ TEMPERATURE u0.1.49. dWA POLUOGRANI^ENNYH STERVNQ, SDELANNYH IZ RAZNYH MA-TERIALOW, W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI PRIWEDENY W SOPRIKOSNOWENIESWOIMI KONCAMI. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEPLA WBESKONE^NOM STERVNE, ESLI IZWESTNY NA^ALXNYE TEMPERATURY KAVDOGOIZ DWUH POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ.1.50. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O STACIONARNOM RASPREDELENIITEMPERATURY W TONKOJ PRQMOUGOLXNOJ PLASTINE OACB SO STORONAMIOA = a; OB = b; ESLI:A) NA BOKOWYH STORONAH PLASTINY PODDERVIWA@TSQ ZADANNYE TEM-PERATURY;B) NA STORONAH OA I OB ZADANY TEPLOWYE POTOKI, A STORONY BCI AC TEPLOIZOLIROWANY.1.51. nA PLOSKU@ MEMBRANU, OGRANI^ENNU@ KRIWOJ L, DEJSTWUETSTACIONARNAQ POPERE^NAQ NAGRUZKA S PLOTNOSTX@ f(x; y): pOSTAWITXKRAEWU@ ZADA^U OB OTKLONENII TO^EK MEMBRANY OT PLOSKOSTI, ESLI:A) MEMBRANA ZAKREPLENA NA KRA@;B) KRAJ MEMBRANY SWOBODEN;W) KRAJ MEMBRANY ZAKREPLEN UPRUGO.1.52. dAN CILINDR S RADIUSOM OSNOWANIQ R I WYSOTOJ h. pOSTA-WITX KRAEWU@ ZADA^U O STACIONARNOM RASPREDELENII TEMPERATURYWNUTRI CILINDRA, ESLI TEMPERATURA WERHNEGO I NIVNEGO OSNOWANIJESTX ZADANNAQ FUNKCIQ OT r; A BOKOWAQ POWERHNOSTX:



26 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX@TONA S OKRUVA@]EJSREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.1.38. pOSTAWITX ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURY W BESKONE^-NOM TONKOM TEPLOIZOLIROWANNOM STERVNE, PO KOTOROMU S MOMENTA t=0W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII SO SKOROSTX@ v0 NA^INAET DWIGATXSQTO^E^NYJ TEPLOWOJ ISTO^NIK, DA@]IJ q EDINIC TEPLA W EDINICU WRE-MENI.1.39. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OSTYWANII TONKOGO ODNOROD-NOGO KOLXCA RADIUSA R, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEK-TIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ, IME@]EJ ZADANNU@ TEMPE-RATURU. nERAWNOMERNOSTX@ RASPREDELENIQ TEMPERATURY PO TOL]INEKOLXCA PRENEBRE^X.1.40. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII WZWE[ENNYH ^ASTIC S U^ETOMOSEDANIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO SKOROSTX ^ASTIC, WYZYWAEMAQ SILOJ TQ-VESTI, POSTOQNNA, A PLOTNOSTX ^ASTIC ZAWISIT TOLXKO OT WYSOTY z IOT WREMENI t: nAPISATX GRANI^NOE USLOWIE, SOOTWETSTWU@]EE NEPRO-NICAEMOJ PEREGORODKE.1.41. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U OB OSTYWANII RAWNOMERNO NAGRE-TOGO STERVNQ FORMY USE^ENNOGO KONUSA (ISKRIWLENIEM IZOTERMI^ES-KIH POWERHNOSTEJ PRENEBREGAEM), ESLI KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIRO-WANY, A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJNULEWOJ TEMPERATURY.1.42. rASTWORENNOE WE]ESTWO S NA^ALXNOJ PLOTNOSTX@ c0 = constDIFFUNDIRUET IZ RASTWORA, ZAKL@^ENNOGO MEVDU PLOSKOSTQMI x = 0I x = h, W RASTWORITELX, OGRANI^ENNYJ PLOSKOSTQMI x = h, x = l. pO-STAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ PROCESSA WYRAWNIWANIQ PLOTNOSTI, PRED-POLAGAQ, ^TO GRANICY x = 0; x = l NEPRONICAEMY DLQ WE]ESTWA.1.43. wNUTRI ODNORODNOGO [ARA NA^INAQ S MOMENTA WREMENI t = 0DEJSTWU@T ISTO^NIKI TEPLA S RAWNOMERNO RASPREDELENNNOJ POSTOQN-NOJ PLOTNOSTX@ Q. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEM-PERATURY PRI t > 0 WNUTRI [ARA, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA L@BOJTO^KI [ARA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ \TOJ TO^KI DO CENTRA [ARA.rASSMOTRETX SLU^AI:A) NA POWERHNOSTI [ARA PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) NA POWERHNOSTI[ARA PROISHODIT TEPLOOBMEN (PO ZAKONU nX@TO-NA) S OKRUVA@]EJ SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.1.44. dAN ODNORODNYJ [AR RADIUSA R S NA^ALXNOJ TEMPERATUROJ,RAWNOJ NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEMPERATU-RY PRI t > 0 WNUTRI [ARA, ESLI:A) [AR NAGREWAETSQ RAWNOMERNO PO WSEJ POWERHNOSTI POSTOQNNYMTEPLOWYM POTOKOM q;B) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOKRUVA@]EJ SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ ZAWISIT TOLXKO OT WREMENI.1.45. nA^ALXNAQ TEMPERATURA NEOGRANI^ENNOJ PLASTINY TOL]I-NY 2h RAWNA NUL@. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEM-PERATURY PRI t > 0 PO TOL]INE PLASTINY, ESLI:
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28 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIA) TEPLOIZOLIROWANA;B) IMEET TEMPERATURU, ZAWISQ]U@ TOLXKO OT z;W) SWOBODNO OHLAVDAETSQ W SREDE NUVNOJ TEMPERATURY.1.53. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U O STACIONARNOM RASPREDELENIITEMPERATURY WNUTRENNIH TO^EK POLUSFERY, ESLI SFERI^ESKAQ POWERH-NOSTX PODDERVIWAETSQ PRI ZADANNOJ TEMPERATURE f('; �); A OSNOWANIEPOLUSFERY | PRI NULEWOJ TEMPERATURE.1.54. {AR RADIUSA R NAGREWAETSQ PLOSKOPARALLELXNYM POTOKOMTEPLA PLOTNOSTI q, PADA@]IM NA EGO POWERHNOSTX, I OTDAET TEPLOW OKRUVA@]U@ SREDU W SOOTWETSTWII S ZAKONOM nX@TONA. pOSTAWITXKRAEWU@ ZADA^U O RASPREDELENII TEMPERATURY WNUTRENNIH TO^EK[ARA.1.55. pUSTX n(x; s; t) | PLOTNOSTX ^ASTIC W TO^KE x, LETQ]IHS POSTOQNNOJ SKOROSTX@ v W NAPRAWLENII s = (s1; s2; s3) W MOMENTWREMENI t; OBOZNA^IM ^EREZ �(x) KO\FFICIENT POGLO]ENIQ I h(x) |KO\FFICIENT UMNOVENIQ W TO^KE x. pREDPOLAGAQ RASSEQNIE W KAVDOJTO^KE x IZOTROPNYM, POKAZATX, ^TO n(x; s; t) UDOWLETWORQET INTEGRO-DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ PERENOSA1v @n@t + (s; gradn) + �(x)n = �(x)4� Zjs0j=1n(x; s0; t) ds0 + F;GDE F (x; s; t) | PLOTNOSTX ISTO^NIKOW, �(x) = �(x)h(x):1.56. pOSTAWITX KRAEWU@ ZADA^U DLQ URAWNENIQ ZADA^I 1.55,S^ITAQ, ^TO ZADANO NA^ALXNOE RASPREDELENIE PLOTNOSTI I ZADANPADA@]IJ POTOK ^ASTIC NA GRANICU S OBLASTI G.1.57. pOKAZATX, ^TO DLQ RE[ENIQ n(x; s) STACIONARNOJ KRAEWOJZADA^I (s; gradn) + �(x)n = �(x)4� Zjs0j=1n(x; s0) ds0 + F (x);njS = 0; ESLI (s;n) < 0;GDE n | WNE[NQQ NORMALX K S, SREDNQQ PLOTNOSTXn0(x) = 14� Zjsj=1n(x; s) dsUDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU URAWNENI@ pAJERLSAn0(x) = 14� Z e�jx�x0jjx�x0j2  1Z0 � [tx+(1�t)x0] dt!��(x0)n0(x0)+F (x0)� dx0:1.58. rAZLAGAQ RE[ENIE n(x; s) STACIONARNOJ KRAEWOJ ZADA^I 1.57W RQD PO SFERI^ESKIM FUNKCIQM OT s, UDERVIWAQ TOLXKO ^LENY S NU-LEWOJ I PERWYMI GARMONIKAMI, POKAZATX, ^TO FUNKCIQn0(x) = 14� Zjsj=1n(x; s) dsESTX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (DIFFUZNOE PRIBLIVENIE)

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 29�13 div � 1� gradh0�+ (1� h)h0 = f� ; �n0 + 23� @n0@n ����S = 0:oTWETY K x11.1. Tuxx+ f(x) = 0; 0 < x < l; ujx=0 = ujx=l = 0; GDE f(x) |PLOTNOSTX NAGRUZKI.1.2. �utt = T0uxx; 0 < x < l; x 6= x0; t > 0; ujx=0 = ujx=l = 0;u(x0 + 0; t) = u(x0 � 0; t); ux(x0 + 0; t) � ux(x0 � 0; t) = mT0 utt(x0; t):1.3. �utt = Tuxx � �u; 0 < x < l; t > 0; GDE � | KO\FFICIENTUPRUGOSTI SREDY.1.4. �tt = a2�xx; 0 < x < l; 0 < t < 1; �(x; 0) = f(x); �t(x; 0) == F (x); 0 � x � l; GDE �(x; t) | UGOL POWOROTA SE^ENIQ STERVNQ SKOORDINATOJ x W MOMENT WREMENI t; a2 = GJ=�; GDE G | MODULX SDWI-GA, J | POLQRNYJ MOMENT INERCII POPERE^NOGO SE^ENIQ OTNOSITELXNOTO^KI, W KOTOROJ OSX PERESEKAET \TO POPERE^NOE SE^ENIE, � | OSEWOJMOMENT INERCII EDINICY DLINY STERVNQ. gRANI^NYE USLOWIQ:A) �x(0; t) = �x(l; t) = 0;B) �(0; t) = �(l; t) = 0;W) (�x � h�)jx=0 = 0; (�x + h�)jx=l = 0; GDE h = k=(GJ); k |VESTKOSTX UPRUGOGO ZAKREPLENIQ.1.5. utt + a2uxxxx = 0; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) == F (x); 0 � x � l; u(0; t) = ux(0; t) = uxx(l; t) = uxxx(l; t) = 0; GDEa2 = EJ=(�S); J | GEOMETRI^ESKIJ MOMENT INERCII POPERE^NOGO SE-^ENIQ OTNOSITELXNO EGO SREDNEJ LINII, PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTIKOLEBANIJ.1.6. utt = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; a2 = 
p0=�0 | SKOROSTX ZWUKA,u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = v; 0 � x � l; u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; t > 0:1.7. utt = a2uxx; a2 = 
p0=�0; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x);ut(x; 0) = F (x); 0 � x � l: kRAEWYE USLOWIQ:A) u(0; t) = u(l; t) = 0;B) ux(0; t) = ux(l; t) = 0;W) (ux � hu)jx=0 = 0; (ux + hu)jx=l = 0; GDE h = �=(S
�0), GDE S |PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ TRUBKI.1.8. utt = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; u(0; t) = '(t); ux(l; t) == �(t)=(ES); t > 0; u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 � x � l; a2 = E=�:1.9. utt = a2uxx� 2�2ut; 0< x< l; t > 0; u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) ==  (x); 0 � x � l; u(0; t) = u(l; t) = 0; t > 0; GDE 2�2 = k=�; k |KO\FFICIENT TRENIQ.1.10. @@x hS(x) @u@xi = a2 @2u@t2 ; a2 = �SE :
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30 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI1.12. @2u@t2 = a2 @@x �x2 @u@x�; 0 < x < l; t > 0; a2 = !22 ; ju(0; t)j <1;u(l; t) = 0; t > 0; u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x); 0 � x � l:1.13. utt = a2uxx; x 6= 0; t > 0; a2 = T0=�; u(x;0) = 0; ut(x;0) = 0;x 6= 0; USLOWIE W TO^KE x = 0 IMEET WID:A) �m0utt(0; t) + T0[ux(+0; t)� ux(�0; t)] + F0 sin
t = 0; t > 0;B) u(�0; t) = u(+0; t); �m0utt(0; t) + T0[ux(+0; t) � ux(�0; t)] = 0;t > 0; u(�0; 0) = u(+0; 0) = 0; m0ut(�0; 0) = m0ut(+0; 0) = p0;W) u(�0; t) = u(+0; t); t > 0; m0utt(0; t)+T0[ux(+0; t)�ux(�0; t)]��k2u(0; t) = 0; m0ut(�0;0) =m0ut(+0;0) = p0; u(�0;0) = u(+0;0) = 0:1.14. utt = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; a2 = E=�; u(x; 0) = f(x);ut(x; 0) = g(x); 0 � x � l; u(0; t) = 0; (ESux � kut)jx=l = 0; t > 0; GDEk | KO\FFICIENT TRENIQ DLQ KONCA STERVNQ x = l:1.15. utt = a2uxx; x 6= xi; i = 1; . . .; n; 0 < x < l; t > 0; u(0; t) == u(l; t) = 0; u(xi � 0; t) = u(xi + 0; t); ux(xi + 0; t) � ux(xi � 0; t) == miT utt(xi; t); t > 0; i= 1; . . .; n; ujt=0 = f(x); utjt=0 =F (x); 0� x� l:1.16. u1tt = a21u1xx; �1 < x < 0u2tt = a22u2xx; 0 < x < +1) t > 0; u1(0; t) = u2(0; t);E1u1x(0; t) = E2u2x(0; t); t > 0; u1(x; 0) = f(x); u1t (x; 0) = F (x);�1 < x < 0; u2(x; 0) = f(x); u2t (x; 0) = F (x); x > 0; GDE u1; u2 |SME]ENIE TO^EK LEWOGO I PRAWOGO STERVNEJ, a2i = Ei=�i; i = 1; 2:1.18. @2u@t2 = g @@x �x @u@x�; 0 < x < l; t > 0; ju(0; t)j <1; u(l; t) = 0;t > 0; ujt=0 = f(x); utjt=0 = F (x); 0 � x � l:1.19. ��(l) = 0; r > R; ��(i) = 0; 0 � r < R; grad� = H;�lrjr=R = �(i)r jr=R; �(l)' jr=R = ��i' + 4�c jPOW����r=R ; j�i(0; t)j < 1;jPOW = J2�R | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX TOKA, A �(i);�(l) | POTENCIALMAGNITNOGO POLQ WNUTRI I WNE PROWODNIKA SOOTWETSTWENNO.1.20. Jx = �cvt; vx = �LJt; 0 < x < l; t > 0; vjt=0 = v0; v(0; t) == 1c tZ0 J dt NA ZAZEMLENNOM KONCE, vx(l; t) = 0 | NA IZOLIROWANNOM.1.21. �tt = a2�xx; 0 < x < l; t > 0; �jt=0 = �x=l; �tjt=0 = 0; 0 �� x � l; �jx=0 = 0; �xjx=l = � �JG �tt; GDE POSTOQNNYE a2; �; J; GIME@T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 1.4.

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 311.22. utt = a2uxx+ g; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 �� x � l; u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; t > 0; a2 = E=�.1.23. utt = a2uxx + g; 0 < x < l; t > 0; ujt=0 = utjt=0 = 0; 0 �� x � l; ujx=0 = 0; Qg uttjx=l = �ESuxjx=l +Q:1.25. utt = a2 �urr + 1r ur�; 0 < r < R; t > 0; u(r; 0) = f(r);ut(r; 0) = F (r); 0 � r � R; ju(0; t)j <1; urjr=R = 0:1.26. �'=0; r >R; t > 0; @'@r ���r=R=0; t > 0; limr!1 v= limr!1 grad' == v0; GDE v0 | SKOROSTX POTOKA NA BESKONE^NOSTI.1.27. utt = a2 �urr + 2r ur�; 0 � r < R; t > 0; u(r; 0) = f(r);utjt=0 = F (r); 0 � r � R; ju(0; t)j < 1; urjr=R = 0; GDE a2 == 
p0=�0.1.29. utt + kut = a2�u + f(r; '; t)� ; 0 � r < R; 0 � ' < 2�; t > 0;ujt=0 = utjt=0 = 0; ju(0; '; t)j < 1; u(R;'; t) = 0; GDE a2 = T=�;k = �=�; � | KO\FFICIENT UPRUGOGO SOPROTIWLENIQ SREDY.1.32. A) utt � a2�u+ 4��" ut = 0; a2 = c2"� ;B) �@2@t2�a2��'0=�4�c2"2� �; �@2@t2�a2��'= 0; �"c @'0@t �div'= 0;GDE E = (E1; E2; E3) | NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ, H == (H1; H2; H3) | NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQ, �(x) | PLOTNOSTXZARQDOW, " | DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ SREDY, � | KO\FFICIENTMAGNITNOJ PRONICAEMOSTI SREDY, I(x; t) = (I1; I2; I3) | TOK PROWODI-MOSTI.w SLU^AE A) DLQ KOMPONENT E I H POLU^AETSQ ODNO I TO VE TELE-GRAFNOE URAWNENIE.dLQ SLU^AQ B) WWODITSQ ^ETYREHKOMPONENTNYJ \LEKTROMAGNITNYJPOTENCIAL ('0;'); ' = ('1; '2; '3); S POMO]X@ KOTOROGO RE[ENIEURAWNENIJ mAKSWELLA I]ETSQ W WIDEE = grad'0� 1c @'@t ; H = 1� rot':1.33. Hxx = 4��c2 Ht + 1c2 Htt; x > 0; t > 0; H jt=0 = 0; Htjt=0 = 0;x > 0; H jx=0 = H0 sin
t; t > 0; GDE c | SKOROSTX SWETA.1.34. ut = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x); 0 � x � l;KRAEWYE USLOWIQ:A) ujx=0 = '1(t); ujx=l = '2(t); t > 0;B) �kSuxjx=0 = q1(t); kSuxjx=l = '2(t); t > 0;W) uxjx=0 = h[u(0; t) � '1(t)]; uxjx=l = �h[u(l; t) � '2(t)]; a2 == k=(c�) | TEPLOEMKOSTX, '1(t); '2(t) W SLU^AE A) | TEMPERATURA



30 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI1.12. @2u@t2 = a2 @@x �x2 @u@x�; 0 < x < l; t > 0; a2 = !22 ; ju(0; t)j <1;u(l; t) = 0; t > 0; u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x); 0 � x � l:1.13. utt = a2uxx; x 6= 0; t > 0; a2 = T0=�; u(x;0) = 0; ut(x;0) = 0;x 6= 0; USLOWIE W TO^KE x = 0 IMEET WID:A) �m0utt(0; t) + T0[ux(+0; t)� ux(�0; t)] + F0 sin
t = 0; t > 0;B) u(�0; t) = u(+0; t); �m0utt(0; t) + T0[ux(+0; t) � ux(�0; t)] = 0;t > 0; u(�0; 0) = u(+0; 0) = 0; m0ut(�0; 0) = m0ut(+0; 0) = p0;W) u(�0; t) = u(+0; t); t > 0; m0utt(0; t)+T0[ux(+0; t)�ux(�0; t)]��k2u(0; t) = 0; m0ut(�0;0) =m0ut(+0;0) = p0; u(�0;0) = u(+0;0) = 0:1.14. utt = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; a2 = E=�; u(x; 0) = f(x);ut(x; 0) = g(x); 0 � x � l; u(0; t) = 0; (ESux � kut)jx=l = 0; t > 0; GDEk | KO\FFICIENT TRENIQ DLQ KONCA STERVNQ x = l:1.15. utt = a2uxx; x 6= xi; i = 1; . . .; n; 0 < x < l; t > 0; u(0; t) == u(l; t) = 0; u(xi � 0; t) = u(xi + 0; t); ux(xi + 0; t) � ux(xi � 0; t) == miT utt(xi; t); t > 0; i= 1; . . .; n; ujt=0 = f(x); utjt=0 =F (x); 0� x� l:1.16. u1tt = a21u1xx; �1 < x < 0u2tt = a22u2xx; 0 < x < +1) t > 0; u1(0; t) = u2(0; t);E1u1x(0; t) = E2u2x(0; t); t > 0; u1(x; 0) = f(x); u1t (x; 0) = F (x);�1 < x < 0; u2(x; 0) = f(x); u2t (x; 0) = F (x); x > 0; GDE u1; u2 |SME]ENIE TO^EK LEWOGO I PRAWOGO STERVNEJ, a2i = Ei=�i; i = 1; 2:1.18. @2u@t2 = g @@x �x @u@x�; 0 < x < l; t > 0; ju(0; t)j <1; u(l; t) = 0;t > 0; ujt=0 = f(x); utjt=0 = F (x); 0 � x � l:1.19. ��(l) = 0; r > R; ��(i) = 0; 0 � r < R; grad� = H;�lrjr=R = �(i)r jr=R; �(l)' jr=R = ��i' + 4�c jPOW����r=R ; j�i(0; t)j < 1;jPOW = J2�R | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX TOKA, A �(i);�(l) | POTENCIALMAGNITNOGO POLQ WNUTRI I WNE PROWODNIKA SOOTWETSTWENNO.1.20. Jx = �cvt; vx = �LJt; 0 < x < l; t > 0; vjt=0 = v0; v(0; t) == 1c tZ0 J dt NA ZAZEMLENNOM KONCE, vx(l; t) = 0 | NA IZOLIROWANNOM.1.21. �tt = a2�xx; 0 < x < l; t > 0; �jt=0 = �x=l; �tjt=0 = 0; 0 �� x � l; �jx=0 = 0; �xjx=l = � �JG �tt; GDE POSTOQNNYE a2; �; J; GIME@T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 1.4.

x 1. wYWOD URAWNENIJ I POSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ 311.22. utt = a2uxx+ g; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 �� x � l; u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; t > 0; a2 = E=�.1.23. utt = a2uxx + g; 0 < x < l; t > 0; ujt=0 = utjt=0 = 0; 0 �� x � l; ujx=0 = 0; Qg uttjx=l = �ESuxjx=l +Q:1.25. utt = a2 �urr + 1r ur�; 0 < r < R; t > 0; u(r; 0) = f(r);ut(r; 0) = F (r); 0 � r � R; ju(0; t)j <1; urjr=R = 0:1.26. �'=0; r >R; t > 0; @'@r ���r=R=0; t > 0; limr!1 v= limr!1 grad' == v0; GDE v0 | SKOROSTX POTOKA NA BESKONE^NOSTI.1.27. utt = a2 �urr + 2r ur�; 0 � r < R; t > 0; u(r; 0) = f(r);utjt=0 = F (r); 0 � r � R; ju(0; t)j < 1; urjr=R = 0; GDE a2 == 
p0=�0.1.29. utt + kut = a2�u + f(r; '; t)� ; 0 � r < R; 0 � ' < 2�; t > 0;ujt=0 = utjt=0 = 0; ju(0; '; t)j < 1; u(R;'; t) = 0; GDE a2 = T=�;k = �=�; � | KO\FFICIENT UPRUGOGO SOPROTIWLENIQ SREDY.1.32. A) utt � a2�u+ 4��" ut = 0; a2 = c2"� ;B) �@2@t2�a2��'0=�4�c2"2� �; �@2@t2�a2��'= 0; �"c @'0@t �div'= 0;GDE E = (E1; E2; E3) | NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ, H == (H1; H2; H3) | NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQ, �(x) | PLOTNOSTXZARQDOW, " | DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ SREDY, � | KO\FFICIENTMAGNITNOJ PRONICAEMOSTI SREDY, I(x; t) = (I1; I2; I3) | TOK PROWODI-MOSTI.w SLU^AE A) DLQ KOMPONENT E I H POLU^AETSQ ODNO I TO VE TELE-GRAFNOE URAWNENIE.dLQ SLU^AQ B) WWODITSQ ^ETYREHKOMPONENTNYJ \LEKTROMAGNITNYJPOTENCIAL ('0;'); ' = ('1; '2; '3); S POMO]X@ KOTOROGO RE[ENIEURAWNENIJ mAKSWELLA I]ETSQ W WIDEE = grad'0� 1c @'@t ; H = 1� rot':1.33. Hxx = 4��c2 Ht + 1c2 Htt; x > 0; t > 0; H jt=0 = 0; Htjt=0 = 0;x > 0; H jx=0 = H0 sin
t; t > 0; GDE c | SKOROSTX SWETA.1.34. ut = a2uxx; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x); 0 � x � l;KRAEWYE USLOWIQ:A) ujx=0 = '1(t); ujx=l = '2(t); t > 0;B) �kSuxjx=0 = q1(t); kSuxjx=l = '2(t); t > 0;W) uxjx=0 = h[u(0; t) � '1(t)]; uxjx=l = �h[u(l; t) � '2(t)]; a2 == k=(c�) | TEPLOEMKOSTX, '1(t); '2(t) W SLU^AE A) | TEMPERATURA



32 gL. I. pOSTANOWKI KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIKONCOW STERVNQ, W SLU^AE B) | TEMPERATURA OKRUVA@]EGO PROSTRAN-STWA NA KONCAH STERVNQ, qi | TEPLOWYE POTOKI NA KONCAH STERVNQ.1.35. ut = Duxx; 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x); 0 � x � l;GRANI^NYE USLOWIQ:A) u(0; t) = u(l; t) = 0; t > 0;B) ux(0; t) = ux(l; t) = 0; t > 0;W) uxjx=0 = h[u(0; t)�'1(t)]; t > 0; uxjx=l = �h[u(l; t)�'2(t)]; GDE�=D = h; � | KO\FFICIENT PRONICAEMOSTI NA KONCAH.1.36. ut = D�u� �u; t > 0; x = (x1; x2; x3) 2 R3:1.37. ut = a2uxx � �pc�S u; 0 < x < l; t > 0; ujt=0 = f(x); 0 � x � l;ujx=0 = u0; (ux + hu)jx=l = 0; t > 0; p | PERIMETR POPERE^NOGOSE^ENIQ STERVNQ, h = �=k; a2 = k=(c�):1.38. ut = a2uxx + qc �(x � v0t); �1 < x < +1; t > 0; u(x; 0) == '(x); a2 = k=(c�):1.39. ut = a2uxx � b(u � u0); 0 < x < l; t > 0; u(x; 0) = f(x);0 � x � l; ujx=0 = ujx=l; uxjx=0 = uxjx=l; a2 = kc� ; b = �Pc�S , GDEP | PERIMETR POPERE^NOGO SE^ENIQ KOLXCA, x = R�; � | UGLOWAQKOORDINATA.1.40. ut = Duzz � vuz; z > z0; t > 0; (Duz � vu)jz=z0 = 0; t > 0;GDE v | SKOROSTX OSEDANIQ ^ASTIC.1.41. �1� xH�2 @u@t = a2 @@x ��1� xH�2 @u@x�� 2�(1�x=H)c�r0 cos 
 u; 0 < x < l;t > 0; ujt=0 = u0; 0 � x � l; uxjx=0 = uxjx=l = 0; t > 0; GDEa2 = k=(c�); H | POLNAQ WYSOTA KONUSA, 
 | POLOWINA UGLA RASTWO-RA KONUSA, r0 | RADIUS BOLX[OGO OSNOWANIQ, l | WYSOTA USE^ENNOGOKONUSA.1.42. ct = Dcxx; 0 < x < l; t > 0; c(x; 0) = �c0; 0 < x < h;0; h < x < l:1.43. ut = a2�urr+ 2r ur�+ Qc� ; 0� r < R; t > 0; ujt=0 = f(r); 0�� t � R; ju(0; t)j <1; GRANI^NYE USLOWIQ:A) u(R; t) = 0;B) (ur +Hu)jr=R = 0; H = �=k; a2 = k=(c�):1.44. ut = a2 �urr + 2r ur�; 0 � r < R; t > 0; ujt=0 = 0; 0 � r � R;GRANI^NYE USLOWIQ:A) ju(0; t)j <1; ur(R; t) = q=k; t > 0;B) ju(0; t)j < 1; (ur + Hu)jr=R = '(t); t > 0; H = �=k; a2 == k=(c�).

x 2. kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA 331.45. A) ut = a2uxx; �h < x < h; t > 0; ujt=0 = 0; (kux+ q)jx=�h == 0; (�kux + q)jx=h = 0;B) ut = a2uxx + Qc� ; �h < x < h; t > 0; ujt=0 = 0; ujx=�h = 0;a2 = k=(c�):1.49. ut = a(x) uxx; x 6= 0; t > 0; u(x; 0) = f(x); u(�0; t) == u(+0; t); k1ux(�0; t) = k2ux(+0; t); a(x) = �a21; x < 0;a22; x > 0; a2i = kici�i ;i = 1; 2:x2. kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ WTOROGO PORQDKAuRAWNENIE nXi;j=1 aij(x)uxixj +�(x; u; gradu) = 0W KAVDOJ FIKSIROWANNOJ TO^KE x0 MOVNO PRIWESTI K KANONI^ESKOMUWIDU NEOSOBYM LINEJNYM PREOBRAZOWANIEM � = BTx; GDE B | TAKAQMATRICA, ^TO PREOBRAZOWANIE y = B� PRIWODIT KWADRATI^NU@ FORMUnXi;j=1 aij(x0) yiyjK KANONI^ESKOMU WIDU. (l@BU@ KWADRATI^NU@ FORMU MOVNO PRIWESTIK KANONI^ESKOMU WIDU, NAPRIMER, METODOM WYDELENIQ POLNYH KWADRA-TOW.)2.1. pRIWESTI K KANONI^ESKOMU WIDU URAWNENIQ:1) uxx + 2uxy � 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0;2) 4uxx � 4uxy � 2uyz + uy + uz = 0;3) uxy � uxz + ux + uy � uz = 0;4) uxx + 2uxy � 2uxz + 2uyy + 2uzz = 0;5) uxx + 2uxy � 4uxz � 6uyz � uzz = 0;6) uxx + 2uxy + 2uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 3utt = 0;7) uxy � uxt + uzz � 2uzt + 2utt = 0;8) uxy + uxz + uxt + uzt = 0;9) uxx + 2uxy � 2uxz � 4uyz + 2uyt + uzz = 0;10) uxx + 2uxz � 2uxt + uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 2utt = 0;11) ux1x1 + 2 nPk=2uxkxk � 2 n�1Pk=1 uxkxk+1 = 0;12) ux1x1�2 nPk=2(�1)kuxk�1xk =0; 13) nPk=1 kuxkxk+2Pl<k luxlxk =0;14) nPk=1 uxkxk + Pl<k luxlxk = 0; 15) Pl<k uxlxk = 0:3 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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34 gL. I. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIuRAWNENIEa(x; y)uxx + 2b(x; y)uxy + c(x; y)uyy = �(x; y; u; ux; uy); (1)GDE jaj+ jbj+ jcj 6= 0; PRINADLEVIT (W TO^KE ILI OBLASTI):G I P E R B O L I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac > 0;P A R A B O L I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac = 0;\ L L I P T I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac < 0.dLQ URAWNENIQ (1) HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIEa(x; y)(dy)2 � 2b(x; y) dx dy + c(x; y)(dx)2 = 0RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ:a dy � �b+pb2 � ac� dx = 0; (2)a dy � �b�pb2 � ac� dx = 0: (3)u R A W N E N I Q G I P E R B O L I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac > 0:oB]IE INTEGRALY '(x; y) = c1;  (x; y) = c2 URAWNENIJ (2) I (3) DEJST-WITELXNY I RAZLI^NY. oNI OPREDELQ@T DWA RAZLI^NYH SEMEJSTWA DEJ-STWITELXNYH HARAKTERISTIK DLQ URAWNENIQ (1). zAMENOJ PEREMENNYH� = '(x; y); � =  (x; y) URAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMUWIDU u�� = �1(�; �; u; u�; u�):u R A W N E N I Q P A R A B O L I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac = 0:uRAWNENIQ (2) I (3) SOWPADA@T. oB]IJ INTEGRAL '(x; y) = c URAW-NENIQ (2) OPREDELQET SEMEJSTWO DEJSTWITELXNYH HARAKTERISTIK DLQURAWNENIQ (1). zAMENOJ PEREMENNYH � = '(x; y); � =  (x; y), GDE (x; y) | L@BAQ GLADKAQ FUNKCIQ TAKAQ, ^TO \TA ZAMENA PEREMENNYHWZAIMNO ODNOZNA^NA W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI, URAWNENIE (1) PRI-WODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDUu�� = �1(�; �; u; u�; u�):u R A W N E N I Q \ L L I P T I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac < 0:pUSTX '(x; y) + i (x; y) = c | OB]IJ INTEGRAL URAWNENIQ (2), GDE'(x; y) I  (x; y) | DEJSTWITELXNYE FUNKCII�). tOGDA ZAMENOJ PERE-MENNYH � = '(x; y); � =  (x; y) URAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI-^ESKOMU WIDU u�� + u�� = �1(�; �; u; u�; u�):2.2. w KAVDOJ OBLASTI, GDE SOHRANQETSQ TIP URAWNENIQ, PRIWESTIK KANONI^ESKOMU WIDU URAWNENIQ:1) uxx � 2uxy � 3uyy + uy = 0;2) uxx � 6uxy + 10uyy + ux � 3uy = 0;�)eSLI a; b; c | ANALITI^ESKIE FUNKCII, TO SU]ESTWOWANIE OB]EGO IN-TEGRALA URAWNENIQ (2) WYTEKAET IZ TEOREMY kOWALEWSKOJ.

x 2. kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA 353) 4uxx + 4uxy + uyy � 2uy = 0; 4) uxx � xuyy = 0;5) uxx � yuyy = 0; 6) xuxx � yuyy = 0;7) yuxx � xuyy = 0; 8) x2uxx + y2uyy = 0;9) y2uxx + x2uyy = 0; 10) y2uxx � x2uyy = 0;11) (1+x2)uxx+(1+y2)uyy+yuy = 0; 12) 4y2uxx� e2xuyy = 0;13) uxx � 2 sinxuxy + (2� cos2 x)uyy = 0;14) y2uxx + 2yuxy + uyy = 0;15) x2uxx � 2xuxy + uyy = 0:pUSTX KO\FFICIENTY URAWNENIQ (1) NEPRERYWNY W NEKOTOROJ OB-LASTI D. fUNKCIQ u(x; y) NAZYWAETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1), ESLIONA PRINADLEVIT KLASSU C2(D) I UDOWLETWORQET URAWNENI@ (1) W OB-LASTI D: mNOVESTWO WSEH RE[ENIJ URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ OB]IMRE[ENIEM URAWNENIQ (1).2.3. nAJTI OB]EE RE[ENIE URAWNENIJ S POSTOQNNYMI KO\FFICIEN-TAMI:1) uxy = 0; 2) uxx � a2uyy = 0;3) uxx � 2uxy � 3uyy = 0; 4) uxy + aux = 0;5) 3uxx�5uxy�2uyy+3ux+uy=2; 6) uxy+aux+ buy+abu=0;7) uxy � 2ux � 3uy + 6u = 2ex+y;8) uxx + 2auxy + a2uyy + ux + auy = 0:2.4. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMIuxy + aux + buy + cu = 0ZAMENOJ u(x; y) = v(x; y) e�bx�ay PRIWODITSQ K WIDU vxy+(c�ab) v = 0:2.5. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy = u IMEET WIDu(x; y) = xZ0 f(t) J0 �2ipy(x� t)� dt++ yZ0 g(t) J0 �2ipx(y � t)� dt+ [f(0) + g(0)] J0 (2ipxy);GDE J0(z) | FUNKCIQ bESSELQ, A f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII KLAS-SA C1:2.6. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy = F (x; y); GDEF 2 C(jx� x0j < a; jy � y0j < b); IMEET WIDu(x; y) = f(x) + g(y) + xZx0 yZy0 F (�; �) d� d�;GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII KLASSA C2:2.7. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy +A(x; y)ux = 0;GDE A(x; y) 2 C1(jx� x0j < a; jy � y0j < b); IMEET WID3�



34 gL. I. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIuRAWNENIEa(x; y)uxx + 2b(x; y)uxy + c(x; y)uyy = �(x; y; u; ux; uy); (1)GDE jaj+ jbj+ jcj 6= 0; PRINADLEVIT (W TO^KE ILI OBLASTI):G I P E R B O L I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac > 0;P A R A B O L I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac = 0;\ L L I P T I ^ E S K O M U T I P U, ESLI b2 � ac < 0.dLQ URAWNENIQ (1) HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIEa(x; y)(dy)2 � 2b(x; y) dx dy + c(x; y)(dx)2 = 0RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ:a dy � �b+pb2 � ac� dx = 0; (2)a dy � �b�pb2 � ac� dx = 0: (3)u R A W N E N I Q G I P E R B O L I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac > 0:oB]IE INTEGRALY '(x; y) = c1;  (x; y) = c2 URAWNENIJ (2) I (3) DEJST-WITELXNY I RAZLI^NY. oNI OPREDELQ@T DWA RAZLI^NYH SEMEJSTWA DEJ-STWITELXNYH HARAKTERISTIK DLQ URAWNENIQ (1). zAMENOJ PEREMENNYH� = '(x; y); � =  (x; y) URAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMUWIDU u�� = �1(�; �; u; u�; u�):u R A W N E N I Q P A R A B O L I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac = 0:uRAWNENIQ (2) I (3) SOWPADA@T. oB]IJ INTEGRAL '(x; y) = c URAW-NENIQ (2) OPREDELQET SEMEJSTWO DEJSTWITELXNYH HARAKTERISTIK DLQURAWNENIQ (1). zAMENOJ PEREMENNYH � = '(x; y); � =  (x; y), GDE (x; y) | L@BAQ GLADKAQ FUNKCIQ TAKAQ, ^TO \TA ZAMENA PEREMENNYHWZAIMNO ODNOZNA^NA W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI, URAWNENIE (1) PRI-WODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDUu�� = �1(�; �; u; u�; u�):u R A W N E N I Q \ L L I P T I ^ E S K O G O T I P A: b2 � ac < 0:pUSTX '(x; y) + i (x; y) = c | OB]IJ INTEGRAL URAWNENIQ (2), GDE'(x; y) I  (x; y) | DEJSTWITELXNYE FUNKCII�). tOGDA ZAMENOJ PERE-MENNYH � = '(x; y); � =  (x; y) URAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI-^ESKOMU WIDU u�� + u�� = �1(�; �; u; u�; u�):2.2. w KAVDOJ OBLASTI, GDE SOHRANQETSQ TIP URAWNENIQ, PRIWESTIK KANONI^ESKOMU WIDU URAWNENIQ:1) uxx � 2uxy � 3uyy + uy = 0;2) uxx � 6uxy + 10uyy + ux � 3uy = 0;�)eSLI a; b; c | ANALITI^ESKIE FUNKCII, TO SU]ESTWOWANIE OB]EGO IN-TEGRALA URAWNENIQ (2) WYTEKAET IZ TEOREMY kOWALEWSKOJ.

x 2. kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA 353) 4uxx + 4uxy + uyy � 2uy = 0; 4) uxx � xuyy = 0;5) uxx � yuyy = 0; 6) xuxx � yuyy = 0;7) yuxx � xuyy = 0; 8) x2uxx + y2uyy = 0;9) y2uxx + x2uyy = 0; 10) y2uxx � x2uyy = 0;11) (1+x2)uxx+(1+y2)uyy+yuy = 0; 12) 4y2uxx� e2xuyy = 0;13) uxx � 2 sinxuxy + (2� cos2 x)uyy = 0;14) y2uxx + 2yuxy + uyy = 0;15) x2uxx � 2xuxy + uyy = 0:pUSTX KO\FFICIENTY URAWNENIQ (1) NEPRERYWNY W NEKOTOROJ OB-LASTI D. fUNKCIQ u(x; y) NAZYWAETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1), ESLIONA PRINADLEVIT KLASSU C2(D) I UDOWLETWORQET URAWNENI@ (1) W OB-LASTI D: mNOVESTWO WSEH RE[ENIJ URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ OB]IMRE[ENIEM URAWNENIQ (1).2.3. nAJTI OB]EE RE[ENIE URAWNENIJ S POSTOQNNYMI KO\FFICIEN-TAMI:1) uxy = 0; 2) uxx � a2uyy = 0;3) uxx � 2uxy � 3uyy = 0; 4) uxy + aux = 0;5) 3uxx�5uxy�2uyy+3ux+uy=2; 6) uxy+aux+ buy+abu=0;7) uxy � 2ux � 3uy + 6u = 2ex+y;8) uxx + 2auxy + a2uyy + ux + auy = 0:2.4. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMIuxy + aux + buy + cu = 0ZAMENOJ u(x; y) = v(x; y) e�bx�ay PRIWODITSQ K WIDU vxy+(c�ab) v = 0:2.5. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy = u IMEET WIDu(x; y) = xZ0 f(t) J0 �2ipy(x� t)� dt++ yZ0 g(t) J0 �2ipx(y � t)� dt+ [f(0) + g(0)] J0 (2ipxy);GDE J0(z) | FUNKCIQ bESSELQ, A f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII KLAS-SA C1:2.6. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy = F (x; y); GDEF 2 C(jx� x0j < a; jy � y0j < b); IMEET WIDu(x; y) = f(x) + g(y) + xZx0 yZy0 F (�; �) d� d�;GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII KLASSA C2:2.7. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ uxy +A(x; y)ux = 0;GDE A(x; y) 2 C1(jx� x0j < a; jy � y0j < b); IMEET WID3�



36 gL. I. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKIu(x; y) = f(y) + xZx0 g(�) exp8<:� yZy0 A(�; �) d�9=; d�;GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII KLASSOW C2 I C1 SOOTWETSTWENNO.2.8. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQuxy � 1x� y ux + 1x� y uy = 0IMEET WID u(x; y) = f(x) + g(y)x� y ; GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII IZKLASSA C2:2.9. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQuxy � nx� y ux + mx� y uy = 0;GDE n I m | NATURALXNYE ^ISLA, IMEET WIDu(x; y) = @n+m�2@xm�1@yn�1 �f(x) + g(y)x� y �;GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII IZ KLASSOW Cm+1 I Cn+1 SOOT-WETSTWENNO.2.10. dOKAZATX, ^TO OB]EE RE[ENIE URAWNENIQuxy + nx� y ux � mx� y uy = 0;GDE n I m | NEOTRICATELXNYE CELYE ^ISLA, IMEET WIDu(x; y) = (x � y)n+m+1 @n+m@xn@ym �f(x) + g(y)x� y �;GDE f I g | PROIZWOLXNYE FUNKCII IZ KLASSOW Cn+2 I Cm+2 SOOTWET-STWENNO.2.11. w KAVDOJ IZ OBLASTEJ, GDE SOHRANQETSQ TIP URAWNENIQ, NAJTIOB]EE RE[ENIE URAWNENIJ:1) yuxx + (x � y)uxy � xuyy = 0; 2) x2uxx � y2uyy = 0;3) x2uxx+2xyuxy�3y2uyy�2xux=0; 4) x2uxx+2xyuxy+y2uyy=0;5) uxy � xux + u = 0; 6) uxy + 2xyuy � 2xu = 0;7) uxy+ux+yuy+(y� 1)u = 0;8) uxy + xux + 2yuy + 2xyu = 0:oTWETY K x22.1. 1) u�� + u�� + u�� = 0; � = x; � = y � x; � = x� 12 y + 12 z;2) u�� � u�� + u�� + u� = 0; � = 12 x; � = 12 x+ y; � = �12 x� y + z;3) u�� � u�� + 2u� = 0; � = x+ y; � = y � x; � = y + z;

x 2. kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA 374) u�� + u�� = 0; � = x; � = y � x; � = 2x� y + z;5) u�� � u�� � u�� = 0; � = x; � = y � x; � = 32 x� 12 y + 12 z;6) u�� + u�� + u�� + u�� = 0; � = x; � = y � x; � = x � y + z;� = 2x� 2y + z + t;7) u���u��+u��+u�� = 0; � = x+y; � = y�x; � = z; � = y+z+t;8) u�� � u�� + u�� � u�� = 0; � = x+ y; � = x� y; � = �2y+ z + t;� = z � t;9) u���u��+u�� = 0; � = x; � = y�x; � = 2x�y+z; � = x+z+t;10) u�� + u�� = 0; � = x; � = y; � = �x� y + z; � = x� y + t;11) nPk=1 u�k�k = 0; �k = kPl=1 xl; k = 1; 2; . . .; n;12) nPk=1(�1)k+1u�k�k = 0; �k = kPl=1xl; k = 1; 2; . . .; n;13) nPk=1 u�k�k = 0; �1 = x1; �k = xk � xk�1; k = 2; 3; . . .; n;14) nPk=1 u�k�k =0; �k =r 2kk + 1�xk� 1k Pl<k xl�; k=1; 2; . . .; n;15) u�1�1 � nPk=2 u�k�k = 0; �1 = 3� np2(n � 1) x1 + r 2n � 1 nPk=2 xk;�k = 1p2 x1 �p2xk ; k = 2; 3; . . .; n:2.2. 1) u�� � 116 (u� � u�) = 0; � = x� y; � = 3x+ y;2) u�� + u�� + u� = 0; � = x; � = 3x+ y;3) u�� + u� = 0; � = x� 2y; � = x;4) u��+ 16(� + �) (u�+u�) = 0; � = 23 x3=2+y; � = 23 x3=2�y; x > 0;u�� + u�� + 13� u� = 0; � = 23 (�x)3=2; � = y; x < 0;5) u�� + 12(� � �) (u� � u�) = 0; � = x + 2py; � = x � 2py; y > 0;u�� + u�� � 1� u� = 0; � = x; � = 2p�y; y < 0;6) u�� � u�� � 1� u� + 1� u� = 0; � = pjxj; � = pjyj (x > 0;y > 0 ILI x < 0; y < 0); u�� + u�� � 1� u� � 1� u� = 0; � = pjxj;� =pjyj (x > 0; y < 0 ILI x < 0; y > 0);7) u�� � u�� + 13� u� � 13� u� = 0; � = jxj3=2; � = jyj3=2 (x > 0;y > 0 ILI x < 0; y < 0); u�� + u�� + 13� u� + 13� u� = 0; � = jxj3=2;� = jyj3=2 (x > 0; y < 0 ILI x < 0; y > 0);
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38 gL. I. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI8) u�� + u�� � u� � u� = 0; � = ln jxj; � = ln jyj (W KAVDOM KWAD-RANTE);9) u�� + u�� + 12� u� + 12� u� = 0; � = y2; � = x2 (W KAVDOM KWAD-RANTE);10) u�� + 12(�2 � �2) (�u� � �u�) = 0; � = y2 � x2; � = y2 + x2(W KAVDOM KWADRANTE);11) u��+ u��� th �u� = 0; � = ln�x+p1+x2 �; � = ln�y+p1+y2�;12) u��� 12(� � �) (u��u�)+ 14(� + �) (u�+u�) = 0; � = y2+ ex; � == y2 � ex (y > 0 ILI y < 0);13) u�� + u�� + cos �u� = 0; � = x; � = y � cosx;14) u�� � 2u� = 0; � = 2x� y2; � = y;15) u�� � �u� = 0; � = xey; � = y;2.3. 1) f(x) + g(y); 2) f(y+ ax) + g(y� ax);3) f(x� y) + g(3x+ y); 4) f(y) + g(x) e�ay;5) x�y+f(x�3y)+g(2x+y)e(3y�x)=7; 6) [f(x) + g(y)] e�bx�ay;7) ex+y + [f(x) + g(y)] e3x+2y; 8) f(y�ax)+g(y�ax)e�x:2.11. 1) f(x+ y) + (x � y) g(x2 � y2) (x > �y ILI x < �y);2) f(xy) +pjxyj g�xy� (W KAVDOM KWADRANTE);3) f(xy) + jxyj3=4g�x3y � (W KAVDOM KWADRANTE);4) xf�xy�+ g�xy� (W KAVDOM KWADRANTE);5) xf(y) � f 0(y) + xZ0 (x � �) g(�) e�yd� (u K A Z A N I E. oBOZNA^AQux = v; POLU^ITX SOOTNO[ENIQ u = xv � vy; vxy � xvx = 0:);6) 2yg(x)+ 1x g0(x)+ yZ0 (y��) f(�) e�x2�d� (u K A Z A N I E. oBOZNA-^AQ uy = v; POLU^ITX SOOTNO[ENIQ u = 12x vx + yv; vxy + 2xyvy = 0:);7) e�y�yf(x) + f 0(x) + yZ0 (y� �) g(�) e�x�d�� (u K A Z A N I E. oBO-ZNA^AQ uy + u = v; POLU^ITX SOOTNO[ENIQ u = vx + yv; vxy + vx++ yvy + yv = 0:);8) e�xy�yf(x)+f 0(x)+ yZ0 (y��) g(�) e�x�d�� (u K A Z A N I E. oBO-ZNA^AQ uy + xu = v; POLU^ITX SOOTNO[ENIQ u = vx +2yv; (vy + xv)x++2y(vy + xv) = 0:):



g L A W A IIfunkcionalxnye prostranstwai integralxnye urawneniqx3. iZMERIMYE FUNKCII. iNTEGRAL lEBEGA1. iZMERIMYE FUNKCII. mNOVESTWO E � Rn NAZYWAETSQ MNO-VESTWOM (n-MERNOJ) MERY NULX, ESLI PO L@BOMU " > 0 MOVNO NAJ-TI POKRYWA@]EE EGO S^ETNOE MNOVESTWO OTKRYTYH (n-MERNYH) KUBOW,SUMMA OB_EMOW KOTORYH MENX[E ":pUSTX Q � Rn | OBLASTX. eSLI NEKOTOROE SWOJSTWO WYPOLNENOWS@DU W Q; ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MOVET, MNOVESTWA MERY NULX, TOGOWORQT, ^TO \TO SWOJSTWO WYPOLNENO PO^TI WS@DU W Q (P. W. W Q).zADANNAQ W OBLASTI Q FUNKCIQ f(x) NAZYWAETSQ IZMERIMOJ W Q, ESLIONA QWLQETSQ PREDELOM P. W. W Q SHODQ]EJSQ POSLEDOWATELXNOSTI FUNK-CIJ IZ C(Q): eSLI f(x) = g(x) P. W. W Q, TO GOWORQT, ^TO FUNKCII\KWIWALENTNY W Q.3.1. uSTANOWITX, ^TO SLEDU@]IE MNOVESTWA QWLQ@TSQ MNOVESTWA-MI MERY NULX:1) KONE^NOE MNOVESTWO TO^EK;2) S^ETNOE MNOVESTWO TO^EK;3) PERESE^ENIE S^ETNOGO MNOVESTWA MNOVESTW MERY NULX;4) OB_EDINENIE S^ETNOGO MNOVESTWA MNOVESTW MERY NULX;5) GLADKAQ (n� 1)-MERNAQ POWERHNOSTX;6) GLADKAQ k-MERNAQ POWERHNOSTX (k � n� 1):w ZADA^AH 3.2{3.9 DOKAZATX UTWERVDENIQ.3.2. fUNKCIQ dIRIHLE �(x) (RAWNAQ 1, ESLI WSE KOORDINATY TO^-KI x RACIONALXNY, I 0 W PROTIWOPOLOVNOM SLU^AE) RAWNA NUL@ P. W.3.3. fUNKCIQ f(x) = 11� jxj PO^TI WS@DU NEPRERYWNA W Rn.3.4. pOSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ fn(x) = jxjn W [ARE jxj � 1 SHO-DITSQ K NUL@ P. W.3.5. t E O R E M A. dLQ TOGO ^TOBY MNOVESTWO E BYLO MNO-VESTWOM MERY NULX, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY SU]EST-WOWALO TAKOE EGO POKRYTIE S^ETNOJ SISTEMOJ OTKRYTYH KUBOW SKONE^NOJ SUMMOJ OB_EMOW, PRI KOTOROM KAVDAQ TO^KA E OKAZYWA-ETSQ POKRYTOJ BESKONE^NYM MNOVESTWOM KUBOW.



40 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ3.6. fUNKCIQ f 2 C(Q) IZMERIMA.3.7. eSLI f(x) I g(x) \KWIWALENTNY I g(x) IZMERIMA W Q; TO f(x)TOVE IZMERIMA W Q:3.8. pREDEL PO^TI WS@DU SHODQ]EJSQ POSLEDOWATELXNOSTI IZMERI-MYH FUNKCIJ QWLQETSQ IZMERIMOJ FUNKCIEJ.3.9. fUNKCIQ, NEPRERYWNAQ W Q ZA ISKL@^ENIEM PODMNOVESTWA,SOSTAWLENNOGO IZ KONE^NOGO (ILI S^ETNOGO) ^ISLA GLADKIH k-MERNYHPOWERHNOSTEJ (k � n� 1); IZMERIMA W Q:3.10. uSTANOWITX IZMERIMOSTX SLEDU@]IH FUNKCIJ, ZADANNYH NAOTREZKE [�1; 1];A) y = signx;B) y = (sin 1x ; x 6= 0;0; x = 0; W) y = (sign �sin 1x� ; x 6= 0;0; x = 0;G) y =8<: 1n ; ESLI x = mn PRI WZAIMNO PROSTYH m;n;0; ESLI x IRRACIONALXNO:3.11. pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) IZMERIMY W Q: uSTANOWITX IZ-MERIMOSTX SLEDU@]IH FUNKCIJ:A) f(x) g(x); B) f(x)g(x) (PRI USLOWII g(x) 6= 0; x 2 Q);W) jf(x)j; G) (f(x))g(x); ESLI f(x) > 0.3.12. pUSTX f(x) 2 C(Q) I W KAVDOJ TO^KE x 2 Q SU]ESTWUETPROIZWODNAQ fxi. dOKAZATX, ^TO fxi IZMERIMA W Q:3.13. A) pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) IZMERIMY W Q: dOKAZATX IZ-MERIMOSTX W Q FUNKCIJ max ff(x); g(x)g; min ff(x); g(x)g:B) dOKAZATX, ^TO WSQKAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ f(x) ESTX RAZNOSTXDWUH NEOTRICATELXNYH IZMERIMYH FUNKCIJf+(x) = max ff(x); 0g; f�(x) = min f0;�f(x)g:3.14. dOKAZATX, ^TO NEUBYWA@]AQ (NEWOZRASTA@]AQ) NA OTREZKE[a; b] FUNKCIQ IZMERIMA.3.15. dOKAZATX, ^TO ESLI f(x) IZMERIMA W Q; TO SU]ESTWUET POSLE-DOWATELXNOSTX MNOGO^LENOW, SHODQ]IHSQ K f(x) P. W. W Q:2. iNTEGRAL lEBEGA. zADANNU@ W OBLASTI Q FUNKCI@ f(x) BU-DEM S^ITATX PRINADLEVA]EJ KLASSU L+(Q), ESLI SU]ESTWUET NEUBY-WA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX NEPRERYWNYH W Q FINITNYH FUNKCIJfn(x); n = 1; 2; . . .; SHODQ]AQSQ K f(x) P. W. W Q I TAKAQ, ^TO POSLEDO-WATELXNOSTX INTEGRALOW (rIMANA) ZQ fn(x) dx OGRANI^ENA SWERHU. pRI
x 3. iZMERIMYE FUNKCII. iNTEGRAL lEBEGA 41\TOM INTEGRAL lEBEGA OT FUNKCII f(x) 2 L+(Q) OPREDELQETSQ RAWEN-STWOM (L) ZQ f dx = supn ZQ fn dx = limn!1 ZQ fn dx:fUNKCIQ f(x) NAZYWAETSQ INTEGRIRUEMOJ PO lEBEGU PO OBLASTI Q,ESLI EE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE RAZNOSTI f(x) = f1(x)� f2(x) DWUHFUNKCIJ f1(x) I f2(x) IZ L+(Q): pRI \TOM INTEGRAL lEBEGA OT FUNK-CII f(x) OPREDELQETSQ RAWENSTWOM(L) ZQ f dx = (L) ZQ f1 dx� (L) ZQ f2 dx:kOMPLEKSNOZNA^NU@ FUNKCI@ f(x) = Re f(x) + i Im f(x) BUDEMNAZYWATX INTEGRIRUEMOJ PO lEBEGU PO OBLASTI Q, ESLI FUNKCIIRe f(x); Im f(x) INTEGRIRUEMY PO lEBEGU. pRI \TOM PO OPREDELENI@POLAGAEM (L) ZQ f dx = (L) ZQ Re f dx+ i(L) ZQ Im f dx:mNOVESTWO INTEGRIRUEMYH PO lEBEGU PO OBLASTI Q KOMPLEKSNO-ZNA^NYH FUNKCIJ, OTOVDESTWLQEMYH W SLU^AE IH \KWIWALENTNOSTI,OBOZNA^AETSQ L1(Q):fUNKCII IZ L1(Q) KONE^NY P. W. W Q. eSLI FUNKCIQ INTEGRIRUEMAPO rIMANU, TO ONA INTEGRIRUEMA I PO lEBEGU I EE INTEGRALY rIMANAI lEBEGA SOWPADA@T. pO\TOMU W DALXNEJ[EM BUDEM OPUSKATX (L) PEREDZNAKOM INTEGRALA; WSEGDA POD INTEGRALOM PODRAZUMEWAETSQ INTEGRALlEBEGA, A POD INTEGRIRUEMOJ FUNKCIEJ | FUNKCIQ, INTEGRIRUEMAQPO lEBEGU. bOLEE TOGO, ESLI FUNKCIQ ABSOL@TNO NESOBSTWENNO INTEG-RIRUEMA PO rIMANU, TO ONA INTEGRIRUEMA I PO lEBEGU I EE INTEGRALYrIMANA I lEBEGA SOWPADA@T.sLEDU@]IE TEOREMY IGRA@T WAVNU@ ROLX W TEORII LEBEGOWSKOGOINTEGRIROWANIQ.A) eSLI FUNKCIQ f(x) IZMERIMA W Q I jf(x)j � g(x); GDE g(x) 22 L1(Q); TO f 2 L1(Q): w ^ASTNOSTI, IZMERIMAQ OGRANI^ENNAQ FUNK-CIQ W OGRANI^ENNOJ OBLASTI Q PRINADLEVIT L1(Q):B) t E O R E M A l E B E G A. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX IZMERI-MYH W Q FUNKCIJ f1(x); . . . ; fn(x); . . . SHODITSQ K FUNKCII f(x) P. W. W QI jfn(x)j � g(x); GDE g 2 L1(Q); TO f 2 L1(Q) I ZQ fn(x) dx �! ZQ f dxPRI n �!1:W) t E O R E M A f U B I N I. eSLI f(x; y) 2 L1(Q�P ); x = (x1; . . .. . .; xn) 2 Q; y = (y1; . . .; ym) 2 P; GDE Q I P | NEKOTORYE OBLASTI IZRn I Rm SOOTWETSTWENNO, TOZQ f(x; y) dx 2 L1(P ); ZP f(x; y) dy 2 L1(Q)I
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42 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQZQ�P f(x; y) dx dy = ZQ dx ZP f(x; y) dy = ZP dy ZQ f(x; y) dx:eSLI f(x; y) IZMERIMA W Q� P; DLQ P. W. x 2 Q FUNKCIQ jf(x; y)j 22 L1(P ) I ZP jf(x; y)j dy 2 L1(Q); TO f(x; y) 2 L1(Q� P ):w ZADA^AH 3.16{3.20 DOKAZATX UTWERVDENIQ.3.16. eSLI f(x) � 0 I ZQ f(x) dx = 0; TO f(x) = 0 P. W. W Q:3.17. eSLI f(x) = 0 P. W. W Q; TO ZQ f dx = 0:3.18. eSLI f; g 2 L1(Q); TO �f + �g 2 L1(Q) PRI L@BYH POSTOQN-NYH � I �:3.19. eSLI f 2 L1(Q); TO jf j 2 L1(Q) I���� ZQ f dx���� � ZQ jf j dx:3.20. eSLI f 2 L1(Q); TO DLQ L@BOGO " > 0 NAJDETSQ TAKAQ FINIT-NAQ FUNKCIQ g" 2 C(Q); ^TO ZQ jf � g"j dx < ":3.21. pROWERITX, ^TO FUNKCIQ dIRIHLEf(x) = �1; ESLI x RACIONALXNOE,0; ESLI x IRRACIONALXNOE,INTEGRIRUEMA PO lEBEGU NA [0; 1], NO NE INTEGRIRUEMA PO rIMANU. ~EMURAWEN EE INTEGRAL lEBEGA?3.22. nAJTI INTEGRALY PO OTREZKU [0; 1] OT SLEDU@]IH FUNKCIJ(PREDWARITELXNO DOKAZAW IH INTEGRIRUEMOSTX):A) f(x) = �x2; ESLI x IRRACIONALXNO,0; ESLI x RACIONALXNO;B) f(x) =8><>:x2; ESLI x IRRACIONALXNO I BOLX[E 1=3;x3; ESLI x IRRACIONALXNO I MENX[E 1=3;0; ESLI x RACIONALXNO;W) f(x) =8><>:sin�x; ESLI x IRRACIONALXNO I MENX[E 1=2;x2; ESLI x IRRACIONALXNO I BOLX[E 1=2;0; ESLI x RACIONALXNO;G) f(x) = (1=n; ESLI x = m=n; GDE m;n WZAIMNO PROSTY,0; ESLI x IRRACIONALXNO;

x 3. iZMERIMYE FUNKCII. iNTEGRAL lEBEGA 43D) f(x) = �x�1=3; ESLI x IRRACIONALXNO,x3; ESLI x RACIONALXNO;E) f(x) = sign �sin �x�:3.23. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � INTEGRIRUEMY PO [ARU jxj < 1 SLE-DU@]IE FUNKCII:A) f(x) = 1jxj� ; B) f(x) = 1(1� jxj)� ; W) f(x) = x1x2. . .xnjxj� ?3.24. pUSTX g(x) | IZMERIMAQ I OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ W OGRANI-^ENNOJ OBLASTI Q. pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ f(x) = ZQ g(�)jx� �j� d� PRI-NADLEVIT Ck(Rn) PRI k < n� �:3.25. pUSTX f 2 L1(Q): pOKAZATX, ^TO FUNKCIQfN (x) = (f(x); ESLI W TO^KE x jf(x)j < N;N; ESLI W TO^KE x jf(x)j � N;INTEGRIRUEMA PO Q I SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIElimN!1 ZQ fN (x) dx = ZQ f(x) dx:3.26. pUSTX Q = (0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1); A FUNKCIQ f(x) ZADANAW Q SLEDU@]IM OBRAZOM:A) f(x) = 8<: x1x2jxj4 PRI (x1; x2) 6= (0; 0);0 PRI x1 = x2 = 0;B) f(x) = 8<: x21 � x22jxj4 PRI (x1; x2) 6= (0; 0);0 PRI x1 = x2 = 0;W) f(x) = 8>>>><>>>>: 1x22 PRI 0 < x1 < x2 < 1;� 1x21 PRI 0 < x2 < x1 < 1;0 W OSTALXNYH TO^KAH.1) pRINADLEVAT LI \TI FUNKCII PROSTRANSTWU L1(Q)?2) pRINADLEVAT LI L1(0;1) FUNKCII 1Z0 f(x1;x2)dx1; 1Z0 f(x1;x2)dx2?3) wYPOLNQETSQ LI RAWENSTWO1Z0 dx1 1Z0 f(x1; x2) dx2 = 1Z0 dx2 1Z0 f(x1; x2) dx1?
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x 3. iZMERIMYE FUNKCII. iNTEGRAL lEBEGA 43D) f(x) = �x�1=3; ESLI x IRRACIONALXNO,x3; ESLI x RACIONALXNO;E) f(x) = sign �sin �x�:3.23. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � INTEGRIRUEMY PO [ARU jxj < 1 SLE-DU@]IE FUNKCII:A) f(x) = 1jxj� ; B) f(x) = 1(1� jxj)� ; W) f(x) = x1x2. . .xnjxj� ?3.24. pUSTX g(x) | IZMERIMAQ I OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ W OGRANI-^ENNOJ OBLASTI Q. pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ f(x) = ZQ g(�)jx� �j� d� PRI-NADLEVIT Ck(Rn) PRI k < n� �:3.25. pUSTX f 2 L1(Q): pOKAZATX, ^TO FUNKCIQfN (x) = (f(x); ESLI W TO^KE x jf(x)j < N;N; ESLI W TO^KE x jf(x)j � N;INTEGRIRUEMA PO Q I SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIElimN!1 ZQ fN (x) dx = ZQ f(x) dx:3.26. pUSTX Q = (0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1); A FUNKCIQ f(x) ZADANAW Q SLEDU@]IM OBRAZOM:A) f(x) = 8<: x1x2jxj4 PRI (x1; x2) 6= (0; 0);0 PRI x1 = x2 = 0;B) f(x) = 8<: x21 � x22jxj4 PRI (x1; x2) 6= (0; 0);0 PRI x1 = x2 = 0;W) f(x) = 8>>>><>>>>: 1x22 PRI 0 < x1 < x2 < 1;� 1x21 PRI 0 < x2 < x1 < 1;0 W OSTALXNYH TO^KAH.1) pRINADLEVAT LI \TI FUNKCII PROSTRANSTWU L1(Q)?2) pRINADLEVAT LI L1(0;1) FUNKCII 1Z0 f(x1;x2)dx1; 1Z0 f(x1;x2)dx2?3) wYPOLNQETSQ LI RAWENSTWO1Z0 dx1 1Z0 f(x1; x2) dx2 = 1Z0 dx2 1Z0 f(x1; x2) dx1?



44 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ3.27. nA OTREZKE [0; 1] ZADANA POSLEDOWATELXNOSTX STUPEN^ATYHFUNKCIJ fn(x); n = 1; 2; . . .fn(x) =8<:1 PRI i2k � x � i+ 12k ;0 DLQ OSTALXNYH x 2 [0; 1];GDE CELYE ^ISLA n; k; i SWQZANY SOOTNO[ENIQMIn = 2k + i; 0 � i � 2k � 1:pOKAZATX, ^TO limn!1 1Z0 fn dx = 0 I ^TO fn(x) �!= 0 PRI n �! 1DLQ x 2 [0; 1]:mNOVESTWO IZMERIMYH WQ FUNKCIJ, KWADRAT MODULQ KOTORYH PRI-NADLEVIT L1(Q); NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM L2(Q) (PRI \TOM, KAKI W SLU^AE L1(Q); \KWIWALENTNYE FUNKCII S^ITA@TSQ OTOVDESTWLEN-NYMI).w ZADA^AH 3.28{3.33 DOKAZATX UTWERVDENIQ.3.28. eSLI f1; f2 2 L2(Q); TO �f1 + �f2 2 L2(Q) PRI L@BYH POSTO-QNNYH � I �:3.29. eSLI f 2 L2(Q) I Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX (ILI OBLASTXS OGRANI^ENNYM OB_EMOM), TO f 2 L1(Q):3.30. nI ODNO IZ WKL@^ENIJ L1(Rn) � L2(Rn); L2(Rn) � L1(Rn)MESTA NE IMEET.3.31. eSLI f; g 2 L2(Q); TO f � g 2 L1(Q):3.32. eSLI f; g 2L2(Q); TO IMEET MESTO NERAWENSTWO bUNQKOWSKOGO���� ZQ f � g dx���� � � ZQ jf j2dx�1=2� ZQ jgj2dx�1=2:3.33. eSLI f; g 2L2(Q); TO IMEET MESTO NERAWENSTWO mINKOWSKOGO� ZQ jf + gj2dx�1=2 � � ZQ jf j2dx�1=2+� ZQ jgj2dx�1=2:3.34. uSTANOWITX PRINADLEVNOSTX K L2(Q) SLEDU@]IH FUNKCIJ:A) y = x�1=3; Q = [0; 1]; B) y = sin xx3=4 ; Q = (0; 1);W) y =8><>:x�1=3 cosx; x IRRACIONALXNO,x�1=3; x RACIONALXNO, x 6= 0; Q = [�1; 1];0; x = 0;G) y =8<: sin (x1x2)x21 + x22 ; jxj 6= 0;0; jxj = 0; Q = (jxj < 1);

x 3. iZMERIMYE FUNKCII. iNTEGRAL lEBEGA 45D) y = 8<: 1x1=3sign �sin �x � ; jxj 6= 0; x 6= 1=k;0; x = 0; x = 1=k; Q = [0; 1]:3.35. pRI KAKIH � I � FUNKCIQ f(x) = 1jx1j� + jx2j� PRINADLEVITL2(Q); ESLI Q = fjx1j+ jx2j > 1g?3.36. pRI KAKIH � FUNKCIQ r��; r = (x21 + x22)1=2; PRINADLEVITL2(Q); ESLI:A) Q = (r < 1); B) Q = (r > 1)?3.37. pRI KAKIH � FUNKCIQf(x) =8<: sin jxj2jxj� PRI jxj 6= 0;0 PRI jxj = 0; jxj = �x21 + x22 + x23�1=2;PRINADLEVIT L2(Q); ESLI Q = (jxj < 1)?3.38. pRI KAKIH � FUNKCIQ jxj��; GDE jxj = �x21 + . . . + x2n�1=2;PRINADLEVIT L2(Q); ESLI:A) Q = (jxj < 1); B) Q = (jxj > 1); W) Q = Rn?3.39. pUSTX FUNKCIQ g 2 L2(Q); GDE Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX.pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ f(x) = ZQ g(y)jx� yj� dy DLQ � < n2 PRINADLE-VIT PROSTRANSTWU Ck(Q) PRI k < n2 � �:3.40. pOKAZATX, ^TO DLQ FUNKCII f 2 L2(Q) (Q | OGRANI^ENNAQOBLASTX) PO L@BOMU " > 0 NAJDETSQ TAKAQ FUNKCIQ f" 2 C(Q); ^TOZQ jf � f"j2dx < ":oTWETY K x33.21. 0:3.22. A) 13 ; B) 35108 ; W) 1� + 724 ; G) 0; D) 32 ; E) 1� 2 ln 2:3.23. A) � < n; B) � < 1; W) � < 2n:3.26. A) 1) nET; 2) NET; 3) NET;B) 1) NET; 2) DA; 3) NET;W) 1) NET; 2) DA; 3) NET.3.35. � > 0; � > 0; 12� + 12� < 1:3.36. A) � < 1; B) � > 1:
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46 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ3.37. � > 74 :3.38. A) � < n2 ; B) � > n2 ; W) NI PRI KAKIH �.x4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA1. lINEJNYE NORMIROWANNYE PROSTRANSTWA. kOMPLEKSNYM(WE]ESTWENNYM) LINEJNYM PROSTRANSTWOM NAZYWAETSQ MNOVEST-WO M; DLQ \LEMENTOW KOTOROGO OPREDELENY OPERACII SLOVENIQ IUMNOVENIQ NA KOMPLEKSNYE (WE]ESTWENNYE) ^ISLA, NE WYWODQ]IEIZ M I OBLADA@]IE SWOJSTWAMI:A) f1 + f2 = f2 + f1;B) (f1 + f2) + f3 = f1 + (f2 + f3);W) W M SU]ESTWUET TAKOJ \LEMENT 0; ^TO 0 � f = 0; DLQ L@BOGOf 2M ;G) (c1 + c2) f = c1f + c2f ;D) c(f1 + f2) = cf1 + cf2;E) (c1c2) f = c1(c2f);V) 1 � f = f DLQ L@BYH f; f1; f2; f3 IZ M I L@BYH KOMPLEKSNYH(WE]ESTWENNYH) ^ISEL c; c1; c2.sISTEMA \LEMENTOW f1; . . .; fk IZ M NAZYWAETSQ LINEJNOJ NEZAWISI-MOJ, ESLI RAWENSTWO c1f1 + . . . + ckfk = 0 IMEET MESTO TOLXKO PRIc1 = . . . = ck = 0: w PROTIWNOM SLU^AE SISTEMA f1; . . .; fk LINEJNO ZAWI-SIMA. bESKONE^NAQ SISTEMA f1; f2; . . . NAZYWAETSQ LINEJNO NEZAWISIMOJ,ESLI L@BAQ EE KONE^NAQ PODSISTEMA LINEJNO NEZAWISIMA.lINEJNOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ NORMIROWANNYM, ESLI KAVDOMUEGO \LEMENTU f POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE WE]ESTWENNOE ^ISLO kfk;NAZYWAEMOE NORMOJ f; UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM USLOWIQM:A) kfk � 0; PRI^EM kfk = 0 LI[X PRI f = 0;B) kf + gk � kfk+ kgk; (NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA);W) kcfk = jcjkfk PRI PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ c.dLQ LINEJNOGO NORMIROWANNOGO PROSTRANSTWA MOVNO OPREDELITXPONQTIE RASSTOQNIQ MEVDU \LEMENTAMI �(f; g) = kf � gk I PONQTIESHODIMOSTI PO NORME: POSLEDOWATELXNOSTX f1; f2; . . . SHODITSQ K NEKO-TOROMU \LEMENTU f (fn �! f PRI n �! 1); ESLI �(f; fn) �! 0 PRIn �!1:pOSLEDOWATELXNOSTX f1; f2; . . . LINEJNOGO NORMIROWANNOGO PROST-RANSTWA NAZYWAETSQ FUNDAMENTALXNOJ, ESLI DLQ L@BOGO " > 0 SU]EST-WUET N = N(") > 0 TAKOE, ^TO kfm � fnk < " PRI m;n > N:lINEJNOE NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ POLNYM, ESLIL@BAQ FUNDAMENTALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX \LEMENTOW IMEET W \TOMPROSTRANSTWE PREDEL. pOLNOE LINEJNOE NORMIROWANNOE PROSTRANST-WO B NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM bANAHA.

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 47mNOVESTWO R 2 B NAZYWAETSQ PLOTNYM W B, ESLI DLQ L@BOGO\LEMENTA f 2 B SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX f1; f2; . . . IZ R, SHODQ-]AQSQ K f (fn �! f PRI n �!1):4.1. uSTANOWITX, ^TO SLEDU@]IE MNOVESTWA QWLQ@TSQ LINEJNYMIPROSTRANSTWAMI:A) MNOVESTWO Ck(Q); 0 � k �1;B) MNOVESTWO TO^EK n-MERNOGO PROSTRANSTWA Rn; MNOVESTWO TO^EKKOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI C ;W) MNOVESTWO FINITNYH W Q FUNKCIJ;G) MNOVESTWO OGRANI^ENNYH W Q FUNKCIJ;D) MNOVESTWO ANALITI^ESKIH FUNKCIJ W OBLASTI Q KOMPLEKSNOJPLOSKOSTI C ;E) MNOVESTWO FUNKCIJ IZ C(Q), OBRA]A@]IHSQ W NULX NA NEKOTO-ROM MNOVESTWE E 2 Q;V) MNOVESTWO C(Qnfx0g); GDE x0 2 Q;Z) MNOVESTWO FUNKCIJ f IZ C(Q), DLQ KOTORYH ZQ f' dx = 0;GDE ' | NEKOTORAQ FUNKCIQ IZ C(Q), A Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX;I) MNOVESTWO FUNKCIJ f IZ C(Q), DLQ KOTORYH ZS f' ds = 0,GDE '| NEKOTORAQ FUNKCIQ IZ C(Q), A S | OGRANI^ENNYJ KUSOK GLAD-KOJ POWERHNOSTI, LEVA]EJ W Q;K) MNOVESTWO FUNKCIJ, INTEGRIRUEMYH PO rIMANU (PO OBLASTIQ);L) MNOVESTWO PRINADLEVA]IH Ck(Q) RE[ENIJ LINEJNOGO DIFFE-RENCIALXNOGO URAWNENIQXj�j�kA�(x)D�f = 0; GDE A� 2 C(Q); j�j � k;M) MNOVESTWO IZMERIMYH W Q FUNKCIJ;N) PROSTRANSTWO L1(Q);O) PROSTRANSTWO L2(Q).4.2. uBEDITXSQ, ^TO SLEDU@]IE MNOVESTWA FUNKCIJ NE SOSTAWLQ-@T LINEJNOGO PROSTRANSTWA:A) MNOVESTWO FUNKCIJ IZ C(Q); RAWNYH 1 W NEKOTOROJ TO^KEx0 2 Q;B) MNOVESTWO FUNKCIJ f 2 C(Q); DLQ KOTORYH ZQ f dx = 1 (Q |OGRANI^ENNAQ OBLASTX);W) MNOVESTWO RE[ENIJ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ �u = 1:4.3. dOKAZATX, ^TO SLEDU@]IE SISTEMY FUNKCIJ LINEJNO NEZAWI-SIMY:A) 1; x; x2. . . NA OTREZKE [a; b] (a < b);
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48 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQB) x�; j�j = 0; 1; 2; . . .; W OBLASTI Q;W) eikx; k = 0; 1; . . .; NA OTREZKE [a; b];G) [f(x)]k k = 0; 1; . . .; W OBLASTI Q, GDE f(x) | NEKOTORAQ FUNKCIQIZ C(Q); f 6� const.4.4. dOKAZATX, ^TO MNOVESTWO C(Q) QWLQETSQ LINEJNYM NORMIRO-WANNYM PROSTRANSTWOM S NORMOJ:1) kfkC(Q) = maxx2Q jf(x)j; 2) kfk0C(Q) = 13maxx2Q jf(x)j:4.5. dOKAZATX, ^TO MNOVESTWO Ck(Q) ESTX LINEJNOE NORMIROWAN-NOE PROSTRANSTWO S NORMOJkfkCk(Q) = Xj�j�kmaxx2Q jD�f(x)j: (1)4.6. pUSTX E | NEKOTOROE MNOVESTWO IZ Q. pOKAZATX, ^TO MNO-VESTWO NEPRERYWNYH W Q FUNKCIJ f(x), OBRA]A@]IHSQ W NULX WTO^KAH E, ESTX LINEJNOE NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO S NORMOJ (1)PRI k = 0.4.7. uSTANOWITX, ^TO SLEDU@]IE MNOVESTWA OPREDELENNYH W OGRA-NI^ENNOJ OBLASTI Q FUNKCIJ QWLQ@TSQ LINEJNYMI NORMIROWANNYMIPROSTRANSTWAMI S NORMOJ (1) PRI k = 0:A) MNOVESTWO FUNKCIJ IZ C(Q), FINITNYH W Q;B) MNOVESTWO C1(Q);W) MNOVESTWO ANALITI^ESKIH W Q I NEPRERYWNYH W Q FUNKCIJ.4.8. uBEDITXSQ, ^TO W Rn MOVNO WWESTI NORMU SLEDU@]IM OBRA-ZOM:A) kxk1 = max1�i�njxij; B) kxk2 =� nXi=1 x2i�1=2; W) kxk1 = nXi=1 xi.4.9. uBEDITXSQ, ^TO PRI L@BOM p � 1 W Rn MOVNO WWESTI NORMUFORMULOJ kxkp = � nXi=1 jxijp�1=p:nAJTI limp!1 kxkp.4.10. pOKAZATX, ^TO PRI L@BOM p � 1 W KA^ESTWE NORMY W C(Q)MOVNO WZQTX WYRAVENIEkfkp = � ZG jf jp dx�1=p (2)(OBLASTX Q OGRANI^ENA). nAJTI limp!1 kfkp.4.11. uBEDITXSQ, ^TO LINEJNYE PROSTRANSTWA PRIMEROW 4.4, 4.5,4.6, 4.8, 4.9 QWLQ@TSQ BANAHOWYMI (T.E. POLNYMI W SOOTWETSTWU@]IHNORMAH), A LINEJNYE NORMIROWANNYE PROSTRANSTWA PRIMEROW 4.7, 4.10PRI KONE^NOM p | NEPOLNYMI.

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 494.12. pOKAZATX, ^TO W PROSTRANSTWAH L1(Q) I L2(Q) MOVNO WWESTINORMY kfkL1(Q) = ZQ jf j dx; (3)kfkL2(Q) = � ZQ jf j2dx�1=2: (4)iMEET MESTO SLEDU@]AQt E O R E M A. pROSTRANSTWA L1(Q) S NORMOJ (3) I L2(Q) S NOR-MOJ (4) BANAHOWY.pODMNOVESTWO B0 BANAHOWA PROSTRANSTWA B NAZYWAETSQ (BANAHO-WYM) PODPROSTRANSTWOM PROSTRANSTWA B; ESLI ONO QWLQETSQ BANAHO-WYM PROSTRANSTWOM S NORMOJ PROSTRANSTWA B:4.13. pUSTX OBLASTX Q OGRANI^ENA. pOKAZATX, ^TO:A) MNOVESTWO Co (Q) FUNKCIJ IZ C(Q), OBRA]A@]IHSQ W NULX NAGRANICE OBLASTIQ; ESTX BANAHOWO PODPROSTRANSTWOC(Q) (S NORMOJ (1)PRI k = 0);B) PODMNOVESTWO FUNKCIJ f IZ: 1) C(Q); 2) L1(Q); 3) L2(Q);DLQ KOTORYH ZQ f(x)'i(x) dx = 0; i = 1; 2; . . .; s; GDE '1; . . .; 's | NEKOTO-RYE FUNKCII IZ C(Q), ESTX BANAHOWO PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWAC(Q) (S NORMOJ (1) PRI k = 0); L1(Q) (S NORMOJ (3)) I L2(Q) (S NOR-MOJ (4)) SOOTWETSTWENNO.4.14. pOKAZATX, ^TO S^ETNOE MNOVESTWO, SOSTAWLENNOE IZ LINEJNYHKOMBINACIJ S RACIONALXNYMI KO\FFICIENTAMI ODNO^LENOW x�; x == (x1; . . .; xn); � = (�1; . . .; �n); j�j = 0; 1; 2; . . .; WS@DU PLOTNO W:A) C(Q) (NORMA (1) PRI k = 0);B) L1(Q) (NORMA (3));W) L2(Q) (NORMA (4)), GDE Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX.2. gILXBERTOWY PROSTRANSTWA. pUSTX L@BYM DWUM \LEMEN-TAM f I g NEKOTOROGO KOMPLEKSNOGO (WE]ESTWENNOGO) LINEJNOGO PROST-RANSTWA H POSTAWLENNO W SOOTWETSTWIE KOMPLEKSNOE (WE]ESTWENNOE)^ISLO (f; g); NAZYWAEMOE SKALQRNYM PROIZWEDENIEM \TIH \LEMENTOW,OBLADA@]EE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:A) (f; g) = (g; f);B) (f + g; f1) = (f; f1) + (g; f1);W) (cf; g) = c(f; g) PRI L@BOJ POSTOQNNOJ c;G) DLQ L@BOGO f 2 H ^ISLO (f; f) WE]ESTWENNO I (f; f) � 0; PRI^EM(f; f) = 0 TOLXKO PRI f = 0:4 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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50 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQpROSTRANSTWO H MOVNO NORMIROWATX, POLOVIW, NAPRIMER, kfk == (f; f)1=2: |TA NORMA NAZYWAETSQ NORMOJ, POROVDENNOJ SKALQRNYMPROIZWEDENIEM.pROSTRANSTWO H NAZYWAETSQ GILXBERTOWYM, ESLI ONO POLNO W NOR-ME, POROVDENNOJ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM.pOSLEDOWATELXNOSTX \LEMENTOW f1; f2; . . . IZ H NAZYWAETSQ SLABOSHODQ]EJSQ K \LEMENTU f 2 H , ESLI DLQ L@BOGO h 2 H(fk; h) �! (f; h) PRI k �!1:|LEMENTY f I g NAZYWA@TSQ ORTOGONALXNYMI, ESLI (f; g) = 0: |LE-MENT f NAZYWAETSQ NORMIROWANNYM, ESLI kfk = 1: sISTEMA e1; e2; . . .NAZYWAETSQ ORTONORMIROWANNOJ, ESLI (ei; ek) = �ik; i = 1; 2; . . .pUSTX f 2 H , A e1; e2; . . . | ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA W H: ~IS-LA fk = (f; ek); k = 1; 2; . . .; NAZYWA@TSQ KO\FFICIENTAMI fURXE \LE-MENTA f , A SHODQ]IJSQ W NORME H RQD 1Pk=1(f; ek) ek | RQDOM fURXE\LEMENTA f PO ORTONORMIROWANNOJ SISTEME e1; e2; . . .sISTEMA e1; e2; . . . NAZYWAETSQ ORTONORMIROWANNYM BAZISOM ILIPOLNOJ ORTONORMIROWANNOJ SISTEMOJ, ESLI ONA QWLQETSQ ORTONORMI-ROWANNOJ I MNOVESTWO \LEMENTOW c1e1 + c2e2 + . . . + ckek PRI WSEWOZ-MOVNYH POSTOQNNYH c1; . . .; ck I k WS@DU PLOTNO W H:rQD fURXE \LEMENTA f PO ORTONORMIROWANNOMU BAZISU SHODITSQ WNORME H K f:4.15. pOKAZATX, ^TO L2(Q) | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO SO SKA-LQRNYM PROIZWEDENIEM (f; g) = ZQ f�g dx: (1)4.16. pODMNOVESTWO FUNKCIJ f 2 L2(Q); ORTOGONALXNYH K NEKO-TORYM FUNKCIQM '1; . . .; 'k IZ L2 (Q); OBRAZUET PODPROSTRANSTWOPROSTRANSTWA L2(Q):pUSTX W OBLASTI Q ZADANA NEPRERYWNAQ I POLOVITELXNAQ FUNK-CIQ �(x) (WESOWAQ FUNKCIQ). oBOZNA^IM L2;�(Q) MNOVESTWO IZMERI-MYH W Q FUNKCIJ f(x); DLQ KOTORYH � jf j2 2 L1(Q):4.17. pOKAZATX, ^TO L2;�(Q) | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO SO SKA-LQRNYM PROIZWEDENIEM (f; g) = ZQ �f�g dx: (2)4.18. dOKAZATX, ^TO:A) L2(Q) � L2;�(Q), ESLI �(x) OGRANI^ENA W Q;B) L2;�(Q) � L2(Q), ESLI �(x) � �0 > 0 W Q (�0 = const):4.19. uSTANOWITX ORTOGONALXNOSTX W L2(0; 2�) TRIGONOMETRI^ES-KOJ SISTEMY 1; sinx; cosx; sin 2x; cos 2x; . . .

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 514.20. dOKAZATX, ^TO SISTEMY FUNKCIJ sin (n + 1=2)x; n = 1; 2; . . .;I cos (n+ 1=2)x; n = 1; 2; . . .; ORTOGONALXNY W L2(0; �):4.21. dOKAZATX, ^TO MNOGO^LENY lEVANDRAPn(x) = 12nn! r2n+ 12 dndxn �(x2 � 1)n�; n = 0; 1; 2; . . .;OBRAZU@T ORTONORMIROWANNU@ SISTEMU W L2(�1; 1):4.22. dOKAZATX, ^TO SISTEMA FUNKCIJTn(x) =r 2� cosn(arccosx); n = 0; 1; 2; . . .;ESTX SISTEMA MNOGO^LENOW (MNOGO^LENY ~EBY[EWA), ORTONORMIROWAN-NAQ W L2; 1=p1�x2(�1; 1):4.23. dOKAZATX, ^TO SISTEMA FUNKCIJHn(x) = (�1)nex2 dndxn e�x2; n = 0; 1; . . .;ESTX SISTEMA MNOGO^LENOW (MNOGO^LENY |RMITA), ORTOGONALXNAQ WL2;e�x2 (�1;1):4.24. pOKAZATX, ^TO OTWE^A@]IE RAZLI^NYM SOBSTWENNYM ZNA^E-NIQM SOBSTWENNYE FUNKCII OPERATORA � d2dx2 ; ZADANNOGO NA FUNKCI-QH IZ C2((0; 1)) \ C1([0; 1]) PRI GRANI^NYH USLOWIQH (hu � ux)jx=0 == ujx=1 = 0; h | POSTOQNNAQ, ORTOGONALXNY W L2(0; 1):4.25. pOKAZATX, ^TO OTWE^A@]IE RAZLI^NYM ZNA^ENIQM SOBSTWEN-NYE FUNKCII OPERATORA��; ZADANNOGO NA FUNKCIQH f 2C2(Q)\C1(Q)PRI GRANI^NOM USLOWII uj� = 0 ILI �@u@n + g(x)u����� = 0; GDE g 2 C(�);ORTOGONALXNY W L2(Q):4.26. pUSTX � 2 C(Q); �(x) � �0 > 0: pOKAZATX, ^TO OTWE^A@]IERAZLI^NYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM SOBSTWENNYE FUNKCII OPERATO-RA � 1�(x) �; ZADANNOGO NA C2(Q) \ C1(Q) PRI GRANI^NYH USLOWIQHZADA^I 4.25, ORTOGONALXNY W L2;�(Q):4.27. pUSTX p 2 C1[0; 1]; q 2 C[0; 1]; � 2 C[0; 1]; �(x) � �0 > 0:pOKAZATX, ^TO OTWE^A@]IE RAZLI^NYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM SOBST-WENNYE FUNKCII OPERATORA� 1�(x) ddx hp(x) ddxi+ q(x)�(x) ;ZADANNOGO NA C2((0;1))\C1([0;1]) PRI GRANI^NYH USLOWIQH uxjx=0 = 0;(ux +Hu)jx=1 = 0 (H | POSTOQNNAQ), ORTOGONALXNY W L2;�(0; 1):4.28. pUSTX p 2 C1(Q); q 2 C(Q); � 2 C(Q); �(x) � �0 > 0:pOKAZATX, ^TO OTWE^A@]IE RAZLI^NYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQMSOBSTWENNYE FUNKCII OPERATORA � 1�(x) div (p grad) + q(x); ZADANNOGO4�
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52 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQNA C2(Q)\C1(Q) PRI GRANI^NYH USLOWIQH ZADA^I 4.25, ORTOGONALXNYW L2;�(Q):4.29. pOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]IE C2(Q) \ C1(Q) RE[ENIQ W QURAWNENIQ �u = 0; UDOWLETWORQ@]IE PRI RAZLI^NYH � GRANI^NOMUUSLOWI@ �@u@n + �u����� = 0; ORTOGONALXNY W L2(�):4.30. pOKAZATX, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX sin kx; k = 1; 2; . . .; SHO-DITSQ SLABO K NUL@ W L2(0; 2�), NO NE SHODITSQ W NORME L2(0; 2�):w ZADA^AH 4.31{4.39 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.31. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fn (x); n = 1; 2; . . .; FUNKCIJIZ L2(Q) SHODITSQ K f(x) PO NORME L2(Q); TO ONA SHODITSQ I SLABOK f(x):4.32. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fn (x); n = 1; 2; . . .; FUNKCIJIZ L2 (Q) SHODITSQ K f (x) PO NORME L2 (Q); TO ZQ fn dx �! ZQ f dx;n �!1 (Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX).4.33. eSLI uk 2 L2(Q); k = 1; 2; . . .; I RQD 1Pk=1 uk(x) SHODITSQK u(x) PO NORME L2(Q), TO 1Pk=1 ZQ uk dx = ZQ u dx (Q | OGRANI^ENNAQOBLASTX).4.34. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fn(x); n = 1; 2; . . .; FUNKCIJ IZC(Q) SHODITSQ K f(x) RAWNOMERNO W Q, TO ONA SHODITSQ I PO NORMEL2(Q) (Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX).4.35. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fn(x); n = 1; 2; . . .; FUNKCIJ IZL2(Q) SHODITSQ SLABO K f(x) 2 L2(Q), TO POSLEDOWATELXNOSTX NORMkfn(x)kL2(Q) ; n = 1; 2; . . .; OGRANI^ENA.4.36. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fn(x); n = 1; 2; . . .; FUNKCIJ IZL2(Q) SHODITSQ SLABO K f (x) 2 L2(Q) I kfn(x)k �! kf (x)k PRIn �!1, TO \TA POSLEDOWATELXNOSTX SHODITSQ K f(x) I PO NORME L2(Q).4.37. dLQ L@BOJ FUNKCII f(x) 2 L2(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWObESSELQ 1Xk=1 jfkj2 � kfk2;GDE fk; k = 1; 2; . . .; | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f PO ORTONORMI-ROWANNOJ SISTEME e1; e2; . . .4.38. l@BAQ ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA e1; . . .; en; . . . W L2(Q) SHO-DITSQ SLABO K NUL@, NO NE SHODITSQ PO NORME L2(Q).4.39. dLQ L@BOJ f 2 L2(Q)minc1;:::;cn 
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x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 53(T. E. n-Q ^ASTNAQ SUMMA RQDA fURXE NAILU^[IM OBRAZOM PRIBLIVA-ET f(x) W L2(Q)).4.40. nAJTI MNOGO^LEN 2-J STEPENI, NAILU^[IM OBRAZOM PRIBLI-VA@]IJ W L2(�1; 1) FUNKCI@:A) x3; B) sin�x; W) jxj:4.41. nAJTI TRIGONOMETRI^ESKIJ MNOGO^LEN PERWOGO PORQDKA,NAILU^[IM OBRAZOM PRIBLIVA@]IJ W L2(��; �) FUNKCI@:A) jxj; B) sin x2 :4.42. nAJTI MNOGO^LEN PERWOJ STEPENI, NAILU^[IM OBRAZOM PRI-BLIVA@]IJ W L2(Qi) FUNKCI@ x21 � x22; GDE Qi:A) KRUG x21 + x22 < 1; B) KWADRAT 0 < x1; x2 < 1:4.43. uSTANOWITX POLNOTU W L2(Q) SISTEM:A) sin kx; k = 1; 2; . . .; Q = [0; �];B) sin (2k + 1)x; k = 0; 1; . . .; Q = [0; �=2].w ZADA^AH 4.44{4.50 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.44. mNOGO^LENY lEVANDRA (ZADA^A 4.21) I MNOGO^LENY ~EBY-[EWA (ZADA^A 4.22) OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYE BAZISY PROSTRANST-WA L2(�1; 1) I L2; 1=p1�x2(�1; 1) SOOTWETSTWENNO.4.45. ~TOBY ORTONORMIROWANNAQ W L2(Q) SISTEMA e1; e2; . . . BYLAORTONORMIROWANNYM BAZISOM L2(Q); NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBYDLQ L@BOJ FUNKCII f 2 L2(Q) WYPOLNQLOSX NERAWENSTWO pARSEWALQ{sTEKLOWA kfk2 = 1Xk=1 jfkj2:4.46. eSLI f 2 L2(a; b) I bZa xkf(x) dx = 0 DLQ k = 0; 1; . . .; TOf(x) = 0 P. W. NA (a; b):4.47. eSLI f 2 L2 I ZQ x�f(x) dx = 0 DLQ WSEH �; j�j = 0; 1; . . .; TOf(x) = 0 P. W. W Q:4.48. eSLI fk I gk; k = 1; 2; . . .; | KO\FFICIENTY fURXE FUNK-CIJ f I g IZ L2(Q) PO NEKOTOROMU ORTONORMIROWANNOMU BAZISU, TO(f; g) = 1Xk=1 fk�gk:4.49. wSQKAQ ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA e1; e2; . . .; en LINEJNO NE-ZAWISIMA.4.50. dLQ TOGO ^TOBY SISTEMA FUNKCIJ '1; . . .; 'n IZ L2(Q) BYLALINEJNO NEZAWISIMOJ, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY OPREDELITELXgRAMMA det k('i; 'j)k; i; j = 1; . . .; n; BYL OTLI^EN OT NULQ.
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54 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQpUSTX '1; . . .; 'n | NEKOTORAQ LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMA FUNK-CIJ IZ L2(Q) (ILI L2;�(Q)). fUNKCI@ e1(x) OPREDELIM SLEDU@]IMOBRAZOM: e1 = '1k'1k : pODBEREM POSTOQNNYE c1 I c2 TAK, ^TOBY FUNK-CIQ e2 = c1e1 + c2'2 BYLA NORMIROWANNOJ I ORTOGONALXNOJ W L2(Q)(W L2;�(Q)) K FUNKCII e1 I T. D. pRI USLOWII, ^TO POSTROENY FUNK-CII e1; . . .; en�1; FUNKCI@ en BUDEM RAZYSKIWATX W WIDE en = �1e1++�2e2 + . . . + �n�1en�1 + �n'n S TAKIMI POSTOQNNYMI �1; . . .; �n;^TOBY en BYLA NORMIROWANNOJ I ORTOGONALXNOJ K FUNKCIQM e1; . . .. . .; en�1: |TOT SPOSOB ORTONORMIROWANIQ SISTEMY '1(x); . . .; 'n(x) NA-ZYWAETSQ METODOM gRAMMA{{MIDTA.4.51. nAJTI QWNOE WYRAVENIE FUNKCIJ ek; k = 1; 2; . . .; n; ^EREZFUNKCII '1; . . .; 'n.4.52. oRTONORMIROWATX W L2;�(Q) METODOM gRAMMA{{MIDTA SLE-DU@]IE POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ, PREDWARITELXNO UBEDIW[ISX WIH LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI:A) 1; x; x2; x3 (� � 1; Q = (�1;+1));B) 1� x; 1 + x2; 1 + x3 (� � 1; Q = (�1;+1));W) sin2 �x; 1; cos�x (� � 1; Q = (�1;+1));G) 1; x; x2 (� = e�x; Q = (0;1));D) 1; x; x2 (� = e�x2=2; Q = (�1;+1));E) 1; x; x2 �� = p1� x2; Q = (�1; 1)�;V) 1; x; x2 �� = 1=p1� x2; Q = (�1; 1)�.4.53. pOKAZATX, ^TO W REZULXTATE ORTONORMIROWANIQ SISTEMY1; x; x2; . . . METODOM gRAMMA{{MIDTA W SKALQRNOM PROIZWEDENII(f; g) = 1Z0 f�gp1� x2 dxPOLU^AETSQ ORTONORMIROWANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA L2;1=p1�x2 (�1;1);SOSTOQ]IJ IZ MNOGO^LENOW ~EBY[EWA Tn(x); n = 1; 2; . . .4.54. oRTONORMIROWATX SISTEMU MNOGO^LENOW 1; x1; x2 W KRUGEjxj < 1 SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM(u; v) = Zjxj<1u�v dx:4.55. oRTONORMIROWATX SISTEMU MNOGO^LENOW 1; x1; x2; x3 W [AREjxj < 1; x = (x1; x2; x3); SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM(u; v) = Zjxj<1u�v dx:

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 554.56. oBOZNA^IM ^EREZ L02(�1;1) MNOVESTWO TAKIH FUNKCIJf(x) 2 L2; loc (�1; 1); DLQ KOTORYH SU]ESTWUET KONE^NYJ PREDELlimk!1 12k kZ�k jf j2dx: pOKAZATX, ^TO L02(�1;1) | GILXBERTOWO PROSTRAN-STWO SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM(f; g) = limk!1 12k kZ�k f�g dx:4.57. dOKAZATX, ^TO SISTEMA FUNKCIJ ei�x; GDE �| L@BOE WE]EST-WENNOE ^ISLO, QWLQETSQ ORTONORMIROWANNOJ SISTEMOJ W L02(�1;1)(SM. PREDYDU]U@ ZADA^U).3. gILXBERTOWY PROSTRANSTWA DIFFERENCIRUEMYH FUNK-CIJ. pUSTX Q | NEKOTORAQ OGRANI^ENNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA RnS GLADKOJ GRANICEJ �: pUSTX � = (�1; . . .; �n) | MULXTIINDEKS (SM.OBOZNA^ENIQ). fUNKCIQ f (�) 2 L1;loc(Q) NAZYWAETSQ OBOB]ENNOJ PRO-IZWODNOJ (O. P.) PORQDKA � FUNKCII f IZ L1;loc(Q), ESLI DLQ L@BOJFINITNOJ W Q FUNKCII g 2 C j�j(Q) IMEET MESTO RAWENSTWO�)ZQ fD�g dx = (�1)j�j ZQ f (�)g dx: (1)eSLI FUNKCIQ f 2 C j�j(Q); TO O. P. f (�)(x) SU]ESTWUET I f (�)(x) == D�f(x) P. W. pO\TOMU W DALXNEJ[EM O. P. PORQDKA � FUNKCII f(x)BUDET OBOZNA^ATXSQ ^EREZ D�f .mNOVESTWO FUNKCIJ (BUDEM S^ITATX IH WE]ESTWENNYMI) f 2L2(Q);IME@]IH WSE O. P. DO PORQDKA k WKL@^ITELXNO, PRINADLEVA]IE L2(Q);NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM sOBOLEWA Hk(Q): Hk(Q) | GILXBERTOWOPROSTRANSTWO. sKALQRNOE PROIZWEDENIE W NEM MOVNO ZADATX FORMULOJ(f; g) = ZQ  Xj�j�kD�fD�g!dx; (2)A SOOTWETSTWU@]U@ SOGLASOWANNU@ S NIM NORMU |kfkHk(Q) = " ZQ  Xj�j�k ��D�f ��2!dx#1=2: (20)pRI k = 0 PROSTRANSTWO Hk(Q) SOWPADAET S L2(Q) (H0(Q) == L2(Q)). eSLI GRANICA � DOSTATO^NO GLADKAQ, TO PROSTRANSTWOHk(Q)ESTX POPOLNENIE MNOVESTWA Ck(Q) PO NORME (20).�)bOLEE OB]EE OPREDELENIE SM.: w L A D I M I R O W w. s. uRAWNENIQMATEMATI^ESKOJ FIZIKI. | 5-E IZD. | m.: nAUKA, 1985.
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56 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQpUSTX f 2 H1(Q), fk; k = 1; 2; . . . | POSLEDOWATELXNOSTX FUNK-CIJ IZ C1(Q); SHODQ]AQSQ W NORME H1(Q) K f(x). dLQ L@BOJ GLADKOJ(n� 1)-MERNOJ POWERHNOSTI S (SOSTOQ]EJ IZ KONE^NOGO ^ISLA KUSKOW,KAVDYJ IZ KOTORYH ODNOZNA^NO PROEKTIRUETSQ NA KAKU@-NIBUDX KO-ORDINATNU@ PLOSKOSTX), LEVA]EJ W Q; SU]ESTWUET TAKAQ POSTOQNNAQc > 0; NE ZAWISQ]AQ OT f(x) I fk(x); k = 1; 2; . . .; ^TOZS jfk � fmj2 ds � ckfk � fmk2H1(Q):iZ \TOGO NERAWENSTWA I POLNOTY PROSTRANSTWAL2(S) WYTEKAET, ^TO PO-SLEDOWATELXNOSTX SLEDOW FUNKCIJ fk(x) NA S SHODITSQ W NORME L2(S)K NEKOTOROJ FUNKCII g 2 L2(S): fUNKCIQ g(x) NE ZAWISIT OT WYBO-RA POSLEDOWATELXNOSTI, PRIBLIVA@]EJ FUNKCI@ f(x), I NAZYWAETSQSLEDOM f jS FUNKCII f(x) NA POWERHNOSTI S 2 Q:mNOVESTWO FUNKCIJ NA H1(Q); SLED KOTORYH NA GRANICE � RAWENNUL@ P. W. NA �, OBOZNA^IM ^EREZ Ho 1(Q). eGO MOVNO POLU^ITX POPOL-NENIEM PO NORME (20) PRI k = 1 MNOVESTWA FUNKCIJ, IME@]IH NEPRE-RYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE W Q PERWOGO PORQDKA I OBRA]A@]IHSQW NULX NA �.dLQ FUNKCII f 2 L1(Q) SWERTKA fh(x) = ZQ !h(jx � yj) f(y) dy; GDE!h(jx� yj) | QDRO USREDNENIQ (SM. OBOZNA^ENIQ), NAZYWAETSQ SREDNEJFUNKCIEJ DLQ f:pUSTX xi = 'i(y); i = 1; . . .; n; y = (y1; . . .; yn) | k RAZ NEPRERYWNODIFFERENCIRUEMOE W Q WZAIMNO ODNOZNA^NOE OTOBRAVENIE OBLASTI QNA OBLASTX Q0 S QKOBIANOM, OTLI^NYM OT NULQ W Q. tOGDA, ESLI f 22 Hk(Q); TO F (y) = f('1(y); . . .; 'n(y)) 2 Hk(Q0):dWA SKALQRNYH PROIZWEDENIQ (u; v)I I (u; v)II W GILXBERTOWOM PRO-STRANSTWE I SOOTWETSTWU@]IE IM NORMY kukI I kukII NAZYWA@TSQ \K-WIWALENTNYMI, ESLI SU]ESTWU@T POSTOQNNYE c1 > 0 I c2 > 0TAKIE, ^TO DLQ L@BOGO u 2 H SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA c1kukI �� kukII � c2kukI:4.58. uSTANOWITX, ^TO SME[ANNAQ O. P. NE ZAWISIT OT PORQDKA DIF-FERENCIROWANIQ.4.59. pOKAZATX, ^TO IZ SU]ESTWOWANIQ O. P. D�f NE SLEDUET SU-]ESTWOWANIQ O. P. D�0f PRI �0i � �i; i = 1; . . .; n; j�0j < j�j:u K A Z A N I E. rASSMOTRETX FUNKCI@ f(x1; x2) = f1(x1) + f2(x2);GDE fi(xi) NE IME@T O. P. PERWOGO PORQDKA.4.60. pOKAZATX, ^TO ESLI W OBLASTI Q FUNKCIQ f(x) IMEET O. P.D�f , TO I W L@BOJ PODOBLASTI Q0 � Q FUNKCIQ f(x) IMEET O. P. D�f:
x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 574.61. pUSTX W OBLASTI Q1 ZADANA FUNKCIQ f1(x); IME@]AQ O. P.D�f1, A W OBLASTIQ2 | FUNKCIQ f2(x), IME@]AQ O. P.D�f2. dOKAZATX,^TO ESLI Q1 [ Q2 | OBLASTX I DLQ x 2 Q1 \ Q2 f1(x) = f2(x); TOFUNKCIQ f(x) = �f1(x); x 2 Q1;f2(x); x 2 Q2;IMEET O. P. D�f W Q1 [Q2, RAWNU@ D�f1 W Q1 I D�f2 W Q2:4.62. pUSTXf(x1; x2) = � 1; ESLI jxj < 1; x2 > 1;�1; ESLI jxj < 1; x2 < 1:uBEDITXSQ, ^TO f(x1; x2) IMEET OBOB]ENNYE PROIZWODNYE PERWOGO PO-RQDKA W KAVDOM IZ POLUKRUGOW, NO NE IMEET O. P. PO x2 W KRUGE jxj < 1:4.63. dOKAZATX SWOJSTWA SREDNIH FUNKCIJ:A) fh 2 C1(Rn);B) fh(x) SHODQTSQ PRI h �! 0 K f(x) W L2(Q); ESLI f 2 L2(Q);W) W L@BOJ STROGO WNUTRENNEJ PODOBLASTI Q0 b Q PRI DOSTATO^NOMALOM h IMEET MESTO RAWENSTWO (D�f)h = D�fh; T. E. OBOB]ENNAQ PRO-IZWODNAQ OT SREDNEJ FUNKCII RAWNA SREDNEJ FUNKCII OT OBOB]ENNOJPROIZWODNOJ.w ZADA^AH 4.64{4.72 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.64. eSLI U FUNKCII f(x) W OBLASTI Q SU]ESTWUET O. P. D�f == !(x); A DLQ FUNKCII !(x) SU]ESTWUET O. P. D�!; TO SU]ESTWUET O. P.D�+�f:4.65. A) y = signx 62 H1(�1; 1);B) y = jxj 2 H1(�1; 1); y = jxj 62 H2(�1; 1):4.66. eSLI f 2 H1(a; b) I O. P. f 0(x) = 0; TO f(x) = const P. W.4.67. eSLI f 2 H1(a; b), TO f(x) \KWIWALENTNA NA [a; b] NEPRERYWNOJFUNKCII.4.68. eSLI f(x) 2 H1(�1;1); TO limjxj!1 f(x) = 0:4.69. oBOZNA^IM ^EREZ eH1(0; 2�) PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWAH1(0; 2�), SOSTOQ]EE IZ WSEH FUNKCIJ f(x) IZ H1(0; 2�), DLQ KOTORYHf(0) = f(2�):dOKAZATX SLEDU@]EE UTWERVDENIE: DLQ TOGO ^TOBY FUNKCIQ f(x)(IZ H1(0;2�)) PRINADLEVALA eH1(0;2�); NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TO-BY SHODILSQ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM n2(a2n + b2n); GDEan = 2�Z0 f(x) cosnx dx; bn = 2�Z0 f(x) sinnx dx; n = 0; 1; 2; . . .rAWENSTWO
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58 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQkfk2eH1(0;2�) = 1Xk=0 �a2k + b2k��k2 + 1�OPREDELQET ODNU IZ \KWIWALENTNYH NORM eH1(0; 2�):4.70. dLQ TOGO ^TOBY FUNKCIQ f 2L2(0;�) PRINADLEVALA Ho 1(0;�);NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY SHODILSQ RQD S OB]IM ^LENOM k2b2k;bk = 2� �Z0 f(x) sin kx dx: pRI \TOMkfk2Ho1(0;�) = �Z0 �f2 + f 02� dx = �2 1Xk=1 �k2 + 1� b2k:4.71. dLQ L@BOJ f 2 Ho 1(a; b) IMEET MESTO NERAWENSTWO (ODNOMER-NYJ WARIANT NERAWENSTWA sTEKLOWA)bZa f2 dx � � b� a� �2 bZa f 02 dx:4.72. nAJTI FUNKCI@ f0(x) 6� 0, DLQ KOTOROJ NERAWENSTWO ZADA-^I 4.71 PREWRA]AETSQ W RAWENSTWO. pOKAZATX, ^TO ESLI f(x) 6= cf0(x);GDE c | POSTOQNNAQ, TO DLQ f(x) IMEET MESTO STROGOE NERAWENSTWO.4.73. dOKAZATX, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 H1(0; 2�); DLQ KOTO-ROJ f(0) = f(2�); IMEET MESTO NERAWENSTWO2�Z0 f2dx � 2�Z0 (f 0)2dx+ 12� 2�Z0 f(x) dx!2:4.74. dOKAZATX, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 H1(0; 2�) IMEET MESTONERAWENSTWO (ODNOMERNYJ WARIANT NERAWENSTWA pUANKARE)2�Z0 f2dx � 4 2�Z0 (f 0)2dx+ 12� 2�Z0 f dx!2:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO SISTEMA cos (kx=2); k == 0; 1; 2; . . .; QWLQETSQ ORTOGONALXNYM BAZISOM PROSTRANSTWA H1(0; 2�):4.75. dOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET DWUMERNOE PODPROSTRANSTWOPROSTRANSTWA H1(0; 2�); DLQ WSEH \LEMENTOW KOTOROGO NERAWENSTWOZADA^I 4.74 PREWRA]AETSQ W RAWENSTWO. nAJTI \TO PODPROSTRANSTWOI DOKAZATX, ^TO DLQ WSEH \LEMENTOW IZ H1(0; 2�); NE PRINADLEVA]IH\TOMU PODPROSTRANSTWU, NERAWENSTWO ZADA^I 4.74 STROGOE.4.76. pUSTX f 2 Ho 1 (jxj < 1); x1 = jxj cos'; x2 = jxj sin'; f(x) == f(jxj; '): dOKAZATX, ^TO limjxj!1�0 2�Z0 f2(jxj; ') d' = 0:4.77. pUSTX f 2H1 (jxj< 1); x1 = jxj cos'; x2 = jxj sin'; f jjxj=1 == h('); 0 � ' < 2�: dOKAZATX, ^TO

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 59limjxj!1�0 2�Z0 jh(')� f(jxj; ')j2d' = 0:4.78. pUSTX f 2 Ho 1 (0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1): dOKAZATX, ^TO1Z0 f2(x1; x2) dx1 = o(x2) PRI x2 �! 0:4.79. pUSTX x = (x1; x2) = (� cos'; � sin') I FUNKCIQf(x) = a02 + 1Xk=1 �k(ak cos k'+ bk sin k')PRINADLEVIT H1 (jxj < 1): wYRAZITX ^EREZ ak; bk INTEGRALZ�<1 �jgradf j2 + jf j2� dx:4.80. pUSTX (') = a02 + 1Xk=1 (ak cos k'+ bk sin k') I 1Xk=1 k �a2k + b2k� <1:dOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ f(x1; x2) 2 H1 (jxj < 1) TAKAQ, ^TOf j�=1 =  ('); x1 = � cos'; x2 = � sin':4.81. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � FUNKCIQ f = jxj�� sin jxj PRINADLE-VIT H2 (jxj < 1); x = (x1; x2)?4.82. dOKAZATX, ^TO jx1j(jxj2 � 1) 2 Ho 1 (jxj < 1); x = (x1; x2; x3):4.83. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � FUNKCIQ f = jxj��ex1�x2 PRINADLE-VIT H1 (jxj < 1); x = (x1; x2; x3)?4.84. pUSTX f(x1; x2) = 1Pk=1 ak sin kx1 e�kx2 ; 0 � x1 � �; x2 > 0:pRI KAKIH ak FUNKCIQ f PRINADLEVIT H1 (0 < x1 < �; x2 > 0)?4.85. pUSTX f 2 H1 (jxj < 1); x = (x1; x2; . . .; xn); n � 2: oBQZANALI FUNKCIQ f(x) BYTX \KWIWALENTNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII W [AREjxj < 1 (SR. S REZULXTATOM ZADA^I 4.67)?w ZADA^AH 4.86{4.90 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.86. eSLI f 2 H1(Q) I f(x) = const P. W. W Q0 � Q, TO grad f = 0P. W. W Q0.4.87. eSLI f 2 H1(Q) I jgrad f j = 0 P. W. W Q, TO f(x) = constP. W. W Q.4.88. eSLI f 2 H1(Q); g 2 Ho 1(Q); TO DLQ WSEH i = 1; 2; . . .; n SPRA-WEDLIWA FORMULA ZQ fgxi dx = � ZQ gfxi dx (FORMULA INTEGRIROWANIQPO ^ASTQM).
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x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 59limjxj!1�0 2�Z0 jh(')� f(jxj; ')j2d' = 0:4.78. pUSTX f 2 Ho 1 (0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1): dOKAZATX, ^TO1Z0 f2(x1; x2) dx1 = o(x2) PRI x2 �! 0:4.79. pUSTX x = (x1; x2) = (� cos'; � sin') I FUNKCIQf(x) = a02 + 1Xk=1 �k(ak cos k'+ bk sin k')PRINADLEVIT H1 (jxj < 1): wYRAZITX ^EREZ ak; bk INTEGRALZ�<1 �jgradf j2 + jf j2� dx:4.80. pUSTX (') = a02 + 1Xk=1 (ak cos k'+ bk sin k') I 1Xk=1 k �a2k + b2k� <1:dOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ f(x1; x2) 2 H1 (jxj < 1) TAKAQ, ^TOf j�=1 =  ('); x1 = � cos'; x2 = � sin':4.81. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � FUNKCIQ f = jxj�� sin jxj PRINADLE-VIT H2 (jxj < 1); x = (x1; x2)?4.82. dOKAZATX, ^TO jx1j(jxj2 � 1) 2 Ho 1 (jxj < 1); x = (x1; x2; x3):4.83. pRI KAKIH ZNA^ENIQH � FUNKCIQ f = jxj��ex1�x2 PRINADLE-VIT H1 (jxj < 1); x = (x1; x2; x3)?4.84. pUSTX f(x1; x2) = 1Pk=1 ak sin kx1 e�kx2 ; 0 � x1 � �; x2 > 0:pRI KAKIH ak FUNKCIQ f PRINADLEVIT H1 (0 < x1 < �; x2 > 0)?4.85. pUSTX f 2 H1 (jxj < 1); x = (x1; x2; . . .; xn); n � 2: oBQZANALI FUNKCIQ f(x) BYTX \KWIWALENTNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII W [AREjxj < 1 (SR. S REZULXTATOM ZADA^I 4.67)?w ZADA^AH 4.86{4.90 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.86. eSLI f 2 H1(Q) I f(x) = const P. W. W Q0 � Q, TO grad f = 0P. W. W Q0.4.87. eSLI f 2 H1(Q) I jgrad f j = 0 P. W. W Q, TO f(x) = constP. W. W Q.4.88. eSLI f 2 H1(Q); g 2 Ho 1(Q); TO DLQ WSEH i = 1; 2; . . .; n SPRA-WEDLIWA FORMULA ZQ fgxi dx = � ZQ gfxi dx (FORMULA INTEGRIROWANIQPO ^ASTQM).



60 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ4.89. eSLI f 2 H1(Q) I g 2 H1(Q); TO DLQ WSEH i = 1; 2; . . .; nZQ fgxi dx = � ZQ gfxi dx + Z� fg cos (nxi) ds;GDE POD ZNAKOM INTEGRALA PO � STOQT SLEDY FUNKCIJ f I g NA �:4.90. Ho 1(Q) ESTX PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA H1(Q):pUSTX FUNKCIQ f 2 L2(Q) PRODOLVENA, NAPRIMER, NULEM WNE Q:kONE^NORAZNOSTNYM OTNO[ENIEM f(x) PO PEREMENNOMU xi; i = 1; 2; . . .. . .; n; BUDEM NAZYWATX PRI h 6= 0 FUNKCI@�hi f = f(x1; . . .; xi + h; . . .; xn)� f(x)h ;TAKVE PRINADLEVA]U@ PROSTRANSTWU L2(Q):w ZADA^AH 4.91{4.96 DOKAZATX UTWERVDENIQ.4.91. dLQ L@BOJ FINITNOJ NA (a; b) FUNKCII f IZ L2(a; b) I L@BOJFUNKCII g 2 L2(a; b) PRI DOSTATO^NO MALYH jhj IMEET MESTO FORMULA�INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM���hf; g� = � �f; ��hg�; i = 1; 2; . . .; n:4.92. dLQ DOSTATO^NO MALYH jhj 6= 0 DLQ PROIZWOLXNOJ FINITNOJW Q FUNKCII f 2 L2(Q) I PROIZWOLXNOJ FUNKCII g 2 L2(Q) IMEETMESTO FORMULA �INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM���hi f; g� = � �f; ��hi g�; i = 1; 2; . . .; n:4.93. eSLI FINITNAQ NA (a; b) FUNKCIQ f PRINADLEVIT H1(a; b); TOPRI h �! 0 �hf(x) �! f 0(x) W NORME L2(a; b):4.94. eSLI DLQ FINITNOJ NA (a;b) FUNKCII f 2L2(a;b) PRI h �! 0�hf �! ef(x) W NORME L2(a; b), TO f(x) PRINADLEVIT H1(a; b) I ef(x)QWLQETSQ O. P. FUNKCII f(x):4.95. eSLI FINITNAQ W Q FUNKCIQ f 2 L2(Q) IMEET O. P. fxi 22 L2(a; b) PRI NEKOTOROM i = 1; 2; . . .n; TO PRI h �! 0 �hi f �! fxiW NORME L2(Q):4.96. eSLI FINITNAQ W Q FUNKCIQ f PRINADLEVIT L2(Q) I PRIh �! 0 �hi f �! efi(x) W NORME L2(Q) PRI NEKOTOROM i = 1; 2; . . .; n;TO f(x) IMEET W Q O. P. PO xi; SOWPADA@]U@ S efi(x).4.97. s POMO]X@ REZULXTATA ZADA^I 4.71 POKAZATX, ^TO SKALQRNYEPROIZWEDENIQ(f; g)I = �Z0 (fg + f 0g0) dx; (f; g)II = �Z0 f 0g0dxW PROSTRANSTWE Ho 1(0; �) \KWIWALENTNY.

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 614.98. dOKAZATX S POMO]X@ ZADA^I 4.74, ^TO SKALQRNYE PROIZWEDE-NIQ(f; g)I = 2�Z0 (fg+f 0g0) dx; (f; g)II = 2�Z0 f 0g0dx+ 2�Z0 f dx! 2�Z0 g dx!W PROSTRANSTWE H1(0; 2�) \KWIWALENTNY.4.99. mNOVESTWO eH1(0; 2�) FUNKCIJ f 2 H1(0; 2�), DLQ KOTORYH2�Z0 f(x) dx = 0; ESTX PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA H1(0; 2�): pOKA-ZATX, ^TO W eH1(0; 2�) SKALQRNOE PROIZWEDENIE MOVNO OPREDELITX SOOT-NO[ENIEM (fg) eH1(0;2�) = 2�Z0 f 0g0dx:4.100. pUSTX �(x) 2 C(Q) I �(x) � �0 > 0: pOKAZATX, ^TO FORMU-LOJ (f; g)I = ZQ �fg dx; f; g 2 L2(Q); OPREDELQETSQ SKALQRNOE PROIZWE-DENIE W L2(Q); \KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ ZQ fg dx:4.101. pUSTX � 2 C(Q); �(x) > 0 W Qnx0 I �(x0) = 0, GDE x0 |NEKOTORAQ TO^KA IZ Q. tOGDA FORMULOJ DLQ (f; g)I ZADA^I 4.100 OPREDE-LQETSQ SKALQRNOE PROIZWEDENIE W L2(Q); NE \KWIWALENTNOE SKALQRNOMUPROIZWEDENI@ ZQ fg dx (Q | OGRANI^ENNAQ OBLASTX).4.102. pUSTX � 2 C(Qnx0); GDE x0 | NEKOTORAQ TO^KA IZ Q I�(x) > 0 DLQ x 2 Qnx0; �(x) �! 1 PRI x �! x0; x 2 Q: pOKAZATX,^TO W L2;� (Q) MOVNO WWESTI SKALQRNOE PROIZWEDENIE ZQ fg dx; NE\KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ ZQ �fg dx:4.103. pUSTX f 2 H1 (jxj < 1); x = (x1; x2) I f(x)jjxj=1 = h(');x1 = jxj cos'; x2 = jxj sin': dOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ NE ZAWI-SQ]AQ OT FUNKCII f(x) POSTOQNNAQ c > 0; ^TOZjxj<1f2 dx � c" 2�Z0 h2(') d' + Zjxj<1 jgrad f j2dx#:4.104. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE TAKOJ POSTOQNNOJ c > 0; ^TO DLQL@BOJ f 2 Ho 1(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWO sTEKLOWAZQ f2dx � c ZQ jgradf j2dx:
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62 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ4.105. pOKAZATX, ^TO WYRAVENIE ZQ (gradf; grad g) dx ZADAET SKA-LQRNOE PROIZWEDENIE W Ho 1(Q); \KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDE-NI@ ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.106. pUSTX p; q 2 C(Q); p(x) � p0 > 0; q(x) � 0: dOKAZATX, ^TOSKALQRNYE PROIZWEDENIQ W Ho 1(Q)(f; g) = ZQ [fg + (grad f; grad g)] dx;(f; g)I = ZQ [qfg + p(grad f; gradg)] dx\KWIWALENTNY.4.107. pUSTX WE]ESTWENNYE FUNKCII pij ; pij(x) = pji(x); i; j == 1; 2; . . .; n; I q PRINADLEVAT C(Q); q � 0; I DLQ WSEH x 2 Q I WSEHWE]ESTWENNYH WEKTOROW � = (�1; . . .; �n) 2 Rn IMEET MESTO NERAWENSTWOnXi;j=1 pij(x) �i�j � 
0 nXi=1 �2i ;GDE POSTOQNNAQ 
0 > 0:dOKAZATX, ^TO W Ho 1(Q) MOVNO OPREDELITX SKALQRNOE PROIZWEDENIE(f; g)I = ZQ  nXi;j=1 pijfxigxj + qfg!dx;\KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.108. pUSTX p; q 2 C(Q); p(x) � p0 > 0; q(x) � q0 > 0: tOGDASKALQRNYE PROIZWEDENIQ W H1(Q)(f; g) = ZQ [fg + (grad f; grad g)] dx;(f; g)I = ZQ [qfg + p(grad f; gradg)] dx\KWIWALENTNY.pRI RE[ENII ZADA^ 4.109, 4.113, 4.114, 4.118 POLEZNA SLEDU@]AQt E O R E M A. dLQ TOGO ^TOBY MNOVESTWO M � H1 (Q) BYLOKOMPAKTNYM W L2(Q); DOSTATO^NO, ^TOBY M BYLO OGRANI^ENNYMW NORME H1(Q); T: E. ^TOBY SU]ESTWOWALA TAKAQ POSTOQNNAQ c > 0;
x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 63^TO kukH1(Q) � c DLQ WSEH u 2 M: (kOMPAKTNOSTX M W L2 OZNA^A-ET, ^TO IZ L@BOJ BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI \LEMENTOW IZ MMOVNO WYBRATX FUNDAMENTALXNU@ W L2 PODPOSLEDOWATELXNOSTX.)4.109. pUSTX x0 | PROIZWOLXNAQ TO^KA IZ Q; A U = Q \\fjx�x0j < rg PRI NEKOTOROM r > 0: dOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET TAKAQPOSTOQNNAQ c > 0; ^TO DLQ WSEH f 2 H1(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWOZQ f2dx � c" ZQ jgrad f j2dx+ ZU f2dx#:4.110. s POMO]X@ REZULXTATA ZADA^I 4.108 POKAZATX, ^TO SKALQR-NYE PROIZWEDENIQ W H1(Q)(f; g)I = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx;(f; g)II = ZQ [qfg + p(grad f; gradg)] dx\KWIWALENTNY, ESLI NEPRERYWNYE W Q FUNKCII p(x) I q(x) UDOWLETWO-RQ@T USLOWIQM: p � p0 > 0; q(x) � 0 I q(x) 6� 0 W Q.4.111. eSLI W USLOWIQH ZADA^I 4.107 q(x) � q0 > 0; TO WYRAVENIEZQ  nXi;j=1 pijfxigxj + qfg!dxMOVNO PRINQTX ZA SKALQRNOE PROIZWEDENIE W H1(Q); PRI^EM ONO BUDET\KWIWALENTNYM SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ ZQ [(grad f; gradg) + fg] dx:4.112. eSLI W USLOWIQH ZADA^I 4.107 q(x) � 0 W Q I q(x) 6� 0; TOWYRAVENIE ZQ  nXi;j=1 pijfxigxj + qfg!dxMOVNO PRINQTX ZA SKALQRNOE PROIZWEDENIE W H1(Q); PRI^EM ONO BUDET\KWIWALENTNYM SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ ZQ [fg + (gradf; grad g)] dx:4.113. pOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ POSTOQNNAQ c > 0; ^TO DLQL@BOJ f 2 H1(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWOZQ f2dx � c" ZQ jgrad f j2dx+ Z@Q f2ds#:4.114. pUSTX x0 | PROIZWOLXNAQ TO^KA GRANICY @Q; A U = @Q\\fjx � x0j < rg PRI NEKOTOROM r > 0: dOKAZATX SU]ESTWOWANIE TAKOJPOSTOQNNOJ c > 0; ^TO DLQ WSEH f 2 H1(Q) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO
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64 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQZQ f2dx � c" ZQ jgradf j2dx+ ZU f2ds#:4.115. dOKAZATX, ^TO ESLI � 2 C (@Q) I �(x) > 0; TO WYRAVENIE(f; g)I = ZQ (grad f; grad g) dx+ Z@Q �fg dsZADAET W H1(Q) SKALQRNOE PROIZWEDENIE, PRI^EM ONO BUDET \KWIWA-LENTNYM SKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.116. dOKAZATX, ^TO ESLI � 2 C (@Q); �(x) � 0; �(x) 6� 0; TO WH1(Q) MOVNO ZADATX SKALQRNOE PROIZWEDENIE(f; g)I = ZQ (grad f; gradg) dx+ Z@Q �fg ds;\KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.117. pUSTX p 2 C(Q); q 2 C(Q); � 2 C(@Q); p(x) � p0 > 0;q(x) � 0 W Q; �(x) � 0 NA @Q, PRI^EM ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0:tOGDA SKALQRNYE PROIZWEDENIQ W H1(Q)(f; g)I = ZQ [p(grad f; gradg) + qfg] dx+ Z@Q �fg ds;(f; g) = ZQ [fg + (gradf; grad g)] dx\KWIWALENTNY.4.118. pOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET POSTOQNNAQ c > 0 TAKAQ, ^TO DLQL@BOJ FUNKCII f 2 H1(Q) (@Q 2 C1) IMEET MESTO NERAWENSTWO (NE-RAWENSTWO pUANKARE)ZQ f2dx � c"� ZQ f dx�2 + ZQ jgrad f j2dx#:4.119. s POMO]X@ REZULXTATA ZADA^I 4.118 POKAZATX \KWIWALENT-NOSTX SKALQRNYH PROIZWEDENIJ(f; g) = ZQ [fg + (grad f; grad g)] dx;(f; g)I = ZQ (grad f; gradg) dx+ ZQ f dx � ZQ g dxW PROSTRANSTWE H1(Q):

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 654.120. pOKAZATX, ^TO MNOVESTWO eH1(Q) FUNKCIJ f 2 H1(Q); DLQKOTORYH ZQ f dx = 0; OBRAZUET PODPROSTRANSTWO H1(Q):4.121. pOKAZATX, ^TO W PODPROSTRANSTWE eH1(Q) MOVNO OPREDELITXSKALQRNOE PROIZWEDENIE (f; g)I = ZQ (grad f; grad g) dx; \KWIWALENTNOESKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (gradf; grad g)] dx:oTWETY K x44.9. maxi jxij:4.10. max jf(x)j:4.40. A) 35 x; B) 3� x; W) 15x216 + 316 :4.41. A) �2 � 4� cosx; B) 83� sinx:4.42. A) 0; B) x1 � x2:4.51. en = 'n � n�1Pk=1 ek('n; ek)



'n � n�1Pk=1 ek('n; ek)



 :4.52. A) P0; P1; P2; P3; GDE Pn | MNOGO^LENY lEVANDRA (SM. 4.21);B) r38 (1� x); r1516 x(1 + x); r 21136 (2� 2x� 5x2 + 5x3);W) 2p3 sin2 �x; r83 �sin2 �x� 34�; cos�x;G) 1; x� 1; 1� 2x+ x22 ; D) 14p2� ; x4p2� ; x2 � 1p2 4p2� ;E) r 2� ; r 8� x; r 2� (4x2 � 1)|MNOGO^LEN~EBY[EWAWTOROGORODA;V) T0; T1; T2; Tn(x) | MNOGO^LEN ~EBY[EWA.4.54. 1p� ; 2x1p� ; 2x2p� :4.55. p32p� ; p15 x12p� ; p15 x22p� ; p15x32p� :4.72. sin �(x� a)b� a :4.75. pODPROSTRANSTWO S BAZISNYMI \LEMENTAMI 1 I cos x2 :5 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



64 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQZQ f2dx � c" ZQ jgradf j2dx+ ZU f2ds#:4.115. dOKAZATX, ^TO ESLI � 2 C (@Q) I �(x) > 0; TO WYRAVENIE(f; g)I = ZQ (grad f; grad g) dx+ Z@Q �fg dsZADAET W H1(Q) SKALQRNOE PROIZWEDENIE, PRI^EM ONO BUDET \KWIWA-LENTNYM SKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.116. dOKAZATX, ^TO ESLI � 2 C (@Q); �(x) � 0; �(x) 6� 0; TO WH1(Q) MOVNO ZADATX SKALQRNOE PROIZWEDENIE(f; g)I = ZQ (grad f; gradg) dx+ Z@Q �fg ds;\KWIWALENTNOE SKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (grad f; gradg)] dx:4.117. pUSTX p 2 C(Q); q 2 C(Q); � 2 C(@Q); p(x) � p0 > 0;q(x) � 0 W Q; �(x) � 0 NA @Q, PRI^EM ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0:tOGDA SKALQRNYE PROIZWEDENIQ W H1(Q)(f; g)I = ZQ [p(grad f; gradg) + qfg] dx+ Z@Q �fg ds;(f; g) = ZQ [fg + (gradf; grad g)] dx\KWIWALENTNY.4.118. pOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET POSTOQNNAQ c > 0 TAKAQ, ^TO DLQL@BOJ FUNKCII f 2 H1(Q) (@Q 2 C1) IMEET MESTO NERAWENSTWO (NE-RAWENSTWO pUANKARE)ZQ f2dx � c"� ZQ f dx�2 + ZQ jgrad f j2dx#:4.119. s POMO]X@ REZULXTATA ZADA^I 4.118 POKAZATX \KWIWALENT-NOSTX SKALQRNYH PROIZWEDENIJ(f; g) = ZQ [fg + (grad f; grad g)] dx;(f; g)I = ZQ (grad f; gradg) dx+ ZQ f dx � ZQ g dxW PROSTRANSTWE H1(Q):

x 4. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA 654.120. pOKAZATX, ^TO MNOVESTWO eH1(Q) FUNKCIJ f 2 H1(Q); DLQKOTORYH ZQ f dx = 0; OBRAZUET PODPROSTRANSTWO H1(Q):4.121. pOKAZATX, ^TO W PODPROSTRANSTWE eH1(Q) MOVNO OPREDELITXSKALQRNOE PROIZWEDENIE (f; g)I = ZQ (grad f; grad g) dx; \KWIWALENTNOESKALQRNOMU PROIZWEDENI@(f; g) = ZQ [fg + (gradf; grad g)] dx:oTWETY K x44.9. maxi jxij:4.10. max jf(x)j:4.40. A) 35 x; B) 3� x; W) 15x216 + 316 :4.41. A) �2 � 4� cosx; B) 83� sinx:4.42. A) 0; B) x1 � x2:4.51. en = 'n � n�1Pk=1 ek('n; ek)



'n � n�1Pk=1 ek('n; ek)



 :4.52. A) P0; P1; P2; P3; GDE Pn | MNOGO^LENY lEVANDRA (SM. 4.21);B) r38 (1� x); r1516 x(1 + x); r 21136 (2� 2x� 5x2 + 5x3);W) 2p3 sin2 �x; r83 �sin2 �x� 34�; cos�x;G) 1; x� 1; 1� 2x+ x22 ; D) 14p2� ; x4p2� ; x2 � 1p2 4p2� ;E) r 2� ; r 8� x; r 2� (4x2 � 1)|MNOGO^LEN~EBY[EWAWTOROGORODA;V) T0; T1; T2; Tn(x) | MNOGO^LEN ~EBY[EWA.4.54. 1p� ; 2x1p� ; 2x2p� :4.55. p32p� ; p15 x12p� ; p15 x22p� ; p15x32p� :4.72. sin �(x� a)b� a :4.75. pODPROSTRANSTWO S BAZISNYMI \LEMENTAMI 1 I cos x2 :5 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



66 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ4.79. �2 �a202 + 1Pk=1 a2k + b2kk + 1 + 2 1Pk=1 k �a2k + b2k��:4.81. � < �1:4.83. � < 1=2:4.84. 1Pk=1 k �a2k + b2k� <1:4.85. nET. x5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQuRAWNENIE '(x) = � ZG K (x; y)'(y) dy + f(x) (1)OTNOSITELXNO NEIZWESTNOJ FUNKCII '(x) W OBLASTI G � Rn NAZYWAET-SQ LINEJNYM INTEGRALXNYM URAWNENIEM fREDGOLXMA (WTOROGO RODA).iZWESTNYE FUNKCII K (x; y) I f(x) NAZYWA@TSQ QDROM I SWOBODNYM^LENOM INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1); � | KOMPLEKSNYJ PARAMETR.iNTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � ZG K (x; y)'(y) dy (2)NAZYWAETSQ ODNORODNYM INTEGRALXNYM URAWNENIEM, SOOTWETSTWU@-]IM URAWNENI@ (1); A INTEGRALXNOE URAWNENIE (ZDESXK �(x;y)=K (y;x)) (x) = �� ZG K �(x; y) (y) dy (3)| SO@ZNYM K URAWNENI@ (2), QDRO K �(x; y) NAZYWAETSQ \RMITOWO SO-PRQVENNYM QDROM K QDRU K (x; y):iNTEGRALXNYE URAWNENIQ (1){(3) INOGDA ZAPISYWA@T W OPERATOR-NOJ FORME ' = �K'+ f; ' = �K';  = ��K� ;GDE INTEGRALXNYE OPERATORY K I K� OPREDELQ@TSQ QDRAMI K (x; y) IK �(x; y) SOOTWETSTWENNO, T. E.Kg = ZG K (x; y) g(y) dy; K�g = ZG K �(x; y) g(y) dy:eSLI PRI NEKOTOROM ZNA^ENII PARAMETRA � = �0 ODNORODNOE IN-TEGRALXNOE URAWNENIE (2) IMEET NENULEWYE RE[ENIQ IZ L2(G), TO^ISLO �0 NAZYWAETSQ HARAKTERISTI^ESKIM ^ISLOM QDRA K (x; y)(INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (2)), A SOOTWETSTWU@]IE RE[ENIQ URAWNE-NIQ (2) | SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI QDRA K (x; y):rANGOM (KRATNOSTX@) HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA �0 NAZYWAETSQMAKSIMALXNOE ^ISLO LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH FUNKCIJ, OT-WE^A@]IH \TOMU ^ISLU �0.

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 67bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO W URAWNENII (1) OBLASTX G OGRANI^ENAW Rn; FUNKCIQ f NEPRERYWNA NA G; A QDRO K (x; y) NEPRERYWNO NAG�G.w ZADA^AH 5.5{5.7 ISPOLXZU@TSQ SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ:M = maxx2G; y2G jK (x; y)j; v = ZG dy:5.1. pOKAZATX, ^TO INTEGRALXNYJ OPERATOR K S QDROM K (x; y)OGRANI^EN IZ L2(G) W L2(G); ESLIZG�G jK (x; y)j2dx dy = c2 <1:5.2. pOKAZATX, ^TO INTEGRALXNYJ OPERATOR K S NEPRERYWNYM QD-ROM K (x; y) QWLQETSQ NULEWYM W L2(G) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDAK (x; y) = 0; x 2 G; y 2 G:5.3. pUSTX QDRO K (x; y) INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1) PRINADLE-VIT L2(G �G): dOKAZATX SHODIMOSTX METODA POSLEDOWATELXNYH PRI-BLIVENIJ DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 L2(G); ESLI j�j < 1=jcj (POSTOQN-NAQ c WZQTA IZ ZADA^I 5.1).5.4. pUSTX K | INTEGRALXNYJ OPERATOR S NEPRERYWNYM QDROM.dOKAZATX, ^TO OPERATORYKp = K(Kp�1); p = 2; 3; . . .; QWLQ@TSQ INTEG-RALXNYMI OPERATORAMI S NEPRERYWNYMI QDRAMI Kp(x; y) I \TI QDRAUDOWLETWORQ@T SOOTNO[ENIQMKp(x; y) = ZG K (x; �)Kp�1(�; y) d�:5.5. pOKAZATX, ^TO QDRA Kp(x; y), WWEDENNYE W ZADA^E 5.4 (ONI NA-ZYWA@TSQ POWTORNYMI (ITERIROWANNYMI) QDRAMI QDRAK (x;y)); UDOW-LETWORQ@T NERAWENSTWAM:jKp(x; y)j �Mpvp�1; p = 1; 2; . . .5.6. pOKAZATX, ^TO RQD 1Pm=0�mKm+1(x; y); x 2 G; y 2 G; SHODITSQW KRUGE j�j < 1Mv , A EGO SUMMA R(x; y;�) (REZOLXWENTA QDRA K (x; y))NEPRERYWNA W G�G� U1=(Mv) I ANALITI^NA PO � W KRUGE j�j < 1Mv :pOKAZATX TAKVE, ^TO PRI j�j < 1Mv RE[ENIE INTEGRALXNOGO URAW-NENIQ (1) EDINSTWENNO W KLASSE C(G) I DLQ L@BOJ f 2 C(G) PREDSTAW-LQETSQ ^EREZ REZOLXWENTU R(x; y;�) FORMULOJ'(x) = f(x) + � ZG R(x; y;�) f(y) dy:5�



66 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ4.79. �2 �a202 + 1Pk=1 a2k + b2kk + 1 + 2 1Pk=1 k �a2k + b2k��:4.81. � < �1:4.83. � < 1=2:4.84. 1Pk=1 k �a2k + b2k� <1:4.85. nET. x5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQuRAWNENIE '(x) = � ZG K (x; y)'(y) dy + f(x) (1)OTNOSITELXNO NEIZWESTNOJ FUNKCII '(x) W OBLASTI G � Rn NAZYWAET-SQ LINEJNYM INTEGRALXNYM URAWNENIEM fREDGOLXMA (WTOROGO RODA).iZWESTNYE FUNKCII K (x; y) I f(x) NAZYWA@TSQ QDROM I SWOBODNYM^LENOM INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1); � | KOMPLEKSNYJ PARAMETR.iNTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � ZG K (x; y)'(y) dy (2)NAZYWAETSQ ODNORODNYM INTEGRALXNYM URAWNENIEM, SOOTWETSTWU@-]IM URAWNENI@ (1); A INTEGRALXNOE URAWNENIE (ZDESXK �(x;y)=K (y;x)) (x) = �� ZG K �(x; y) (y) dy (3)| SO@ZNYM K URAWNENI@ (2), QDRO K �(x; y) NAZYWAETSQ \RMITOWO SO-PRQVENNYM QDROM K QDRU K (x; y):iNTEGRALXNYE URAWNENIQ (1){(3) INOGDA ZAPISYWA@T W OPERATOR-NOJ FORME ' = �K'+ f; ' = �K';  = ��K� ;GDE INTEGRALXNYE OPERATORY K I K� OPREDELQ@TSQ QDRAMI K (x; y) IK �(x; y) SOOTWETSTWENNO, T. E.Kg = ZG K (x; y) g(y) dy; K�g = ZG K �(x; y) g(y) dy:eSLI PRI NEKOTOROM ZNA^ENII PARAMETRA � = �0 ODNORODNOE IN-TEGRALXNOE URAWNENIE (2) IMEET NENULEWYE RE[ENIQ IZ L2(G), TO^ISLO �0 NAZYWAETSQ HARAKTERISTI^ESKIM ^ISLOM QDRA K (x; y)(INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (2)), A SOOTWETSTWU@]IE RE[ENIQ URAWNE-NIQ (2) | SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI QDRA K (x; y):rANGOM (KRATNOSTX@) HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA �0 NAZYWAETSQMAKSIMALXNOE ^ISLO LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH FUNKCIJ, OT-WE^A@]IH \TOMU ^ISLU �0.

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 67bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO W URAWNENII (1) OBLASTX G OGRANI^ENAW Rn; FUNKCIQ f NEPRERYWNA NA G; A QDRO K (x; y) NEPRERYWNO NAG�G.w ZADA^AH 5.5{5.7 ISPOLXZU@TSQ SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ:M = maxx2G; y2G jK (x; y)j; v = ZG dy:5.1. pOKAZATX, ^TO INTEGRALXNYJ OPERATOR K S QDROM K (x; y)OGRANI^EN IZ L2(G) W L2(G); ESLIZG�G jK (x; y)j2dx dy = c2 <1:5.2. pOKAZATX, ^TO INTEGRALXNYJ OPERATOR K S NEPRERYWNYM QD-ROM K (x; y) QWLQETSQ NULEWYM W L2(G) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDAK (x; y) = 0; x 2 G; y 2 G:5.3. pUSTX QDRO K (x; y) INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1) PRINADLE-VIT L2(G �G): dOKAZATX SHODIMOSTX METODA POSLEDOWATELXNYH PRI-BLIVENIJ DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 L2(G); ESLI j�j < 1=jcj (POSTOQN-NAQ c WZQTA IZ ZADA^I 5.1).5.4. pUSTX K | INTEGRALXNYJ OPERATOR S NEPRERYWNYM QDROM.dOKAZATX, ^TO OPERATORYKp = K(Kp�1); p = 2; 3; . . .; QWLQ@TSQ INTEG-RALXNYMI OPERATORAMI S NEPRERYWNYMI QDRAMI Kp(x; y) I \TI QDRAUDOWLETWORQ@T SOOTNO[ENIQMKp(x; y) = ZG K (x; �)Kp�1(�; y) d�:5.5. pOKAZATX, ^TO QDRA Kp(x; y), WWEDENNYE W ZADA^E 5.4 (ONI NA-ZYWA@TSQ POWTORNYMI (ITERIROWANNYMI) QDRAMI QDRAK (x;y)); UDOW-LETWORQ@T NERAWENSTWAM:jKp(x; y)j �Mpvp�1; p = 1; 2; . . .5.6. pOKAZATX, ^TO RQD 1Pm=0�mKm+1(x; y); x 2 G; y 2 G; SHODITSQW KRUGE j�j < 1Mv , A EGO SUMMA R(x; y;�) (REZOLXWENTA QDRA K (x; y))NEPRERYWNA W G�G� U1=(Mv) I ANALITI^NA PO � W KRUGE j�j < 1Mv :pOKAZATX TAKVE, ^TO PRI j�j < 1Mv RE[ENIE INTEGRALXNOGO URAW-NENIQ (1) EDINSTWENNO W KLASSE C(G) I DLQ L@BOJ f 2 C(G) PREDSTAW-LQETSQ ^EREZ REZOLXWENTU R(x; y;�) FORMULOJ'(x) = f(x) + � ZG R(x; y;�) f(y) dy:5�



68 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ5.7. pOKAZATX, ^TO REZOLXWENTA R(x; y;�) (SM. ZADA^U 5.6) NEPRE-RYWNOGO QDRA K (x; y) UDOWLETWORQET PRI j�j < 1Mv KAVDOMU IZ URAW-NENIJ:A) R(x; y;�) = � ZG K (x; �)R(�; y;�) d� +K (x; y);B) R(x; y;�) = � ZG K (�; y)R(x; �;�) d� +K (x; y);W) @R(x; y;�)@� = ZG R(x; �;�)R(�; y;�) d�.w ZADA^AH 5.8{5.13 RASSMATRIWA@TSQ INTEGRALXNYE URAWNENIQ WIDAxZ0 K (x; y)'(y) dy = f(x); (4)'(x) = � xZ0 K (x; y)'(y) dy + f(x); (5)KOTORYE NAZYWA@TSQ INTEGRALXNYMI URAWNENIQMI wOLXTERRA PERWO-GO I WTOROGO RODOW SOOTWETSTWENNO.5.8. pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:A) FUNKCII K �(x; y) I Kx(x; y) NEPRERYWNY NA MNOVESTWE0 � x � y � a;B) K (x; x) 6= 0 DLQ WSEH x;W) f 2 C1([0; a]) I f(0) = 0:dOKAZATX, ^TO PRI \TIH USLOWIQH URAWNENIE (4) RAWNOSILXNO URAW-NENI@ '(x) = f 0(x)K (x; x) � xZ0 Kx(x; y)K (x; x) '(y) dy:5.9. pOKAZATX, ^TO DIFFERENCIALXNOE URAWNENIEy(n) + a1(x) y(n�1) + . . . + an(x) y = F (x)S NEPRERYWNYMI KO\FFICIENTAMI ai(x) (i = 1; 2; . . .; n) PRI NA^ALX-NYH USLOWIQH y(0) = C0; y0(0) = C1; . . .; y(n�1)(0) = Cn�1 RAWNOSILXNOINTEGRALXNOMU URAWNENI@ (5), GDEK (x; y) = nXm=1 am(x) (x� y)m�1(m� 1)! ;f(x) = F (x) � Cn�1a1(x) � (Cn�1x+ Cn�2) a2(x) � . . .. . . ��Cn�1 xn�1(n� 1)! + . . . + C1x+ C0� an(x):

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 695.10. pUSTX K 2 C (x � 0); K (x) = 0 PRI x < 0: dOKAZATX, ^TOOBOB]ENNAQ FUNKCIQE (x) = �(x) +R(x); GDE R = 1Xm=1K �K � . . . �K| {z }m RAZ ;ESTX FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA wOLXTERRA WTOROGO RODA SQDROM K (x; y) (SM. (5)), T.E.E�K � E = �:pOKAZATX, ^TO PRI \TOM RQD DLQ R(x) SHODITSQ RAWNOMERNO W KAV-DOM KONE^NOM PROMEVUTKE I UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU URAWNENI@wOLXTERRA R(x) = xZ0 K (x � y)R(y) dy +K (x); x � 0(FUNKCIQ R(x� y) QWLQETSQ REZOLXWENTOJ QDRA K (x � y) PRI � = 1):5.11. nAJTI REZOLXWENTU INTEGRALXNOGO URAWNENIQ wOLXTERRA (5)S QDROM K (x; y):1) K (x; y) = 1; 2) K (x; y) = x� y:5.12. rE[ITX SLEDU@]IE INTEGRALXNYE URAWNENIQ:1) '(x) = x+ xZ0 (y � x)'(y) dy;2) '(x) = 1 + � xZ0 (x� y)'(y) dy;3) '(x) = � xZ0 (x� y)'(y) dy + x2:5.13. pOKAZATX, ^TO ESLI g 2 C1 (x � 0); g(0) = 0; 0 < � < 1, TOFUNKCIQ f(x) = sin��� xZ0 g0(y)(x� y)1�� dyUDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU URAWNENI@ aBELQxZ0 f(y)(x� y)� dx = g(x):w ZADA^AH 5.14{5.30 QDRO K (x; y) INTEGRALXNOGO URAWNENIQ QWLQ-ETSQ WYROVDENNYM, T. E.K (x; y) = NXm=1 fm(x) gm(y);GDE FUNKCII fm(x) I gm(y) (m = 1; 2; . . .; N) NEPRERYWNY W KWADRA-TE a � x; y � b I LINEJNO NEZAWISIMY MEVDU SOBOJ. w \TOM SLU^AEINTEGRALXNOE URAWNENIE (1) MOVNO ZAPISATX W WIDE



68 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ5.7. pOKAZATX, ^TO REZOLXWENTA R(x; y;�) (SM. ZADA^U 5.6) NEPRE-RYWNOGO QDRA K (x; y) UDOWLETWORQET PRI j�j < 1Mv KAVDOMU IZ URAW-NENIJ:A) R(x; y;�) = � ZG K (x; �)R(�; y;�) d� +K (x; y);B) R(x; y;�) = � ZG K (�; y)R(x; �;�) d� +K (x; y);W) @R(x; y;�)@� = ZG R(x; �;�)R(�; y;�) d�.w ZADA^AH 5.8{5.13 RASSMATRIWA@TSQ INTEGRALXNYE URAWNENIQ WIDAxZ0 K (x; y)'(y) dy = f(x); (4)'(x) = � xZ0 K (x; y)'(y) dy + f(x); (5)KOTORYE NAZYWA@TSQ INTEGRALXNYMI URAWNENIQMI wOLXTERRA PERWO-GO I WTOROGO RODOW SOOTWETSTWENNO.5.8. pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:A) FUNKCII K �(x; y) I Kx(x; y) NEPRERYWNY NA MNOVESTWE0 � x � y � a;B) K (x; x) 6= 0 DLQ WSEH x;W) f 2 C1([0; a]) I f(0) = 0:dOKAZATX, ^TO PRI \TIH USLOWIQH URAWNENIE (4) RAWNOSILXNO URAW-NENI@ '(x) = f 0(x)K (x; x) � xZ0 Kx(x; y)K (x; x) '(y) dy:5.9. pOKAZATX, ^TO DIFFERENCIALXNOE URAWNENIEy(n) + a1(x) y(n�1) + . . . + an(x) y = F (x)S NEPRERYWNYMI KO\FFICIENTAMI ai(x) (i = 1; 2; . . .; n) PRI NA^ALX-NYH USLOWIQH y(0) = C0; y0(0) = C1; . . .; y(n�1)(0) = Cn�1 RAWNOSILXNOINTEGRALXNOMU URAWNENI@ (5), GDEK (x; y) = nXm=1 am(x) (x� y)m�1(m� 1)! ;f(x) = F (x) � Cn�1a1(x) � (Cn�1x+ Cn�2) a2(x) � . . .. . . ��Cn�1 xn�1(n� 1)! + . . . + C1x+ C0� an(x):

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 695.10. pUSTX K 2 C (x � 0); K (x) = 0 PRI x < 0: dOKAZATX, ^TOOBOB]ENNAQ FUNKCIQE (x) = �(x) +R(x); GDE R = 1Xm=1K �K � . . . �K| {z }m RAZ ;ESTX FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA wOLXTERRA WTOROGO RODA SQDROM K (x; y) (SM. (5)), T.E.E�K � E = �:pOKAZATX, ^TO PRI \TOM RQD DLQ R(x) SHODITSQ RAWNOMERNO W KAV-DOM KONE^NOM PROMEVUTKE I UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU URAWNENI@wOLXTERRA R(x) = xZ0 K (x � y)R(y) dy +K (x); x � 0(FUNKCIQ R(x� y) QWLQETSQ REZOLXWENTOJ QDRA K (x � y) PRI � = 1):5.11. nAJTI REZOLXWENTU INTEGRALXNOGO URAWNENIQ wOLXTERRA (5)S QDROM K (x; y):1) K (x; y) = 1; 2) K (x; y) = x� y:5.12. rE[ITX SLEDU@]IE INTEGRALXNYE URAWNENIQ:1) '(x) = x+ xZ0 (y � x)'(y) dy;2) '(x) = 1 + � xZ0 (x� y)'(y) dy;3) '(x) = � xZ0 (x� y)'(y) dy + x2:5.13. pOKAZATX, ^TO ESLI g 2 C1 (x � 0); g(0) = 0; 0 < � < 1, TOFUNKCIQ f(x) = sin��� xZ0 g0(y)(x� y)1�� dyUDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU URAWNENI@ aBELQxZ0 f(y)(x� y)� dx = g(x):w ZADA^AH 5.14{5.30 QDRO K (x; y) INTEGRALXNOGO URAWNENIQ QWLQ-ETSQ WYROVDENNYM, T. E.K (x; y) = NXm=1 fm(x) gm(y);GDE FUNKCII fm(x) I gm(y) (m = 1; 2; . . .; N) NEPRERYWNY W KWADRA-TE a � x; y � b I LINEJNO NEZAWISIMY MEVDU SOBOJ. w \TOM SLU^AEINTEGRALXNOE URAWNENIE (1) MOVNO ZAPISATX W WIDE



70 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ'(x) = f(x) + � NXm=1 cmfm(x);GDE NEIZWESTNYE cm OPREDELQ@TSQ IZ SISTEMY ALGEBRAI^ESKIH URAWNE-NIJ.5.14. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 1Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = x� 1; f(x) = x;2) K (x; y) = 2ex+y; f(x) = ex;3) K (x; y) = x+ y � 2xy; f(x) = x+ x2:5.15. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 1Z�1 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = xy + x2y2; f(x) = x2 + x4;2) K (x; y) = x1=3 + y1=3; f(x) = 1� 6x2;3) K (x; y) = x4 + 5x3y; f(x) = x2 � x4;4) K (x; y) = 2xy3 + 5x2y2; f(x) = 7x4 + 3;5) K (x; y) = x2 � xy; f(x) = x2 + x;6) K (x; y) = 5+4xy�3x2�3y2+9x2y2; f(x) = x:5.16. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = sin (2x+ y); f(x) = � � 2x;2) K (x; y) = sin (x� 2y); f(x) = cos 2x;3) K (x; y) = cos (2x+ y); f(x) = sinx;4) K (x; y) = sin (3x+ y); f(x) = cosx;5) K (x; y) = sin y + y cosx; f(x) = 1� 2x� ;6) K (x; y) = cos2(x� y); f(x) = 1 + cos 4x:5.17. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 2�Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 711) K (x; y) = cosx cos y + cos 2x cos 2y; f(x) = cos 3x;2) K (x; y) = cosx cos y + 2 sin 2x sin 2y; f(x) = cosx;3) K (x; y) = sinx sin y + 3 cos2x cos 2y; f(x) = sinx:5.18. nAJTI WSE HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ:1) '(x) = � 2�Z0 hsin (x+ y) + 12i'(y) dy;2) '(x) = � 2�Z0 hcos2(x + y) + 12i'(y) dy;3) '(x) = � 1Z0 �x2y2 � 245�'(y) dy;4) '(x) = � 1Z0 ��xy�2=5+ �yx�2=5�'(y) dy;5) '(x) = � �Z0 (sinx sin 4y + sin 2x sin 3y++ sin 3x sin 2y + sin 4x sin y)'(y) dy:5.19. pRI KAKIH ZNA^ENIQH PARAMETROW a I b RAZRE[IMO INTEG-RALXNOE URAWNENIE'(x) = 12 1Z0 �xy � x+ y2 + 13�'(y) dy + ax2 + bx� 2 ?nAJTI RE[ENIQ PRI \TIH ZNA^ENIQH a I b.5.20. pRI KAKIH ZNA^ENIQH PARAMETRA a RAZRE[IMO INTEGRALXNOEURAWNENIE'(x) = p15 1Z0 [y(4x2 � 3x) + x(4y2 � 3y)]'(y) dy + ax+ 1x ?nAJTI RE[ENIQ PRI \TIH ZNA^ENIQH a.5.21. wYQSNITX, PRI KAKIH ZNA^ENIQH � INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 2�Z0 cos (2x� y)'(y) dy + f(x)RAZRE[IMO DLQ L@BOJ f(x) 2 C([0; 2�]); I NAJTI RE[ENIE.5.22. nAJTI RE[ENIQ SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ PRIWSEH � I PRI WSEH ZNA^ENIQH PARAMETROW a; b; c, WHODQ]IH W SWOBODNYJ^LEN \TIH URAWNENIJ:1) '(x) = � �=2Z��=2 (y sinx+ cos y)'(y) dy + ax+ b;



70 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ'(x) = f(x) + � NXm=1 cmfm(x);GDE NEIZWESTNYE cm OPREDELQ@TSQ IZ SISTEMY ALGEBRAI^ESKIH URAWNE-NIJ.5.14. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 1Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = x� 1; f(x) = x;2) K (x; y) = 2ex+y; f(x) = ex;3) K (x; y) = x+ y � 2xy; f(x) = x+ x2:5.15. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 1Z�1 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = xy + x2y2; f(x) = x2 + x4;2) K (x; y) = x1=3 + y1=3; f(x) = 1� 6x2;3) K (x; y) = x4 + 5x3y; f(x) = x2 � x4;4) K (x; y) = 2xy3 + 5x2y2; f(x) = 7x4 + 3;5) K (x; y) = x2 � xy; f(x) = x2 + x;6) K (x; y) = 5+4xy�3x2�3y2+9x2y2; f(x) = x:5.16. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = sin (2x+ y); f(x) = � � 2x;2) K (x; y) = sin (x� 2y); f(x) = cos 2x;3) K (x; y) = cos (2x+ y); f(x) = sinx;4) K (x; y) = sin (3x+ y); f(x) = cosx;5) K (x; y) = sin y + y cosx; f(x) = 1� 2x� ;6) K (x; y) = cos2(x� y); f(x) = 1 + cos 4x:5.17. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 2�Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x)W SLEDU@]IH SLU^AQH:

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 711) K (x; y) = cosx cos y + cos 2x cos 2y; f(x) = cos 3x;2) K (x; y) = cosx cos y + 2 sin 2x sin 2y; f(x) = cosx;3) K (x; y) = sinx sin y + 3 cos2x cos 2y; f(x) = sinx:5.18. nAJTI WSE HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ:1) '(x) = � 2�Z0 hsin (x+ y) + 12i'(y) dy;2) '(x) = � 2�Z0 hcos2(x + y) + 12i'(y) dy;3) '(x) = � 1Z0 �x2y2 � 245�'(y) dy;4) '(x) = � 1Z0 ��xy�2=5+ �yx�2=5�'(y) dy;5) '(x) = � �Z0 (sinx sin 4y + sin 2x sin 3y++ sin 3x sin 2y + sin 4x sin y)'(y) dy:5.19. pRI KAKIH ZNA^ENIQH PARAMETROW a I b RAZRE[IMO INTEG-RALXNOE URAWNENIE'(x) = 12 1Z0 �xy � x+ y2 + 13�'(y) dy + ax2 + bx� 2 ?nAJTI RE[ENIQ PRI \TIH ZNA^ENIQH a I b.5.20. pRI KAKIH ZNA^ENIQH PARAMETRA a RAZRE[IMO INTEGRALXNOEURAWNENIE'(x) = p15 1Z0 [y(4x2 � 3x) + x(4y2 � 3y)]'(y) dy + ax+ 1x ?nAJTI RE[ENIQ PRI \TIH ZNA^ENIQH a.5.21. wYQSNITX, PRI KAKIH ZNA^ENIQH � INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 2�Z0 cos (2x� y)'(y) dy + f(x)RAZRE[IMO DLQ L@BOJ f(x) 2 C([0; 2�]); I NAJTI RE[ENIE.5.22. nAJTI RE[ENIQ SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ PRIWSEH � I PRI WSEH ZNA^ENIQH PARAMETROW a; b; c, WHODQ]IH W SWOBODNYJ^LEN \TIH URAWNENIJ:1) '(x) = � �=2Z��=2 (y sinx+ cos y)'(y) dy + ax+ b;



72 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ2) '(x) = � �Z0 cos (x+ y)'(y) dy + a sinx+ b;3) '(x) = � 1Z�1 (1 + xy)'(y) dy + ax2 + bx+ c;4) '(x) = � 1Z�1 (x2y + xy2)'(y) dy + ax+ bx3;5) '(x) = � 1Z�1 12 (xy + x2y2)'(y) dy + ax+ b;6) '(x) = � 1Z�1 �5(xy)1=3 + 7(xy)2=3�'(y) dy + ax+ bx1=3;7) '(x) = � 1Z�1 1 + xy1 + y2 '(y) dy + a+ x+ bx2;8) '(x) = � 1Z�1 � 3px+ 3py �'(y) dy + ax2 + bx+ c;9) '(x) = � 1Z�1 (xy + x2 + y2 � 3x2y2)'(y) dy + ax+ b.5.23. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII QDRA K (x; y) I RE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = 1Z�1 K (x; y)'(y) dy + f(x)PRI WSEH �; a; b; ESLI:1) K (x; y) = 3x+ xy � 5x2y2; f(x) = ax;2) K (x; y) = 3xy + 5x2y2; f(x) = ax2 + bx:5.24. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII QDRA K (x; y) I RE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z�� K (x; y)'(y) dy + f(x)PRI WSEH �; a; b; ESLI:1) K (x; y) = x cos y + sinx sin y; f(x) = a+ b cosx;2) K (x; y) = x sin y + cosx; f(x) = ax+ b:5.25. nAJTI RE[ENIE I REZOLXWENTU R(x; y;�) SLEDU@]IH INTEG-RALXNYH URAWNENIJ:1) '(x) = � �Z0 sin (x+ y)'(y) dy + f(x);

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 732) '(x) = � 1Z�1 (1� y + 2xy)'(y) dy + f(x);3) '(x) = � �Z�� (x sin y + cosx)'(y) dy + ax+ b;4) '(x) = � 2�Z0 (sinx sin y + sin 2x sin 2y)'(y) dy + f(x):5.26. nAJTI WSE ZNA^ENIQ PARAMETROW a; b; c; PRI KOTORYH SLEDU@-]IE INTEGRALXNYE URAWNENIQ IME@T RE[ENIQ PRI L@BYH �:1) '(x) = � 1Z�1 (xy + x2y2)'(y) dy + ax2 + bx+ c;2) '(x) = � 1Z�1 (1 + xy)'(y) dy + ax2 + bx+ c, GDE a2 + b2 + c2 = 1;3) '(x) = � 1Z�1 1 + xyp1� y2 '(y) dy + x2 + ax+ b;4) '(x) = � 1Z0 �xy � 13�'(y) dy + ax2 � bx+ 1;5) '(x) = � 1Z0 (x+ y)'(y) dy + ax+ b+ 1;6) '(x) = � 2�Z0 cos (2x+ 4y)'(y) dy + eax+b;7) '(x) = � �Z0 (sinx sin 2y + sin 2x sin 4y)'(y) dy + ax2 + bx+ c;8) '(x) = � 1Z�1 (1 + x2 + y3)'(y) dy + ax+ bx3.5.27. nAJTI WSE ZNA^ENIQ PARAMETRA a, PRI KOTORYH INTEGRALXNOEURAWNENIE '(x) = � 1Z0 (ax� y)'(y) dy + f(x)RAZRE[IMO PRI WSEH DEJSTWITELXNYH � I WSEH f 2 C([0; 1]):5.28. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ:1) '(x1; x2) = � 1Z�1 1Z�1 hx1 + x2 + 332 (y1 + y2)i'(y1; y2) dy1 dy2;



72 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ2) '(x) = � �Z0 cos (x+ y)'(y) dy + a sinx+ b;3) '(x) = � 1Z�1 (1 + xy)'(y) dy + ax2 + bx+ c;4) '(x) = � 1Z�1 (x2y + xy2)'(y) dy + ax+ bx3;5) '(x) = � 1Z�1 12 (xy + x2y2)'(y) dy + ax+ b;6) '(x) = � 1Z�1 �5(xy)1=3 + 7(xy)2=3�'(y) dy + ax+ bx1=3;7) '(x) = � 1Z�1 1 + xy1 + y2 '(y) dy + a+ x+ bx2;8) '(x) = � 1Z�1 � 3px+ 3py �'(y) dy + ax2 + bx+ c;9) '(x) = � 1Z�1 (xy + x2 + y2 � 3x2y2)'(y) dy + ax+ b.5.23. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII QDRA K (x; y) I RE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = 1Z�1 K (x; y)'(y) dy + f(x)PRI WSEH �; a; b; ESLI:1) K (x; y) = 3x+ xy � 5x2y2; f(x) = ax;2) K (x; y) = 3xy + 5x2y2; f(x) = ax2 + bx:5.24. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII QDRA K (x; y) I RE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z�� K (x; y)'(y) dy + f(x)PRI WSEH �; a; b; ESLI:1) K (x; y) = x cos y + sinx sin y; f(x) = a+ b cosx;2) K (x; y) = x sin y + cosx; f(x) = ax+ b:5.25. nAJTI RE[ENIE I REZOLXWENTU R(x; y;�) SLEDU@]IH INTEG-RALXNYH URAWNENIJ:1) '(x) = � �Z0 sin (x+ y)'(y) dy + f(x);

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 732) '(x) = � 1Z�1 (1� y + 2xy)'(y) dy + f(x);3) '(x) = � �Z�� (x sin y + cosx)'(y) dy + ax+ b;4) '(x) = � 2�Z0 (sinx sin y + sin 2x sin 2y)'(y) dy + f(x):5.26. nAJTI WSE ZNA^ENIQ PARAMETROW a; b; c; PRI KOTORYH SLEDU@-]IE INTEGRALXNYE URAWNENIQ IME@T RE[ENIQ PRI L@BYH �:1) '(x) = � 1Z�1 (xy + x2y2)'(y) dy + ax2 + bx+ c;2) '(x) = � 1Z�1 (1 + xy)'(y) dy + ax2 + bx+ c, GDE a2 + b2 + c2 = 1;3) '(x) = � 1Z�1 1 + xyp1� y2 '(y) dy + x2 + ax+ b;4) '(x) = � 1Z0 �xy � 13�'(y) dy + ax2 � bx+ 1;5) '(x) = � 1Z0 (x+ y)'(y) dy + ax+ b+ 1;6) '(x) = � 2�Z0 cos (2x+ 4y)'(y) dy + eax+b;7) '(x) = � �Z0 (sinx sin 2y + sin 2x sin 4y)'(y) dy + ax2 + bx+ c;8) '(x) = � 1Z�1 (1 + x2 + y3)'(y) dy + ax+ bx3.5.27. nAJTI WSE ZNA^ENIQ PARAMETRA a, PRI KOTORYH INTEGRALXNOEURAWNENIE '(x) = � 1Z0 (ax� y)'(y) dy + f(x)RAZRE[IMO PRI WSEH DEJSTWITELXNYH � I WSEH f 2 C([0; 1]):5.28. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII SLEDU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ:1) '(x1; x2) = � 1Z�1 1Z�1 hx1 + x2 + 332 (y1 + y2)i'(y1; y2) dy1 dy2;



74 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ2) '(x) = � Zjyj<1�jxj2 + jyj2�'(y) dy; x = (x1; x2);3) '(x) = � Zjyj<11 + jyj1 + jxj '(y) dy; x = (x1; x2; x3).5.29. wYQSNITX, IMEET LI INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � Zjyj<1�jxj2 � jyj2�'(y) dy; x = (x1; x2; x3)WE]ESTWENNYE HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA, I ESLI IMEET, TO NAJTI SO-OTWETSTWU@]IE SOBSTWENNYE FUNKCII.5.30. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII QDRA K (x; y) = x1x2 + y1y2 I RE[ITX INTEGRALXNOEURAWNENIE'(x1; x2) = � 1Z�1 1Z�1(x1x2 + y1y2)'(y1; y2) dy1 dy2 + f(x1; x2):w ZADA^AH 5.31, 5.33{5.35 QDROK (x; y) INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1)QWLQETSQ \RMITOWYM, T. E. SOWPADAET SO SWOIM \RMITOWO SOPRQVENNYMQDROM: K (x; y) =K �(x; y) = K (y; x):w ^ASTNOSTI, ESLI \RMITOWO QDRO QWLQETSQ WE]ESTWENNYM, TO ONO SIM-METRI^NO, T. E. K (x; y) = K (y; x).|RMITOWO NEPRERYWNOE QDRO K (x; y) 6� 0 OBLADAET SLEDU@]IMISWOJSTWAMI:1) MNOVESTWO HARAKTERISTI^ESKIH ^ISEL \TOGO QDRA NE PUSTO, RAS-POLOVENO NA DEJSTWITELXNOJ OSI, NE BOLEE ^EM S^ETNO I NE IMEET KO-NE^NYH PREDELXNYH TO^EK;2) SISTEMA SOBSTWENNYH FUNKCIJ f'kg MOVET BYTX WYBRANA ORTO-NORMALXNOJ: ('k; 'm) = �km:5.31. dOKAZATX, ^TO ESLI K (x; y) | \RMITOWO QDRO, TO HARAKTE-RISTI^ESKIE ^ISLA WTOROGO ITERIROWANNOGO QDRA K2(x; y) (SM. ZADA-^I 5.4{5.5) POLOVITELXNY.5.32. dOKAZATX, ^TO ESLI QDRO K (x; y) QWLQETSQ KOSOSIMMETRI^-NYM, T. E. K (x; y) = �K �(x; y); TO EGO HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA^ISTO MNIMYE.w ZADA^AH 5.33{5.35 PREDPOLAGAETSQ, ^TO HARAKTERISTI^ESKIE ^IS-LA �k \RMITOWA NEPRERYWNOGO QDRA K (x; y) ZANUMEROWANY W PORQDKEWOZRASTANIQ IH MODULEJ, T. E.j�1j � j�2j � j�3j � . . .

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 75I KAVDOE IZ \TIH ^ISEL POWTORQETSQ STOLXKO RAZ, SKOLXKO EMU SOOT-WETSTWUET LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH FUNKCIJ. tOGDA MOVNOS^ITATX, ^TO KAVDOMU HARAKTERISTI^ESKOMU ^ISLU �k SOOTWETSTWUETODNA SOBSTWENNAQ FUNKCIQ 'k. sISTEMU SOBSTWENNYH FUNKCIJ f'kgBUDEM S^ITATX ORTONORMALXNOJ.5.33. pUSTX K (x; y) | \RMITOWO NEPRERYWNOE QDRO, Kp(x; y) |POWTORNOE QDRO QDRA K (x; y). dOKAZATX FORMULY:1) 1Pm=1 j'm(x)j2�2m = bZa jK (x; y)j2dy;2) 1Pm=1 1�2m = bZa bZa jK (x; y)j2dx dy;3) (Kf; f) = 1Pm=1 j(f; 'k)j2�k ; f 2 L2(G); K | INTEGRALXNYJ OPERA-TOR S QDROM K (x; y);4) 1Pm=1 1�2pm = bZa bZa jKp(x; y)j2dx dy p = 1; 2; . . .pUSTX Kn(x; y) | n-E POWTORNOE QDRO DLQ \RMITOWA NEPRERYWNOGOQDRA K (x; y). nAZOWEM WELI^INU�n = bZa Kn(x; x) dx; n = 1; 2; . . .n-M SLEDOM QDRA K (x; y).5.34. dOKAZATX:1) OTNO[ENIE �2n+2�2n NE UBYWAET I OGRANI^ENO;2) SU]ESTWUET limn!1 �2n�2n+2 I \TOT PREDEL RAWEN NAIMENX[EMU HA-RAKTERISTI^ESKOMU ^ISLU QDRA K2(x; y);3) 1Pm=1 1�nm = �n (n � 2); GDE �m; m = 1; 2; . . .; | HARAKTERISTI^ES-KIE ^ISLA QDRA K (x; y); j�1j � j�2j � . . .;4) 1j�1j = limn!1q�2n+2�2n = limn!1 2np�2n.5.35. pUSTX � NE QWLQETSQ HARAKTERISTI^ESKIM ^ISLOM \RMITOWANEPRERYWNOGO QDRA K (x; y). dOKAZATX, ^TO (EDINSTWENNOE) RE[ENIEURAWNENIQ '(x) = � bZa K (x; y)'(y) dy + f(x)MOVNO PREDSTAWITX W WIDE RQDA
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76 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ'(x) = � 1Xm=1 (f; 'm)�m � � 'm(x) + f(x);RAWNOMERNO SHODQ]EGOSQ NA G, A DLQ REZOLXWENTY R(x; y;�) IMEETMESTO FORMULA R(x; y;�) = 1Xm=1 'm(x)'m(y)�m � � ;GDE BILINEJNYJ RQD SHODITSQ W L2(G�G):5.36. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � 1Z0 K (x; y)'(y) dyW SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = �x; ESLI 0 � x � y � 1;y; ESLI 0 � y � x � 1;2) K (x; y) = �x(1� y); ESLI 0 � x � y � 1;y(1� x); ESLI 0 � y � x � 1;3) K (x; y) =8><>:2� y2 x; ESLI 0 � x � y � 1;2� x2 y; ESLI 0 � y � x � 1;4) K (x; y) = �(x + 1)(y � 2); ESLI 0 � x � y � 1;(y + 1)(x� 2); ESLI 0 � y � x � 1;5) K (x; y) = �(x + 1)y; ESLI 0 � x � y � 1;x(y + 1); ESLI 0 � y � x � 1;6) K (x; y) = (�ex � e�x��ey + e2�y� ; ESLI 0 � x � y � 1;�ex + e2�x��ey � e�y� ; ESLI 0 � y � x � 1;7) K (x; y) = �sinx sin (1� y); ESLI 0 � x � y � 1;sin (1� x) sin y; ESLI 0 � y � x � 1:5.37. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ S QDROM K (x; y) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = �(1 + x)(1� y); ESLI �1 � x � y � 1;(1� x)(1 + y); ESLI �1 � y � x � 1;2) K (x; y) = �cosx sin y; ESLI 0 � x � y � �;cos y sinx; ESLI 0 � y � x � �;

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 773) K (x; y) = �sinx cos y; ESLI 0 � x � y � �;sin y cosx; ESLI 0 � y � x � �:5.38. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � �Z�� !(x+ y)'(y) dyW SLEDU@]IH SLU^AQH:1) !(t) | ^ETNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, PRI^EM !(t) = t; ESLIt 2 [0; �];2) !(t) | ^ETNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, PRI^EM !(t) = � � t;ESLI t 2 [0; �]:5.39. nAJTI WSE HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ S QDROM K (x; y) == !(x�y); GDE !(t) | NEPRERYWNAQ KUSO^NO GLADKAQ ^ETNAQ 2�-PERIO-DI^ESKAQ FUNKCIQ, 0 � x � 2�; 0 � y � 2�:5.40. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � 1Z0 K (x; y)'(y) dy + f(x);ESLI f(x) 2 C2([0; 1]) IK (x; y) = �x; ESLI 0 � x � y � 1;y; ESLI 0 � y � x � 1:pUSTX K (x; y) | NEPRERYWNOE QDRO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � bZa K (x; y)'(y) dy + f(x): (6)wYRAVENIEK  x1 x2 . . . xny1 y2 . . . yn ! = �������K (x1; y1) K (x1; y2) . . . K (x1; yn)K (x2; y1) K (x2; y2) . . . K (x2; yn). . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .K (xn; y1) K (xn; y2) . . . K (xn; yn) �������NAZYWAETSQ SIMWOLOM fREDGOLXMA, A FUNKCIQD(�) = 1 + 1Xn=1(�1)n Ann! �n; (7)GDE An = bZa . . . bZa K  t1 t2 . . . tnt1 t2 . . . tn! dt1 dt2. . .dtn; (8)NAZYWAETSQ OPREDELITELEM fREDGOLXMA QDRA K (x; y) ILI INTEGRALX-NOGO URAWNENIQ (6).



76 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ'(x) = � 1Xm=1 (f; 'm)�m � � 'm(x) + f(x);RAWNOMERNO SHODQ]EGOSQ NA G, A DLQ REZOLXWENTY R(x; y;�) IMEETMESTO FORMULA R(x; y;�) = 1Xm=1 'm(x)'m(y)�m � � ;GDE BILINEJNYJ RQD SHODITSQ W L2(G�G):5.36. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IE SOBST-WENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � 1Z0 K (x; y)'(y) dyW SLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = �x; ESLI 0 � x � y � 1;y; ESLI 0 � y � x � 1;2) K (x; y) = �x(1� y); ESLI 0 � x � y � 1;y(1� x); ESLI 0 � y � x � 1;3) K (x; y) =8><>:2� y2 x; ESLI 0 � x � y � 1;2� x2 y; ESLI 0 � y � x � 1;4) K (x; y) = �(x + 1)(y � 2); ESLI 0 � x � y � 1;(y + 1)(x� 2); ESLI 0 � y � x � 1;5) K (x; y) = �(x + 1)y; ESLI 0 � x � y � 1;x(y + 1); ESLI 0 � y � x � 1;6) K (x; y) = (�ex � e�x��ey + e2�y� ; ESLI 0 � x � y � 1;�ex + e2�x��ey � e�y� ; ESLI 0 � y � x � 1;7) K (x; y) = �sinx sin (1� y); ESLI 0 � x � y � 1;sin (1� x) sin y; ESLI 0 � y � x � 1:5.37. nAJTI HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA I SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII INTEGRALXNOGO URAWNENIQ S QDROM K (x; y) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) K (x; y) = �(1 + x)(1� y); ESLI �1 � x � y � 1;(1� x)(1 + y); ESLI �1 � y � x � 1;2) K (x; y) = �cosx sin y; ESLI 0 � x � y � �;cos y sinx; ESLI 0 � y � x � �;
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78 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ5.41. dOKAZATX, ^TO KO\FFICIENTY An OPREDELITELQ fREDGOLXMAUDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM jAnj � nn=2Mn(b�a)n: wYWESTI OTS@DA,^TO D(�) | CELAQ FUNKCIQ OT �:u K A Z A N I E. iSPOLXZOWATX NERAWENSTWO aDAMARA (SM. [2]).mINOROM fREDGOLXMA NAZYWAETSQ FUNKCIQD(x; y;�) = �K (x; y) + 1Xn=1(�1)n Bn(x; y)n! �n+1; (9)GDE Bn(x; y) = bZa . . . bZa K  x t1 t2 . . . tny t1 t2 . . . tn! dt1 dt2. . .dtn: (10)5.42. pOKAZATX, ^TO ESLI K (x; y) | NEPRERYWNAQ W KWADRATEL : fa � x; y � bg FUNKCIQ, TO D(x; y;�) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQPEREMENNYH x; y; � W L � C I D(x; y;�) (PRI FIKSIROWANNYH x I y)QWLQETSQ CELOJ FUNKCIEJ OT �.5.43. dOKAZATX, ^TO KO\FFICIENTY An; FUNKCII Bn(x; y) I QDROK (x; y) (SM. (7){(10)) SWQZANY RAWENSTWAMI:1) Bn(x; y) = AnK (x; y)� n bZa Bn�1(x; �)K (�; y) d�;2) Bn(x; y) = AnK (x; y)� n bZa K (x; �)Bn�1(�; y) d�:u K A Z A N I E. rAZLOVITX OPREDELITELX, WHODQ]IJ W PODYNTEG-RALXNOE WYRAVENIE DLQ Bn(x; y); PO \LEMENTAM PERWOGO STOLBCA.5.44. dOKAZATX PERWOE I WTOROE FUNDAMENTALXNYE SOOTNO[ENIQfREDGOLXMA:D(x; y;�)� �K (x; y)D(�) = � bZa K (x; �)D(�; y;�) d�;D(x; y;�)� �K (x; y)D(�) = � bZa K (�; y)D(x; �;�) d�:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIEM (9), SRAWNITX KO\F-FICIENTY PRI ODINAKOWYH STEPENQH � W LEWOJ I PRAWOJ ^ASTQH DOKA-ZYWAEMYH RAWENSTW I PRIMENITX REZULXTAT PREDYDU]EJ ZADA^I.5.45. dOKAZATX FORMULYAn = bZa Bn�1(x; x) dx; bZa D(x; x;�) dx = ��D0(�):

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 795.46. dOKAZATX FORMULU D0(�)D(�) =� 1Pn=1�n�n�1 (KO\FFICIENTY �nOPREDELENY NA S. 75).5.47. pUSTX OPREDELITELX fREDGOLXMA D(�) INTEGRALXNOGO URAW-NENIQ (6) NE RAWEN NUL@. dOKAZATX, ^TO W \TOM SLU^AE INTEGRALXNOEURAWNENIE DLQ L@BOJ f(x) 2 C([a; b]) IMEET RE[ENIE I PRI TOM TOLXKOODNO I ^TO \TO RE[ENIE DAETSQ FORMULOJ'(x) = f(x) + bZa D(x; y;�)D(�) f(y) dy:5.48. iSPOLXZUQ PREDSTAWLENIE RE[ENIQ INTEGRALXNOGO URAWNENIQPRI j�j < 1M(b� a) ^EREZ REZOLXWENTU R(x; y;�) (SM. ZADA^U 5.6) IREZULXTAT PREDYDU]EJ ZADA^I, DOKAZATX FORMULUR(x; y;�) = D(x; y;�)�D(�)(\TA FORMULA OPREDELQET ANALITI^ESKOE PRODOLVENIE REZOLXWENTY,ZADANNOJ PRI j�j < 1M(b� a) W WIDE RQDA (SM. ZADA^U 5.6)).5.49. dOKAZATX, ^TO HARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA INTEGRALXNOGOURAWNENIQ S NEPRERYWNYM QDROM SOWPADA@T S NULQMI OPREDELITELQfREDGOLXMA D(�) \TOGO URAWNENIQ.5.50. dOKAZATX, ^TO RANG m HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA �0 INTEG-RALXNOGO URAWNENIQ S NEPRERYWNYM QDROM K (x; y) KONE^EN I IMEETMESTO NERAWENSTWO m � j�0j2 bZa bZa jK (x; y)j2dx dy:5.51. dOKAZATX, ^TO OPREDELITELI fREDGOLXMA NEPRERYWNOGO QDRAK (x; y) I SO@ZNOGO S NIM QDRA K �(x; y) SOWPADA@T I, SLEDOWATELXNO,DANNOE I SO@ZNOE URAWNENIQ IME@T ODNI I TE VE HARAKTERISTI^ESKIE^ISLA (SM. ZADA^U 5.49).5.52. pOKAZATX, ^TO RANG HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA DLQ DANNOGONEPRERYWNOGO QDRA I SO@ZNOGO S NIM QDRA ODIN I TOT VE.5.53. dOKAZATX, ^TO PRI j�j < 1 INTEGRALXNOE URAWNENIE mILNA'(x) = �2 1Z0  1Zjx�yj=0e�tt dt!'(y) dyIMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE ' = 0 W KLASSE OGRANI^ENNYH FUNKCIJNA [0;1):5.54. dLQ INTEGRALXNOGO URAWNENIQ pAJERLSA'(x) = �4� ZG e��jx�yjjx� yj2 '(y) dy; � > 0;DOKAZATX OCENKU
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80 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ�1 �1� e��D� � �;GDE D | DIAMETR OBLASTI G � R3; �1 | NAIMENX[EE PO MODUL@HARAKTERISTI^ESKOE ^ISLO QDRA.5.55. dOKAZATX, ^TO PRI � < 1=2 RE[ENIE INTEGRALXNOGO URAWNE-NIQ '(x) = � 1Z�1 e�jx�yj'(y) dy + f(x)EDINSTWENNO W KLASSE OGRANI^ENNYH FUNKCIJ W R1 I WYRAVAETSQ FOR-MULOJ '(x) = f(x) + �p1� 2� 1Z�1 e�p1�2� jx�yjf(y) dy:oTWETY K x55.11. 1) e�(x�y); 2) 1p� shp� (x � y):5.12. 1) sinx; 2) ch �p�x�; 3) 2��chp�x� 1�:5.14. 1) eSLI � = �2; TO RE[ENIJ NET; ESLI � 6= �2, TO '(x) == 2x(�+ 1)� ��+ 2 ;2) ESLI � 6= �1; GDE �1 = 1e2 � 1 ; TO ex1� �(e2 � 1) ; PRI � = �1 URAW-NENIE NE IMEET RE[ENIJ;3) ESLI � 6= 2 I � 6= �6, TO 12�2x� 24�x� �2 + 42�6(�+ 6)(2� �) ; PRI � = 2 I� = �6 URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ.5.15. 1) eSLI � 6= 32 I � 6= 52 ; TO 5(7 + 2�)7(5� 2�) x2 + x4; ESLI � = 32 ;TO Cx + 257 x2 + x4; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = 52URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;2) 2�12�2 � 5 �5 3px + 6��+ 1� 6x2; ESLI � 6= �r 512 ; PRI � = �r 512URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;3) 5(2�� 3)3(5� 2�) x4 + x2; ESLI � 6= 52 I � 6= 12 ; Cx3 + x2 � 56 x4 PRI� = 12 ; C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = 52 URAWNENIE NE IMEETRE[ENIJ;4) 20�1� 2� x2 + 7x4 + 3; ESLI � 6= 52 I � 6= 12 ; 7x4 + 3 � 503 x2 + Cx;GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = 54 ; PRI � = 12 URAW-NENIE NE IMEET RE[ENIJ;

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 815) 3(5� 2�)x5(3 + 2�) + x3; ESLI � 6= �32 ; 15 x+ x3 + Cx2; GDE C | PROIZ-WOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = 32 ; PRI � = �32 RE[ENIJ NET;6) ESLI � = �1 = 18 ; TO C1+ 32 x; ESLI � = �2 = 58 ; TO C2(3x2� 1)��32 x (C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE); PRI � = �3 = 38 URAW-NENIE NE IMEET RE[ENIJ; ESLI � 6= �i (i = 1; 2; 3); TO '(x) = 3x3� 8� :5.16. 1) 12�3� 4� sin 2x+ � � 2x; ESLI � 6= 34 I � 6= �32 ; � � 2x��2 sin 2x+ C cos 2x; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = �32 ;PRI � = 34 URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;2) 3��2(2�+3) sinx+cos 2x; ESLI � 6=�32 I � 6=�34 ; cos 2x� 3�4 sinx++C cosx; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = �34 ; PRI� = �32 URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;3) sinx+ 3��8�2 � 9 �2� cos 2x+ 32 sin 2x�; ESLI � 6= � 32p2 ; PRI � == � 32p2 URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;4) ��2 sin 3x+ cosx PRI WSEH ZNA^ENIQH �;5) 1� 2x� � ��26(1 + 2�) cosx; ESLI � 6= �12 ; 43 � 2x� + (8 + �2 cosx)C;GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = 12 ; PRI � = �12 URAW-NENIE NE IMEET RE[ENIJ;6) ��2� �� +1+ cos 4x; ESLI � 6= 2� I � 6= 4� ; cos 4x� 1+C1 cos 2x++C2 sin 2x; GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE, ESLI � = 4� ;PRI � = 2� URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ.5.17. 1) cos 3x; ESLI � 6= 1� ; cos 3x+ C1 cosx+ C2 cos 2x; GDE C1 IC2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE, ESLI � = 1� ;2) cos x1� �� ESLI � 6= 1� I � 6= 12� ; 2 cosx + C sin 2x; GDE C | PRO-IZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = 12� ; PRI � = 1� URAWNENIE NE IMEETRE[ENIJ;6 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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82 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ3) sinx1� �� ESLI � 6= 1� I � 6= 13� ; 32 sinx + C cos 2x; GDE C | PRO-IZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, ESLI � = 13� ; PRI � = 1� URAWNENIE NE IMEETRE[ENIJ.5.18. 1) �1 = 1� ; sinx+ cosx; 1; �2 = � 1� ; cosx� sinx;2) �1 = 12� ; 1; �2 = 2� ; cos 2x; �3 = � 2� ; sin 2x;3) �1 = �45; 3x2 � 2; �2 = 458 ; 15x2 � 1;4) �1 = 38 ; 3x2=5 + x�2=5; �2 = �32 ; 3x2=5 � x�2=5;5) �1 = � 2� ; sinx � sin 4x; sin 2x � sin 3x; �2 = 2� ; sin 2x + sin 3x;sinx+ sin 4x:5.19. a = �12; b = 12; �12x2 + C1x + C2; GDE C1 I C2 | PROIZ-WOLXNYE POSTOQNNYE.5.20. a = p15 � 3; C�4p15x2 + 3�1 �p15�x� + 1x � 3x; GDE C |PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.5.21. uRAWNENIE RAZRE[IMO PRI L@BOM �;'(x) = � 2�Z0 cos (2x� y) f(y) dy + f(x):5.22. 1) �a�312(1� 2�) sinx + 2�b1� 2� + ax + b; ESLI � 6= 12 (a; b L@-BYE); PRI � = 12 URAWNENIE RAZRE[IMO W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE,KOGDA a = b = 0; '(x) = C1 sinx + C2; GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYEPOSTOQNNYE;2) 2(a� 2�b)2 + �� sinx+ b; ESLI � 6= � 2� (a; b L@BYE); PRI � = 2�URAWNENIE RAZRE[IMO PRI L@BYH a I b I '(x) = a� � 4b2� sinx + b++C1 cosx; GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; ESLI � = � 2� ; TO URAW-NENIE RAZRE[IMO W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE, KOGDA a� + 4b = 0 I'(x) = b+ C2 sinx; GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;3) 2�a+ 3c3(1� 2�) + 3b3� 2� x + ax2; ESLI � 6= 12 I � 6= 32 (a; b; c L@-BYE); PRI � = 12 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a + 3c = 0; '(x) == 32 bx + ax2 + C1; GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = 32URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI b = 0 I '(x) = ax2 � 12 (a+ c) + C2x; GDEC2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 834) 2�(5a+ 3b)15� 4�2 x2 + 4�2(5a+ 3b)5(15� 4�2) x + ax + bx3; ESLI � 6= �p152 (a; bL@BYE); PRI � = p152 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI 5a + 3b = 0; I'(x) = a�x� 53 x3�+ C1 r53 x2 + x!;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = �p152 URAWNENIE RAZRE-[IMO, ESLI 5a + 3b = 0 I'(x) = a�x� 53 x3�+ C2 x�r53 x2!;GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;5) 3a3� � x + 5�b3(5� �) x2 + b; ESLI � 6= 3 I � 6= 5 (a; b L@BYE);PRI � = 3 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a= 0, I '(x) = b�52 x2 + 1�+C1;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = 5 URAWNENIE RAZRE[IMO,ESLI b = 0; I '(x) = C2x2 � 32 ax; GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;6) 30�a+ 7b7(1� 6�) x1=3 + ax; ESLI � 6= 16 (a; b L@BYE); PRI � = 16URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI 5a+ 7b = 0; I '(x) = �75 bx+ C1x1=3++C2x2=3; GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE;7) 2a+ �b(4� �)2� �� + 22� �(4� �) x + bx2; ESLI � 6= 2� I � 6= 24� �(a;b L@BYE); PRI � = 2� URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a� + b(4 � �) == 0; I '(x) = �2(� � 2) x+ bx2 +C, GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;PRI � = 24� � URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;8) 5�(14a+ 36�b+ 42c)21(5� 12�2) x1=3 + 28�2a+ 30�b+ 357(5� 12�2) + ax2 + bx; ESLI� 6= �12r53 (a; b; c L@BYE); PRI � = 12r53 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI15p3 b+ 7p5 (a+ 3c) = 0; I'(x) = ax2 + bx+ c+ C1 x1=3+r35!;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = �12r53 URAWNENIE RAZ-RE[IMO, ESLI 15p3 b� 7p5 (a+ 3c) = 0; I6�
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x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 834) 2�(5a+ 3b)15� 4�2 x2 + 4�2(5a+ 3b)5(15� 4�2) x + ax + bx3; ESLI � 6= �p152 (a; bL@BYE); PRI � = p152 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI 5a + 3b = 0; I'(x) = a�x� 53 x3�+ C1 r53 x2 + x!;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = �p152 URAWNENIE RAZRE-[IMO, ESLI 5a + 3b = 0 I'(x) = a�x� 53 x3�+ C2 x�r53 x2!;GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;5) 3a3� � x + 5�b3(5� �) x2 + b; ESLI � 6= 3 I � 6= 5 (a; b L@BYE);PRI � = 3 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a= 0, I '(x) = b�52 x2 + 1�+C1;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = 5 URAWNENIE RAZRE[IMO,ESLI b = 0; I '(x) = C2x2 � 32 ax; GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;6) 30�a+ 7b7(1� 6�) x1=3 + ax; ESLI � 6= 16 (a; b L@BYE); PRI � = 16URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI 5a+ 7b = 0; I '(x) = �75 bx+ C1x1=3++C2x2=3; GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE;7) 2a+ �b(4� �)2� �� + 22� �(4� �) x + bx2; ESLI � 6= 2� I � 6= 24� �(a;b L@BYE); PRI � = 2� URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a� + b(4 � �) == 0; I '(x) = �2(� � 2) x+ bx2 +C, GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;PRI � = 24� � URAWNENIE NE IMEET RE[ENIJ;8) 5�(14a+ 36�b+ 42c)21(5� 12�2) x1=3 + 28�2a+ 30�b+ 357(5� 12�2) + ax2 + bx; ESLI� 6= �12r53 (a; b; c L@BYE); PRI � = 12r53 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI15p3 b+ 7p5 (a+ 3c) = 0; I'(x) = ax2 + bx+ c+ C1 x1=3+r35!;GDE C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ; PRI � = �12r53 URAWNENIE RAZ-RE[IMO, ESLI 15p3 b� 7p5 (a+ 3c) = 0; I6�



84 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ'(x) = ax2 + bx+ c+ C2 x1=3 �r35!;GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;9) 30(b� 1)�15 + 8� x2 + 3a�23� 2� x + 36�2(b� 1)(15 + 8�)(3� 2�) ; ESLI � 6= �158 I� 6= 32 (a; b L@BYE); PRI � = �158 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI b = 1; I'(x) = 172 ax+1� 20a+C(x2+1); GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;PRI � = 32 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a = b = 0, I '(x) = C1x + C2;GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.5.23. 1) �1 = 32 ; '1 = x; �2 = �12 ; '2 = 3x � 4x2; '(x) == 3ax3� 2� ; ESLI � 6= 32 I � 6= �12 (a L@BOE); PRI � = 32 URAWNE-NIE RAZRE[IMO, ESLI a = 0; I '(x) = C1x (C1 | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ); PRI � = �12 URAWNENIE RAZRE[IMO PRI L@BOM a I'(x) = 34 ax+ C2(3x� 4x2); GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;2) �1 = 12 ; '(1)1 = x; '(2)1 = x2; '(x) = ax2 + bx1� 2� ; ESLI � 6= 12 ; PRI� = 12 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a = b = 0 I '(x) = C1x2+ +C2x;GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.5.24. 1) �1 = 1� ; '1 = sinx; '(x) = a+ b cosx+�b�x+ 2�2�2b1��� sinx;ESLI � 6= 1� (a; b L@BYE); PRI � = 1� URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI b = 0;I '(x) = a+ C sinx; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;2) �1 = 12� ; '1 = x; '(x) = ax1� 2�� + b + 2�b� cosx; ESLI � 6=6= 12� (a; b L@BYE); PRI � = 12� URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI a = 0I '(x) = b(1 + cosx) + Cx; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.5.25. 1) '(x) = � �Z0 sin (x+ y) + ��2 cos (x� y)�(�) f(y) dy + f(x); ESLI�(�) 6= 0; GDE �(�) = 1 � �2 �24 ; PRI � = 2� URAWNENIE RAZRE[IMO,ESLI f1 + f2 = 0; GDEf1 = �Z0 f(y) cos y dy; f2 = �Z0 f(y) sin y dy;'(x) = C1(sinx+ cosx) + 2� f1 sinx+ f(x)

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 85(C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ); PRI � = � 2� URAWNENIE RAZRE[I-MO, ESLI f1 � f2 = 0; I '(x) = C2(sinx � cosx) � 2� f1 sinx + f(x);GDE C2 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ;R(x; y;�) = sin (x+ y) + ��2 cos (x� y)�(�) ;2) '(x) = � 1Z�1 1� 43 �+ y(2x� 4�x� 1)�(�) f(y) dy + f(x); ESLI �(�) 6= 0;GDE �(�) = (1 � 2�)�1� 43 ��; PRI � = 12 URAWNENIE RAZRE[IMO, ES-LI f1 = 3f2; GDEf1 = 1Z�1 f(x) dx; f2 = 1Z�1 xf(x) dx; '(x) =�x� 12� f1 + f(x) + C1(C1 | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ); PRI � = 34 URAWNENIE RAZRE[IMO,ESLI f2 = 0, '(x) = �32 f1 + f(x) + C2(x + 1); GDE C2 | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ; R(x; y;�) = 1� 43 �+ y(2x� 4�x� 1)�(�) ;3) '(x) = � �Z�� � x sin y1� 2�� + cosx�(ay + b) dy + ax + b = ax1� 2�� ++2��b cosx+ b; ESLI � 6= 12� (a; b L@BYE); PRI � = 12� URAWNENIERAZRE[IMO, ESLI a = 0; '(x) = b(cosx+1) +Cx; GDE C | PROIZWOLX-NAQ POSTOQNNAQ; R(x; y;�) = x sin y1� 2�� + cosx;4) '(x) = � 2�Z0 sinx sin y + sin 2x sin 2y1� �� f(y) dy + f(x); ESLI � 6= 1� ;PRI � = 1� URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI2�Z0 f(y) siny dy = 2�Z0 f(y) sin2y dy = 0; '(x) = f(x)+C1 sinx+C2 sin2x;GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE;R(x; y;�) = sinx sin y + sin 2x sin 2y1� �� :5.26. 1) b = 0; 3a+ 5c = 0;2) a = 3p10 ; b = 0; c = � 1p10 ; a = � 3p10 ; b = 0; c = 1p10 ;
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86 gL. II. fUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA I INTEGRALXNYE URAWNENIQ3) a = 0; b = �12 ; 4) a = 6;5) a = 0; b = �1; 6) a; b L@BYE;7) a; b; c L@BYE; 8) 7a+ 5b = 0:5.27. 13 < a < 3:5.28. 1) �1 = 1; '1 = 4(x1 + x2) + 1; �2 = �1; '2 = 4(x1 + x2)� 1;2) �1 = 4p3� 6� ; '1 = 1 + p3 (x21 + x22); �2 = �4p3 + 6� ; '2 == p3 (x21 + x22)� 1;3) �1 = 34� ; '1 = 11 + r ; GDE r =px21 + x22 + x23:5.29. uRAWNENIE NE IMEET WE]ESTWENNYH HARAKTERISTI^ESKIH^ISEL.5.30. hARAKTERISTI^ESKIE ^ISLA �1 = 34 I �2 = �34 ; SOOTWETSTWU-@]IE SOBSTWENNYE FUNKCII '1 = 1 + 3x1x2 I '2 = 3x1x2 � 1: eSLI� = �34 ; TO'(x1; x2) = ��(�) h(f1 + 4�f2)x1x2 + 49 �f1 + f2i+ f(x1; x2);GDE f1 = 1Z�1 1Z�1 f(y1; y2) dy1 dy2; f2 = 1Z�1 1Z�1 y1y2 f(y1; y2) dy1 dy2;�(�) = 1� 169 �2; PRI � = 34 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI f1 + 3f2 = 0;I '(x1; x2) = 34 x1x2f1 + f(x1; x2) +C(3x1x2 +1); GDE C1 | PROIZWOLX-NAQ POSTOQNNAQ; PRI � = �34 URAWNENIE RAZRE[IMO, ESLI f1 � 3f2 = 0;I '(x1; x2) = �34 x1x2f1 + f(x1; x2) + C2(3x1x2 � 1); GDE C2 | PROIZ-WOLXNAQ POSTOQNNAQ.5.36. 1) �n = ��2 + �n�2; 'n = sin��2 + �n�x (n = 0; 1; 2; . . .);2) �n = n2�2; 'n = sin�nx (n = 1; 2; . . .);3) �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg p� == �p�; 'n = sinp�n x;4) �n = �13 �2n (n = 1; 2; . . .); GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAW-NENIQ �� 1� = 2 ctg �; 'n = sin�nx+ �n cos�nx;5) �0 = 1; '0 = ex; �n = �n2�2 (n = 1; 2; . . .); 'n = sin�nx++�n cos�nx;

x 5. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ 876) �n = �2(2n+ 1)2 + 48(1 + e2) (n = 0; 1; 2; . . .); 'n = sin�n+ 12��x;7) �n = (n�)2 � 1sin 1 ; 'n = sin�nx (n = 1; 2; . . .):5.37. 1) �(1)n = (�n)22 ; '(1)n = sin�nx (n=1; 2; . . .); �(2)n = 12 ��2 +�n�2;'(2)n = cos��2 + �n�x (n = 0; 1; 2; . . .);2) �n = 1� �n+ 12�2; 'n = cos�n+ 12�x (n = 0; 1; 2; . . .);3) �n = �n+ 12�2� 1; 'n = sin�n+ 12�x (n = 0; 1; 2; . . .):5.38. 1) �(1)n = �2n + 12 �2; '(1)n = sin (2n + 1)x (n = 0; 1; 2; . . .);�(2)n = ��2n + 12 �2; '(2)n = cos (2n + 1)x (n = 0; 1; 2; . . .); �0 = 1�2 ;'0 = 1;2) �0 = 1�2 ; '0 = 1; �(1)n = (2n+ 1)24 ; '(1)n = cos (2n + 1)x (n == 0; 1; 2; . . .); �(2)n = � (2n+ 1)24 ; '(2)n = sin (2n+ 1)x (n = 0; 1; 2; . . .).5.39. �n = 1an ; '(1)n = sinnx; '(2)n = cosnx (n = 1; 2; . . .); ESLIan = 2�Z0 !(t) cosnt dt 6= 0; �0 = 1a0 ; '0 = 1; ESLI a0 = 2�Z0 !(t) dt 6= 0:5.40. '(x) = � 1Z0 G(x; y) f(y) dy + f(x); GDEG(x; y) = 8>><>>: sinp�x cosp� (y � 1)p� cosp� ; x � y;sinp�y cosp� (x� 1)p� cosp� ; x � y:
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g L A W A IIIobob}ennye funkciix6. oSNOWNYE I OBOB]ENNYE FUNKCIIoBOZNA^IM ^EREZ D � D(Rn) SOWOKUPNOSTX WSEH BESKONE^NO DIF-FERENCIRUEMYH FINITNYH FUNKCIJ W Rn: pOSLEDOWATELXNOSTX f'kgFUNKCIJ IZ D NAZYWAETSQ SHODQ]EJSQ K FUNKCII ' (IZ D) ESLI:A) SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO R > 0, ^TO supp'k � UR;B) PRI KAVDOM �D�'k(x) x2Rn�!�! D�'(x); K �!1�):pRI \TOM PI[EM 'k �! '; k �!1 W D: sOWOKUPNOSTX D FUNKCIJS WWEDENNOJ SHODIMOSTX@ NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM OSNOWNYH FUNK-CIJ D:oBOZNA^IM ^EREZ S � S(Rn) SOWOKUPNOSTX WSEH BESKONE^NO DIF-FERENCIRUEMYH FUNKCIJ W Rn; UBYWA@]IH PRI jxj �! 1 WMESTE SOWSEMI PROIZWODNYMI BYSTREE L@BOJ STEPENI jxj�1:pOSLEDOWATELXNOSTX f'kg FUNKCIJ IZ S NAZYWAETSQ SHODQ]EJSQ KFUNKCII ' (IZ S ), ESLI DLQ WSEH � I �x�D�'k(x) x2Rn�!�! x�D�'(x); k �!1:pRI \TOM PI[EM 'k �! '; k �! 1 W S: sOWOKUPNOSTX S FUNK-CIJ S WWEDENNOJ SHODIMOSTX@ NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM OSNOWNYHFUNKCIJ S:6.1. pUSTX ' 2 D: wYQSNITX, ESTX LI SREDI POSLEDOWATELXNOSTEJ:1) 1k '(x); 2) 1k '(kx); 3) 1k '�xk�;k = 1; 2; . . .; SHODQ]IESQ W D.6.2. pUSTX n = 1 I�(x) = �1 PRI �2" � x � 2";0 PRI jxj > 2":pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ�(x) = 1Z�1 �(y)!"(x� y) dy;�) pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. S. 6{8.
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90 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII1Z�1 '1(x) dx = 0;2) POKAZATX, ^TO WSQKAQ FUNKCIQ '(x) IZ D(R1) MOVET BYTX PRED-STAWLENA W WIDE '(x) = '0(x) 1Z�1 '(x0) dx0 + '01(x);GDE '1 2 D(R1); A '0(x) | L@BAQ OSNOWNAQ FUNKCIQ IZ D(R1); UDOW-LETWORQ@]AQ USLOWI@ 1Z�1 '0(x) dx = 1:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 6.8, 1).6.9. pOKAZATX, ^TO D � S I IZ SHODIMOSTI W D SLEDUET SHODI-MOSTX W S.6.10. pUSTX ' 2 S: wYQSNITX, ESTX LI SREDI POSLEDOWATELXNOSTEJ:1) 1k '(x); 2) 1k '(kx); 3) 1k '�xk�;k = 1; 2; . . .; SHODQ]IESQ W S.6.11. pUSTX ' 2 S I P | POLINOM. dOKAZATX, ^TO 'P 2 S:6.12. pUSTX FUNKCIQ  2 C1(R1);  (x) = 0 PRI x < a I OGRANI-^ENA WMESTE SO WSEMI PROIZWODNYMI. dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ  (x) e��xOSNOWNAQ IZ S(R1); ESLI � > 0:oBOZNA^IM ^EREZ D 0 � D 0(Rn) SOWOKUPNOSTX WSEH LINEJNYH NEPRE-RYWNYH FUNKCIONALOW NA PROSTRANSTWE OSNOWNYH FUNKCIJ D: wSQKIJFUNKCIONAL f 2 D 0 NAZOWEM OBOB]ENNOJ FUNKCIEJ (IZ PROSTRANST-WA D0).oBOZNA^IM ^EREZS 0 � S 0(Rn) SOWOKUPNOSTX WSEH LINEJNYH NEPRE-RYWNYH FUNKCIONALOW NA PROSTRANSTWE OSNOWNYH FUNKCIJ S: wSQKIJFUNKCIONAL f 2 S 0 NAZOWEM OBOB]ENNOJ FUNKCIEJ MEDLENNOGO ROSTA(IZ PROSTRANSTWA S 0).zNA^ENIE FUNKCIONALA f NA OSNOWNOJ FUNKCII ' OBOZNA^IM ^EREZ(f; '): ~TOBY UKAZATX ARGUMENT OSNOWNYH FUNKCIJ, INOGDA WMESTO fI (f; ') BUDEM PISATX f(x) I (f(x); '(x)):pOSLEDOWATELXNOSTX ffkg OBOB]ENNYH FUNKCIJ IZ D 0 NAZYWAETSQSHODQ]EJSQ K OBOB]ENNOJ FUNKCII f (IZ D 0); ESLI (fk; ') �! (f; ');k �!1 DLQ L@BOJ ' IZ D: w ^ASTNOSTI, RQD IZ OBOB]ENNYH FUNKCIJu1+u2+ . . .+uk+ . . . NAZYWAETSQ SHODQ]IMSQ W D 0 K OBOB]ENNOJ FUNK-CII f; ESLI DLQ L@BOJ ' 2 D ^ISLOWOJ RQD 1Pk=1(uk; ') SHODITSQ K (f; '):sHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI I RQDA W S OPREDELQETSQ ANALOGI^NO.gOWORQT, ^TO OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f RAWNA NUL@ W OBLASTI G; ESLI(f; ') = 0 DLQ WSEH ' IZ D S NOSITELEM W G: oBOB]ENNYE FUNKCII f1I f2 NAZYWA@TSQ RAWNYMI W OBLASTI G, ESLI IH RAZNOSTX f1�f2 RAWNA
x 6. oSNOWNYE I OBOB]ENNYE FUNKCII 91NUL@ W G; f1 I f2 NAZYWA@TSQ RAWNYMI, ESLI (f1; ') = (f2; ') DLQ WSEH' 2 D:nOSITELEM OBOB]ENNOJ FUNKCII f NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH TA-KIH TO^EK, NI W KAKOJ OKRESTNOSTI KOTORYH f NE OBRA]AETSQ W NULX.nOSITELX f OBOZNA^AETSQ ^EREZ supp f: eSLI supp f | OGRANI^ENNOEMNOVESTWO, TO f NAZYWAETSQ FINITNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCIEJ.rEGULQRNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCIEJ IZ D 0(Rn) NAZYWAETSQ WSQKIJFUNKCIONAL WIDA(f; ') = Z f(x)'(x) dx; ' 2 D(Rn);GDE f | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ W Rn FUNKCIQ.eSLI f(x) | FUNKCIQ MEDLENNOGO ROSTA W Rn; T. E.Z jf(x)j(1 + jxj)�mdx <1PRI NEKOTOROM m � 0; TO ONA OPREDELQET R E G U L Q R N U @ OBOB]EN-NU@ FUNKCI@ IZ S 0 (MEDLENNOGO ROSTA).wSQKAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ, NE QWLQ@]AQSQ REGULQRNOJ, NAZYWA-ETSQ SINGULQRNOJ.pRIMEROM SINGULQRNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCII QWLQETSQ �-FUNKCIQdIRAKA, OPREDELQEMAQ PRAWILOM(�; ') = '(0); ' 2 D(Rn):oBOB]ENIEM �-FUNKCII QWLQETSQ POWERHNOSTNAQ �-FUNKCIQ.pUSTX S | KUSO^NO GLADKAQ POWERHNOSTX I �(x) | NEPRERYWNAQ FUNK-CIQ NA NEJ. oBOB]ENNU@ FUNKCI@ ��S ; DEJSTWU@]U@ PO FORMULE(��S ; ') = ZS �(x)'(x) dSx; ' 2 D(Rn);NAZOWEM PROSTYM SLOEM. w ^ASTNOSTI, ESLI S ESTX PLOSKOSTX t = 0 WRn+1(x; t); TO ��(t=0)(x; t) OBOZNA^IM �(x) �(t); TAK ^TO(�(x) �(t); ') = ZRn �(x)'(x; 0) dx:pRI n = 1 PROSTOJ SLOJ �SR(x) NA SFERE SR OBOZNA^IM ^EREZ �(R�jxj);TAK ^TO (�(R � jxj); ') = '(R) + '(�R):pROIZWEDENIEM f IZ D 0(Rn) I FUNKCII �(x) 2 C1(Rn) NAZYWA-ETSQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ �f , DEJSTWU@]AQ PO FORMULE (�f; ') == (f; �'); ' 2 D(Rn):pUSTX f(x) 2 D 0(Rn); A | NEOSOBOE LINEJNOE PREOBRAZOWANIEI b | WEKTOR W Rn: oBOB]ENNU@ FUNKCI@ f(Ay + b) OPREDELIM FOR-MULOJ (f(Ay + b); ') = �f; '[A�1(x� b)]j detAj �; ' 2 D(Rn):pRI A = I IMEEM SDWIG OBOB]ENNOJ FUNKCII f NA WEKTOR �b:
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92 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII(f(y + b); ') = (f; '(x � b)):nAPRIMER, (�(x� x0); ') = (�; '(x+ x0)) = '(x0)| SDWIG �(x) NA WEKTOR x0: pRI A = �I ; b = 0 IMEEM OTRAVENIE(f(�x); ') = (f; '(�x)):6.13. dOKAZATX, ^TO �(x) | SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ EE.6.14. dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ OBOB]ENNYM FUNKCIQM:1) 2�(x� x0); 2) NPk=1mk�(x� xk);3) �(x) �S(x); 4) jxj �SR(x� x0);5) 2�(R1 � jx� 1j) + 3�(R2 � jx� 2j):nAJTI IH NOSITELI.6.15. dOKAZATX, ^TO:1) �(x� �) �! 0; � �!1 W D 0(R1);2) �SR(x) �! 0; R �!1 W D 0:6.16. dOKAZATX, ^TO S 0 � D 0 I IZ SHODIMOSTI W S 0 SLEDUET SHO-DIMOSTX W D 0:6.17. dOKAZATX, ^TO:1) ex 2 D 0(R1); ex 2S 0(R1); 2) e1=x 2D 0(R1);3) ex sin ex 2 S 0(R1):6.18. dOKAZATX, ^TO FUNKCIONAL P 1x ; DEJSTWU@]IJ PO FORMULE�P 1x ; '� = Vp 1Z�1 '(x)x dx = lim"!+0 �"Z�1+ 1Z" !'(x)x dx; ' 2 D;| SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.6.19. wY^ISLITX PREDELY W D 0(R1) PRI " �! +0:1) f"(x) = �1=(2"); jxj � ";0; jxj > "; 2) "�(x2+"2) ;3) 12p�" e�x2=(4"); 4) 1x sin x" ; 5) 1�x2 sin2 x" :6.20. dOKAZATX FORMULU sOHOCKOGO1x� i0 = �i��(x) +P 1x :6.21. wY^ISLITX PREDELY W D 0(R1) PRI t �! +1:1) eixtx� i0 ; 2) e�ixtx� i0 ; 3) eixtx+ i0 ; 4) e�ixtx+ i0 ;5) tmeixt; m � 0:

x 6. oSNOWNYE I OBOB]ENNYE FUNKCII 936.22. nAJTI PREDEL P cos kxx ; k �!1; W D 0(R1); GDE�P cos kxx ; '� = Vp 1Z�1 cos kxx '(x) dx == lim"!+0 �"Z�1+ 1Z" !cos kxx '(x) dx; ' 2 D:6.23. dOKAZATX, ^TO RQD 1Pk=�1 ak�(x � k):1) SHODITSQ W D 0 PRI L@BYH ak;2) SHODITSQ W S 0, ESLI jakj � C(1 + jkj)m:6.24. pUSTX  2 D(Rn);  � 0; Z  (x) dx = 1: dOKAZATX, ^TO"�n �x"� �! �(x); " �! +0 W D 0(Rn); W ^ASTNOSTI, !"(x) �! �(x);" �! 0 W D 0(Rn):6.25. pOKAZATX, ^TO FUNKCIONAL P 1x2 ; DEJSTWU@]IJ PO FORMULE�P 1x2 ; '� = Vp 1Z�1 '(x)� '(0)x2 dx; ' 2 D;| SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.6.26. pOKAZATX, ^TO:1) �(x) �(x) = �(0) �(x); � 2 C1(Rn); W ^ASTNOSTI, x�(x) = 0;x 2 R1;2) xP 1x = 1;3) xmP 1x = xm�1; m � 1:6.27. 1) pUSTX OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f RAWNA NUL@ WNE OTREZKA[�a; a]; DOKAZATX, ^TO f = �f; GDE � 2C1(R1) I �(x)� 1 W [�a�"; a+"];" > 0 L@BOE;2) PUSTX f 2 D 0(Rn) I � 2 C1(Rn); �(x) � 1 W OKRESTNOSTI supp f ;POKAZATX, ^TO f = �f I f 2 S 0(Rn):6.28. dOKAZATX, ^TO �(ax) = 1jajn �(x); a 6= 0:6.29. dOKAZATX, ^TO (�f)(x+h) = �(x+h) f(x+h); GDE � 2 C1(Rn);f 2 D 0(Rn); h 2 Rn:6.30. dOKAZATX, ^TO OBOB]ENNAQ FUNKCIQ�Pf 1x2 + y2 ; '(x; y)� == Zx2+y2<1 '(x; y)� '(0; 0)x2 + y2 dx dy + Zx2+y2>1 '(x; y)x2 + y2 dx dyUDOWLETWORQET URAWNENI@ (x2 + y2) Pf 1x2 + y2 = 1 W D 0(R2):



92 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII(f(y + b); ') = (f; '(x � b)):nAPRIMER, (�(x� x0); ') = (�; '(x+ x0)) = '(x0)| SDWIG �(x) NA WEKTOR x0: pRI A = �I ; b = 0 IMEEM OTRAVENIE(f(�x); ') = (f; '(�x)):6.13. dOKAZATX, ^TO �(x) | SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ EE.6.14. dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ OBOB]ENNYM FUNKCIQM:1) 2�(x� x0); 2) NPk=1mk�(x� xk);3) �(x) �S(x); 4) jxj �SR(x� x0);5) 2�(R1 � jx� 1j) + 3�(R2 � jx� 2j):nAJTI IH NOSITELI.6.15. dOKAZATX, ^TO:1) �(x� �) �! 0; � �!1 W D 0(R1);2) �SR(x) �! 0; R �!1 W D 0:6.16. dOKAZATX, ^TO S 0 � D 0 I IZ SHODIMOSTI W S 0 SLEDUET SHO-DIMOSTX W D 0:6.17. dOKAZATX, ^TO:1) ex 2 D 0(R1); ex 2S 0(R1); 2) e1=x 2D 0(R1);3) ex sin ex 2 S 0(R1):6.18. dOKAZATX, ^TO FUNKCIONAL P 1x ; DEJSTWU@]IJ PO FORMULE�P 1x ; '� = Vp 1Z�1 '(x)x dx = lim"!+0 �"Z�1+ 1Z" !'(x)x dx; ' 2 D;| SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.6.19. wY^ISLITX PREDELY W D 0(R1) PRI " �! +0:1) f"(x) = �1=(2"); jxj � ";0; jxj > "; 2) "�(x2+"2) ;3) 12p�" e�x2=(4"); 4) 1x sin x" ; 5) 1�x2 sin2 x" :6.20. dOKAZATX FORMULU sOHOCKOGO1x� i0 = �i��(x) +P 1x :6.21. wY^ISLITX PREDELY W D 0(R1) PRI t �! +1:1) eixtx� i0 ; 2) e�ixtx� i0 ; 3) eixtx+ i0 ; 4) e�ixtx+ i0 ;5) tmeixt; m � 0:

x 6. oSNOWNYE I OBOB]ENNYE FUNKCII 936.22. nAJTI PREDEL P cos kxx ; k �!1; W D 0(R1); GDE�P cos kxx ; '� = Vp 1Z�1 cos kxx '(x) dx == lim"!+0 �"Z�1+ 1Z" !cos kxx '(x) dx; ' 2 D:6.23. dOKAZATX, ^TO RQD 1Pk=�1 ak�(x � k):1) SHODITSQ W D 0 PRI L@BYH ak;2) SHODITSQ W S 0, ESLI jakj � C(1 + jkj)m:6.24. pUSTX  2 D(Rn);  � 0; Z  (x) dx = 1: dOKAZATX, ^TO"�n �x"� �! �(x); " �! +0 W D 0(Rn); W ^ASTNOSTI, !"(x) �! �(x);" �! 0 W D 0(Rn):6.25. pOKAZATX, ^TO FUNKCIONAL P 1x2 ; DEJSTWU@]IJ PO FORMULE�P 1x2 ; '� = Vp 1Z�1 '(x)� '(0)x2 dx; ' 2 D;| SINGULQRNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ.6.26. pOKAZATX, ^TO:1) �(x) �(x) = �(0) �(x); � 2 C1(Rn); W ^ASTNOSTI, x�(x) = 0;x 2 R1;2) xP 1x = 1;3) xmP 1x = xm�1; m � 1:6.27. 1) pUSTX OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f RAWNA NUL@ WNE OTREZKA[�a; a]; DOKAZATX, ^TO f = �f; GDE � 2C1(R1) I �(x)� 1 W [�a�"; a+"];" > 0 L@BOE;2) PUSTX f 2 D 0(Rn) I � 2 C1(Rn); �(x) � 1 W OKRESTNOSTI supp f ;POKAZATX, ^TO f = �f I f 2 S 0(Rn):6.28. dOKAZATX, ^TO �(ax) = 1jajn �(x); a 6= 0:6.29. dOKAZATX, ^TO (�f)(x+h) = �(x+h) f(x+h); GDE � 2 C1(Rn);f 2 D 0(Rn); h 2 Rn:6.30. dOKAZATX, ^TO OBOB]ENNAQ FUNKCIQ�Pf 1x2 + y2 ; '(x; y)� == Zx2+y2<1 '(x; y)� '(0; 0)x2 + y2 dx dy + Zx2+y2>1 '(x; y)x2 + y2 dx dyUDOWLETWORQET URAWNENI@ (x2 + y2) Pf 1x2 + y2 = 1 W D 0(R2):



94 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII6.31. pUSTX f 2 S 0 I P | POLINOM. pOKAZATX, ^TO fP 2 S 0:6.32. pUSTX f 2 D 0(R1) FINITNA I �(x) | PROIZWOLXNAQ FUNKCIQIZ D(R1); RAWNAQ 1 W OKRESTNOSTI supp f . pOLOVIM^f (z) = 12�i �f(x0); �(x0)x0 � z�; z = x+ iy:dOKAZATX, ^TO:1) ^f (z) NE ZAWISIT OT WYBORA WSPRMOGATELXNOJ FUNKCII �;2) ^f (z) | ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ PRI z 2 supp f ;3) ^f (z) = O� 1jzj�; z �!1;4) ^f (x+ i")� ^f (x� i") �! f(x); " �! +0 W D 0(R1):6.33. pUSTX f 2 D 0(R1); supp f � [�a; a] I � 2 D(R1); �(�) � 1 WOKRESTNOSTI supp f: dOKAZATX, ^TO FUNKCIQef(z) = �f(�); �(�) eiz��; z = x+ iy;NE ZAWISIT OT �; CELAQ I UDOWLETWORQET PRI NEKOTOROMm � 0 I L@BOM" > 0 OCENKE ��� ef(x+ iy)��� � C"e(a+")jyj(1 + jxj)m:6.34. pUSTX f 2 D 0(Rn) I supp f = f0g: dOKAZATX, ^TO f ODNOZNA^-NO PREDSTAWLQETSQ W WIDEf(x) = X0�j�j�N C�D��(x):6.35. pUSTX RQD 1P�=0 a��(�)(x) SHODITSQ W D 0(R1). dOKAZATX, ^TOa� = 0 PRI � > �0: oTWETY K x66.1. 1) sHODITSQ K NUL@; 2) I 3) NE SHODQTSQ, ESLI '(x) 6� 0:6.6. qSNO, ^TO f"(x) 2 D: dALEE, TAK KAK f(x) NEPRERYWNA I FI-NITNA, TO DLQ L@BOGO � > 0 I PRI WSEH DOSTATO^NO MALYH " > 0 IMEEMjf(x)� f(y)j < � PRI jx� yj � "; x; y 2 R1; TAK ^TOjf(x)�f"(x)j � Z jf(x)�f(y)j!"(x� y) dy < � Zjx�yj<"!"(x� y) dy = �;x 2 R1:6.7. 1) r E [ E N I E. o^EWIDNO, FUNKCIQ  (x) FINITNA I BESKO-NE^NO DIFFERENCIRUEMA PRI x 6= 0: oSTALOSX DOKAZATX, ^TO  (x) BES-KONE^NO DIFFERENCIRUEMA W TO^KE x = 0: pUSTX �(x) � 1 PRI jxj � ":oBOZNA^IW f(x) = '(x) � m�1Xk=0 '(k)(0)k! xk;POLU^IM

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 95 (0) = limx!0 (x) = limx!0 f(x)xm = f (m)(0)m! ; 0(0) = limx!0  (x)�  (0)x = limx!0 f(x)� xmf(m)(0)m!xm+1 = f (m+1)(0)(m+ 1)!I T. D.tAKIM OBRAZOM,  (x) 2 C1; I, ZNA^IT,  2 D:6.8. 1) u K A Z A N I E. dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NOSTI PROWE-RITX, ^TO '2(x) = xZ�1'1(x) dx 2 D:6.10. 1) I 3) SHODQTSQ K NUL@ W S ;2) NE SHODITSQ W S; ESLI '(x) 6� 0:6.19. 1) �(x); 2) �(x); 3) �(x); 4) ��(x); 5) �(x):6.21. 1) 2�i�(x); 2) 0; 3) 0; 4) �2�i�(x); 5) 0:6.22. 0:x7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJpROIZWODNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCII f IZ D 0(R1) NAZYWAETSQ FUNK-CIONAL f 0; OPREDELQEMYJ FORMULOJ (f 0; ') = �(f; '0); ' 2 D(R1):kAVDAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ IMEET PROIZWODNYE L@BOGO PORQDKAI f (m); m � 1; ESTX FUNKCIONAL, DEJSTWU@]IJ PO FORMULE�f (m); '� = (�1)m�f; '(m)�: (�)w SLU^AE n > 1 FORMULA (�); OPREDELQ@]AQ PROIZWODNU@ D�f; PRINI-MAET WID (D�f; ') = (�1)j�j (f;D�'); ' 2 D(Rn):pUSTX S | KUSO^NO GLADKAQ DWUSTORONNQQ POWERHNOSTX, n | NOR-MALX K S I �(x) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA S. oBOB]ENNU@ FUNKCI@� @@n (��S); DEJSTWU@]U@ PO FORMULE�� @@n (��S); '� = ZS �(x) @'(x)@n dS; ' 2 D(Rn);NAZOWEM DWOJNYM SLOEM NA POWERHNOSTI S. w ^ASTNOSTI, ESLI S ESTXPLOSKOSTX t = 0 W PROSTRANSTWE Rn+1 PEREMENNYH (x; t) = (x1; x2; . . .. . .; xn; t); TO � @@n (��(t=0)(x; t)) OBOZNA^IM ^EREZ ��(x) �0(t); TAK ^TO(��(x) �0(t); ') = ZRn �(x) @'(x; 0)@t dx:pUSTX LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ W Rn FUNKCIQ f(x) TAKOWA, ^TO EEKLASSI^ESKAQ PROIZWODNAQ PORQDKA � = (�1; . . .; �n) | KUSO^NO NEPRE-
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96 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIRYWNAQ FUNKCIQ W Rn. rEGULQRNU@ OBOB]ENNU@ FUNKCI@, OPREDE-LQEMU@ \TOJ PROIZWODNOJ, OBOZNA^IM ^EREZ fD�f(x)g (W OTLI^IE OTOBOB]ENNOJ PROIZWODNOJ D�f(x)).7.1. dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ OBOB]ENNYM FUNKCIQM:W R1 ��0(x); ��0(x� x0);W R3 � @@n (��S); �2 @@n �SR(x� x0):7.2. pOKAZATX, ^TO ��(m)(x � x0; '(x)� = (�1)m'(m)(x0); m � 1:7.3. pOKAZATX, ^TO W D0(R1):1) �(x) �0(x) = ��0(0) �(x) + �(0) �0(x); GDE �(x) 2 C1(R1);2) x�(m)(x) = �m�(m�1)(x); m = 1; 2; . . .;3) xm�(m)(x) = (�1)mm! �(x); m = 0; 1; 2; . . .;4) xk�(m)(x) = 0; m = 0; 1; . . .; k � 1;5) �(x)�(m)(x) = mPj=0(�1)j+mCjm�(m�j)(0)�(j)(x); GDE �(x)2C1(R1);6) xk�(m)(x) = (�1)kk!Ckm�(m�k)(x); m = k; k + 1; . . .7.4. pOKAZATX, ^TO �0 = �; GDE � | FUNKCIQ hEWISAJDA.7.5. 1) pOKAZATX, ^TO W D 0(R1)(�(x) �(x))0 = �(x) �(0) + �(x) �0(x);GDE �(x) 2 C1(R1);2) POKAZATX, ^TO W D 0(R2)@@t (�(t) �(x; t)) = �(t) �(x; 0) + �(t) @�(x; t)@t ;GDE � 2 C1 (t � 0):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ OPREDELENIEM PROSTOGO SLOQ (x 6):7.6. wY^ISLITX:1) �0(�x); 2) �(m)(x� x0); m � 1 CELOE;3) �(m)(x0 � x); m � 1; 4) (signx)(m); m � 1;5) (xsignx)0; 6) (jxj)(m); m � 2;7) (�(x) sinx)0; 8) (�(x) cosx)0;9) (�(x)xm+k)(m); m � 1; k = 0; 1; 2; . . .;10) (�(x)xm�k)(m); m � 1; k = 1; . . .;m;11) (�(x) eax)m; m � 1:7.7. wY^ISLITX PROIZWODNYE PORQDKA 1, 2, 3 FUNKCIJ:1) y = jxj sinx; 2) y = jxj cosx:7.8. pOKAZATX, ^TO(D�f)(x+ h) = D�f(x+ h); f 2 D 0; h 2 Rn:7.9. dOKAZATX, ^TO OBOB]ENNYE FUNKCII �; �0; �00; . . .; �(m) LINEJNONEZAWISIMY.

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 977.10. dOKAZATX:1) ddx ln jxj =P 1x ; GDE P 1x OPREDELENA W ZADA^E 6.18;2) ddxP 1x = �P 1x2 ; GDE P 1x2 OPREDELENA W ZADA^E 6.25;3) ddx 1x� i0 = ���0(x)�P 1x2 ;4) ddxP 1x2 = �2P 1x3 ; GDE�P 1x3 ; '� = Vp 1Z�1 '(x)� x'0(0)x3 dx; ' 2 D(R1):7.11. pOKAZATX, ^TO RQD 1P�1 ak�(k)(x� k) SHODITSQ W D 0(R1) PRIL@BYH ak.7.12. pOKAZATX, ^TO ESLI jakj � Ajkjm +B; TO RQD 1Pk=�1 akeikxSHODITSQ W S 0(R1):7.13. pUSTX f(x) | TAKAQ KUSO^NO NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, ^TOf 2 C1(x � x0) \ C1(x � x0):dOKAZATX, ^TOf 0 = ff 0(x)g+ [f ]x0�(x� x0) W D 0(R1); (��)GDE [f ]x0 = f(x0 + 0)� f(x0 � 0) | SKA^OK FUNKCII f W TO^KE x0.dOKAZATX, ^TO ESLI KLASSI^ESKAQ PROIZWODNAQ FUNKCII f(x) IMEETIZOLIROWANNYE RAZRYWY 1-GO RODA W TO^KAH fxkg; TO FORMULA (��)PRINIMAET WID f 0 = ff 0(x)g+Xk [f ]xk�(x� xk):7.14. wY^ISLITX f (m) DLQ FUNKCIJ:1) �(a� jxj); a > 0; 2) [x]; 3) sign sinx; 4) sign cosx;zDESX [x] OZNA^AET CELU@ ^ASTX x, T. E. NAIBOLX[EE CELOE ^ISLO, NEPREWOSHODQ]EE x:7.15. pUSTX f(x) | 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, PRI^EM f(x) == 12 � x2� ; 0 < x � 2�: nAJTI f 0.7.16. pUSTX f(x) = x; �1 < x � 1; | PERIODI^ESKAQ S PERIODOM 2FUNKCIQ. nAJTI f (m); m � 1:7.17. dOKAZATX, ^TO12� 1Xk=�1 eikx = 1Xk=�1 �(x� 2k�):7.18. dOKAZATX, ^TO2� 1Xk=0 cos (2k + 1)x = 1Xk=�1(�1)k�(x� k�):7 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



96 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIRYWNAQ FUNKCIQ W Rn. rEGULQRNU@ OBOB]ENNU@ FUNKCI@, OPREDE-LQEMU@ \TOJ PROIZWODNOJ, OBOZNA^IM ^EREZ fD�f(x)g (W OTLI^IE OTOBOB]ENNOJ PROIZWODNOJ D�f(x)).7.1. dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ OBOB]ENNYM FUNKCIQM:W R1 ��0(x); ��0(x� x0);W R3 � @@n (��S); �2 @@n �SR(x� x0):7.2. pOKAZATX, ^TO ��(m)(x � x0; '(x)� = (�1)m'(m)(x0); m � 1:7.3. pOKAZATX, ^TO W D0(R1):1) �(x) �0(x) = ��0(0) �(x) + �(0) �0(x); GDE �(x) 2 C1(R1);2) x�(m)(x) = �m�(m�1)(x); m = 1; 2; . . .;3) xm�(m)(x) = (�1)mm! �(x); m = 0; 1; 2; . . .;4) xk�(m)(x) = 0; m = 0; 1; . . .; k � 1;5) �(x)�(m)(x) = mPj=0(�1)j+mCjm�(m�j)(0)�(j)(x); GDE �(x)2C1(R1);6) xk�(m)(x) = (�1)kk!Ckm�(m�k)(x); m = k; k + 1; . . .7.4. pOKAZATX, ^TO �0 = �; GDE � | FUNKCIQ hEWISAJDA.7.5. 1) pOKAZATX, ^TO W D 0(R1)(�(x) �(x))0 = �(x) �(0) + �(x) �0(x);GDE �(x) 2 C1(R1);2) POKAZATX, ^TO W D 0(R2)@@t (�(t) �(x; t)) = �(t) �(x; 0) + �(t) @�(x; t)@t ;GDE � 2 C1 (t � 0):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ OPREDELENIEM PROSTOGO SLOQ (x 6):7.6. wY^ISLITX:1) �0(�x); 2) �(m)(x� x0); m � 1 CELOE;3) �(m)(x0 � x); m � 1; 4) (signx)(m); m � 1;5) (xsignx)0; 6) (jxj)(m); m � 2;7) (�(x) sinx)0; 8) (�(x) cosx)0;9) (�(x)xm+k)(m); m � 1; k = 0; 1; 2; . . .;10) (�(x)xm�k)(m); m � 1; k = 1; . . .;m;11) (�(x) eax)m; m � 1:7.7. wY^ISLITX PROIZWODNYE PORQDKA 1, 2, 3 FUNKCIJ:1) y = jxj sinx; 2) y = jxj cosx:7.8. pOKAZATX, ^TO(D�f)(x+ h) = D�f(x+ h); f 2 D 0; h 2 Rn:7.9. dOKAZATX, ^TO OBOB]ENNYE FUNKCII �; �0; �00; . . .; �(m) LINEJNONEZAWISIMY.

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 977.10. dOKAZATX:1) ddx ln jxj =P 1x ; GDE P 1x OPREDELENA W ZADA^E 6.18;2) ddxP 1x = �P 1x2 ; GDE P 1x2 OPREDELENA W ZADA^E 6.25;3) ddx 1x� i0 = ���0(x)�P 1x2 ;4) ddxP 1x2 = �2P 1x3 ; GDE�P 1x3 ; '� = Vp 1Z�1 '(x)� x'0(0)x3 dx; ' 2 D(R1):7.11. pOKAZATX, ^TO RQD 1P�1 ak�(k)(x� k) SHODITSQ W D 0(R1) PRIL@BYH ak.7.12. pOKAZATX, ^TO ESLI jakj � Ajkjm +B; TO RQD 1Pk=�1 akeikxSHODITSQ W S 0(R1):7.13. pUSTX f(x) | TAKAQ KUSO^NO NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, ^TOf 2 C1(x � x0) \ C1(x � x0):dOKAZATX, ^TOf 0 = ff 0(x)g+ [f ]x0�(x� x0) W D 0(R1); (��)GDE [f ]x0 = f(x0 + 0)� f(x0 � 0) | SKA^OK FUNKCII f W TO^KE x0.dOKAZATX, ^TO ESLI KLASSI^ESKAQ PROIZWODNAQ FUNKCII f(x) IMEETIZOLIROWANNYE RAZRYWY 1-GO RODA W TO^KAH fxkg; TO FORMULA (��)PRINIMAET WID f 0 = ff 0(x)g+Xk [f ]xk�(x� xk):7.14. wY^ISLITX f (m) DLQ FUNKCIJ:1) �(a� jxj); a > 0; 2) [x]; 3) sign sinx; 4) sign cosx;zDESX [x] OZNA^AET CELU@ ^ASTX x, T. E. NAIBOLX[EE CELOE ^ISLO, NEPREWOSHODQ]EE x:7.15. pUSTX f(x) | 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, PRI^EM f(x) == 12 � x2� ; 0 < x � 2�: nAJTI f 0.7.16. pUSTX f(x) = x; �1 < x � 1; | PERIODI^ESKAQ S PERIODOM 2FUNKCIQ. nAJTI f (m); m � 1:7.17. dOKAZATX, ^TO12� 1Xk=�1 eikx = 1Xk=�1 �(x� 2k�):7.18. dOKAZATX, ^TO2� 1Xk=0 cos (2k + 1)x = 1Xk=�1(�1)k�(x� k�):7 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



98 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII7.19. pUSTX f (x) 2 C1(x � x0) \ C1(x � x0): dOKAZATX, ^TOW D 0(R1)f (m)(x) = ff (m)(x)g+ [f ]x0�(m�1)(x� x0)++ �f 0�x0�(m�2)(x� x0) + . . . + �f (m�1)�x0�(x � x0);GDE �f (k)�x0 = f (k)(x0 + 0)� f (k)(x0 � 0); k = 0; 1; . . .;m� 1;| SKA^OK k-J PROIZWODNOJ W TO^KE x0.7.20. nAJTI WSE PROIZWODNYE FUNKCIJ:1) y = �sinx; x � 0;0; x � 0; 2) y = �cosx; x � 0;0; x < 0;3) y = �x2; �1 � x � 1;0; jxj > 1; 4) y = 8<:1; x � 0;x+ 1; 0 � x � 1;x2 + 1; x � 1;5) y =8<:0; x � �1;(x+ 1)2; �1 � x � 0;x2 + 1; x � 0; 6) y = 8>><>>:0; x � 0;x2; 0 � x � 1;(x� 2)2; 1 � x � 2;0; x � 2;7) y = �sinx; �� � x � �;0; jxj � �; 8) y = � j sinxj; �� � x � �;0; jxj � �:7.21. dOKAZATX:1) j sinxj00 + j sinxj = 2 1Pk=�1 �(x� k�);2) j cosxj00 + j cosxj = 2 1Pk=�1 � �x� 2k + 12 ��:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 7.14, 3) I 4).pUSTX mXk=0 ak(x) y(k) = f (�)| LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE PORQDKA m S KO\FFICIEN-TAMI ak(x) 2 C1(R1) I f 2 D 0(R1): eGO OBOB]ENNYM RE[ENIEM NA-ZYWAETSQ WSQKAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ y 2 D 0(R1); UDOWLETWORQ@]AQURAWNENI@ (�) W OBOB]ENNOM SMYSLE, T. E. mXk=0 aky(k); '! =  y; mXk=0(�1)k(ak')(k)! = (f; ')

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 99DLQ L@BOJ ' 2 D(R1)�): wSQKOE RE[ENIE URAWNENIQ (�) MOVNO PRED-STAWITX W WIDE SUMMY EGO ^ASTNOGO RE[ENIQ I OB]EGO RE[ENIQ SOOT-WETSTWU@]EGO ODNORODNOGO URAWNENIQ.7.22. nAJTI OB]IE RE[ENIQ W D 0(R1) SLEDU@]IH URAWNENIJ:1) xy = 0;2) �(x) y = 0; GDE � 2 C1(R1) I IMEET EDINSTWENNYJ NULX W TO^KEx = 0 PORQDKA 1;3) �(x) y = 0; GDE � 2 C I � > 0;4) (x�1)y = 0; 5) x(x�1)y = 0; 6) (x2�1)y = 0;7) xy = 1; 8) xy =P 1x ; 9) xny = 0; n = 2; 3; . . .;10) x2y = 2; 11) (x+1)2y = 0; 12) (cosx) y = 0:7.23. nAJTI OB]IE RE[ENIQ W D 0(R1) URAWNENIJ:1) y0 = 0; 2) y(m) = 0; m = 2; 3; . . .7.24. dOKAZATX, ^TO OB]IM RE[ENIEM W D 0(R1) URAWNENIQxny(m) = 0; n > m; QWLQETSQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQy = m�1Xk=0 ak�(x)xm�k�1 + n�1Xk=m bk�(k�m)(x) + m�1Xk=0 ckxk;GDE ak; bk; ck | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.7.25. nAJTI OB]IE RE[ENIQ W D 0(R1) URAWNENIJ:1) xy0 = 1; 2) xy0 =P 1x ; 3) x2y0 = 0;4) x2y0 = 1; 5) y00 = �(x); 6) (x+ 1) y00 = 0;7) (x+ 1)2y00 = 0; 8) (x + 1) y000 = 0:7.26. dOKAZATX, ^TO OB]IM RE[ENIEM W D 0(R1) URAWNENIQ xy == signx QWLQETSQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ C�(x) +P 1jxj ; GDE�P 1jxj ; '� = Zjxj<1 '(x)� '(0)jxj dx+ Zjxj>1 '(x)jxj dx:7.27. dOKAZATX, ^TO ESLI f 2 D 0(R1) INWARIANTNA OTNOSITELXNOSDWIGA, T. E. (f; ') = (f(x); '(x + h)); GDE h | L@BOE WE]ESTWENNOE^ISLO, TO f = const:u K A Z A N I E. dOKAZATX, ^TO f 0 = 0; I WOSPOLXZOWATXSQ ZADA-^EJ 7.23, 1).�)iNOGDA DLQ KRATKOSTI WYRAVENIE �UDOWLETWORQET URAWNENI@ W OBOB-]ENNOM SMYSLE� ZAMENQETSQ WYRAVENIEM �UDOWLETWORQET URAWNENI@ W D 0�.7�
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100 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII7.28. nAJTI RE[ENIE W D 0(R1) URAWNENIQ:af 00 + bf 0 + cf = m� + n�0;GDE a; b; c;m; n | ZADANNYE ^ISLA.rASSMOTRETX SLU^AI:1) a = c = n = 1; b = m = 2;2) b = n = 0; a = m = 1; c = 4;3) b = 0; a = n = 1; m = 2; c = �4:7.29. dOKAZATX, ^TO SISTEMA dydx = A(x) y; GDE MATRICA A(x) 22 C1(R1) IMEET W D 0 TOLXKO KLASSI^ESKOE RE[ENIE.7.30. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE u0 = f RAZRE[IMO W D 0(R1) PRIL@BOJ f 2 D 0(R1):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 6.8, 2).7.31. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE xu = f RAZRE[IMO W D 0(R1) PRIL@BOJ f 2 D 0(R1):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 6.7, 1).7.32. dOKAZATX, ^TO URAWNENIE x3u0 + 2u = 0 NE IMEET RE[ENIJ WD 0(R1) (KROME 0).7.33. pUSTX �(x1; x2; . . .; xn) = �(x1). . .�(xn): pOKAZATX, ^TO@n�@x1 @x2. . .@xn = �(x) = �(x1; . . .; xn)W D 0(Rn).7.34. nA PLOSKOSTI (x; y) RASSMOTRIM KWADRAT S WER[INAMIA(1; 1); B(2; 0); C(3; 1); D(2; 2):pUSTX FUNKCIQ f RAWNA 1 W ABCD I 0 WNE EGO. wY^ISLITXf 00yy � f 00xx:7.35. pUSTX OBLASTX G � R3 OGRANI^ENA KUSO^NO GLADKOJ POWERH-NOSTX@ S I DANA FUNKCIQ f 2 C1(G) \ C1(G1); GDE G1 = RnnG: dOKA-ZATX FORMULU@f@xi = n @f@xio+ [f ]S cos (n; xi) �S ; i = 1; 2; 3;W D 0(R3), GDE n = nx | WNE[NQQ NORMALX K S W TO^KE x 2 S, A [f ]S |SKA^OK FUNKCII f(x) PRI PEREHODE IZWNE ^EREZ POWERHNOSTX S:limx0!xx02G1 f(x0)� limx0!xx02G f(x0) = [f ]S(x); x 2 S:7.36. dOKAZATX, ^TO ESLI f 2 C2(G) \ C2(G1); GDE G1 = RnnG; TOSPRAWEDLIWA FORMULA gRINA�f = f�fg+ h @f@niS �S + @@n �[f ]S�S�:

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1017.37. dOKAZATX, ^TO ESLI f(x; t) 2 C2 (t � 0) I f = 0 PRI t < 0; TOW Rn+1 SPRAWEDLIWY FORMULY:1) 2af = f2afg+ �(t) ft(x; 0) + �0(t) f(x; 0);2) @f@t � a2�f = n@f@t � a2�fo+ �(t) f(x; 0):oTWETY K x77.6. 1) � �(x); 2) �(m�1)(x� x0); 3) � �(m�1)(x � x0);4) 2�(m�1)(x); 5) signx; 6) 2�(m�2)(x);7) �(x) cosx; 8) �(x)� �(x) sinx; 9) (m+ k)!k! �(x)xk ;10) (m� k)! �(k�1)(x);11) �(m�1)(x) + a�(m�2)(x) + . . . + am�1�(x) + am�(x) eax:7.7. 1) y0 = signx sinx + jxj cosx; y00 = 2signx cosx � jxj sinx;y000 = 4�(x)� 3signx sinx� jxj cosx;2) y0 = signx cosx � jxj sinx; y00 = 2�(x) � 2signx sinx � jxj cosx;y000 = 2�0(x) � 3signx cosx+ jxj sinx:7.10. 2) r E [ E N I E.��P 1x�0;'�=��P 1x ;'0�=�VpZ '0(x)x dx =� lim"!0 �"Z�1+ 1Z" !'0(x)x dx == lim"!0 '(") + '(�")" � lim"!0'(0) �"Z�1+ 1Z" !dxx2 �� lim"!0 �"Z�1+ 1Z" !'(x)� '(0)x2 dx == lim"!0�'(")�'(0)" � '(�")�'(0)�" ���P 1x2 ; '�=��P 1x2 ; '�; '2D:7.14. 1) �(m�1)(x+ a)� �(m�1)(x� a); 2) 1Pk=�1 �(m�1)(x� k);3) 2 1Pk=�1(�1)k�(m�1)(x� k�);4) 2 1Pk=�1(�1)k+1�(m�1) �x� (2k + 1) �2�:7.15. f 0 = � 12� + 1Pk=�1 �(x � 2k�):7.16. f 0=1�2 1Pk=�1�(x�2k�1); f (m)=�2 1Pk=�1�(m�1)(x�2k�1);m = 2; 3; . . .
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x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1017.37. dOKAZATX, ^TO ESLI f(x; t) 2 C2 (t � 0) I f = 0 PRI t < 0; TOW Rn+1 SPRAWEDLIWY FORMULY:1) 2af = f2afg+ �(t) ft(x; 0) + �0(t) f(x; 0);2) @f@t � a2�f = n@f@t � a2�fo+ �(t) f(x; 0):oTWETY K x77.6. 1) � �(x); 2) �(m�1)(x� x0); 3) � �(m�1)(x � x0);4) 2�(m�1)(x); 5) signx; 6) 2�(m�2)(x);7) �(x) cosx; 8) �(x)� �(x) sinx; 9) (m+ k)!k! �(x)xk ;10) (m� k)! �(k�1)(x);11) �(m�1)(x) + a�(m�2)(x) + . . . + am�1�(x) + am�(x) eax:7.7. 1) y0 = signx sinx + jxj cosx; y00 = 2signx cosx � jxj sinx;y000 = 4�(x)� 3signx sinx� jxj cosx;2) y0 = signx cosx � jxj sinx; y00 = 2�(x) � 2signx sinx � jxj cosx;y000 = 2�0(x) � 3signx cosx+ jxj sinx:7.10. 2) r E [ E N I E.��P 1x�0;'�=��P 1x ;'0�=�VpZ '0(x)x dx =� lim"!0 �"Z�1+ 1Z" !'0(x)x dx == lim"!0 '(") + '(�")" � lim"!0'(0) �"Z�1+ 1Z" !dxx2 �� lim"!0 �"Z�1+ 1Z" !'(x)� '(0)x2 dx == lim"!0�'(")�'(0)" � '(�")�'(0)�" ���P 1x2 ; '�=��P 1x2 ; '�; '2D:7.14. 1) �(m�1)(x+ a)� �(m�1)(x� a); 2) 1Pk=�1 �(m�1)(x� k);3) 2 1Pk=�1(�1)k�(m�1)(x� k�);4) 2 1Pk=�1(�1)k+1�(m�1) �x� (2k + 1) �2�:7.15. f 0 = � 12� + 1Pk=�1 �(x � 2k�):7.16. f 0=1�2 1Pk=�1�(x�2k�1); f (m)=�2 1Pk=�1�(m�1)(x�2k�1);m = 2; 3; . . .



102 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII7.17. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ 7.15.7.18. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ 7.17.7.20. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^AMI 7.13 I 7.19.1) y0 = �(x) cosx; y(m) = [m=2]Pk=1 (�1)k�1 �(m�2k) (x) + �(x)(sin x)(m);m = 2; 3; . . .; GDE [m=2] | CELAQ ^ASTX m2 ;2) y0 = �(x) � �(x) sinx; y(m) = [(m+1)=2]Pk=1 (�1)k�1 �(m�2k+1)(x)++ �(x)(cosx)(m); m = 2; 3; . . .;3) y0 = 2�(1�jxj)x+�(x�1)��(x+1); y00 = 2�(1�jxj)�2�(x+1)�� 2�(x� 1)+ �0(x+1)� �0(x� 1); y(m) = 3Pk=1 2(3� k)! �(�1)k�1�(m�k)�� (x+ 1)� �(m�k)(x � 1)�; m = 3; 4; . . .;4) y0= �(x)� �(x� 1)+ 2�(x� 1)x; y00= �(x) + �(x� 1)+ 2�(x� 1);y(m) = 2�(m�3)(x� 1) + �(m�2)(x � 1) + �(m�2)(x); m = 3; 4; . . .;5) y0 = 2�(x + 1)(x + 1) � 2�(x); y00 = �2�(x) + 2�(x + 1);y(m) = �2�(m�2)(x) + 2�(m�3)(x+ 1); m = 3; 4; . . .;6) y0 = 2�(x)x�4�(x�1)�2�(x�2)(x�2); y00 = 2�(x)�2�(x�2)�� 4�(x � 1); y(m) = 2�(m�3)(x) � 2�(m�3)(x � 2) � 4�(m�2)(x � 1);m = 3; 4; . . .;7) y0 = �(� � jxj) cosx; y(m) = �(� � jxj)(sin x)(m) + [m=2]Pk=1 (�1)k�� ��(m�2k)(x+ �)� �(m�2k)(x� �)	; m = 2; 3; . . .;8) y0 = �(� � jxj) signx cosx; y(m) = �(� � jxj) sign x sin(m) x�� [m=2]Pk=1 (�1)k�2�(m�2k)(x) + �(m�2k)(x+�) + �(m�2k)(x��)	; m= 2;3; . . .7.22. 1) r E [ E N I E. pUSTX RE[ENIE y 2 D 0 SU]ESTWUET. tOGDA(y; x') = 0 DLQ L@BOJ ' 2 D: (�)nAJDEM \TO y. iMEEM (y; ') = (y; '(0) �(x)+'(x)�'(0) �(x)); GDE � 2 D;�(x) � 1 W [�"; "] I �(x) � 0 WNE [�3"; 3"],(y;') = '(0)(y; �(x))+�y; x '(x)�'(0)�(x)x �= '(0)C+(y; x (x)); (��)GDE C = (y; �) I  (x) = '(x)� '(0) �(x)x 2 D (SM. RE[ENIE ZADA^I 6.7).w SILU (�) (y; x ) = 0: tOGDA IZ (��) IMEEM (y; ') = (C�; ') DLQ WSQKOJ' 2 D; T. E. y = C�(x): oSTALOSX ZAMETITX, ^TO C�(x) UDOWLETWORQETURAWNENI@ xy = 0;

x 7. dIFFERENCIROWANIE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1032) C�(x) (u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 6.7, 2).);3) 0; 4) C�(x � 1);5) C1�(x) + C2�(x � 1); 6) C1�(x� 1) + C2�(x+ 1);7) C�(x) +P 1x ; 8) C�(x) +P 1x2 ;9) m�1Pk=0Ck�(k)(x) (u K A Z A N I E. sWESTI K RE[ENI@ URAWNENIQ WIDAxz(x) = f(x); OBOZNA^IW POSLEDOWATELXNO xm�1y(x) = z(x); xm�2y(x) == z(x) I T. D., I WOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 7.22, 1).);10) C0�(x) +C1�0(x) +2P 1x2 ; GDEP 1x2 | OBOB]ENNAQ FUNKCIQ IZZADA^I 6.25;11) C0�(x+ 1) + C1�0(x + 1); 12) 1Pk=�1Ck� �x� �2 � k��:7.23. 1) r E [ E N I E. pUSTX RE[ENIE y 2 D 0 SU]ESTWUET, T. E.(y; '0) = 0 DLQ L@BOJ ' 2 D: (�)w SILU REZULXTATA ZADA^I 6.8 (2) L@BAQ ' 2 D MOVET BYTX PREDSTAW-LENA W WIDE '(x) = '0(x) 1Z�1 '(x) dx + '01(x);GDE '1 2 D; A '0(x) | L@BAQ OSNOWNAQ FUNKCIQ IZD; UDOWLETWORQ@]AQUSLOWI@ 1Z�1 '0(x) dx = 1: sLEDOWATELXNO,(y; ') = y; '0 1Z�1'dx+'01!= (y; '0) 1Z�1'dx+(y; '01):tAK KAK, W SILU (�), (y; '01) = 0; A (y; '0) = C; TO(y; ') = C 1Z�1 'dx = (C;') DLQ L@BOJ ' 2 D;T. E. y = C;2) C0 + C1x + . . . + Cm�1xm�1 (u K A Z A N I E. sWESTI K RE[E-NI@ URAWNENIQ WIDA z0 = f(x); OBOZNA^AQ POSLEDOWATELXNO y(m�1) = z;y(m�2) = z I T. D., I WOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 7.23, 1).).7.25. 1) C1+C2�(x)+ln jxj; 2) C1 + C2�(x) �P 1x ;3) C1 + C2�(x) + C3�(x); 4) C1 + C2�(x) + C3�(x) �P 1x ;5) C0 + C1x+ �(x)x; 6) C0+ C1x+ C2�(x+1)(x+1);7) C0 + C1x+ C2�(x+ 1) + C3�(x + 1)(x+ 1);8) C0 + C1x+ C2x2 + C3�(x+ 1)(x+ 1)2:
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104 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII7.28. 1) �(x) e�x(1 + x); 2) 12 �(x) sin 2x; 3) �(x) e2x:u K A Z A N I E. iSKATX RE[ENIE W WIDE �(x) z(x); GDE z 2 C2(R1) |ISKOMAQ.7.34. �2�(x�1; y�1)+2�(x�2; y)+2�(x�3; y�1)�2�(x�2; y�2):x8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJpRQMYM PROIZWEDENIEM OBOB]ENNYH FUNKCIJ f(x) 2 D 0(Rn) Ig(y)2D 0(Rm) NAZYWAETSQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f(x) �g(y) IZ D 0(Rn+m);OPREDELQEMAQ FORMULOJ(f(x) � g(y); '(x; y)) = (f(x); (g(y); '(x; y))); ' 2 D(Rn+m): (1)pRQMOE PROIZWEDENIE KOMMUTATIWNO, T. E. f(x) � g(y) = g(y) � f(x) IASSOCIATIWNO, T. E.[f(x) � g(y)] � h(z) = f(x) � [g(y) � h(z)]:eSLI f 2 S 0(Rn) I g 2 S 0(Rm); TO f(x) � g(y) OPREDELQETSQ POFORMULE (1), GDE ' 2 S(Rm+n); I PRINADLEVIT S 0(Rm+n).pROIZWODNAQ PRQMOGO PROIZWEDENIQ OBLADAET SWOJSTWOMD�x (f(x) �g(y)) = D�f(x) �g(y); D�y (f(x) �g(y)) = f(x) �D�g(y): (2)eSLI �(x) 2 D 0(Rn) I �(x) 2 D 0(Rn); TO OBOB]ENNYE FUNKCII�(x) � �(t) I ��(x) � �0(t) NAZYWA@TSQ PROSTYM I DWOJNYM SLOQMI NAPOWERHNOSTI t = 0 S PLOTNOSTQMI �(x) I �(x) SOOTWETSTWENNO. wSLU^AE NEPRERYWNYH PLOTNOSTEJ \TI OPREDELENIQ SLOEW SOWPADA@T SOPREDELENIQMI, PRIWEDENNYMI W x 6 I x 7, T. E. �(x) � �(t) = �(x) �(t) I��(x) � �0(t) = ��(x) �0(t):oBOB]ENNU@ FUNKCI@ �(at � jxj); a > 0; IZ D 0(R2) OPREDELIMRAWENSTWOM �(at� jxj) = �(t) �(at+ x) + �(t) �(at� x); (3)GDE OBOB]ENNYE FUNKCII �(t) �(at + x) I �(t) �(at � x) ESTX REZULX-TATY LINEJNYH ZAMEN PEREMENNYH t0 = t; � = at� x W �(t0) � �(�); T. E.(�(t) �(at + x); ') = 1Z0 '(�at0; t0) dt0; (31)(�(t) �(at � x); ') = 1Z0 '(at0; t0) dt0:8.1. dOKAZATX: supp (f(x) � g(y)) = supp f � supp g:8.2. dOKAZATX, ^TO W D 0(Rn+1(x; t)):1) (u1(x) � �(t); ') = (u1(x); '(x; 0));

x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1052) (u0(x) � �0(t); ') = ��u0(x); @'(x; 0)@t �:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (1).8.3. dOKAZATX:1) �t(x; t) | PROSTOJ SLOJ NA OSI t = 0 PLOSKOSTI (x; t) S PLOTNOS-TX@ �(x);2) ��tt(x; t) | DWOJNOJ SLOJ NA OSI t = 0 S PLOTNOSTX@ �(x):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.2.8.4. pOKAZATX:1) �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn) = �(x1; x2; . . .; xn);2) �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn) = �(x1; x2; . . .; xn):8.5. pOKAZATX:@n�(x1; . . .; xn)@x1 @x2. . .@xn = �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn):8.6. pOKAZATX, ^TO (f � g)(x+ x0; y) = f(x+ x0) � g(y):8.7. pOKAZATX, ^TO a(x)(f(x) � g(y)) = a(x) f(x) � g(y); GDE a 22 C1(Rn):8.8. dOKAZATX, ^TO W D 0(R2):1) @@t �(at� jxj) = a�(at� jxj);2) @@x �(at� jxj) = �(t) �(at + jxj)� �(t) �(at� jxj);3) � @2@t2 �(at� jxj); '� = �a��(at� jxj); @'@t �;4) � @2@x2 �(at� jxj); '� = ���(t) �(at + x); @'@x�++��(t) �(at� x); @'@x�:oBOB]ENNU@ FUNKCI@ WIDA f(x) �1(y) NAZOWEM NE ZAWISQ]EJ OT y:oNA DEJSTWUET PO PRAWILU(f(x) � 1(y); ') = Z (f(x); '(x; y)) dy: (4)8.9. pOKAZATX:1) Z (f(x); '(x; y)) dy = �f(x); Z '(x; y) dy�;2) D�y (f(x) � 1(y)) = 0; GDE f 2 D 0; j�j 6= 0:8.10. pUSTX g(y) 2 S 0(Rm) I ' 2 S(Rn+m): dOKAZATX, ^TO:1)  (x) = (g(y); '(x+ y)) 2 S(Rn);2) D� (x) = (g(y); D�x'(x; y));
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x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1052) (u0(x) � �0(t); ') = ��u0(x); @'(x; 0)@t �:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (1).8.3. dOKAZATX:1) �t(x; t) | PROSTOJ SLOJ NA OSI t = 0 PLOSKOSTI (x; t) S PLOTNOS-TX@ �(x);2) ��tt(x; t) | DWOJNOJ SLOJ NA OSI t = 0 S PLOTNOSTX@ �(x):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.2.8.4. pOKAZATX:1) �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn) = �(x1; x2; . . .; xn);2) �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn) = �(x1; x2; . . .; xn):8.5. pOKAZATX:@n�(x1; . . .; xn)@x1 @x2. . .@xn = �(x1) � �(x2) � . . . � �(xn):8.6. pOKAZATX, ^TO (f � g)(x+ x0; y) = f(x+ x0) � g(y):8.7. pOKAZATX, ^TO a(x)(f(x) � g(y)) = a(x) f(x) � g(y); GDE a 22 C1(Rn):8.8. dOKAZATX, ^TO W D 0(R2):1) @@t �(at� jxj) = a�(at� jxj);2) @@x �(at� jxj) = �(t) �(at + jxj)� �(t) �(at� jxj);3) � @2@t2 �(at� jxj); '� = �a��(at� jxj); @'@t �;4) � @2@x2 �(at� jxj); '� = ���(t) �(at + x); @'@x�++��(t) �(at� x); @'@x�:oBOB]ENNU@ FUNKCI@ WIDA f(x) �1(y) NAZOWEM NE ZAWISQ]EJ OT y:oNA DEJSTWUET PO PRAWILU(f(x) � 1(y); ') = Z (f(x); '(x; y)) dy: (4)8.9. pOKAZATX:1) Z (f(x); '(x; y)) dy = �f(x); Z '(x; y) dy�;2) D�y (f(x) � 1(y)) = 0; GDE f 2 D 0; j�j 6= 0:8.10. pUSTX g(y) 2 S 0(Rm) I ' 2 S(Rn+m): dOKAZATX, ^TO:1)  (x) = (g(y); '(x+ y)) 2 S(Rn);2) D� (x) = (g(y); D�x'(x; y));



106 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII3) ESLI 'k �! '; k �! 1 W S(Rn+m); TO  k �!  ; k �! 1W S(Rn);4) ESLI f 2 S 0(Rn) I g 2 S 0(Rm); TO f(x) � g(y) 2 S 0(Rn+m):sWERTKOJ LOKALXNO INTEGRIRUEMYH W Rn FUNKCIJ f(x) I g(x) TA-KIH, ^TO FUNKCIQ h(x) = Z jf(y) g(x� y)j dyTAKVE LOKALXNO INTEGRIRUEMA W Rn; NAZYWAETSQ FUNKCIQ(f � g)(x) = Z f(y) g(x� y) dy = Z g(y) f(x� y) dy = (g � f)(x):pOSLEDOWATELXNOSTX f�k(x)g FUNKCIJ IZ D(Rn) NAZYWAETSQ SHODQ-]EJSQ K 1 W Rn; ESLI ONA OBLADAET SWOJSTWAMI:A) DLQ L@BOGO [ARA UR NAJDETSQ TAKOJ NOMER N; ^TO �k(x) = 1PRI WSEH x 2 UR I k � N ;B) FUNKCII f�kg RAWNOMERNO OGRANI^ENY W Rn WMESTE SO WSEMIPROIZWODNYMI, T. E.jD��k(x)j � C�; x 2 Rn; k = 1; 2; . . .;� | L@BOE.pUSTX f�k(x; y)g| L@BAQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ IZ D(R2n);SHODQ]AQSQ K 1 W R2n: pUSTX OBOB]ENNYE FUNKCII f(x) I g(x) IZD 0(Rn) TAKOWY, ^TO DLQ L@BOJ ' 2 D(Rn) ^ISLOWAQ POSLEDOWATELX-NOSTX (f(x) � g(y); �k(x; y)'(x + y))IMEET PREDEL PRI k �!1 I \TOT PREDEL NE ZAWISIT OT WYBORA POSLE-DOWATELXNOSTI f�kg. |TOT PREDEL OBOZNA^IM ^EREZ(f(x) � g(y); '(x + y)):sWERTKOJ f � g NAZYWAETSQ FUNKCIONAL(f � g; ') = (f(x) � g(y); '(x+ y)) == limk!1(f(x) � g(y); �k(x; y)'(x + y)); ' 2 D(Rn): (5)sWERTKA KOMMUTATIWNA, T. E. f � g = g � f:d I F F E R E N C I R O W A N I E S W E R T K I. eSLI SWERTKA f � gSU]ESTWUET, TO SU]ESTWU@T I SWERTKI D�f � g I f �D�g; PRI^EMD�f � g = D�(f � g) = f �D�g: (6)sWERTKA INWARIANTNA OTNOSITELXNO SDWIGA, T. E.f(x+ h) � g(x) = (f � g)(x+ h); h 2 Rn:d O S T A T O ^ N Y E U S L O W I Q S U ] E S T W O W A N I Q S W E R T-K I.I. eSLI f | PROIZWOLXNAQ, A g | FINITNAQ OBOB]ENNYE FUNKCIIW D 0; TO f � g SU]ESTWUET W D 0 I PREDSTAWLQETSQ W WIDE

x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 107(f � g; ') = (f(x) � g(y); �(y)'(x+ y)); ' 2 D; (7)GDE � | L@BAQ OSNOWNAQ FUNKCIQ, RAWNAQ 1 W OKRESTNOSTI supp g:II. oBOZNA^IM ^EREZ D 0+ MNOVESTWO OBOB]ENNYH FUNKCIJ IZD 0(R1); OBRA]A@]IHSQ W NULX PRI x < 0: eSLI f; g 2 D 0+; TO IH SWERT-KA PRINADLEVIT D 0+ I WYRAVAETSQ FORMULOJ(f � g; ') = (f(x) � g(y); �1(x) �2(y)'(x+ y)); (8)GDE �k(t) = �1; t � �"k;0; t < �2"k; �k 2 C1(R1); k = 1; 2:tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO D 0+ OBRAZUET SWERTO^NU@ ALGEBRU.8.11. pUSTX f(x) I g(x) LOKALXNO INTEGRIRUEMY W Rn. pOKAZATX,^TO SWERTKA f � g QWLQETSQ LOKALXNO INTEGRIRUEMOJ FUNKCIEJ, ESLI:1) f I g 2 L1(Rn);2) f ILI g FINITNA;3) f = 0 I g = 0 PRI x < 0; n = 1:w SLU^AE 1) POKAZATX, ^TO f �g 2 L1(Rn) I SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOkf � gkL1 � kfkL1 � kgkL1:8.12. pOKAZATX, ^TO W USLOWIQH ZADA^I 8.11, 3)(f � g)(x) = xZ0 f(y) g(x� y) dy: (9)8.13. pOKAZATX:1) � � f = f � � = f ; 2) �(x�a)�f(x) = f(x�a);3) �(x�a)��(x�b) = �(x�a�b); 4) �(m) � f = f (m);5) �(m)(x� a) � f(x) = f (m)(x � a):8.14. wY^ISLITX W D 0(R1):1) �(x) � �(x); 2) �(x) � �(x)x2;3) e�jxj � e�jxj; 4) e�ax2 � xe�ax2 ; a > 0;5) �(x)x2 � �(x) sinx; 6) �(x) cosx � �(x)x3;7) �(x) sinx � �(x) sh x; 8) �(a� jxj) � �(a� jxj):w ZADA^AH 8.15{8.29 DOKAZATX UTWERVDENIQ.8.15. eSLI f�(x) = �(x) x��1�(�) e��x; � > 0 | CELOE, TO f� � f� == f�+� .8.16. eSLI f�(x) = 1�p2� e�x2=(2�2); � > 0; TO f� � f� = fp�2+�2 :8.17. eSLI f�(x) = ��(x2 + �2) ; � > 0; TO f� � f� = f�+� :8.18. supp (f � g) � [supp f + supp g]:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.1.
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108 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII8.19. eSLI f; g 2 D 0+; TO eaxf � eaxg = eax(f � g):8.20. eSLI f 2 D 0; ' 2 D; TO f � ' = (f(y); '(x � y)) 2 C1(R1):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (7) I ZADA^EJ 8.9, 1).8.21. eSLI f 2 D 0; f � g = 0 DLQ WSEH ' 2 D I supp' 2 [x < 0], TOf = 0 PRI x < 0:8.22. eSLI SWERTKA f � 1 SU]ESTWUET, TO ONA POSTOQNNA.8.23. dLQ NEZAWISIMOSTI OBOB]ENNOJ FUNKCII OT xi NEOBHODIMA IDOSTATO^NA EE INWARIANTNOSTX OTNOSITELXNO WSEH SDWIGOW PO xi.8.24. dLQ NEZAWISIMOSTI f(x) 2 D 0(Rn) OT xi NEOBHODIMO I DOSTA-TO^NO, ^TOBY @f@xi = 0:8.25. eSLI f 2 D 0 NE ZAWISIT OT xi; TO I f � g NE ZAWISIT OT xi.8.26. rE[ENIEM URAWNENIQ Lu = �; GDEL = dmdxm + a1(x) dm�1dxm�1 + . . . + am�1(x) ddx + am(x);ak 2 C1(R1); W D 0(R1) QWLQETSQ u(x) = �(x)Z(x); Z(x) 2 Cm(R1) |RE[ENIE ZADA^ILZ = 0; Z(0) = Z 0(0) = . . . = Z(m�2)(0) = 0; Z(m�1)(0) = 1:8.27. rE[ENIEM URAWNENIQ Lu = f; f 2 D 0+; W D 0+ QWLQETSQ u == �Z � f; GDE Z(x) | FUNKCIQ IZ ZADA^I 8.25.8.28. rE[ENIEM URAWNENIQ aBELQxZ0 u(�)(x� �)� d� = g(x);GDE g(0) = 0; g 2 C1(x � 0); 0 < � < 1; QWLQETSQ FUNKCIQu(x) = sin��� xZ0 g0(�) d�(x� �)1�� :u K A Z A N I E. uRAWNENIE ZAPISATX W WIDE SWERTKI u � �(x � �) == g(x) (S^ITAEM u = 0 I g = 0 PRI x < 0) I WOSPOLXZOWATXSQ ZADA-^EJ 8.15 PRI � = 1� �:8.29. rE[ENIEM URAWNENIQ �(x) cosx � f = g W D 0(R1); GDE g 22 C1(x � 0); g = 0 PRI x < 0; QWLQETSQf(x) = g0(x) + xZ0 g(�) d�:8.30. pUSTX \LEKTRI^ESKAQ CEPX SOSTOIT IZ SOPROTIWLENIQ R, SA-MOINDUKCII L I EMKOSTI C: w MOMENT WREMENI t = 0 W CEPX WKL@^AETSQ\. D. S. E(t). pOKAZATX, ^TO SILA TOKA i(t) W CEPI UDOWLETWORQET URAW-NENI@ Z � i = E(t), GDE

x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 109Z = L�0(t) +R�(t) + �(t)C | IMPEDANS CEPI.8.31. pUSTX f 2 D 0(Rn+1): dOKAZATX:1) [�(x� x0) � �(t)] � f(x; t) = f(x� x0; t);2) [�(x� x0) � �(m)(t)] � f(x; t) = @mf(x� x0; t)@tm :8.32. wY^ISLITX SLEDU@]IE SWERTKI W D 0(Rn):1) f � �SR ; GDE f(x) 2 C I �SR(x) | PROSTOJ SLOJ NA SFERE jxj = RS PLOTNOSTX@ 1 (SM. x 6);2) f � @@n �SR ; GDE f 2 C1; 3) �SR � jxj2; n = 3;4) �SR � e�jxj2 ; n = 3; 5) �SR � sin jxj2; n = 3;6) �SR � 11 + jxj2 ; n = 3;7) 1jxj � ��S ; n = 3; ln 1jxj � ��S ; n = 2;8) � 1jxj � @@n (��S); n = 3; ln jxj � @@n (��S); n = 2;S | OGRANI^ENNAQ POWERHNOSTX. oPREDELENIE OBOB]ENNYH FUNK-CIJ ��S I � @@n (��S) SM. W x 6 I x 7.8.33. wY^ISLITX W D 0(R2):1) �(t)x � �(x) t; 2) �(t� jxj) � �(t� jxj);3) �(t) �(x) � �(t� jxj):8.34. pUSTX f;g 2 D 0(Rn+1); f(x; t) = 0 PRI t < 0 I g = 0 WNE �+:dOKAZATX, ^TO SWERTKA g � f SU]ESTWUET W D 0(Rn+1) I WYRAVAETSQFORMULOJ(g � f; ') = (g(�; t) � f(y; �); �(t) �(�) �(a2t2 � j�j2)'(� + y; t+ �));' 2 D(Rn+1);GDE �(t) 2 C1(R1); �(t) = 0 PRI t < �� I �(t) � 1 PRI t > �"(0 < " < �):8.35. pUSTX g(x; t) 2 D 0(Rn+1); g = 0 WNE �+ I u(x) 2 D 0(Rn):dOKAZATX:1) g�u(x) ��(t) = g(x; t)�u(x); PRI^EM OBOB]ENNAQ FUNKCIQ g(x; t) ��u(x) DEJSTWUET PO PRAWILU(g(x; t) � u(x); ') = (g(�; t) � u(y); �(a2t2 � j�j2)'(� + y; t));' 2 D(Rn+1);2) g � u(x) � �(k)(t) = @k@tk (g(x; t) � u(x)) = @kg(x; t)@tk � u(x):
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x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 109Z = L�0(t) +R�(t) + �(t)C | IMPEDANS CEPI.8.31. pUSTX f 2 D 0(Rn+1): dOKAZATX:1) [�(x� x0) � �(t)] � f(x; t) = f(x� x0; t);2) [�(x� x0) � �(m)(t)] � f(x; t) = @mf(x� x0; t)@tm :8.32. wY^ISLITX SLEDU@]IE SWERTKI W D 0(Rn):1) f � �SR ; GDE f(x) 2 C I �SR(x) | PROSTOJ SLOJ NA SFERE jxj = RS PLOTNOSTX@ 1 (SM. x 6);2) f � @@n �SR ; GDE f 2 C1; 3) �SR � jxj2; n = 3;4) �SR � e�jxj2 ; n = 3; 5) �SR � sin jxj2; n = 3;6) �SR � 11 + jxj2 ; n = 3;7) 1jxj � ��S ; n = 3; ln 1jxj � ��S ; n = 2;8) � 1jxj � @@n (��S); n = 3; ln jxj � @@n (��S); n = 2;S | OGRANI^ENNAQ POWERHNOSTX. oPREDELENIE OBOB]ENNYH FUNK-CIJ ��S I � @@n (��S) SM. W x 6 I x 7.8.33. wY^ISLITX W D 0(R2):1) �(t)x � �(x) t; 2) �(t� jxj) � �(t� jxj);3) �(t) �(x) � �(t� jxj):8.34. pUSTX f;g 2 D 0(Rn+1); f(x; t) = 0 PRI t < 0 I g = 0 WNE �+:dOKAZATX, ^TO SWERTKA g � f SU]ESTWUET W D 0(Rn+1) I WYRAVAETSQFORMULOJ(g � f; ') = (g(�; t) � f(y; �); �(t) �(�) �(a2t2 � j�j2)'(� + y; t+ �));' 2 D(Rn+1);GDE �(t) 2 C1(R1); �(t) = 0 PRI t < �� I �(t) � 1 PRI t > �"(0 < " < �):8.35. pUSTX g(x; t) 2 D 0(Rn+1); g = 0 WNE �+ I u(x) 2 D 0(Rn):dOKAZATX:1) g�u(x) ��(t) = g(x; t)�u(x); PRI^EM OBOB]ENNAQ FUNKCIQ g(x; t) ��u(x) DEJSTWUET PO PRAWILU(g(x; t) � u(x); ') = (g(�; t) � u(y); �(a2t2 � j�j2)'(� + y; t));' 2 D(Rn+1);2) g � u(x) � �(k)(t) = @k@tk (g(x; t) � u(x)) = @kg(x; t)@tk � u(x):



110 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII8.36. wY^ISLITX W D 0(R2):1) �(at � jxj) � [!(t) � �(x)]; a > 0; GDE !(t) 2 C (t � 0) I !(t) = 0PRI t < 0;2) �(at� jxj) � [�(t) � �(x)]; 3) �(at� jxj) � @@t [�(t) � �(x)];4) �(at� jxj) � [�(t) � �0(x)]; 5) �(at� jxj) � [�(x) � �(t)];6) �(at�jxj) � @@t [!(x) � �(t)]; GDE !(x)2C(R0) (u K A Z A N I E. wOS-POLXZOWATXSQ ZADA^EJ 7.5, 2).);7) �(at� jxj) � @@x [�(x) � �(t)]:8.37. wY^ISLITX W D 0(R2):1) ex�(t) � �(t)2ap�t e�x2=(4a2t); a > 0; 2) �(t) etx � �(t)2p�t e�x2=(4t);3) �(x) �(t) � �(t)2p�t e�x2=(4t):8.38. pUSTX f 2 C1 (Rnnf0g) I g 2 D 0(Rn) FINITNA. pOKAZATX,^TO f � g 2 C1 (Rnnsupp g):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (7).8.39. pUSTX f 2 S 0 I g 2 D 0 FINITNA. dOKAZATX, ^TO f � g 2 S 0:8.40. dOKAZATX: ESLI f 2 D 0; TO f � !" �! f 0; " �! 0 W D 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 6.24.wWEDEM OBOB]ENNU@ FUNKCI@ f�(x); ZAWISQ]U@ OT PARAMETRA �;�1 < � <1;f�(x) = 8><>: �(x)x��1�(�) ; � > 0;f (N)�+N (x); � � 0; �+ n > 0; N CELOE(SR. S ZADA^EJ 8.15).8.41. dOKAZATX, ^TO f� � f� = f�+� :8.42. dOKAZATX, ^TOf0� = ��; f�n� = dndxn �; fn� = � � � � . . . � ��| {z }n RAZ :sWERTO^NAQ OPERACIQ f��� PRI � > 0; � NE RAWNO CELOMU ^ISLU,NAZYWAETSQ (DROBNOJ) PROIZWODNOJ PORQDKA � (\TU PROIZWODNU@ OBO-ZNA^IM ^EREZ u(�); T. E. u(�) � f�� � u); f�� PRI � > 0 NAZYWAETSQPERWOOBRAZNOJ PORQDKA � (\TU PERWOOBRAZNU@ OBOZNA^IM ^EREZ u(�),T. E. u(�) = f� � u).8.43. wY^ISLITX PROIZWODNU@ PORQDKA 3/2 OT �(x).8.44. wY^ISLITX PERWOOBRAZNU@ PORQDKA 3/2 OT �(x).
x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1118.45. wY^ISLITX PROIZWODNU@ PORQDKA 1/2 OT f(x), f = 0 PRIx < 0:8.46. wY^ISLITX PERWOOBRAZNU@ PORQDKA 1/2 OT f(x), f = 0 PRIx < 0:8.47. oBOZNA^IM ^EREZ E 0 PROSTRANSTWO FINITNYH OBOB]ENNYHFUNKCIJ SO SHODIMOSTX@ fk �! 0; k �!1 W E 0, ESLI:A) fk �! 0; k �!1 W D 0;B) SU]ESTWUET ^ISLO R TAKOE, ^TO supp fk � UR PRI WSEH k:dOKAZATX T E O R E M U: ESLI LINEJNYJ NEPRERYWNYJ OPERATOR LIZ E 0 W D 0 KOMMUTIRUET S OPERACIEJ SDWIGA, TO L | OPERATORSWERTKI, L = f0�; GDE f0 = L�.oTWETY K x88.8. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMUL (3) I (31)� @@t �(at�jxj); '� =���(at�jxj); @'@t �= � 1Z�1 1Zjxj=a @'(x; t)@t dt dx == 1Z�1 '�x; jxja � dx = a 1Z0 '(�at0; t0) dt0 + a 1Z0 '(at0; t0) dt0 == (a�(t) �(at + x) + a�(t) �(at� x); ') = (a�(at� jxj); '):8.14. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY (9)� � � = xZ0 �(y) �(x � y) dy = �(x) xZ0 dy = �(x)x;2) �(x) x33 ; 3) e�jxj(1 + jxj);4) q �8a xe�ax2=2; 5) �(x)�x2 � 4 sin2 x2�;6) �(x)(3x2 + 6 cosx� 6); 7) �(x)2 (shx� sinx);8) �(2a� jxj)(2a� jxj):8.21. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.20, PRIMENIW EEK '(�x) I POLOVIW x = 0:8.30. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 1.31.8.31. 2) r E [ E N I E. w SILU FORMUL (2) I (6) I REZULXTATOW ZA-DA^ 8.4, 2) I 8.13, 2)[�(x� x0) � �(m)(t)] � f(x; t) = @m@tm [�(x� x0) � �(t)] � f(x; t) == @m@tm (�(x� x0; t) � f(x; t)) = @mf (x� x0; t)@tm :8.32. 1) Zjx�yj=Rf(y) dSy;2) r E [ E N I E. w SILU FORMULY (7) I OPREDELENIQ DWOJNOGO SLOQ(SM. x 7)
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112 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII�f � @@n �SR ; '� = �f(y) � @@n �SR(�); �(�)'(y + �)� ==�f(y);� @@n �SR(�); �(�)'(y+�)��=�ZRn f(y) Zj�j=R@'(y+�)@n� dS�!dy == � Zj�j=R @@n� ZRn f(x� �)'(x) dx!dS� =  � Zj�j=R@f(x� �)@n� dS�; '!;3) Zjx�yj=Rjyj2dSy = Zjyj=Rjx� yj2dSy == 2�Z0 �Z0 �jxj2+R2�2Rjxj cos ��R2 sin � d� d' = 4�R2�jxj2+R2�;4) �Rjxj �e�(R�jxj)2�e�(R+jxj)2�; 5) 2�Rjxj sin �R2 + jxj2� sin 2Rjxj;6) �Rjxj ln 1 + (jxj+R2)21 + (jxj �R)2 ; 7) ZS �(y)jx�yj dSy; ZS �(y) ln 1jx�yj dly;8) ZS �(y) @@ny 1jx� yj dSy; ZS �(y) @@ny ln 1jx� yj dly:8.33. 1) nE SU]ESTWUET; 2) �(t� jxj) t2 � x22 ;3) 12 �(t)[�(x + t)(x+ t)2 + �(x � t)(x� t)2 � 2�(x)x2]:8.34. r E [ E N I E. w SILU ZADA^I 6.27 f(y; �) = �(�) f(y; �) Ig(�; t) = �(t) �(a2t2 � j�j2) g(�; t); TAK KAK �(�) = 1 W OKRESTNOSTIsupp f(y;�)� [� � 0] I �(t)� �a2t2�j�j2�= 1 W OKRESTNOSTI supp g(�; t)�� �+ (�+ | OBLASTX a2t2 � j�j2 � 0; t � 0): w SILU FORMULY (5)(g � f; ') = limk!1(g(�; t) � f(y; �); �k(�; t; y; �)'(� + y; t+ �)) == limk!1(�(t) �(a2t2 � j�j2) g(�; t) � �(�) f(y; �);�k(�; t; y; �)'(� + y; t+ �) = limk!1 �g(�; t) � f(y; �); �(t) �(�)�� � �a2t2 � j�j2� �k(�; t; y; �)'(� + y; t+ �)� == �g(�; t) � f(y; �); �(t) �(�) � �a2t2 � j�j2� '(� + y; t+ �)�;TAK KAK �(t) �(�) � �a2t2 � j�j2� '(� + y; t+ �) 2 D (R2n+2):
x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1138.35. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY ZADA^I 8.34, ASSOCIATIW-NOSTI PRQMOGO PROIZWEDENIQ I FORMULY (1)(g � [u(x) � �(t)]; ') == �[g(�; t) � u(y)] � �(�); �(t) �(�) � �a2t2 � j�j2�'(� + y; t+ �)� == �g(�; t) � u(y); �(t) � �a2t2 � j�j2� '(� + y; t)�:dALEE, W SILU ZADA^I 6.27 g = �(t) g; TAK KAK supp g(�; t) � [t � 0]:sLEDOWATELXNO,(g � [u(x) � �(t)]; ') == �g(�; t) � u(y); � �a2t2 � j�j2�'(x+ �; t)� = (g(x; t) � u(x); ');TAK KAK � �a2t2 � j�j2� '(x+ �; t) 2 D (R2n+1);2) w SILU FORMUL (2) I (6) I FORMULY ZADA^I 8.35, 1)g�u(x)��(k)(t) = g� @k@tk (u(x)��(t)) = @k@tk (g(x; t)�u(x)) = @kg(x; t)@tk �u(x):8.36. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY ZADA^I 8.35, 1)(I; ') = ��(at� jxj) � !(�); � �a2t2 � jxj2�'(x; t + �)� == Z !(�)�ZZ �(at� jxj)'(x; t + �) dx dt�d� == ZZ '(x; t0)��(at0 � jxj) t0�jxj=aZ0 !(�) d��dx dt0:sLEDOWATELXNO, I = �(at� jxj) t�jxj=aZ0 !(�) d� ;2) �(at� jxj)�t� jxja �;3) �(at� jxj) (u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.35, 2).);4) ��(at� jxj) signxa ;5) �(t)[�(x + at)(x + at)� �(x � at)(x� at)];6) a�(t)[!(x+ at) + !(x� at)];7) �(at� jxj):8.37. 1) �(t) ex+a2t; 2) �(t)x(et � 1);3) �(t) 1p2� x=(2pt)Z�1 e�z2=2dz = �(t) �� x2pt�:8 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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x 8. pRQMOE PROIZWEDENIE I SWERTKA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1138.35. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY ZADA^I 8.34, ASSOCIATIW-NOSTI PRQMOGO PROIZWEDENIQ I FORMULY (1)(g � [u(x) � �(t)]; ') == �[g(�; t) � u(y)] � �(�); �(t) �(�) � �a2t2 � j�j2�'(� + y; t+ �)� == �g(�; t) � u(y); �(t) � �a2t2 � j�j2� '(� + y; t)�:dALEE, W SILU ZADA^I 6.27 g = �(t) g; TAK KAK supp g(�; t) � [t � 0]:sLEDOWATELXNO,(g � [u(x) � �(t)]; ') == �g(�; t) � u(y); � �a2t2 � j�j2�'(x+ �; t)� = (g(x; t) � u(x); ');TAK KAK � �a2t2 � j�j2� '(x+ �; t) 2 D (R2n+1);2) w SILU FORMUL (2) I (6) I FORMULY ZADA^I 8.35, 1)g�u(x)��(k)(t) = g� @k@tk (u(x)��(t)) = @k@tk (g(x; t)�u(x)) = @kg(x; t)@tk �u(x):8.36. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY ZADA^I 8.35, 1)(I; ') = ��(at� jxj) � !(�); � �a2t2 � jxj2�'(x; t + �)� == Z !(�)�ZZ �(at� jxj)'(x; t + �) dx dt�d� == ZZ '(x; t0)��(at0 � jxj) t0�jxj=aZ0 !(�) d��dx dt0:sLEDOWATELXNO, I = �(at� jxj) t�jxj=aZ0 !(�) d� ;2) �(at� jxj)�t� jxja �;3) �(at� jxj) (u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 8.35, 2).);4) ��(at� jxj) signxa ;5) �(t)[�(x + at)(x + at)� �(x � at)(x� at)];6) a�(t)[!(x+ at) + !(x� at)];7) �(at� jxj):8.37. 1) �(t) ex+a2t; 2) �(t)x(et � 1);3) �(t) 1p2� x=(2pt)Z�1 e�z2=2dz = �(t) �� x2pt�:8 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



114 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII8.43. rE[EN I E.�(3=2)(x) = f�3=2 � � = f 0�1=2 � � = f 001=2 � � = (f1=2 � �)00 == d2dx2� �(x)�(1=2) xZ0 d�px� �� = d2dx2 �2�(x)qx� � = ddx��(x) 1p�x�:8.44. rE[EN I E.�(3=2)(x) = f3=2 � � = �(x)��32� xZ0 px� � d� = �(x) 4x3 qx� :8.45. rE[EN I E.f (1=2)(x) = f�1=2 � f = f 01=2 � f = (f1=2 � f)0 = ddx��(x)p� xZ0 f(�)px� � d��:8.46. �(x)p� xZ0 f(�)px� � d�:x9. pREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNYH FUNKCIJMEDLENNOGO ROSTAoPERACIQ PREOBRAZOWANIQ fURXE F ['] NA FUNKCIQH ' IZ S OPRE-DELQETSQ FORMULOJ F ['](�) = Z ei(�;x)'(x) dx: (1)pREOBRAZOWANIE fURXE F [f ] PROIZWOLXNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCII fIZ S 0(Rn) OPREDELIM FORMULOJ(F [f ]; ') = (f; F [']): (2)oPERATOR F�1[f ] = 1(2�)n F [f(�x)]; f 2 S 0 (3)(OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE); QWLQETSQ OBRATNYM DLQ OPERATO-RA F , T. E. F�1[F [f ]] = f; F [F�1[f ]] = f; f 2 S 0:sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE FORMULY (f; g 2 S 0):D�F [f ] = F [(ix)�f ];F [D�f ] = (�i�)�F [f ];F [f(x� x0)] = ei(x0;�)F [f ];F [f ](� + �0)] = F �f(x) ei(x;�0)�(�);F [f(cx)] = 1jcjn F [f ]��c�; c 6= 0;F [f(x) � g(y)] = F [f ](�) � F [g](�);F [f � g] = F [f ]F [g] (f ILI g FINITNA). (4)

pREOBRAZOWANIE fURXE Fx PO PEREMENNOJ x OBOB]ENNOJ FUNKCIIf(x; y) 2 S 0(Rn+m); GDE x 2 Rn; y 2 Rm; OPREDELIM FORMULOJ
x 9. pREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 115�Fx[f(x; y)](�; y); '(�; y)� = �f(x; y); F ['(�; y)](x; y)�;' 2 S (Rn+m): (5)9.1. 1) pUSTX f(x) 2 Ck(R1); k � 0; I Z jf (�)(x)j dx <1; � � k;DOKAZATX, ^TO F [f ] 2 C[R1] I j�jkjF [f ](�)j � a;2) PUSTX f(x) 2 Ck(Rn); k � 0 I jxjn+ljD�f(x)j � b; j�j � k;l � 1 CELOE; DOKAZATX, ^TOF [f ] 2 Cl�1(Rn) I j�jkjD�F [f ](�)j � b; j�j � l � 1:9.2. dOKAZATX, ^TO f = F�1[F [f ]]; GDE F�1 OPREDELQETSQ FORMU-LOJ (3), DLQ SLEDU@]IH f :1) f(x) 2 C(Rn); jxjn+"jf(x)j � a; j�jn+"jF [f ](�)j � a; " > 0;2) f(x) 2 C2(R1); Z jf (�)(x)j dx <1; � � 2;3) f(x) 2 Cn+1(Rn); jD�f(x)jjxjn+1 � a; j�j � n+ 1:pROWERITX, ^TO SLU^AJ 3) WYTEKAET IZ SLU^AQ 1).9.3. dOKAZATX, ^TO��D�F ['](�) = ij�j+j�jF [D�(x�')](�); ' 2 S:9.4. 1) dOKAZATX, ^TO ESLI ' 2 S; TO I F ['] 2 S;2) DOKAZATX, ^TO OPERACIQ PREOBRAZOWANIQ fURXE NEPRERYWNA IZSW S, T. E. ^TO IZ 'k �! '; k �!1; W S SLEDUET F ['k] �! F ['] W S:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.3.9.5. 1) dOKAZATX, ^TO ESLI f 2 S 0; TO I F [f ] 2 S 0;2) DOKAZATX, ^TO OPERACIQ PREOBRAZOWANIQ fURXE NEPRERYWNAIZ S 0 W S 0; T. E. IZ fk �! f; k �! 1; W S 0 SLEDUET F [fk] �! F [f ]W S 0;3) DOKAZATX, ^TO ESLI f | FUNKCIQ MEDLENNOGO ROSTA, TOF [f ](�) = limR!1 Zjxj<Rf(x) ei(�;x)dx W S 0;4) DOKAZATX, ^TO ESLI f 2 L2(Rn); TO F [f ] 2 L2(Rn) IF [f ](�) = limR!1 Zjxj<Rf(x) ei(�;x)dx W L2(Rn)(TEOREMA pLAN[ERELQ);5) DOKAZATX, ^TO ESLI f I g 2 L2(Rn); TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWOpARSEWALQ (2�)n(f; g) = (F [f ]; F [g]);6) DOKAZATX, ^TO ESLI f 2 L1(Rn); TO F [f ] 2 L1(Rn) \ C(Rn) IWYRAVAETSQ FORMULOJ8�
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116 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIF [f ](�) = Z f(x) ei(�;x)dx; kF [f ]kL1(Rn) � kfkL1(Rn);F [f(�)] �! 0; j�j �! 1(TEOREMA rIMANA{lEBEGA), F [f � g] = F [f ]F [g]; f; g 2 L1(Rn);7) DOKAZATX, ^TO ESLI f 2 S 0 I ' 2 S; TOF [f � '] = F [f ]F ['];8) PUSTX f 2 L1(R1) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ FUNKCIQ TAKAQ, ^TOff 0(x)g | TAKVE KUSO^NO NEPRERYWNA; DOKAZATX FORMULU OBRA]ENIQf(x+ 0) + f(x� 0)2 = 12� Vp 1Z�1 F [f ](�) e�i�xd�; x 2 R1:9.6. dOKAZATX W S (Rn):1) F [�(x� x0)] = ei(�;x0); 2) F [�] = 1; 3) f [1] = (2�)n�(�);4) F h�(x� x0) + �(x+ x0)2 i = cosx0�; n = 1;5) F h�(x� x0)� �(x+ x0)2i i = sinx0�; n = 1:9.7. dOKAZATX W S 0(Rn):1) F [D��] = (�i�)�; 2) F [x�] = (2�)n(�i)j�jD��(�):9.8. wY^ISLITX PREOBRAZOWANIQ fURXE SLEDU@]IH FUNKCIJ(n = 1):1) �(R � jxj); 2) e�a2x2 ; 3) eix2 ; 4) e�ix2 ;5) f(x) = 0 PRI x < 0; f(x) = k; k < x < k + 1; k = 0; 1; . . .9.9. dOKAZATX (n = 1):1) F [�(x) e�ax] = 1a� i� ; a > 0;2) F [�(�x) eax] = 1a+ i� ; a > 0;3) F �e�ajxj� = 2aa2 + �2 ; a > 0;4) F h 2aa2 + x2 i = 2�e�aj�j; a > 0;5) F ��(x) e�ax x��1�(�) � = 1(a+ i�)� ; a > 0; � > 0:9.10. wOSPOLXZOWAW[ISX FORMULOJ sOHOCKOGO (SM. ZADA^U 6.20) IREZULXTATAMI ZADA^ 9.5 I 9.9, 1) I 2), DOKAZATX:1) F [�(x)] = ��(�) + iP 1� ; 2) F [�(�x)] = ��(�)� iP 1� :
x 9. pREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1179.11. wY^ISLITX PREOBRAZOWANIQ fURXE SLEDU@]IH OBOB]ENNYHFUNKCIJ (n = 1):1) �(k); k = 1; 2; . . .; 2) �(x� a); 3) signx;4) P 1x ; 5) 1x� i0 ; 6) jxj;7) �(x)xk; k=1;2; . . .; 8) jxjk; k=2;3; . . .; 9) xkP 1x ; k=1;2; . . .;10) xk�; k=1;2. . .; 11) xk�(m)(x); m � k;12) P 1x2 ; GDE P 1x2 OPREDELENA W ZADA^E 6.25;13) P 1x3 , GDE P 1x3 OPREDELENA W ZADA^E 7.10;14) 1Pk=�1 ak�(x � k); jakj � C(1 + jkj)m;15) �(1=2)(x) (OPREDELENIE DROBNYH PROIZWODNYH SM. W x 8).9.12. dOKAZATX, ^TOF hP 1jxji = �2c� 2 ln j�j;GDE c = 1Z0 1� cos uu du� 1Z1 cos uu du | POSTOQNNAQ |JLERA,A P 1jxj (x 2 R1) OPREDELENA W ZADA^E 7.26.9.13. dOKAZATX, ^TOF hP 1jxj2 i = �2� ln j�j � 2�c0;GDE OBOB]ENNAQ FUNKCIQ P 1jxj2 ; x 2 R2; OPREDELQETSQ FORMULOJ�P 1jxj2 ; '� = Zjxj<1 '(x)� '(0)jxj2 dx + Zjxj>1 '(x)jxj2 dx;c0 = 1Z0 1� J0(u)u du� 1Z1 J0(u)u duI J0 | FUNKCIQ bESSELQ.9.14. rE[ITX W S 0 INTEGRALXNOE URAWNENIE1Z0 u(�) cos �x dx = �(1� x):9.15. wY^ISLITX INTEGRAL1Z0 sin ax sin bxx2 dx:
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118 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIu K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ RAWENSTWOM pARSEWALQ I ZADA-^EJ 9.8, 1).9.16. dOKAZATX, ^TOF � �(R� jxj)pR2 � jxj2 � = 2� sinRj�jj�j ; � 2 R2:9.17. dOKAZATX:1) F h 1jxj2 i = 2�2j�j ; � 2 R3;2) F [jxj�k] = 2n�k�n=2 ��n�k2 ���k2� j�jk�n; � 2 Rn; 0 < k < n:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (2) PRI f = jxj�k WS 0(R1) I ' = e�jxj2=2:9.18. dOKAZATX, ^TO F h1z i = 2�i� ; � = � + i�:9.19. wY^ISLITX PREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNOJ FUNKCII14�R �SR ; n = 3; OPREDELENNOJ W x 6.9.20. mETODOM PREOBRAZOWANIQ fURXE DOKAZATX W S 0(R1); ^TO:1) y = c0�(x)+ c1�1(x)+ . . .+ cn�1�(n�1)(x) | OB]EE RE[ENIE URAW-NENIQ xny = 0; n = 1; 2; . . .;2) m�1Pk=0 akxk +m�1Pk=0 bk�(x)xm�k�1 + n�1Pk=m ck�(k�m)(x) | OB]EE RE[E-NIE URAWNENIQ xny(m) = 0; n > m:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^AMI 7.23, 2) I 7.24.9.21. dOKAZATX W S 0(Rn+1(x; t)); GDE (x; t) = (x1; . . .; xn; t):1) Fx[�(x; t)] = 1(�) � �(t);2) Fxh@mf(x; t)@tm i = @m@tm Fx[f(x; t)];3) Fx[�(at� jxj)] = 2�(t) sin a�t� ; a > 0; n = 1;4) Fx[f(x) �(t)] = F [f ](�) �(t); f 2 S 0(Rn):9.22. dOKAZATX W S 0(Rn+m):1) D��D�yFx[f(x; y)] = Fx[(ix)�D�yf ];2) Fx[D�xD�y f ] = (�i�)�Fx[D�y f ]:9.23. dOKAZATX, ^TO W S 0(R2)F�1� h�(t) e�a2�2ti = �(t)2ap�t e�x2=(4a2t):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (3) I ZADA^EJ 9.8, 2).
x 9. pREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1199.24. dOKAZATX, ^TO W S 0(Rn+1)F�1� h�(t) e�a2j�j2ti = �(t)� 12ap�t�ne�jxj2=(4a2t):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.23.9.25. dOKAZATX, ^TO W S 0(R2)F�1� h�(t) sin a�ta� i = 12a �(at� jxj):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.8, 1).9.26. dOKAZATX, ^TO W S 0(R3)F�1� ��(t) sin aj�jtaj�j � = �(at� jxj)2�apa2t2 � jxj2 :u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.16.9.27. dOKAZATX, ^TO W S 0(R4)F�1� ��(t) sin aj�jtaj�j � = �(t)4�a2t �Sat(x)(ZDESX Sat = fx : jxj = atg):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.19.9.28. pUSTX f | FINITNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ I � | L@BAQFUNKCIQ IZ D; RAWNAQ 1 W OKRESTNOSTI NOSITELQ f . dOKAZATX, ^TO FUNK-CIQ ef(z) = �f(�); �(�) ei(z;�)�; z = x+ iy :A) NE ZAWISIT OT �;B) CELAQ;W) ef(x) = F [f ]:9.29. dOKAZATX, ^TO ESLI f I g FINITNY I f �g = 0; TO LIBO f = 0;LIBO g = 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.28.9.30. 1) dOKAZATX, ^TO F [�(x) � 1(y)] = (2�)m1(�) �(�);2) OBOZNA^IM �-FUNKCI@ NA GIPERPLOSKOSTI (a; x) = 0 PROSTRAN-STWA Rn ^EREZ �((a; x)); TAK ^TO(�((a; x)); ') = Z(a;x)=0'ds; ' 2 D (Rn):dOKAZATX, ^TO F [�(a1x1 + a2x2)] = 2��(a2�1 � a1�2):oTWETY K x99.8. 1) 2 sinR�� ; 2) p�a e��2=(4a2); 3) p� e�i(�2��)=4;4) p� ei(�2��)=4;



118 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIu K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ RAWENSTWOM pARSEWALQ I ZADA-^EJ 9.8, 1).9.16. dOKAZATX, ^TOF � �(R� jxj)pR2 � jxj2 � = 2� sinRj�jj�j ; � 2 R2:9.17. dOKAZATX:1) F h 1jxj2 i = 2�2j�j ; � 2 R3;2) F [jxj�k] = 2n�k�n=2 ��n�k2 ���k2� j�jk�n; � 2 Rn; 0 < k < n:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (2) PRI f = jxj�k WS 0(R1) I ' = e�jxj2=2:9.18. dOKAZATX, ^TO F h1z i = 2�i� ; � = � + i�:9.19. wY^ISLITX PREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNOJ FUNKCII14�R �SR ; n = 3; OPREDELENNOJ W x 6.9.20. mETODOM PREOBRAZOWANIQ fURXE DOKAZATX W S 0(R1); ^TO:1) y = c0�(x)+ c1�1(x)+ . . .+ cn�1�(n�1)(x) | OB]EE RE[ENIE URAW-NENIQ xny = 0; n = 1; 2; . . .;2) m�1Pk=0 akxk +m�1Pk=0 bk�(x)xm�k�1 + n�1Pk=m ck�(k�m)(x) | OB]EE RE[E-NIE URAWNENIQ xny(m) = 0; n > m:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^AMI 7.23, 2) I 7.24.9.21. dOKAZATX W S 0(Rn+1(x; t)); GDE (x; t) = (x1; . . .; xn; t):1) Fx[�(x; t)] = 1(�) � �(t);2) Fxh@mf(x; t)@tm i = @m@tm Fx[f(x; t)];3) Fx[�(at� jxj)] = 2�(t) sin a�t� ; a > 0; n = 1;4) Fx[f(x) �(t)] = F [f ](�) �(t); f 2 S 0(Rn):9.22. dOKAZATX W S 0(Rn+m):1) D��D�yFx[f(x; y)] = Fx[(ix)�D�yf ];2) Fx[D�xD�y f ] = (�i�)�Fx[D�y f ]:9.23. dOKAZATX, ^TO W S 0(R2)F�1� h�(t) e�a2�2ti = �(t)2ap�t e�x2=(4a2t):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (3) I ZADA^EJ 9.8, 2).
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120 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII5) r E [ E N I E.f [f ] = 1Xk=1 k k+1Zk eix�dx = 1Xk=1 ki� eik� �ei�� 1� == ei� � 1i� 1Xk=1 keik� = �ei�� 1� d3d�3 1Xk=1 eik�k2| RQD SHODITSQ W D 0, TAK KAK 1Pk=1 eik�k2 SHODITSQ RAWNOMERNO W R1:9.11. 1) (�i�)k; 2) ��(�)+ ieia�P 1� ; 3) 2iP 1� ;4) i� sign �; 5) �i� + i� sign �; 6) 2�P 1��0=�2P 1�2 ;7) (�i)kh��(�) + iP 1� i(k);8) (�i)k2��(k)(�); k ^ETNOE, (�i)k�12�P 1��(k); k NE^ETNOE;9) 2(�i)k�1��(k�1)(�); 10) 0;11) (�i)k+m m!(m� k)! �m�k; 12) ��j�j;13) r E [ E N I E. w SILU ZADA^I 7.10, 4), WTOROJ IZ FORMUL (4) IZADA^I 9.11, 12)F hP 1x3 i = F h� 12 ddxP 1x2 i = i�2 F hP 1x2 i = � i��j�j2 ;14) r E [ E N I E. w SILU REZULXTATOW ZADA^ 6.25, 2), 7.12 I 9.6, 1) F" 1Xk=�1ak�(x� k)#; '(�)! =  1Xk=�1ak�(x� k); F ['(�)]! == 1Xk=�1�akeik� ; '(�)� =  1Xk=�1akeik� ; '(�)!; ' 2 S (R1);15) r E [ E N I E.F ��(1=2)� = F �f�1=2 � �� = F �f 01=2 � �� = F �(f1=2 � �)0� == F" �x�1=2��12� � �!0# = 2p� F h�� � px�0i == 1p� F � �px� = 1p� �1 + di d�� 1Z0 1px (1 + x) eix�dx:9.14. 2� sin �� :9.15. �2 min(a; b):9.19. sinRj�jj�j :

x 9. pREOBRAZOWANIE fURXE OBOB]ENNYH FUNKCIJ 1219.20. r E [ E N I E. iZ F �xny(m)� = 0; W SILU PERWOJ IZ FORMUL (4),F (n)�y(m)� = 0: oTS@DA W SILU REZULXTATOW ZADA^ 7.23, 2), 9.7, 2) IFORMULY (3) F �y(m)(x)� = �0 + �1� + . . . + �n�1�n�1;y(m) = �0�(x) + �1�0(x) + . . . + �n�1�(n�1)(x):oTS@DA W SILU REZULXTATOW ZADA^ 7.23, 2) I 7.6, 10)y = m�1Xk=0 akxk + m�1Xk=0 bk�(x)xm�k�1 + n�1Xk=m ck�(k�m)(x):9.21. 1) r E [ E N I E. w SILU FORMULY (5) I OPREDELENIQ PRQMOGOPROIZWEDENIQ (SM. x 8)�Fx[�(x; t)](�; t); '(�; t)� = ��(x; t); F� ['(�; t)](x; t)� == ��(x; t); Z ei(�;x)'(�; t) d�� = Z '(�; 0) d� = �1(�) � �(t); '(�; t)�;2) r E [ E N I E. w SILU FORMULY (5) I OPREDELENIQ PROIZWODNOJOBOB]ENNOJ FUNKCII (SM. x 7):�Fx�@mf(x; t)@tm �(�; t); '� = (�1)m�f(x; t); @m@tm F�['(�; t)]� == (�1)m�f(x; t);F� �@m'(�; t)@tm ��=� @m@tm Fx[f(x; t)]; '�:9.27. F � sin tj�jj�j � PRI t > 0 I n = 3 WY^ISLQETSQ TAK:F � sin tj�jj�j � = limR!1 2� rZ0 � sin t� �Z0 eir� cos � sin � d� d� == �2�r limR!1 @@t RZ0 cos t� rZ�r ei�udu d� == �2�r limR!1 @@t rZ�r RZ0 cos t� ei�ud� du == ��r limR!1 @@t rZ�r RZ0 � cos �(u� t) + cos �(u+ t)� d� du == ��r limR!1 @@t rZ�r �sinR(u� t)u� t + sinR(u+ t)u+ t � du == �2�2r @@t �(r � t) = 2�2r �(r � t) = 2�2t �t(x); r = jxj:u K A Z A N I E. pRI PEREHODE K PREDELU WOSPOLXZOWATXSQ ZADA-^EJ 6.19, 4).
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122 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIx 10. pREOBRAZOWANIE lAPLASA OBOB]ENNYH FUNKCIJoBOZNA^IM ^EREZ D 0+(a) SOWOKUPNOSTX OBOB]ENNYH FUNKCIJ f(t) IZD 0(R1); OBRA]A@]IHSQ W NULX PRI t < 0 I TAKIH, ^TO f(t) e��t 2 S 0PRI WSEH � > a:pREOBRAZOWANIE lAPLASA F(p) OBOB]ENNOJ FUNKCII f IZ D 0+(a)OPREDELQETSQ RAWENSTWOMF(p) = F �f(t) e��t�(�!); � > a:pRI \TOM f NAZYWA@T ORIGINALOM, F | IZOBRAVENIEM I \TOT FAKTZAPISYWA@T TAK: f(t) ! F(p); � > a;ZDESX p = � + i!: fUNKCIQ F(p) ANALITI^NA W POLUPLOSKOSTI � > a IUDOWLETWORQET SLEDU@]EMU USLOWI@ ROSTA: DLQ L@BYH " > 0 I �0 > aSU]ESTWU@T TAKIE ^ISLA c"(�0) � 0 I m = m(�0) � 0; ^TOjF(p)j � c"(�0) e"� (1 + jpj)m; � > �0:sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE FORMULY:(�t)mf(t) !F (m)(p); � > a; m = 0; 1; . . .;f (m)(t) ! pmF(p); � > a; m = 0; 1; . . .;f(t) e�t  !F(p� �); � > a+Re (�);f(kt) ! 1k F� pk�; � > ka; k > 0;f(t� �) ! e��pF(p); � > a;f(m)(t) ! F(p)pm ; � > a; m = 0; 1; . . .;GDE f(m) | m-Q PERWOOBRAZNAQ f IZ D 0+(a);(f � g)(t) ! F(p)G (p); � > a;ESLI g(t) ! G (p); � > a;f(t) = 12�i � ddt � a�m+2 �+i1Z��i1 F(p) ept(p� a)m+2 dp| FORMULA OBRA]ENIQ DLQ PREOBRAZOWANIQ lAPLASA, INTEGRAL NE ZA-WISIT OT � > �0 > a; m = m(�0):w ZADA^AH 10.1{10.9 I 10.11{10.14 DOKAZATX UTWERVDENIQ.10.1. eSLI f(t) | LOKALXNO INTEGRIRUEMA W R1; f(t) = 0; t < 0 If(t) = O(eat); t �!1; TO f 2 D 0+(a) IF(p) = 1Z0 f(t) e�ptdt; � > a:

x 10. pREOBRAZOWANIE lAPLASA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 12310.2. eSLI f 2 D 0+(a); f(t) ! F(p); � > a I FUNKCIQ F(� + i!)ABSOL@TNO INTEGRIRUEMA PO ! NA R1 PRI NEKOTOROM � > a; TO W \TOMSLU^AE FORMULA OBRA]ENIQ PRINIMAET WIDf(t) = 12�i �+i1Z��i1 F(p) eptdp:10.3. 1) D 0+(a1) � D 0+(a2); ESLI a1 � a2;2) ESLI f 2 S 0 \D 0+; TO f 2 D 0+(0):10.4. eSLI f 2 D 0+(a); TO:1) pf 2 D 0+(a); GDE p | POLINOM; 2) f(kt) 2 D 0+(ka); k > 0;3) f(t) e�t 2 D 0+(a+Re�):10.5. eSLI f; g 2 D 0+(a); TO f � g 2 D 0+(a) I SPRAWEDLIWO RAWENSTWO(f � g) e��t = �fe��t� � �ge��t�; � > a:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ 8.20.10.6. eSLI f 2 D 0+(a); TO:1) f(t� �) 2 D 0+(a); � � 0; 2) f (m) 2 D 0+(a); m = 1; 2; . . .;3) f(m) 2 D 0+(a); m = 1; 2; . . .10.7. 1) �(t) ! 1;2) �(m)(t� �) ! pme��p; � � 0; p L@BOE, m = 0; 1; . . .;3) �(t) ! 1p ; � > 0; 4) �(t) ei!t  ! 1p� i! ; � > 0;5) �(t) e�i!t  ! 1p+ i! ; � > 0; 6) �(t) cos t ! pp2 + !2 ; � > 0;7) �(t) sin t ! !p2 + !2 ; � > 0;8) �(t) tm�1�(m) e�t  ! 1(p� �)m ; � > Re�; m = 0; 1; . . .;9) �(t) J0(t) ! 1p1 + p2 ; � > 0:10.8. eSLI f | FUNKCIQ IZ D 0+(a); f 2 Cn (t � 0) I f  ! F; TO�f (n)(t)	  ! pnF(p)� n�1Xk=0 f (k)(+0) pn�k�1; � > a:10.9. eSLI f I g | FUNKCII IZ D 0+(a); g 2 C1(t � 0) I f  ! F;g  ! G; TOtZ0 f(�)fg0(t� �)g d�  ! pF(p)G (p)� g(+0)F(p); � > a:10.10. rE[ITX URAWNENIE L didt +Ri+ 1C tZ0 i(�) d� = e(t); GDE e(t) |LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ, e(t) = 0; t < 0:
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x 10. pREOBRAZOWANIE lAPLASA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 12310.2. eSLI f 2 D 0+(a); f(t) ! F(p); � > a I FUNKCIQ F(� + i!)ABSOL@TNO INTEGRIRUEMA PO ! NA R1 PRI NEKOTOROM � > a; TO W \TOMSLU^AE FORMULA OBRA]ENIQ PRINIMAET WIDf(t) = 12�i �+i1Z��i1 F(p) eptdp:10.3. 1) D 0+(a1) � D 0+(a2); ESLI a1 � a2;2) ESLI f 2 S 0 \D 0+; TO f 2 D 0+(0):10.4. eSLI f 2 D 0+(a); TO:1) pf 2 D 0+(a); GDE p | POLINOM; 2) f(kt) 2 D 0+(ka); k > 0;3) f(t) e�t 2 D 0+(a+Re�):10.5. eSLI f; g 2 D 0+(a); TO f � g 2 D 0+(a) I SPRAWEDLIWO RAWENSTWO(f � g) e��t = �fe��t� � �ge��t�; � > a:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ 8.20.10.6. eSLI f 2 D 0+(a); TO:1) f(t� �) 2 D 0+(a); � � 0; 2) f (m) 2 D 0+(a); m = 1; 2; . . .;3) f(m) 2 D 0+(a); m = 1; 2; . . .10.7. 1) �(t) ! 1;2) �(m)(t� �) ! pme��p; � � 0; p L@BOE, m = 0; 1; . . .;3) �(t) ! 1p ; � > 0; 4) �(t) ei!t  ! 1p� i! ; � > 0;5) �(t) e�i!t  ! 1p+ i! ; � > 0; 6) �(t) cos t ! pp2 + !2 ; � > 0;7) �(t) sin t ! !p2 + !2 ; � > 0;8) �(t) tm�1�(m) e�t  ! 1(p� �)m ; � > Re�; m = 0; 1; . . .;9) �(t) J0(t) ! 1p1 + p2 ; � > 0:10.8. eSLI f | FUNKCIQ IZ D 0+(a); f 2 Cn (t � 0) I f  ! F; TO�f (n)(t)	  ! pnF(p)� n�1Xk=0 f (k)(+0) pn�k�1; � > a:10.9. eSLI f I g | FUNKCII IZ D 0+(a); g 2 C1(t � 0) I f  ! F;g  ! G; TOtZ0 f(�)fg0(t� �)g d�  ! pF(p)G (p)� g(+0)F(p); � > a:10.10. rE[ITX URAWNENIE L didt +Ri+ 1C tZ0 i(�) d� = e(t); GDE e(t) |LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ, e(t) = 0; t < 0:



124 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII10.11. fUNDAMENTALXNOE RE[ENIE E(t) URAWNENIQE (m) + a1E (m�1) + . . . + amE = �SU]ESTWUET I EDINSTWENNO W KLASSE D 0+(a) I UDOWLETWORQET SOOTNO[E-NI@ E(t) ! 1Q(p) ; � > a;GDE �(p) = pm + a1pm�1 + . . . + am; a = maxj Re�j ; �j | KORNI POLINO-MA Q:10.12. eSLI f�(t); �1 < � <1; | OBOB]ENNAQ FUNKCIQ, WWEDEN-NAQ W x 8 (S. 110), TO:1) f�(t) ! 1p� ; � > 0; GDE p� | TA EE WETWX, DLQ KOTOROJ p� > 0PRI p > 0;2) f�(t) e�t  ! 1(p� �)� ; � > Re�:10.13. eSLI jakj � c(1 + k)m; k = 0; 1; . . .; TO1Xk=0 ak�(t� k) ! 1Xk=0 ake�kp; � > 0:10.14. eSLI f(t) | T -PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, ABSOL@TNO INTEG-RIRUEMAQ NA PERIODE, TO�(t) f(t) ! 11� e�pT TZ0 f(t) e�ptdt; � > 0:10.15. nAJTI RE[ENIQ URAWNENIJ W KLASSE D 0+(a) (PRI NADLEVA-]EM a):1) (� cos t) � E = �(t); 2) (�t cos t) � E = �(t);3) E+ 2(� cos t) � E = �(t); 4) �� � u1 + �0 � u2 = �(t);� � u1 + �0 � u2 = 0:10.16. pUSTX E1 | RE[ENIE URAWNENIQ g � E1 = � W D 0+(a); PRI^EME1 | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ, E1 2 C1 (t � 0): dOKAZATX, ^TORE[ENIE W D 0+(a) URAWNENIQ g�u = f; GDE f | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQFUNKCIQ IZ D 0+(a); WYRAVAETSQ FORMULOJu(t) = E1(+0) f(t) + tZ0 f(�)fE 01 (t� �)g d�:10.17. wY^ISLITX PREOBRAZOWANIE lAPLASA FUNKCIIa(t) = �0; t < 0;2k; k < t < k + 1; k = 0; 1; . . .10.18. rE[ITX URAWNENIE � � a = 1Pk=02k�(t� k) W D 0+(ln 2); FUNK-CIQ a(t) OPREDELENA W ZADA^E 10.17.

x 10. pREOBRAZOWANIE lAPLASA OBOB]ENNYH FUNKCIJ 12510.19. dOKAZATX FORMULU: sin t = tZ0 J0(t� �) J0(�) d�:10.20. rE[ITX SLEDU@]IE ZADA^I kO[I:1) u0 + 3u = e�2t; u(0) = 0;2) u00 + 5u0 + 6u = 12; u(0) = 2; u0(0) = 0;3) �u0 + 5u+ 2v = e�t;v0 + 2v + 2u = 0; u(0) = 1; v(0) = 0:oTWETY K x 1010.3. 2) r E [ E N I E. pUSTX � | L@BAQ FUNKCIQ KLASSA C1(R1)TAKAQ, ^TO �(t) = 0; t < ��; �(t) = 1; t > � �2 ; � > 0 L@BOE. tOG-DA PRI WSEH � > 0; �(t) e��t 2 S; f = �f; I PO\TOMU f(t) e��t == f(t) �(t) e��t 2 S 0:10.6. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 10.5 I FORMULAMI,SOOTWETSTWENNO:1) f(t� �) = f � �(t� �); 2) f (m) = f � �(m);3) f(m) = � � . . . � �| {z }m RAZ �f:10.7. 9) u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ URAWNENIEM bESSELQ.10.10. 1pd tZ0 �p+ep+(t��) � p�ep�(t��)� e(�) d�; p� = � R2L � pd2L ;d = R2 � 4Lc :10.15. 1) �0(t) + �(t); a = 0;2) �00(t) + 3�(t) + 4�(t) sh t; a = 1;3) �(t)� 2�(t) et(1� t); a = 1;4) u1(t) = ��(t)� �(t) et; u2(t) = �(t) et; a = 1:10.16. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ ZADA^I 10.8.10.17. 1� e�pp(1� 2e�p) ; � > ln 2:10.18. 1Pk=0 �0(t� k):10.19. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 10.7, 9).10.20. 1) e�2t � e�3t; 2) 2;3) 925 e�t + 15 te�t + 1625 e�6t; � 825 e�t � 25 te�t + 825 e�6t:
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126 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCIIx 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ LINEJNYHDIFFERENCIALXNYH OPERATOROWoBOB]ENNYM RE[ENIEM W OBLASTI G � Rn LINEJNOGO DIFFERENCI-ALXNOGO URAWNENIQL(x;D)u � mXj�j=0a�(x)D�u = f(x); (�)GDE a�(x) 2 C1(Rn); f 2 D 0; NAZYWAETSQ WSQKAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQu, UDOWLETWORQ@]AQ \TOMU URAWNENI@ W G W OBOB]ENNOM SMYSLE, T. E.DLQ L@BOJ ' 2 D; NOSITELX KOTOROJ SODERVITSQ W G, IMEET MESTORAWENSTWO (u; L�(x;D)') = (f; ');GDE L�(x;D)' = mPj�j=0(�1)j�jD�(a�'):oBOB]ENNAQ FUNKCIQ u PRINADLEVIT KLASSU CP (G); ESLI W OBLAS-TI G ONA SOWPADAET S FUNKCIEJ u0(x) KLASSA CP (G); T. E. DLQ L@BOJ' 2 D; supp' 2 G, IMEET MESTO RAWENSTWO(u; ') = Z u0(x)'(x) dx:pUSTX f 2 C(G) \ D 0: dLQ TOGO ^TOBY OBOB]ENNAQ FUNKCIQ uUDOWLETWORQLA URAWNENI@ (�) W OBLASTI G W KLASSI^ESKOM SMYSLE,NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY ONA PRINADLEVALA KLASSU Cm(G) IUDOWLETWORQLA \TOMU URAWNENI@ W OBOB]ENNOM SMYSLE W OBLASTI G:fUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM (FUNKCIEJ WLIQNIQ) LINEJNOGO DIF-FERENCIALXNOGO OPERATORAL(D) = mXj�j=0 a�D�S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI a�(x) = a� NAZYWAETSQ OBOB]ENNAQFUNKCIQ E; UDOWLETWORQ@]AQ W Rn URAWNENI@L(D)E = �(x):u WSQKOGO LINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA L(D) SU]EST-WUET FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE MEDLENNOGO ROSTA I \TO RE[ENIE UDOW-LETWORQET ALGEBRAI^ESKOMU URAWNENI@L(�i�)F jE j = 1:pUSTX f 2 D 0 TAKOWA, ^TO SWERTKA E � f SU]ESTWUET W D 0. tOGDAu = E � fESTX RE[ENIE URAWNENIQ L(D)u = f . |TO RE[ENIE EDINSTWENNO W KLAS-SE TEH OBOB]ENNYH FUNKCIJ u; DLQ KOTORYH SU]ESTWUET SWERTKA S E:
x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 12711.1. dOKAZATX, ^TO EDINSTWENNOE W D 0+ FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA dmdxm + a1 dm�1dxm�1 + . . . + amWYRAVAETSQ FORMULOJ ZADA^I 8.26 (OPREDELENIE D 0+ SM. x 8).11.2. dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ E(x) QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE-[ENIEM OPERATORA:1) E(x) = �(x) e�ax; ddx � a;2) E(x) = �(x) sin axa ; d2dx2 + a2;3) E(x) = �(x) shaxa ; d2dx2 � a2;4) E(x) = �(x) e�ax xm�1(m� 1)! ; � ddx � a�m ; m = 2; 3; . . .11.3. nAJTI EDINSTWENNYE W D 0+ FUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ SLE-DU@]IH OPERATOROW:1) d2dx2 + 4 ddx ; 2) d2dx2 � 4 ddx + 1; 3) d2dx2 + 3 ddx + 2;4) d2dx2�4 ddx+5; 5) d3dx3 � a3; 6) d3dx3�3 d2dx2+2 ddx ;7) d4dx4 � a4; 8) d4dx4�2 d2dx2+1:11.4. dOKAZATX, ^TO:1) E(x; y) = 1�z = 1�(x+ iy) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATO-RA kO[I{rIMANA @@�z = 12 � @@x + i @@y�;2) E(x; y) = �zk�1e��z��(k) z ; k = 1; 2; . . .; | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA � @@�z � ��k ;3) E(x; y) = 2�zk�1zm�1��(k) �(m) ln jzj; k;m = 1; 2; . . .; | FUNDAMENTALXNOERE[ENIE OPERATORA @k+m@�zk@zm ;4) E(x; y) = 12�i sign Im�y � �x e��� | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OBOB-]ENNOGO OPERATORA kO[I{rIMANA @@x + � @@y + �; Im� 6= 0:11.5. dOKAZATX, ^TO E(x) = 12� ln jxj | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA lAPLASA W R2: wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL.
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128 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII11.6. dOKAZATX:1) E(x) = � 14� jxj | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA lAPLA-SA W R3; WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL;2) E(x) = � 1(n� 2)�njxjn�2 ; n = 3; 4; . . .; | FUNDAMENTALXNOE RE-[ENIE OPERATORA lAPLASA W Rn, GDE �n = ZS1 dS = 2�n=2�(n=2) | PLO]ADXPOWERHNOSTI EDINI^NOJ SFERY W Rn;3) En;k(x) = (�1)k�(n=2� k)22k�n=2�(k) jxj2k�n | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEITERIROWANNOGO OPERATORA lAPLASA �k PRI 2k < n; k = 1; 2; . . .;En;k(x) = 1� � 22k�1�(k) jxj2k�2 ln jxj; n = 2:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.17, 2).11.7. dOKAZATX, ^TO E(x) = � eikjxj4�jxj I E (x) = �e�ikjxj4�jxj | FUNDA-MENTALXNYE RE[ENIQ OPERATORA gELXMGOLXCA � + k2 W R3.11.8. dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCIQ u(x) UDOWLETWORQET W R3 URAW-NENI@ �u+ k2u = 0 I USLOWIQM IZLU^ENIQu(x) = O�jxj�1�; @u@jxj � iku(x) = o�jxj�1�PRI jxj �! 1; TO u � 0:11.9. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYMI RE[ENIQMI OPERATORAgELXMGOLXCA � + k2 QWLQ@TSQ FUNKCII:1) E(x) = � i4 H(1)0 (kjxj) I E (x; y) = i4 H(2)0 (kjxj) W R2; GDE H(k)0 ;k = 1; 2; | FUNKCII hANKELQ;2) E(x) = 1i2k eikjxj I E (x) = � 1i2k e�ikjxj W R1:11.10. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYMI RE[ENIQMI OPERATORA� � k2 QWLQ@TSQ FUNKCII:1) E(x) = �e�kjxj4�jxj W R3;2) E(x) = � 12� K0(kjxj) W R2, GDE K0(�) = i �2 H(1)0 (i�) | FUNKCIQhANKELQ MNIMOGO ARGUMENTA;3) E(x) = e�kjxj2k W R1;4) E(x) = �� 12��n=2� kjxj�n=2�1Kn=2�1(kjxj) W Rn:

x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 12911.11. dOKAZATX, ^TO ESLI E1(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA @@t + L(Dx); TO tk�1�(k) E1(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA � @@t + L(Dx)�k.11.12. dOKAZATX, ^TO:1) E(x; t) = �(t)(2ap�t)n e�jxj2=(4a2t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA TEPLOPROWODNOSTI @@t � a2� W Rn; WYQSNITX FIZI^ESKIJSMYSL;2) �(t) tk�1(2ap�t)n�(k) e�jxj2=(4a2t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATO-RA � @@t � a2��k W Rn, k = 1; 2; . . .u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.11.11.13. dOKAZATX, ^TO E(x; t) = �(t)2ap�t ect�(x+bt)2=(4a2t) | FUNDA-MENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA @@t � a2 @2@x2 � b @@x � c:11.14. dOKAZATX, ^TO:1) E1(x; t) = � i�(t)2p�t ei(x2=(4t)��=4) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA {R�EDINGERA i @@t + @2@x2 �u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ 1Z0 eiu2du = p�2 ei�=4:�;2) En(x; t) = � i�(t)~ � m02�~t�n=2 exp�i � jxj22~t (m+ i0)� �n4 �� | FUN-DAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA i~ @@t + ~22m0 �; n L@BOE;3) �(t) tk�1(2ap�t)n�(k) exp��� jxj24ia2t + �n4 i��; k = 1; 2; . . .; | FUNDAMEN-TALXNOE RE[ENIE OPERATORA � @@t � ia2��k W Rn (u K A Z A N I E. wOS-POLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.11.).11.15. dOKAZATX, ^TO:1) E1(x; t) = 12a �(at � jxj) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE ODNOMER-NOGO WOLNOWOGO OPERATORA 2a; WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL;2) E2(x; t) = �(at� jxj)2�apa2t2 � jxj2 | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE DWU-MERNOGO WOLNOWOGO OPERATORA 2a; x = (x1; x2); WYQSNITX FIZI^ESKIJSMYSL.u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.26.9 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



128 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII11.6. dOKAZATX:1) E(x) = � 14� jxj | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA lAPLA-SA W R3; WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL;2) E(x) = � 1(n� 2)�njxjn�2 ; n = 3; 4; . . .; | FUNDAMENTALXNOE RE-[ENIE OPERATORA lAPLASA W Rn, GDE �n = ZS1 dS = 2�n=2�(n=2) | PLO]ADXPOWERHNOSTI EDINI^NOJ SFERY W Rn;3) En;k(x) = (�1)k�(n=2� k)22k�n=2�(k) jxj2k�n | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEITERIROWANNOGO OPERATORA lAPLASA �k PRI 2k < n; k = 1; 2; . . .;En;k(x) = 1� � 22k�1�(k) jxj2k�2 ln jxj; n = 2:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.17, 2).11.7. dOKAZATX, ^TO E(x) = � eikjxj4�jxj I E (x) = �e�ikjxj4�jxj | FUNDA-MENTALXNYE RE[ENIQ OPERATORA gELXMGOLXCA � + k2 W R3.11.8. dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCIQ u(x) UDOWLETWORQET W R3 URAW-NENI@ �u+ k2u = 0 I USLOWIQM IZLU^ENIQu(x) = O�jxj�1�; @u@jxj � iku(x) = o�jxj�1�PRI jxj �! 1; TO u � 0:11.9. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYMI RE[ENIQMI OPERATORAgELXMGOLXCA � + k2 QWLQ@TSQ FUNKCII:1) E(x) = � i4 H(1)0 (kjxj) I E (x; y) = i4 H(2)0 (kjxj) W R2; GDE H(k)0 ;k = 1; 2; | FUNKCII hANKELQ;2) E(x) = 1i2k eikjxj I E (x) = � 1i2k e�ikjxj W R1:11.10. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYMI RE[ENIQMI OPERATORA� � k2 QWLQ@TSQ FUNKCII:1) E(x) = �e�kjxj4�jxj W R3;2) E(x) = � 12� K0(kjxj) W R2, GDE K0(�) = i �2 H(1)0 (i�) | FUNKCIQhANKELQ MNIMOGO ARGUMENTA;3) E(x) = e�kjxj2k W R1;4) E(x) = �� 12��n=2� kjxj�n=2�1Kn=2�1(kjxj) W Rn:

x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 12911.11. dOKAZATX, ^TO ESLI E1(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA @@t + L(Dx); TO tk�1�(k) E1(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA � @@t + L(Dx)�k.11.12. dOKAZATX, ^TO:1) E(x; t) = �(t)(2ap�t)n e�jxj2=(4a2t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA TEPLOPROWODNOSTI @@t � a2� W Rn; WYQSNITX FIZI^ESKIJSMYSL;2) �(t) tk�1(2ap�t)n�(k) e�jxj2=(4a2t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATO-RA � @@t � a2��k W Rn, k = 1; 2; . . .u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.11.11.13. dOKAZATX, ^TO E(x; t) = �(t)2ap�t ect�(x+bt)2=(4a2t) | FUNDA-MENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA @@t � a2 @2@x2 � b @@x � c:11.14. dOKAZATX, ^TO:1) E1(x; t) = � i�(t)2p�t ei(x2=(4t)��=4) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA {R�EDINGERA i @@t + @2@x2 �u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ 1Z0 eiu2du = p�2 ei�=4:�;2) En(x; t) = � i�(t)~ � m02�~t�n=2 exp�i � jxj22~t (m+ i0)� �n4 �� | FUN-DAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA i~ @@t + ~22m0 �; n L@BOE;3) �(t) tk�1(2ap�t)n�(k) exp��� jxj24ia2t + �n4 i��; k = 1; 2; . . .; | FUNDAMEN-TALXNOE RE[ENIE OPERATORA � @@t � ia2��k W Rn (u K A Z A N I E. wOS-POLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.11.).11.15. dOKAZATX, ^TO:1) E1(x; t) = 12a �(at � jxj) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE ODNOMER-NOGO WOLNOWOGO OPERATORA 2a; WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL;2) E2(x; t) = �(at� jxj)2�apa2t2 � jxj2 | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE DWU-MERNOGO WOLNOWOGO OPERATORA 2a; x = (x1; x2); WYQSNITX FIZI^ESKIJSMYSL.u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.26.9 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



130 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII11.16. dOKAZATX, ^TO:1) E3(x; t) = �(t)4�a2t �Sat(x) = �(t)2�a � �a2t2 � jxj2�; GDE Sat : jxj = at;QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM TREHMERNOGO WOLNOWOGO OPE-RATORA 2a; x = (x1; x2; x3); WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL (u K A Z A-N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.27.);2) 18�a5 �(at�jxj) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA22a W R4;3) 1�22k�1a2k+1�(k) �(k � 1) �a2t2 � jxj2�k�2 �(at� jxj) | FUNDAMEN-TALXNOE RE[ENIE OPERATORA 2ka W Rn;4) FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA 2a W R4 MOVNO PREDSTA-WITX W WIDE E3(x; t) = 18�a3 2a�(at� jxj):11.17. dOKAZATX, ^TOEn(x; t) =8>>>>><>>>>>: 1(2a)n�2�(n�1)=2��n�12 � 2(n�3)=2a ��(t) ��a2t2 � jxj2��;n � 3 NE^ETNOE,1(2a)n�1�n=2��n2 � 2(n�2)=2a � �(at� jxj)pa2t2 � jxj2 �; n ^ETNOE,QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM WOLNOWOGO OPERATORA 2a.u K A Z A N I E. pRI NE^ETNYH n WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJEn(x; t) = �(t)F�1� � sin j�j tj�j �I ZADA^EJ 9.27; PRI ^ETNYH n PRIMENITX METOD SPUSKA PO PEREMEN-NOJ xn+1:11.18. dOKAZATX, ^TO E(x; t) = 12a �(at � jxj) eb(at�x)=(2a2) | FUN-DAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA2a � b @@x � ba @@t ; GDE a; b > 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ12�i �+i1Z��i1 ez�z dz = �(�); � > 0:11.19. dOKAZATX, ^TO:1) E(x; t) = ��(t) �(�x) eat+bx | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPE-RATORA @2@x@t � a @@x � b @@t + ab; GDE b > 0(SM. UKAZANIE K ZADA^E 11.18);2) E(x; t) = �(t) �(x) I0 �2mpxy�| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPE-RATORA @2@x@t �m2 W R2:

x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 13111.20. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM OPERATORA2a �m2 QWLQETSQ FUNKCIQE(x; t) = �(at� jxj)2a I0 �ma pa2t2 � x2�:11.21. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM OPERATORAkLEJNA{gORDONA{fOKA 2a +m2 QWLQ@TSQ FUNKCIIE(x; t) = �(at� jxj)2a J0 �ma pa2t2 � x2�; n = 1;E(x; t) = �(at� jxj)2�a2 cos�ma pa2t2 � x2�pa2t2 � x2 ; n = 2;E(x; t) = �(t)2�a � �a2t2 � jxj2� �� m4�a2 �(at� jxj) J1 �ma pa2t2 � jxj2�pa2t2 � jxj2 ; n = 3;GDE J0; J1 | FUNKCII bESSELQ.11.22. dOKAZATX, ^TO FUNDAMENTALXNYMI RE[ENIQMI TELEGRAFNO-GO OPERATORA 2a + 2m @@t QWLQ@TSQ FUNKCIIE(x; t) = 12a e�mt�(at� jxj) I0�mrt2 � x2a2 �; n = 1;E(x; t) = e�mt�(at� jxj) ch�mpt2 � jxj2=a2�2�a2pt2 � jxj2=a2 ; n = 2;E(x; t) = �(at)2�a e�mt��a2t2 � jxj2��� me�mt�(at� jxj) I1�mpt2 � jxj2=a2�4�a3pt2 � jxj2=a2 ; n = 3;GDE I0(�) = J0(i�); I1(�) = �iJ1(i�) | FUNKCII bESSELQ MNIMOGO AR-GUMENTA.u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.21.11.23. 1) dOKAZATX, ^TO E(x; t) = v�(t) e��vt�(x� vts); GDE��(t) e��vt�(x� vts); '(x; t)� = 1Z0 e��vt'(vts; t) dt| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA PERENOSA1v @E@t + (s; gradE ) + �E = �(x; t); jsj = 1; v > 0; � � 0; n = 3;9�



130 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII11.16. dOKAZATX, ^TO:1) E3(x; t) = �(t)4�a2t �Sat(x) = �(t)2�a � �a2t2 � jxj2�; GDE Sat : jxj = at;QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM TREHMERNOGO WOLNOWOGO OPE-RATORA 2a; x = (x1; x2; x3); WYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL (u K A Z A-N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.27.);2) 18�a5 �(at�jxj) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA22a W R4;3) 1�22k�1a2k+1�(k) �(k � 1) �a2t2 � jxj2�k�2 �(at� jxj) | FUNDAMEN-TALXNOE RE[ENIE OPERATORA 2ka W Rn;4) FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA 2a W R4 MOVNO PREDSTA-WITX W WIDE E3(x; t) = 18�a3 2a�(at� jxj):11.17. dOKAZATX, ^TOEn(x; t) =8>>>>><>>>>>: 1(2a)n�2�(n�1)=2��n�12 � 2(n�3)=2a ��(t) ��a2t2 � jxj2��;n � 3 NE^ETNOE,1(2a)n�1�n=2��n2 � 2(n�2)=2a � �(at� jxj)pa2t2 � jxj2 �; n ^ETNOE,QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM WOLNOWOGO OPERATORA 2a.u K A Z A N I E. pRI NE^ETNYH n WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJEn(x; t) = �(t)F�1� � sin j�j tj�j �I ZADA^EJ 9.27; PRI ^ETNYH n PRIMENITX METOD SPUSKA PO PEREMEN-NOJ xn+1:11.18. dOKAZATX, ^TO E(x; t) = 12a �(at � jxj) eb(at�x)=(2a2) | FUN-DAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA2a � b @@x � ba @@t ; GDE a; b > 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ12�i �+i1Z��i1 ez�z dz = �(�); � > 0:11.19. dOKAZATX, ^TO:1) E(x; t) = ��(t) �(�x) eat+bx | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPE-RATORA @2@x@t � a @@x � b @@t + ab; GDE b > 0(SM. UKAZANIE K ZADA^E 11.18);2) E(x; t) = �(t) �(x) I0 �2mpxy�| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPE-RATORA @2@x@t �m2 W R2:
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132 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII2) DOKAZATX, ^TOE 0(x) = �e��jxjjxj2 ��s� xjxj�; '� = 'Z0 e���'(�s) d�| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE STACIONARNOGO OPERATORA PERENOSA�S; gradE 0� + �E 0 = �(x); n = 3:11.24. nAJTI FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE URAWNENIQ Z � E = �;GDE Z IZ ZADA^I 8.30.11.25. dOKAZATX, ^TO ESLI E(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA PERENOSAL(D) = a1 @@x1 + . . . + an @@xn + �; jaj 6= 0;TO 1�(k)jaj2(k�1) (�a1x1 + . . . + �anxn)k�1 E(x; t)| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA Lk(D):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ INDUKCIEJ PO k.pUSTX f(x; t) 2 D 0(Rn+1) I '(x) 2 D (Rn): wWEDEM OBOB]ENNU@FUNKCI@ (f(x; t); '(x)) 2 D 0(R1), DEJSTWU@]U@ NA OSNOWNYE FUNKCII 2 D (R1) PO FORMULE�(f(x; t); '(x));  (t)� = (f; ' ):iZ OPREDELENIQ WYTEKAET, ^TO�@kf(x; t)@tk ; '(x)� = dkdtk (f(x; t); '(x)); k = 1; 2; . . .gOWORQT, ^TO OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f(x; t) PRINADLEVIT KLASSU CpPO PEREMENNOJ t W INTERWALE (a; b); ESLI DLQ L@BOJ ' 2 D (Rn) OBOB-]ENNAQ FUNKCIQ (f(x; t); '(x)) 2 Cp(a; b):11.26. dLQ FUNDAMENTALXNYH RE[ENIJ En(x; t); n = 1; 2; 3; WOL-NOWOGO OPERATORA, RASSMOTRENNYH W ZADA^AH 11.15{11.16, DOKAZATX:1) En(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1);2) En(x; t) �! 0; @En(x; t)@t �! �(x); @2En(x; t)@t2 �! 0 PRI t �! +0W D 0(Rn):11.27. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ E(x; t) OPERATORA TEPLO-PROWODNOSTI (SM. ZADA^U 11.12) DOKAZATX, ^TOE(x; t) �! �(x); t �! +0 W D 0(Rn):11.28. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ OPERATORA {R�EDINGERA(SM. ZADA^U 11.14) DOKAZATX, ^TOE1(x; t) �! �i�(x); t �! +0 W D 0(R1):11.29. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ IZ ZADA^I 11.18 DOKAZATX:1) E(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1);

x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 1332) E(x; t) �! 0; @E(x; t)@t �! �(x); @2E(x; t)@t2 �! � ba �(x); t �! +0W D 0(R1):11.30. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ IZ ZADA^I 11.13 DOKAZATX,^TO E(x; t) �! �(x); t �! +0 W D 0(R1):oTWETY K x 1111.1. e D I N S T W E N N O S T X. o^EWIDNO, E(x) 2 D 0+: dLQ u == E � E �; GDE E � 2 D 0+ | DRUGOE FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE, IMEEML(D)u = 0: sWERTKA u � E SU]ESTWUET (SM. FORMULU (8), x 8). iMEEMu = u � � = u � L(D)E = L(D) u � E = 0: sLEDOWATELXNO, E � = E:11.3. 1) �(x) 1� e�4x4 ; 2) �(x)xex;3) �(x)�e�x � e�2x�; 4) �(x) e2x sinx;5) �(x)3a2 �eax � e�ax=2�cos ap32 x+p3 sin ap32 x��;6) �(x)2 (1� ex)2;7) �(x)2a2 (sh ax� sinax); 8) �(x)2 (x chx� shx):11.12. r E [ E N I E. pRIMENIW PREOBRAZOWANIE fURXE Fx K RAWEN-STWU @E@t � a2�E = �(x; t); W SILU REZULXTATOW ZADA^I 9.21, 1) I 2) IFORMUL IZ x 9 POLU^IM@ eE@t + a2j�j2 eE = 1(�) � �(t); GDE eE (�; t) = Fx[E(x; t)]:pOLXZUQSX FORMULOJ DLQ E(t) ZADA^I 11.2, 1) S ZAMENOJ a NA a2j�j2;ZAKL@^AEM, ^TO eE (�; t) = �(t) e�a2j�j2t: oTS@DA W SILU ZADA^I 9.24E(x; t) = F�1� h eE (�; t)i = �(t)�2ap�t�n e�jxj2=(4a2t):11.15. u K A Z A N I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 11.12. dLQ ISKOMOJZ(t) 2 C2 POLU^IM ZADA^U Z 00 + a2�2Z = 0; Z(0) = 0; Z(0) = 1:oTS@DA Z(t) = sin a�ta� I, SLEDOWATELXNO,eE 1(�; t) = �(t) sin a�ta� :dALEE WOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.25.11.24. �(t)L e�Rt=(2L)�cos!t� R2L! sin!t�; ESLI 4L� CR2 > 0; GDE! = p4L=C �R22L :



132 gL. III. oBOB]ENNYE FUNKCII2) DOKAZATX, ^TOE 0(x) = �e��jxjjxj2 ��s� xjxj�; '� = 'Z0 e���'(�s) d�| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE STACIONARNOGO OPERATORA PERENOSA�S; gradE 0� + �E 0 = �(x); n = 3:11.24. nAJTI FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE URAWNENIQ Z � E = �;GDE Z IZ ZADA^I 8.30.11.25. dOKAZATX, ^TO ESLI E(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIEOPERATORA PERENOSAL(D) = a1 @@x1 + . . . + an @@xn + �; jaj 6= 0;TO 1�(k)jaj2(k�1) (�a1x1 + . . . + �anxn)k�1 E(x; t)| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA Lk(D):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ INDUKCIEJ PO k.pUSTX f(x; t) 2 D 0(Rn+1) I '(x) 2 D (Rn): wWEDEM OBOB]ENNU@FUNKCI@ (f(x; t); '(x)) 2 D 0(R1), DEJSTWU@]U@ NA OSNOWNYE FUNKCII 2 D (R1) PO FORMULE�(f(x; t); '(x));  (t)� = (f; ' ):iZ OPREDELENIQ WYTEKAET, ^TO�@kf(x; t)@tk ; '(x)� = dkdtk (f(x; t); '(x)); k = 1; 2; . . .gOWORQT, ^TO OBOB]ENNAQ FUNKCIQ f(x; t) PRINADLEVIT KLASSU CpPO PEREMENNOJ t W INTERWALE (a; b); ESLI DLQ L@BOJ ' 2 D (Rn) OBOB-]ENNAQ FUNKCIQ (f(x; t); '(x)) 2 Cp(a; b):11.26. dLQ FUNDAMENTALXNYH RE[ENIJ En(x; t); n = 1; 2; 3; WOL-NOWOGO OPERATORA, RASSMOTRENNYH W ZADA^AH 11.15{11.16, DOKAZATX:1) En(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1);2) En(x; t) �! 0; @En(x; t)@t �! �(x); @2En(x; t)@t2 �! 0 PRI t �! +0W D 0(Rn):11.27. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ E(x; t) OPERATORA TEPLO-PROWODNOSTI (SM. ZADA^U 11.12) DOKAZATX, ^TOE(x; t) �! �(x); t �! +0 W D 0(Rn):11.28. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ OPERATORA {R�EDINGERA(SM. ZADA^U 11.14) DOKAZATX, ^TOE1(x; t) �! �i�(x); t �! +0 W D 0(R1):11.29. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ IZ ZADA^I 11.18 DOKAZATX:1) E(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1);

x 11. fUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW 1332) E(x; t) �! 0; @E(x; t)@t �! �(x); @2E(x; t)@t2 �! � ba �(x); t �! +0W D 0(R1):11.30. dLQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ IZ ZADA^I 11.13 DOKAZATX,^TO E(x; t) �! �(x); t �! +0 W D 0(R1):oTWETY K x 1111.1. e D I N S T W E N N O S T X. o^EWIDNO, E(x) 2 D 0+: dLQ u == E � E �; GDE E � 2 D 0+ | DRUGOE FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE, IMEEML(D)u = 0: sWERTKA u � E SU]ESTWUET (SM. FORMULU (8), x 8). iMEEMu = u � � = u � L(D)E = L(D) u � E = 0: sLEDOWATELXNO, E � = E:11.3. 1) �(x) 1� e�4x4 ; 2) �(x)xex;3) �(x)�e�x � e�2x�; 4) �(x) e2x sinx;5) �(x)3a2 �eax � e�ax=2�cos ap32 x+p3 sin ap32 x��;6) �(x)2 (1� ex)2;7) �(x)2a2 (sh ax� sinax); 8) �(x)2 (x chx� shx):11.12. r E [ E N I E. pRIMENIW PREOBRAZOWANIE fURXE Fx K RAWEN-STWU @E@t � a2�E = �(x; t); W SILU REZULXTATOW ZADA^I 9.21, 1) I 2) IFORMUL IZ x 9 POLU^IM@ eE@t + a2j�j2 eE = 1(�) � �(t); GDE eE (�; t) = Fx[E(x; t)]:pOLXZUQSX FORMULOJ DLQ E(t) ZADA^I 11.2, 1) S ZAMENOJ a NA a2j�j2;ZAKL@^AEM, ^TO eE (�; t) = �(t) e�a2j�j2t: oTS@DA W SILU ZADA^I 9.24E(x; t) = F�1� h eE (�; t)i = �(t)�2ap�t�n e�jxj2=(4a2t):11.15. u K A Z A N I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 11.12. dLQ ISKOMOJZ(t) 2 C2 POLU^IM ZADA^U Z 00 + a2�2Z = 0; Z(0) = 0; Z(0) = 1:oTS@DA Z(t) = sin a�ta� I, SLEDOWATELXNO,eE 1(�; t) = �(t) sin a�ta� :dALEE WOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 9.25.11.24. �(t)L e�Rt=(2L)�cos!t� R2L! sin!t�; ESLI 4L� CR2 > 0; GDE! = p4L=C �R22L :



g L A W A IVzada~a ko{ix12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKAGIPERBOLI^ESKOGO TIPA1. zADA^A kO[I NA PLOSKOSTI. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQa(x; y) uxx + 2b(x; y)uxy + c(x; y)uyy + d(x; y)ux++ e(x; y) uy + f(x; y)u = F (x; y) (1)S USLOWIQMI u��� = u0(x; y); @u@l ���� = u1(x; y) (2)SOSTOIT W SLEDU@]EM. pUSTX W OBLASTI D ZADANO URAWNENIE (1) GIPER-BOLI^ESKOGO TIPA (b2 � ac > 0) I NA KRIWOJ �, KOTORAQ PRINADLEVITOBLASTI D ILI QWLQETSQ ^ASTX@ GRANICY OBLASTI D; ZADANY FUNK-CII u0(x; y); u1(x; y) I NAPRAWLENIE l(x; y): tREBUETSQ NAJTI FUNKCI@u(x; y); KOTORAQ W OBLASTI D QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1) I NAKRIWOJ � UDOWLETWORQET USLOWIQM (2).eSLI W KAVDOJ TO^KE KRIWOJ � NAPRAWLENIE l NE QWLQETSQ KASATELX-NYM K KRIWOJ � I KASATELXNOE NAPRAWLENIE K KRIWOJ � NE QWLQETSQHARAKTERISTI^ESKIM, TO W OBLASTI D; OGRANI^ENNOJ HARAKTERISTIKA-MI, PROHODQ]IMI ^EREZ KONCY KRIWOJ �, PRI DOSTATO^NOJ GLADKOSTIKO\FFICIENTOW URAWNENIQ (1) I DANNYH USLOWIJ (2) SU]ESTWUET EDIN-STWENNOE RE[ENIE ZADA^I kO[I (1), (2).12.1. pUSTX NA INTERWALE (a; b) ZADANY FUNKCII ' 2 C2; '0 6= 0;u0 2 C2; u1 2 C1: dOKAZATX, ^TO ZADA^A kO[Iuxy = 0; a < x < b; c < y < d;ujy='(x) = u0(x); uyjy='(x) = u1(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; y) = u0(x) + '�1(y)Zx u1(�)'0(�) d�;GDE c = inf '(x); d = sup'(x); '�1(y) | FUNKCIQ, OBRATNAQ K FUNK-CII '(x).

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 13512.2. pUSTX NA INTERWALE (�1;1) ZADANY FUNKCII u0 2C2; u1 2C1:dOKAZATX, ^TO ZADA^A kO[Iuxx � uyy = 0; ujy=0 = u0(x); uyjy=0 = u1(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE W KWADRATE fjx � yj < 1; jx + yj < 1g:pOKAZATX, ^TO \TOT KWADRAT QWLQETSQ NAIBOLX[EJ OBLASTX@ EDINST-WENNOSTI RE[ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA^I.12.3. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; �1 < x; y <1;ujy=0 = u0(x); uyjy=0 = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u0(x) 2 C2(R1); A u1(x) � const: pO-KAZATX, ^TO PRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I NE EDINSTWENNO IWSE RE[ENIQ \TOJ ZADA^I MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu(x; y) = u0(x) + f(y)� f(0) + y[u1(0)� f 0(0)];GDE f(y) | L@BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA C2(R1):12.4. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; jxj < 1; 0 < y < 1;ujy=x2 = 0; uyjy=x2 = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u1(x) 2 C(�1; 1); xu1(x) 2 C1(�1; 1);u1(x) | ^ETNAQ FUNKCIQ.pOKAZATX, ^TO PRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I EDINSTWENNOI u(x; y) = 2 pyZx �u1(�) d�:12.5. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; jxj < 1; jyj < 1;ujy=x3 = jxj�; uxjy=x3 = 0SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA � = 0 ILI � � 6: pOKAZATX, ^TO PRI\TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I EDINSTWENNO I u(x; y) = jyj�=3:12.6. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxx � uyy = 6(x+ y); �1 < x; y <1;ujy=x = 0; uxjy=x = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u1(x) � 3x2 � const: pOKAZATX, ^TOPRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I NE EDINSTWENNO I WSE RE[ENIQ\TOJ ZADA^I MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu(x; y) = x3 � y3 + f(x� y)� f(0) + (x� y)[u1(0)� f 0(0)];GDE f(x) | L@BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA C2(R1):



g L A W A IVzada~a ko{ix12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKAGIPERBOLI^ESKOGO TIPA1. zADA^A kO[I NA PLOSKOSTI. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQa(x; y) uxx + 2b(x; y)uxy + c(x; y)uyy + d(x; y)ux++ e(x; y) uy + f(x; y)u = F (x; y) (1)S USLOWIQMI u��� = u0(x; y); @u@l ���� = u1(x; y) (2)SOSTOIT W SLEDU@]EM. pUSTX W OBLASTI D ZADANO URAWNENIE (1) GIPER-BOLI^ESKOGO TIPA (b2 � ac > 0) I NA KRIWOJ �, KOTORAQ PRINADLEVITOBLASTI D ILI QWLQETSQ ^ASTX@ GRANICY OBLASTI D; ZADANY FUNK-CII u0(x; y); u1(x; y) I NAPRAWLENIE l(x; y): tREBUETSQ NAJTI FUNKCI@u(x; y); KOTORAQ W OBLASTI D QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1) I NAKRIWOJ � UDOWLETWORQET USLOWIQM (2).eSLI W KAVDOJ TO^KE KRIWOJ � NAPRAWLENIE l NE QWLQETSQ KASATELX-NYM K KRIWOJ � I KASATELXNOE NAPRAWLENIE K KRIWOJ � NE QWLQETSQHARAKTERISTI^ESKIM, TO W OBLASTI D; OGRANI^ENNOJ HARAKTERISTIKA-MI, PROHODQ]IMI ^EREZ KONCY KRIWOJ �, PRI DOSTATO^NOJ GLADKOSTIKO\FFICIENTOW URAWNENIQ (1) I DANNYH USLOWIJ (2) SU]ESTWUET EDIN-STWENNOE RE[ENIE ZADA^I kO[I (1), (2).12.1. pUSTX NA INTERWALE (a; b) ZADANY FUNKCII ' 2 C2; '0 6= 0;u0 2 C2; u1 2 C1: dOKAZATX, ^TO ZADA^A kO[Iuxy = 0; a < x < b; c < y < d;ujy='(x) = u0(x); uyjy='(x) = u1(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; y) = u0(x) + '�1(y)Zx u1(�)'0(�) d�;GDE c = inf '(x); d = sup'(x); '�1(y) | FUNKCIQ, OBRATNAQ K FUNK-CII '(x).

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 13512.2. pUSTX NA INTERWALE (�1;1) ZADANY FUNKCII u0 2C2; u1 2C1:dOKAZATX, ^TO ZADA^A kO[Iuxx � uyy = 0; ujy=0 = u0(x); uyjy=0 = u1(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE W KWADRATE fjx � yj < 1; jx + yj < 1g:pOKAZATX, ^TO \TOT KWADRAT QWLQETSQ NAIBOLX[EJ OBLASTX@ EDINST-WENNOSTI RE[ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA^I.12.3. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; �1 < x; y <1;ujy=0 = u0(x); uyjy=0 = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u0(x) 2 C2(R1); A u1(x) � const: pO-KAZATX, ^TO PRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I NE EDINSTWENNO IWSE RE[ENIQ \TOJ ZADA^I MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu(x; y) = u0(x) + f(y)� f(0) + y[u1(0)� f 0(0)];GDE f(y) | L@BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA C2(R1):12.4. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; jxj < 1; 0 < y < 1;ujy=x2 = 0; uyjy=x2 = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u1(x) 2 C(�1; 1); xu1(x) 2 C1(�1; 1);u1(x) | ^ETNAQ FUNKCIQ.pOKAZATX, ^TO PRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I EDINSTWENNOI u(x; y) = 2 pyZx �u1(�) d�:12.5. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxy = 0; jxj < 1; jyj < 1;ujy=x3 = jxj�; uxjy=x3 = 0SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA � = 0 ILI � � 6: pOKAZATX, ^TO PRI\TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I EDINSTWENNO I u(x; y) = jyj�=3:12.6. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[Iuxx � uyy = 6(x+ y); �1 < x; y <1;ujy=x = 0; uxjy=x = u1(x)SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA u1(x) � 3x2 � const: pOKAZATX, ^TOPRI \TOM RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I NE EDINSTWENNO I WSE RE[ENIQ\TOJ ZADA^I MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu(x; y) = x3 � y3 + f(x� y)� f(0) + (x� y)[u1(0)� f 0(0)];GDE f(x) | L@BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA C2(R1):



136 gL. IV. zADA^A kO[Iw ZADA^AH 12.7{12.19 TREBUETSQ NAJTI NAIBOLX[U@ OBLASTX, W KOTO-ROJ POSTAWLENNAQ ZADA^A kO[I IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE, I NAJTI\TO RE[ENIE.12.7. uxy = 0;ujy=x2 = 0; uyjy=x2 =pjxj; jxj < 1:12.8. uxy + ux = 0;ujy=x = sinx; uxjy=x = 1; jxj <1:12.9. uxx � uyy + 2ux + 2uy = 0;ujy=0 = x; uyjy=0 = 0; jxj <1:12.10. uxx � uyy � 2ux � 2uy = 4;ujx=0 = �y; uxjx=0 = y � 1; jyj <1:12.11. uxx + 2uxy � 3uyy = 2;ujy=0 = 0; uyjy=0 = x+ cosx; jxj <1:12.12. uxy + yux + xuy + xyu = 0;ujy=3x = 0; uyjy=3x = e�5x2 ; x < 1:12.13. 1) xuxx � uyy + 12 ux = 0;ujy=0 = x; uyjy=0 = 0; x > 0;2) xuxy � yuyy � uy = 2x3;ujy=x = sinx; uxjy=x = cosx; x > 0:12.14. xuxx + (x+ y)uxy + yuyy = 0;ujy=1=x = x3; uxjy=1=x = 2x2; x > 0:12.15. uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4x(1 + x)uyy + 2uy = 0;ujx=0 = y; uxjx=0 = 2; jyj <1:12.16. 1) x2uxx � y2uyy � 2yuy = 0;ujx=1 = y; uxjx=1 = y; y < 0;2) uxx � 4x2uyy � 1x ux = 0;ujx=1 = y2 + 1; uxjx=1 = 4; jyj <1:12.17. x2uxx � 2xyuxy � 3y2uyy = 0;ujy=1 = 0; uyjy=1 = 4px7; x > 0:12.18. yuxx+x(2y�1)uxy�2x2uyy� yx ux+ 2x1 + 2y (ux+2xuy) = 0;ujy=0 = x2; uyjy=0 = 1; x > 0:

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 13712.19. yuxx � (x+ y)uxy + xuyy � x+ yx� y (ux � uy) = 0;ujy=0 = x2; uyjy=0 = x; x > 0:zADA^I 12.20{12.24 TREBUETSQ RE[ITX METODOM rIMANA.12.20. uxy + 2ux + uy + 2u = 1; 0 < x; y < 1;ujx+y=1 = x; uxjx+y=1 = x:12.21. xyuxy + xux � yuy � u = 2y; 0 < x; y <1;ujxy=1 = 1� y; uyjxy=1 = x� 1:12.22. uxy + 1x+ y (ux + uy) = 2; 0 < x; y <1;ujy=x = x2; uxjy=x = 1 + x:12.23. uxx � uyy + 2x ux � 2y uy = 0; jx� yj < 1; jx+ y � 2j < 1;ujy=1 = u0(x); uyjy=1 = u1(x); u0 2 C2(0; 2); u1 2 C1(0; 2):12.24. 2uxy � e�xuyy = 4x; �1 < x; y <1;ujy=x = x5 cosx; uyjy=x = x2 + 1:2. kLASSI^ESKAQ ZADA^A kO[I. k L A S S I ^ E S K O J Z A D A-^ E J k O [ I D L Q W O L N O W O G O U R A W N E N I Q NAZYWAETSQZADA^A O NAHOVDENII FUNKCII u(x; t) KLASSA C2(t > 0) \ C1(t � 0);UDOWLETWORQ@]EJ PRI t > 0 URAWNENI@utt = a2�u+ f(x; t) (3)I NA^ALXNYM USLOWIQMujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); (4)GDE f ; u0 I u1 | ZADANNYE FUNKCII.eSLI WYPOLNQ@TSQ USLOWIQf 2 C1(t � 0); u0 2 C2(R1); u1 2 C1(R1); n = 1;f 2 C2(t � 0); u0 2 C3(Rn); u1 2 C2(Rn); n = 2; 3; (5)TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (3), (4) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I WYRA-VAETSQ:1) PRI n = 1 FORMULOJ dALAMBERAu(x; t) = 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] ++ 12a x+atZx�at u1(�) d� + 12a tZ0 x+a(t��)Zx�a(t��)f(�; �) d� d� ; (6)
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x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 13712.19. yuxx � (x+ y)uxy + xuyy � x+ yx� y (ux � uy) = 0;ujy=0 = x2; uyjy=0 = x; x > 0:zADA^I 12.20{12.24 TREBUETSQ RE[ITX METODOM rIMANA.12.20. uxy + 2ux + uy + 2u = 1; 0 < x; y < 1;ujx+y=1 = x; uxjx+y=1 = x:12.21. xyuxy + xux � yuy � u = 2y; 0 < x; y <1;ujxy=1 = 1� y; uyjxy=1 = x� 1:12.22. uxy + 1x+ y (ux + uy) = 2; 0 < x; y <1;ujy=x = x2; uxjy=x = 1 + x:12.23. uxx � uyy + 2x ux � 2y uy = 0; jx� yj < 1; jx+ y � 2j < 1;ujy=1 = u0(x); uyjy=1 = u1(x); u0 2 C2(0; 2); u1 2 C1(0; 2):12.24. 2uxy � e�xuyy = 4x; �1 < x; y <1;ujy=x = x5 cosx; uyjy=x = x2 + 1:2. kLASSI^ESKAQ ZADA^A kO[I. k L A S S I ^ E S K O J Z A D A-^ E J k O [ I D L Q W O L N O W O G O U R A W N E N I Q NAZYWAETSQZADA^A O NAHOVDENII FUNKCII u(x; t) KLASSA C2(t > 0) \ C1(t � 0);UDOWLETWORQ@]EJ PRI t > 0 URAWNENI@utt = a2�u+ f(x; t) (3)I NA^ALXNYM USLOWIQMujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); (4)GDE f ; u0 I u1 | ZADANNYE FUNKCII.eSLI WYPOLNQ@TSQ USLOWIQf 2 C1(t � 0); u0 2 C2(R1); u1 2 C1(R1); n = 1;f 2 C2(t � 0); u0 2 C3(Rn); u1 2 C2(Rn); n = 2; 3; (5)TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (3), (4) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I WYRA-VAETSQ:1) PRI n = 1 FORMULOJ dALAMBERAu(x; t) = 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] ++ 12a x+atZx�at u1(�) d� + 12a tZ0 x+a(t��)Zx�a(t��)f(�; �) d� d� ; (6)



138 gL. IV. zADA^A kO[I2) PRI n = 2 FORMULOJ pUASSONAu(x; t) = 12�a tZ0 Zj��xj<a(t��) f(�; �)d� d�pa2(t� �)2 � j� � xj2 ++ 12�a Zj��xj<at u1(�)d�pa2t2�j��xj2 + 12�a @@t Zj��xj<at u0(�)d�pa2t2�j��xj2 ; (7)3) PRI n = 3 FORMULOJ kIRHGOFAu(x; t) = 14�a2 Zj��xj<at 1j� � xj f��; t� j� � xja �d�++ 14�2a2t Zj��xj=atu1(�) dS + 14�a2 @@t"1t Zj��xj=atu0(�) dS#: (8)12.25. pUSTX FUNKCIQ u(x; t) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iutt = a2uxx; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):dOKAZATX, ^TO DLQ L@BOGO T > 0 SU]ESTWUET RE[ENIE ZADA^I kO[Ivtt = a2vxx; t < T ; x 2 R1; vjt=T = ujt=T ; vtjt=T = utjt=T :pOKAZATX, ^TO u(x; t) � v(x; t) PRI 0 � t � T:12.26. dOKAZATX, ^TO ESLI SU]ESTWUET RE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = a2uxx; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);TO u 2 C2(t � 0); u0 2 C2(R1); u1 2 C1(R1):12.27. pUSTX FUNKCIQ u(x; t) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iutt = a2�u; ujt=0 = '(x); utjt=0 = 0:dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ v(x; t) = tZ0 u(x; �) d� QWLQETSQ RE[ENIEM ZA-DA^I kO[I vtt = a2�v; vjt=0 = 0; vtjt=0 = '(x):12.28. pUSTX FUNKCIQ u(x; t; t0) PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM t0 � 0QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iutt = a2�u; ujt=t0 = 0; utjt=t0 = f(x; t0):dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ v(x; t; t0) = tZt0 u(x; t; �) d� QWLQETSQ RE[ENI-EM ZADA^I kO[Ivtt = a2�v + f(x; t); vjt=t0 = 0; vtjt=t0 = 0:12.29. dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII f(x); u0(x); u1(x) | GARMONI-^ESKIE W Rn; A g(t) 2 C1(t � 0); TO RE[ENIE ZADA^I kO[I

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 139utt = a2�u+ g(t) f(x); ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x)WYRAVAETSQ FORMULOJu(x; t) = u0(x) + tu1(x) + f(x) tZ0 (t� �) g(�) d�:12.30. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = a2�u+ f(x); ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI �Nf = 0; �Nu0 = 0; �Nu1 = 0:12.31. dOKAZATX, ^TO DLQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; x 2 R2;ujt=0 = f(x1) + g(x2); utjt=0 = F (x1) +G(x2)DOSTATO^NO, ^TOBY FUNKCII f(x1) I g(x2) PRINADLEVALI KLASSUC2(R1);A FUNKCII F (x1) I G(x2) | KLASSU C1(R1): nAJTI \TO RE[ENIE.12.32. dOKAZATX, ^TO DLQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; x 2 R3;ujt=0 = f(x1) g(x2; x3); utjt=0 = 0DOSTATO^NO, ^TOBY FUNKCIQ g(x2;x3) BYLA GARMONI^ESKOJ I f 2C2(R1):nAJTI \TO RE[ENIE.12.33. dOKAZATX, ^TO DLQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; x 2 R3;ujt=0 = �(jxj); utjt=0 = �(jxj)DOSTATO^NO, ^TOBY �(r) 2 C3(r � 0); �(r) 2 C2(r � 0) I �0(0) = 0:nAJTI \TO RE[ENIE.12.34. dOKAZATX, ^TO DLQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = �u; x 2 R3;ujt=0 = �(1� jxj)jxj�(1� jxj)� ; utjt=0 = 0NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY � � 2 I � � 3: nAJTI \TO RE[ENIE.rEZULXTAT \TOJ ZADA^I SRAWNITX S DOSTATO^NYMI USLOWIQMI (5)(S. 137) W SLU^AQH 2 < � < 3; � � 3 I � = 2; 2 < � < 3:12.35. rE[ITX ZADA^U kO[Iutt = uxx; ujt=0 = �(1� jxj)(x2 � 1)3; utjt=0 = 0:pOSTROITX GRAFIKI FUNKCIJ u(x; 0); u�x; 12�; u(x; 1); u(x; 2):rE[ENIE ZADA^ 12.36{12.38 MOVNO NAHODITX PO FORMULAM (6){(8),NO INOGDA UDOBNEE PRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH ILI WOS-POLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 12.27{12.32.12.36. rE[ITX ZADA^I (n = 1):1) utt = uxx + 6; ujt=0 = x2; utjt=0 = 4x;2) utt = 4uxx + xt; ujt=0 = x2; utjt=0 = x;
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140 gL. IV. zADA^A kO[I3) utt = uxx + sinx; ujt=0 = sinx; utjt=0 = 0;4) utt = uxx + ex; ujt=0 = sinx; utjt=0 = x+ cosx;5) utt = 9uxx + sinx; ujt=0 = 1; utjt=0 = 1;6) utt = a2uxx + sin!x; ujt=0 = 0; utjt=0 = 0;7) utt = a2uxx + sin!t; ujt=0 = 0; utjt=0 = 0:12.37. rE[ITX ZADA^I (n = 2):1) utt = �u+ 2; ujt=0 = x; utjt=0 = y;2) utt = �u+ 6xyt; ujt=0 = x2� y2; utjt=0 = xy;3) utt =�u+x3�3xy2; ujt=0 = ex cos y; utjt=0 = ey sinx;4) utt = �u+ t sin y; ujt=0 = x2; utjt=0 = sin y;5) utt = 2�u; ujt=0 = 2x2�y2; utjt=0 = 2x2+y2;6) utt = 3�u+x3+y3; ujt=0 = x2; utjt=0 = y2;7) utt = �u+ e3x+4y; ujt=0 = e3x+4y; utjt=0 = e3x+4y;8) utt = a2�u; ujt=0 = cos(bx+cy); utjt=0 = sin(bx+cy);9) utt = a2�u; ujt=0 = r4; utjt=0 = r4;10) utt = a2�u+r2et; ujt=0 = 0; utjt=0 = 0:12.38. rE[ITX ZADA^I (n = 3):1) utt = �u+ 2xyz; ujt=0 = x2+y2�2z2; utjt=0 = 1;2) utt = 8�u+ t2x2; ujt=0 = y2; utjt=0 = z2;3) utt = 3�u+ 6r2; ujt=0 = x2y2z2; utjt=0 = xyz;4) utt = �u+ 6texp2 sin y cos z;ujt=0 = ex+y cos zp2; utjt=0 = e3y+4z sin 5x;5) utt = a2�u; ujt=0 = utjt=0 = r4;6) utt = a2�u+r2et; ujt=0 = utjt=0 = 0;7) utt = a2�u+ cosx sin yez;ujt=0 = x2ey+z; utjt=0 = sinxey+z ;8) utt = a2�u+ xet cos (3y + 4z);ujt=0 = xy cos z; utjt=0 = yzex;9) utt = a2�u; ujt=0 = utjt=0 = cos r:12.39. pUSTX WYPOLNENY DOSTATO^NYE USLOWIQ (5) (S. 137) DLQ SU-]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; ujt=0 = u0(x); ujt=0 = u1(x)I PUSTX PRI jxj � � > 0mjxj� � u0(x) �M jxj�; mjxj��1 � u1(x) �M jxj��1;GDE � > 0; 0 < m < M: dOKAZATX, ^TO DLQ KAVDOJ TO^KI x0 SU-]ESTWU@T POLOVITELXNYE ^ISLA t0; C1; C2 TAKIE, ^TO PRI WSEH t � t0WYPOLNQETSQ OCENKA

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 141C1t� � u(x0; t) � C2t�:12.40. pUSTX WYPOLNENY DOSTATO^NYE USLOWIQ (5) (S. 137) DLQ SU-]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x)I PUSTX DLQ � > 0limjxj!1 u0(x)jxj� = A; limjxj!1 u1(x)jxj��1 = B:dOKAZATX, ^TO limt!+1 u(x; t)t� = Cn I NAJTI Cn; n = 1; 2; 3:3. oBOB]ENNAQ ZADA^A kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ.eSLI RE[ENIE u(x; t) KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (3), (4) I FUNKCI@ f(x; t) 2 C(t � 0) PRODOLVITX NULEM PRI t < 0;TO \TA FUNKCIQ u(x; t) UDOWLETWORQET W Rn+1 URAWNENI@ (W OBOB]EN-NOM SMYSLE)utt = a2�u+ f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t):oBOB]ENNOJ ZADA^EJ kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ S ISTO^NIKOMF 2 D 0(Rn+1); F (x; t) = 0 PRI t < 0; NAZYWAETSQ ZADA^A O NAHOVDE-NII OBOB]ENNOJ FUNKCII u 2 D 0(Rn+1); UDOWLETWORQ@]EJ WOLNOWOMUURAWNENI@ utt = a2�u+ F (x; t) (9)I OBRA]A@]EJSQ W NULX PRI t < 0:rE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (9) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO IOPREDELQETSQ FORMULOJ u = En � F; (10)GDE En(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE WOLNOWOGO OPERATORA,E1(x; t) = 12a �(at� jxj); E2(x; t) = �(at� jxj)2�apa2t2 � jxj2 ;E3(x; t) = �(t)4�a2t �Sat(x):sWERTKA Vn = En �F NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM WOLNOWYM (ZAPAZDY-WA@]IM) POTENCIALOM S PLOTNOSTX@ F:w ^ASTNOSTI, ESLI F = u1(x) � �(t) ILI F = u0(x) � �0(t); TO SWERTKIV (0)n = En(x; t) � [u1(x) � �(t)] = En(x; t) � u1(x);V (1)n = En(x; t) � [u0(x) � �0(t)] = (En(x; t) � u0(x))tNAZYWA@TSQ OBOB]ENNYMI POWERHNOSTYMI WOLNOWYMI (ZAPAZDYWA@-]IMI) POTENCIALAMI (PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ S PLOTNOSTQMI u1I u0 SOOTWETSTWENNO).wOLNOWOJ (ZAPAZDYWA@]IJ) POTENCIAL Vn UDOWLETWORQET URAWNE-NI@ (9).
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x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 141C1t� � u(x0; t) � C2t�:12.40. pUSTX WYPOLNENY DOSTATO^NYE USLOWIQ (5) (S. 137) DLQ SU-]ESTWOWANIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[Iutt = a2�u; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x)I PUSTX DLQ � > 0limjxj!1 u0(x)jxj� = A; limjxj!1 u1(x)jxj��1 = B:dOKAZATX, ^TO limt!+1 u(x; t)t� = Cn I NAJTI Cn; n = 1; 2; 3:3. oBOB]ENNAQ ZADA^A kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ.eSLI RE[ENIE u(x; t) KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (3), (4) I FUNKCI@ f(x; t) 2 C(t � 0) PRODOLVITX NULEM PRI t < 0;TO \TA FUNKCIQ u(x; t) UDOWLETWORQET W Rn+1 URAWNENI@ (W OBOB]EN-NOM SMYSLE)utt = a2�u+ f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t):oBOB]ENNOJ ZADA^EJ kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ S ISTO^NIKOMF 2 D 0(Rn+1); F (x; t) = 0 PRI t < 0; NAZYWAETSQ ZADA^A O NAHOVDE-NII OBOB]ENNOJ FUNKCII u 2 D 0(Rn+1); UDOWLETWORQ@]EJ WOLNOWOMUURAWNENI@ utt = a2�u+ F (x; t) (9)I OBRA]A@]EJSQ W NULX PRI t < 0:rE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (9) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO IOPREDELQETSQ FORMULOJ u = En � F; (10)GDE En(x; t) | FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE WOLNOWOGO OPERATORA,E1(x; t) = 12a �(at� jxj); E2(x; t) = �(at� jxj)2�apa2t2 � jxj2 ;E3(x; t) = �(t)4�a2t �Sat(x):sWERTKA Vn = En �F NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM WOLNOWYM (ZAPAZDY-WA@]IM) POTENCIALOM S PLOTNOSTX@ F:w ^ASTNOSTI, ESLI F = u1(x) � �(t) ILI F = u0(x) � �0(t); TO SWERTKIV (0)n = En(x; t) � [u1(x) � �(t)] = En(x; t) � u1(x);V (1)n = En(x; t) � [u0(x) � �0(t)] = (En(x; t) � u0(x))tNAZYWA@TSQ OBOB]ENNYMI POWERHNOSTYMI WOLNOWYMI (ZAPAZDYWA@-]IMI) POTENCIALAMI (PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ S PLOTNOSTQMI u1I u0 SOOTWETSTWENNO).wOLNOWOJ (ZAPAZDYWA@]IJ) POTENCIAL Vn UDOWLETWORQET URAWNE-NI@ (9).



142 gL. IV. zADA^A kO[I12.41. dOKAZATX, ^TO ESLI F (x; t) 2 D 0(Rn+1); F = 0 PRI t < 0; TOSWERTKA En � F SU]ESTWUET W D 0(Rn+1):12.42. dOKAZATX, ^TO OBOB]ENNAQ ZADA^A kO[I (9) IMEET EDINST-WENNOE RE[ENIE W KLASSE OBOB]ENNYH FUNKCIJ IZ D 0(Rn+1); OBRA]A-@]IHSQ W NULX PRI t < 0:12.43. dOKAZATX:1) V (0)n I V (1)n PRINADLEVAT KLASSU C1 PO t 2 (0;1);2) V (0)n I V (1)n UDOWLETWORQ@T PREDELXNYM SOOTNO[ENIQM PRIt �! +0V (0)n (x; t) �! 0; @V (0)n (x; t)@t �! u1(x) W D 0(Rn);V (1)n (x; t) �! u0(x); @V (1)n (x; t)@x �! 0 W D 0(Rn):12.44. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (9) (x 2 R1) SO SLEDU@-]IMI ISTO^NIKAMI F (x; t):1) �(t) � �(x); 2) �(t� t0) � �(x� x0); t0 � 0;3) �(t) � �0(x); 4) �0(t) � �(x);5) �0(t� t0) � �(x); 6) �(t) � �0(x0 � x);7) �00(t) � �(x); 8) �(t) � �00(x);9) �(t) � �(x) �(x); GDE �(x) 2 C I �(0) = 0;10) �(t) � �(x) �(x); GDE �(x) 2 C I �(0) = 1:nIVE PRI POSTANOWKE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I BUDEM S^ITATXISTO^NIKOM FUNKCI@ WIDA F (x; t) = f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t);f = 0 PRI t < 0:12.45. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I SO SLEDU@]IMI ISTO^-NIKAMI (x 2 R1):1) f = !(t) � �(x); GDE !(t) 2 C (t � 0); !(t) = 0 PRI t < 0; u0 == �(x); u1 = �(x);2) f = �(t) � �(x); u0 = �(x�x0); u1 = x�(x);3) f = �(t) t � �(x); u0 = �(2� x); u1 = �(3� x); a = 1;4) f = �(t) sin t � �(x�x0); u0 = 0; u1 = x�0(x);5) f = �(t) cos t � �(x); u0 = 0; u1 = x2�00(x);6) f = �(t) e�t � �(x); u0 = �(1�jxj); u1 = 0;7) f = �(t)pt � �(2� x); u0 = 0; u1 = �(R�jxj); a = 1;8) f = �(t) t2 � �(x); u0 = C = const; u1 = �0(R�jxj); a = 1;9) f = �(t) ln t � �(x); u0 = 11+x2 �(x); u1 = 0;10) f = �(t� 1)1 + t2 � �(x); u0 = �0(2�jxj); u1 = 0; a = 1;
x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 14311) f = 0; u0 = 0; u1 = �00(2�jxj); a = 1;12) f = �(t)1 + t � �(x � 1); u0 = 0; u1 = sinx �0(x��);13) f = �(at� jxj); u0 = 0; u1 = 0;14) f = �(t)(�t+�) � x�0(x); u0 = 0; u1 = x�00(x); a = 1:12.46. dOKAZATX, ^TO ESLI u1(x) | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNK-CIQ W R1; TO V (0)1 (x; t) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ W R2 I WYRAVAETSQFORMULOJ V (0)1 (x; t) = �(t)2a x+atZx�at u1(�) d�: (11)12.47. dOKAZATX, ^TO ESLI u0(x) | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNK-CIQ W R1; TO V (1)1 (x; t) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ W R2 I WYRAVAETSQFORMULOJ V (1)1 (x; t) = �(t)2 [u0(x+ at) + u0(x� at)]: (12)u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO V (1)1 = @@t [E1 � u0(x)] WSILU ZADA^ 8.35 I 12.46.12.48. dOKAZATX, ^TO ESLI f(x;t) | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNK-CIQ W R2; RAWNAQ NUL@ PRI t < 0; TO POTENCIAL V1(x; t) PRINADLEVITC(R2) I WYRAVAETSQ FORMULOJV1(x; t) = 12a tZ0 x+a(t��)Zx�a(t��) f(�; �) d� d�: (13)12.49. rE[ITX OBOB]ENNYE ZADA^I:1) utt = a2uxx + �(x) � �0(t) + �(x) � �(t);2) utt = a2uxx + �(t)(x � 1) + x � �0(t) + sign (x) � �(t);3) utt = a2uxx + �(t) tx+ �(x)px � �(t);4) utt = uxx + �(x)t+ 1 + �(�x) � �(t);5) utt = uxx + �(t� 2) ln t+ jxj � �0(t);6) utt = a2uxx + �(t) tm + �(2� jxj) � �0(t); m = 1; 2; . . .;7) utt = uxx + �(t) ex+t + �(x) e�x � �(t);8) utt = 9uxx + �(t� �) cos t+ �(x � 3) � �0(t) + 1(x) � �(t);9) utt = uxx + �(t) �(x);10) utt = uxx + 2�(t) �(x)x + e�x � �(t); � 6= 0;11) utt = uxx + �(t� 1)(x+ t) + jxj � �(t);12) utt = uxx + �(t� 2) t+ �(x � 1) lnx � �0(t);13) utt = uxx + �(x)xm � �0(t) + �(x)xm � �(t); m = 1; 2; . . .;
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144 gL. IV. zADA^A kO[I14) utt = uxx + �(t)pt + �(x) cosx � �(t);15) utt = uxx + �(t)pt x+ �(�x) � �0(t) + �(�x)x � �(t);16) utt = uxx + �(x) e�px � �0(t) + x2 � �(t);17) utt = uxx + �(t) sin (x + t) + sinx � �(t);18) utt = uxx + �(1� jxj) � �(t):12.50. dOKAZATX:1) ESLI u0 2 C2(R1) I u1 2 C1(R1); TO POTENCIALY V (0)1 I V (1)1PRINADLEVAT KLASSU C2(t � 0); UDOWLETWORQ@T PRI t > 0 URAWNENI@2au = 0 I NA^ALXNYM USLOWIQM:V (0)1 jt=+0 = 0; �V (0)1 �tjt=+0 = u1(x);V (1)1 jt=+0 = u0(x); �V (1)1 �tjt=+0 = 0(u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMUL (11) I (12).);2) ESLI f 2 C1(t � 0); TO POTENCIAL V1 2 C2(R2) UDOWLETWORQETPRI t > 0 URAWNENI@ 2au = f(x; t) I NA^ALXNYM USLOWIQMV1jt=+0 = 0; (V1)tjt=+0 = 0(u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMULY (13).).12.51. pUSTX W ZADA^E kO[I (OBOB]ENNOJ)utt = a2uxx + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t)FUNKCII u0 2 C2 I u1 2 C1 DLQ WSEH x; KROME x = x0; GDE u0; u1 (ILIIH PROIZWODNYE) IME@T RAZRYW PERWOGO RODA. pOKAZATX, ^TO RE[E-NIE \TOJ ZADA^I QWLQETSQ KLASSI^ESKIM WS@DU W POLUPLOSKOSTI t > 0;KROME TO^EK, LEVA]IH NA HARAKTERISTIKAH, PROHODQ]IH ^EREZ TO^KUx = x0; t = 0 (RASPAD RAZRYWA), DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:1) u0 = �(x)!(x); GDE ! = C2(R1); !(0) 6= 0 I u1 = 0;2) u0 = 0; u1 = �(x� x0)!(x); GDE ! 2 C1(R1); !(x0) 6= 0;3) u0 = �(x� 1); u1 = �(x � 2):12.52. dLQ ZADA^I kO[I (9) UBEDITXSQ W TOM, ^TO:1) OT ISTO^NIKA WOZMU]ENIQF = u0(x) � �0(t) = �(x0 � jxj) f(x) � �0(t); x0 > 0;f 2 C2(R1); WOZNIKA@T DWE WOLNY, KOTORYE IME@T W KAVDYJ MOMENTWREMENI t > 0 PEREDNIJ FRONT W TO^KAH x = �(at+x0) SOOTWETSTWENNOI W KAVDYJ MOMENT WREMENI t > x0a ZADNIJ FRONT W TO^KAH x == �(at� x0) (PRINCIP g@JGENSA);

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1452) OT ISTO^NIKAF = u1(x) � �(t) = �(x0 � jxj) f(x) � �(t); x0 > 0;f 2 C1(R1); WOZNIKA@T DWE WOLNY, KOTORYE IME@T W KAVDYJ MOMENTWREMENI t > 0 PEREDNIJ FRONT W TO^KAH x = �(at + x0) I NE IME@TZADNEGO FRONTA (RAZMYW ZADNEGO FRONTA WOLNY ILI DIFFUZIQ WOLN).u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (11) I (12).12.53. rE[ITX SLEDU@]IE OBOB]ENNYE ZADA^I I DOKAZATX, ^TOPOLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIQMI I KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (3), (4):1) utt = a2uxx + �(t)(x + t) + e�x � �0(t);2) utt = a2uxx + �(t) t ln t+ 3x � �0(t);3) utt = a2uxx + �(t)(x2 + t2) + xm � �0(t); m = 1; 2. . .;4) utt = uxx + �(t)x2 + cosx � �0(t) + cosx � �(t);5) utt = a2uxx + x2 ln jxj � �(t);6) utt = uxx + �(t) cos (x+ t) + 2x � �(t);7) utt = uxx + �(t) sin t+ 11 + x2 � �(t);8) utt = a2uxx + �(t) et + 11 + x2 � �0(t);9) utt = uxx + (�x2 + �) � �0(t) + x4=3 � �(t);10) utt = uxx + ln(1 + ex) � �0(t) + e�x2 � �(t);11) utt = uxx + �(t) tmx+ sinx � �0(t) + xm�(t); m = 1; 2; . . .;12) utt = uxx + �(t)arctg t+ ln(1 + x2) � �0(t);13) utt = 4uxx + �(t) cosx+p1 + x2 � �0(t);14) utt = uxx + �(t)x sin t+ x2e�jxj � �0(t);15) utt = 4uxx + e�x2 � �0(t) + e�x sinx � �(t);16) utt = uxx + sin2 x � �0(t) + xe�jxj � �(t);17) utt = uxx + �(t) x1 + t2 + 12� cos x � �0(t);18) utt = uxx + �(t)(xet + tex) + 1p1 + x2 � �(t):12.54. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (x 2 R2):1) utt = a2�u+ �(t) � �(x) + �(x) � �0(t) + �(x) � �(t);2) utt = a2�u+ �(t) t2 � �(x) + jxjm�(x) � �0(t) + �(x� x2) � �(t); m == 1; 2; . . .;3) utt = a2�u+!(t) � �(x) + ejxj�(x) � �(t), GDE ! 2 C (t � 0) I ! = 0PRI t < 0;4) utt = a2�u+ �(t)(�t + �) � �(x) + �(x� x0) � �(t):10 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



144 gL. IV. zADA^A kO[I14) utt = uxx + �(t)pt + �(x) cosx � �(t);15) utt = uxx + �(t)pt x+ �(�x) � �0(t) + �(�x)x � �(t);16) utt = uxx + �(x) e�px � �0(t) + x2 � �(t);17) utt = uxx + �(t) sin (x + t) + sinx � �(t);18) utt = uxx + �(1� jxj) � �(t):12.50. dOKAZATX:1) ESLI u0 2 C2(R1) I u1 2 C1(R1); TO POTENCIALY V (0)1 I V (1)1PRINADLEVAT KLASSU C2(t � 0); UDOWLETWORQ@T PRI t > 0 URAWNENI@2au = 0 I NA^ALXNYM USLOWIQM:V (0)1 jt=+0 = 0; �V (0)1 �tjt=+0 = u1(x);V (1)1 jt=+0 = u0(x); �V (1)1 �tjt=+0 = 0(u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMUL (11) I (12).);2) ESLI f 2 C1(t � 0); TO POTENCIAL V1 2 C2(R2) UDOWLETWORQETPRI t > 0 URAWNENI@ 2au = f(x; t) I NA^ALXNYM USLOWIQMV1jt=+0 = 0; (V1)tjt=+0 = 0(u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMULY (13).).12.51. pUSTX W ZADA^E kO[I (OBOB]ENNOJ)utt = a2uxx + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t)FUNKCII u0 2 C2 I u1 2 C1 DLQ WSEH x; KROME x = x0; GDE u0; u1 (ILIIH PROIZWODNYE) IME@T RAZRYW PERWOGO RODA. pOKAZATX, ^TO RE[E-NIE \TOJ ZADA^I QWLQETSQ KLASSI^ESKIM WS@DU W POLUPLOSKOSTI t > 0;KROME TO^EK, LEVA]IH NA HARAKTERISTIKAH, PROHODQ]IH ^EREZ TO^KUx = x0; t = 0 (RASPAD RAZRYWA), DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:1) u0 = �(x)!(x); GDE ! = C2(R1); !(0) 6= 0 I u1 = 0;2) u0 = 0; u1 = �(x� x0)!(x); GDE ! 2 C1(R1); !(x0) 6= 0;3) u0 = �(x� 1); u1 = �(x � 2):12.52. dLQ ZADA^I kO[I (9) UBEDITXSQ W TOM, ^TO:1) OT ISTO^NIKA WOZMU]ENIQF = u0(x) � �0(t) = �(x0 � jxj) f(x) � �0(t); x0 > 0;f 2 C2(R1); WOZNIKA@T DWE WOLNY, KOTORYE IME@T W KAVDYJ MOMENTWREMENI t > 0 PEREDNIJ FRONT W TO^KAH x = �(at+x0) SOOTWETSTWENNOI W KAVDYJ MOMENT WREMENI t > x0a ZADNIJ FRONT W TO^KAH x == �(at� x0) (PRINCIP g@JGENSA);

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1452) OT ISTO^NIKAF = u1(x) � �(t) = �(x0 � jxj) f(x) � �(t); x0 > 0;f 2 C1(R1); WOZNIKA@T DWE WOLNY, KOTORYE IME@T W KAVDYJ MOMENTWREMENI t > 0 PEREDNIJ FRONT W TO^KAH x = �(at + x0) I NE IME@TZADNEGO FRONTA (RAZMYW ZADNEGO FRONTA WOLNY ILI DIFFUZIQ WOLN).u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (11) I (12).12.53. rE[ITX SLEDU@]IE OBOB]ENNYE ZADA^I I DOKAZATX, ^TOPOLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIQMI I KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (3), (4):1) utt = a2uxx + �(t)(x + t) + e�x � �0(t);2) utt = a2uxx + �(t) t ln t+ 3x � �0(t);3) utt = a2uxx + �(t)(x2 + t2) + xm � �0(t); m = 1; 2. . .;4) utt = uxx + �(t)x2 + cosx � �0(t) + cosx � �(t);5) utt = a2uxx + x2 ln jxj � �(t);6) utt = uxx + �(t) cos (x+ t) + 2x � �(t);7) utt = uxx + �(t) sin t+ 11 + x2 � �(t);8) utt = a2uxx + �(t) et + 11 + x2 � �0(t);9) utt = uxx + (�x2 + �) � �0(t) + x4=3 � �(t);10) utt = uxx + ln(1 + ex) � �0(t) + e�x2 � �(t);11) utt = uxx + �(t) tmx+ sinx � �0(t) + xm�(t); m = 1; 2; . . .;12) utt = uxx + �(t)arctg t+ ln(1 + x2) � �0(t);13) utt = 4uxx + �(t) cosx+p1 + x2 � �0(t);14) utt = uxx + �(t)x sin t+ x2e�jxj � �0(t);15) utt = 4uxx + e�x2 � �0(t) + e�x sinx � �(t);16) utt = uxx + sin2 x � �0(t) + xe�jxj � �(t);17) utt = uxx + �(t) x1 + t2 + 12� cos x � �0(t);18) utt = uxx + �(t)(xet + tex) + 1p1 + x2 � �(t):12.54. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (x 2 R2):1) utt = a2�u+ �(t) � �(x) + �(x) � �0(t) + �(x) � �(t);2) utt = a2�u+ �(t) t2 � �(x) + jxjm�(x) � �0(t) + �(x� x2) � �(t); m == 1; 2; . . .;3) utt = a2�u+!(t) � �(x) + ejxj�(x) � �(t), GDE ! 2 C (t � 0) I ! = 0PRI t < 0;4) utt = a2�u+ �(t)(�t + �) � �(x) + �(x� x0) � �(t):10 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



146 gL. IV. zADA^A kO[I12.55. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (x 2 R3):1) utt = a2�u+ �(t) � �(x) + �(x) � �0(t) + �(x) � �(t);2) utt = a2�u+ �(t� t0) � �(x � x0) + �(x� x0) � �(t); t0 � 0;3) utt = a2�u+!(t) ��(x)+ jxj2 @2�(x)@x2k ��0(t)+ @�(x)@xk ��(t); k = 1; 2; 3;GDE ! 2 C (t � 0) I ! = 0 PRI t < 0;4) utt = a2�u+ �(t) sin t � �(x) + e�jxj2 @�(x)@xk � �0(t):12.56. dOKAZATX, ^TO ESLI u1(x) | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNK-CIQ W Rn; n = 2; 3; TO V (0)n | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ W Rn+1I WYRAVAETSQ FORMULAMIV (0)2 (x; t) = �(t)2�a Zjx��j<at u1(�) d�pa2t2 � jx� �j2 ; (141)V (0)3 (x; t) = �(t)4�a2t Zjx��j=atu1(�) ds: (142)z A M E ^ A N I E. tAK KAK V (1)n = @@t (En(x; t) � u0(x)); TO, ZAMENQQW (141) I (142) u1 NA u0 I DIFFERENCIRUQ PO t, POLU^IMV (1)2 (x; t) = @@t �(t)2�a Zjx��j<at u0(�)d�pa2t2 � jx� �j2!; (143)V (1)3 (x; t) = @@t �(t)4�a2t Zjx��j=atu0(�) ds!: (144)12.57. dOKAZATX, ^TO ESLI f(x;t) | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNK-CIQ W Rn+1; n = 2; 3; RAWNAQ NUL@ PRI t < 0; TO V2 | NEPRERYWNAQFUNKCIQ I V3 | LOKALXNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ W Rn+1 I ONI WY-RAVA@TSQ FORMULAMI:V2(x; t) = 12�a tZ0 Zjx��j<a(t��) f(�; �)d� d�pa2(t� �)2 � jx� �j2 ; (151)V3(x; t) = 14�a2 Zjx��j<atf(�; t� jx� �j=a)jx� �j d�: (152)12.58. dOKAZATX:1) ESLI u0 2 C3(Rn); u1 2 C2(Rn) PRI n = 2; 3; TO V (0)n I V (1)n ;n = 2; 3; PRINADLEVAT KLASSU C2(t � 0); UDOWLETWORQ@T PRI t > 0URAWNENI@ 2au = 0 I NA^ALXNYM USLOWIQM

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 147V (0)n jt=+0 = 0; @V (0)n@t ����t=+0 = u1(x);V (1)n jt=+0 = u0(x); @V (1)n@t ����t=+0 = 0;2) ESLI f 2 C2 (t � 0); TO Vn 2 C2 (t � 0); n = 2; 3; UDOWLETWORQETPRI t > 0 URAWNENI@ 2au = f(x; t) I NA^ALXNYM USLOWIQMV jt=+0 = 0; @Vn@t ���t=+0 = 0:u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMUL (14) I (15), ESLI W NIH SDELATX ZAMENU PEREMENNYH ��x = at�I � � x = a(t� �) � SOOTWETSTWENNO.12.59. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNE-NIQ (x 2 R2) I PROWERITX, ^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[E-NIQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[I (3), (4):1) f = �(t); u0 = C; u1 = C; C = const;2) f = �(t)jxj2; u0 = jxj2; u1 = jxj2;3) f = �(t) t2; u0 = 0; u1 = 1+ jxj2;4) f = �(t) e�tjxj2; u0 = 1+ jxj2; u1 = 0:12.60. rE[ITX ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ (x 2 R3) SOSLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = �(t)jxj2; u0 = 0; u1 = jxj2;2) f = �(t) t2jxj2; u0 = 1; u1 = 1;3) f = !(t); GDE ! 2 C2 (t � 0) I ! = 0 PRI t < 0; u0 = 0;u1 = �jxj2 + �;4) f = �(t) ln jxj; u0 = 0; u1 = 0; a = 1;5) f = �(t); u0 = 11+ jxj2 ; u1 = 0;6) f = 0; u0 = sin jxj2; u1 = sh jxj2; a = 1;7) f = �(t) t; u0 = jxj2; u1 = 11+ jxj2 ;8) f = �(t) e�ikt!(x); GDE ! 2 C2, u0 =p1+ jxj2; u1 = 0; a = 1;9) f = �(t) e�jxj2 ; u0 = 0; u1 = cos jxj2; a = 1;10) f = 0; u0 = ln(1+ jxj2); u1 = e�jxj2 ; a = 1;11) f = 0; u0 = e�jxj2 ; u1 = ln jxj; a = 1;12) f = �(t) sin t; u0 = cos jxj2; u1 = 0;13) f = 0; u0 = C�(R�jxj); u1 = 0;14) f = �(at�jxj); u0 = 0; u1 = 0:10�
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148 gL. IV. zADA^A kO[IzADA^I kO[I DLQ URAWNENIJ 12.61{12.63 FORMULIRU@TSQ TAK VE,KAK DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ.12.61. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBO-LI^ESKOGO TIPA2au = bux + ba ut + F (x; t); a > 0; b > 0;GDE F (x; t) = f(x; t) + u0(x) � �0(t) + hu1(x) � ba u0(x)i � �(t);SO SLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = �(t) � �(x); u0 = �(x); u1 = �(x);2) f = �(t)x; u0 = 0; u1 = �(x); a = b = 1;3) f = �(t) t; u0 = 1; u1 = x; a = b = 1;4) f = �(t) et; u0 = ex; u1 = ex; b = 1;5) f = �(t) ex; u0 = �x+ �; u1 = 0:12.62. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ URAWNENIQ kLEJNA{gORDONA{fOKA2au+m2u = f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t)SO SLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = 0; u0 = �(x); u1 = �(x); a = m = 1;2) f = !(t) � �(x); GDE ! 2 C (t � 0) I ! = 0 PRI t < 0; u0 = 0;u1 = x; a = m = 1;3) f = �(t); u0 = 1; u1 = 1; a = m = 1;4) f = 0; u0 = �(x); u1 = �(x); a = m = 1:12.63. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I DLQ TELEGRAFNOGO URAW-NENIQ 2au+ 2mut = f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t)SO SLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = 0; u0 = �(x); u1 = �(x); a = m = 1;2) f = !(t) � �(x); GDE ! 2 C (t � 0) I ! = 0 PRI t < 0; u0 = 0;u1 = 0; a = m = 1;3) f = 0; u0 = 1; u1 = �(x); a = m = 1:oTWETY K x 1212.7. 45 �y5=4 � jxj5=2�; jxj < 1; 0 < y < 1:12.8. sin y � 1 + ex�y; �1 < x; y <1:12.9. x� y � 12 + 12 e2y; �1 < x; y <1:12.10. 12 �1� x� 3y + (x+ y � 1) e2x�; �1 < x; y <1:12.11. xy + 32 sin 2y3 cos�x+ y3�; �1 < x; y <1:

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 14912.12. (y � 3x) e�(x2+y2)=2; x < 1; y < 3:12.13. 1) x+ 14 y2; x > 0; jyj < 2px;2) x3y + sinx� 12 x4 � 12 x4y2; x > 0; y > 0:12.14. x2y ; x > 0; y > 0:12.15. 2x+ y � x2; �1 < x; y <1:12.16. 1) y3x + 2x2y3 ; x > 0; y < 0; 2) x4 + y2; x > 0:12.17. 34 4px7y � 3py � 1y�; x > 0; y > 0:12.18. x2 + 2y2 + 1; x > 0; �12 < y < x2:12.19. x2 + xy + y2; x > jyj:12.20. 12 + (4� 3y) e1�x�y � �2x+ 32� e2(1�x�y); R = ex��+2(y��):12.21. xy � y; R = �yx� :12.22. x� y + xy; R = x+ y� + � :12.23. 12xy �(x+ y � 1)u0(x+ y � 1) + (x� y + 1)u0(x� y + 1)�++ 12xy x+y�1Zx�y+1 [u0(�) + u1(�)] � d�:12.24. (y � x)(x2 + 1) + x5 cosx:12.30. N�1Pk=0 �(at)2k(2k)! �ku0(x) + a2kt2k+1(2k+1)! �ku1(x) + a2kt2k+2(2k+2)! �kf(x)�:12.31. 12 �f(x1 + at) + f(x1 � at) + g(x2 + at) + g(x2 � at)�++ 12a x1+atZx1�at F (�) d� + 12a x2+atZx2�at G(�) d�:12.32. 12 g(x2; x3)�f(x1 + at) + f(x1 � at)�:12.33. 12jxj �(jxj+ at)�(jxj + at) + (jxj � at)�(jjxj � atj)�+ 12ajxj �� jxj+atZjjxj�atj r�(r) dr PRI jxj 6= 0 I u(0; t) = �(at) + at�0(at):12.34. 12jxj ��(1� jxj � t)(jxj+ t)�+1(1� jxj � t)� + �(1� jjxj � tj)�� sign (jxj � t)jjxj � tj�+1(1� jjxj � tj)��PRI jxj 6= 0 I u(0; t) = �(1 � t) t�(1 � t)��1�(� + 1)(1 � t) � �t�:
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x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 14912.12. (y � 3x) e�(x2+y2)=2; x < 1; y < 3:12.13. 1) x+ 14 y2; x > 0; jyj < 2px;2) x3y + sinx� 12 x4 � 12 x4y2; x > 0; y > 0:12.14. x2y ; x > 0; y > 0:12.15. 2x+ y � x2; �1 < x; y <1:12.16. 1) y3x + 2x2y3 ; x > 0; y < 0; 2) x4 + y2; x > 0:12.17. 34 4px7y � 3py � 1y�; x > 0; y > 0:12.18. x2 + 2y2 + 1; x > 0; �12 < y < x2:12.19. x2 + xy + y2; x > jyj:12.20. 12 + (4� 3y) e1�x�y � �2x+ 32� e2(1�x�y); R = ex��+2(y��):12.21. xy � y; R = �yx� :12.22. x� y + xy; R = x+ y� + � :12.23. 12xy �(x+ y � 1)u0(x+ y � 1) + (x� y + 1)u0(x� y + 1)�++ 12xy x+y�1Zx�y+1 [u0(�) + u1(�)] � d�:12.24. (y � x)(x2 + 1) + x5 cosx:12.30. N�1Pk=0 �(at)2k(2k)! �ku0(x) + a2kt2k+1(2k+1)! �ku1(x) + a2kt2k+2(2k+2)! �kf(x)�:12.31. 12 �f(x1 + at) + f(x1 � at) + g(x2 + at) + g(x2 � at)�++ 12a x1+atZx1�at F (�) d� + 12a x2+atZx2�at G(�) d�:12.32. 12 g(x2; x3)�f(x1 + at) + f(x1 � at)�:12.33. 12jxj �(jxj+ at)�(jxj + at) + (jxj � at)�(jjxj � atj)�+ 12ajxj �� jxj+atZjjxj�atj r�(r) dr PRI jxj 6= 0 I u(0; t) = �(at) + at�0(at):12.34. 12jxj ��(1� jxj � t)(jxj+ t)�+1(1� jxj � t)� + �(1� jjxj � tj)�� sign (jxj � t)jjxj � tj�+1(1� jjxj � tj)��PRI jxj 6= 0 I u(0; t) = �(1 � t) t�(1 � t)��1�(� + 1)(1 � t) � �t�:



150 gL. IV. zADA^A kO[I12.35. 12 �(1� jx+ tj)�(x+ t)2 � 1�3 + 12 �(1� jx� tj)�(x� t)2 � 1�3:12.36. 1) (x+ 2t)2; 2) x2 + xt+ 4t2 + 16 xt3;3) sinx; 4) xt+ sin (x+ t)� (1� ch t) ex;5) 1 + t+ 19 (1� cos 3t) sinx; 6) 1a2!2 (1� cosa!t) sin!x;7) t! � 1!2 sin!t:12.37. 1) x+ ty + t2; 2) xyt(1+ t2)+x2�y2;3) 12 t2(x3�3xy2)+ex cos y+ tey sinx; 4) x2 + t2 + t sin y;5) 2x2 � y2 + (2x2 + y2) t+ 2t2 + 2t3;6) x2 + ty2 + 12 t2(6 + x3 + y3) + t3 + 34 t4(x+ y);7) e3x+4y h2625 ch 5t� 125 + 15 sh 5ti;8) cos(bx+cy) cos�atpb2+c2 �+ 1apb2+c2 sin(bx+cy) sin�atpb2+c2 �;9) (x2 + y2)2(1 + t) + 8a2t2(x2 + y2)�1 + 13 t�+ 83 a4t4 �1 + 15 t�;10) (x2 + y2 + 4a2)(et � 1� t)� 2a2t2 �1 + 13 t�:12.38. 1) x2 + y2 � 2z2 + t+ t2xyz;2) y2 + tz2 + 8t2 + 83 t3 + 112 t4x2 + 245 t6;3) x2y2z2 + txy + 3t2(x2 + y2 + z2 + x2y2 + x2z2 + y2z2)++3t4 �32 + x2 + y2 + z2� + 95 t6;4) ex+y cos �zp2�+ te3y+4z sin 5x+ t3exp2 sin y cos z;5) (1+ t)(x2+ y2+ z2)2+10a2t2 �1 + 13 t�(x2+ y2+ z2)+a4t4(5+ t);6) (x2 + y2 + z2 + 6a2)(et � 1� t)� a2t2(3 + t);7) 1a2 (1� cosat) ez cosx sin y++ ey+z �1a sh at sinx+ atp2 sh �atp2�+ x2ch �atp2��;8) xy cos z cosat+ 1a yzexshat++ x1 + 25a2 cos (3y + 4z)�et � cos 5at� 15a sin 5at�;9) �cosat+ 1a sin at� cospx2 + y2 + z2++ 1px2 + y2 + z2 sinpx2 + y2 + z2 �t cosat� at sin at� 1a sinat�:
x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 15112.40. C1= a��A+ Ba��; C2= a�"A(a+1)�=2Z0 sin�+1'd'+Ba �=2Z0 sin�'d'#;C3 = a� hA(a+ 1) + Ba i:12.41. r E [ E N I E. sWERTKA En � F SU]ESTWUET W SILU 8.34 IOPREDELQETSQ FORMULOJ \TOJ ZADA^I, GDE g = En I f = F; TAK KAKF (x; t) = 0 PRI t < 0 I suppEn(x; t) � �+ W SILU 11.15{11.17.12.42. r E [ E N I E. dLQ w = u � u�; GDE u�(x; t) 2 D 0(Rn+1);u� = 0 PRI t < 0; | DRUGOE RE[ENIE ZADA^I (9), IMEEM w 2 D 0(Rn+1);w=0 PRI t < 0 I wtt= a2�w: sWERTKA En �w SU]ESTWUET W SILU 12.41.tOGDA w = � � w = ((En)tt � a2�En) � w = En � (wtt � a2�w) = 0:sLEDOWATELXNO, u� = u:12.43. r E [ E N I E. 1) En(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1) W SILU 11.26.pRI KAVDOM t > 0 NOSITELX suppEn SODERVITSQ W [ARE jxj � at I,SLEDOWATELXNO, RAWNOMERNO OGRANI^EN W Rn PRI t �! t0 � 0: pO\TOMUW SILU NEPRERYWNOSTI SWERTKI W D 0 IMEEM�@kEn(x; t)@tk � u1(x); '(x)� 2 C[0;1); k = 0; 1; . . . (�)dLQ WSEH '2D (Rn) (OPREDELENIE OBOB]ENNOJ FUNKCII (u(x;t);'(x)) 22 D 0(Rn) SM. W KONCE x 11). dALEE, W SILU REZULXTATOW ZADA^I 8.35@k@tk (V (0)n (x; t); '(x)) = � @k@tk (En(x; t) � u1(x) � �(t)); '� == �@kEn(x; t)@tk � u1(x); '� 2 C[0;1)W SILU (�): sLEDOWATELXNO, (V (0)n (x;t);'(x)) 2C1[0;1); T. E. V (0)n 2C1PO t 2 [0;1): aNALOGI^NO DLQ V (1)n ;2) W SILU 11.26 PRI t �! +0V (0)n (x; t) = En(x; t) � u1(x) �! 0 � u1 = 0 W D 0(Rn);@V (0)n (x; t)@t = @@t [En(x; t) � u1(x)] == @En(x; t)@t � u1(x) �! � � u1 = u1(x) W D 0(Rn):12.44. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (10) IZ x 12, ZA-DA^EJ 11.15, FORMULAMI (3), (31) IZ x 8 I ZADA^AMI 8.31 I 8.8.1) u= E1(x;t) = 12a �(at�jxj); 2) 12a �(a(t � t0)� jx� x0j);3) @E1@x = 12a �(t) �(at+ x)� 12a �(t) �(at � x);



150 gL. IV. zADA^A kO[I12.35. 12 �(1� jx+ tj)�(x+ t)2 � 1�3 + 12 �(1� jx� tj)�(x� t)2 � 1�3:12.36. 1) (x+ 2t)2; 2) x2 + xt+ 4t2 + 16 xt3;3) sinx; 4) xt+ sin (x+ t)� (1� ch t) ex;5) 1 + t+ 19 (1� cos 3t) sinx; 6) 1a2!2 (1� cosa!t) sin!x;7) t! � 1!2 sin!t:12.37. 1) x+ ty + t2; 2) xyt(1+ t2)+x2�y2;3) 12 t2(x3�3xy2)+ex cos y+ tey sinx; 4) x2 + t2 + t sin y;5) 2x2 � y2 + (2x2 + y2) t+ 2t2 + 2t3;6) x2 + ty2 + 12 t2(6 + x3 + y3) + t3 + 34 t4(x+ y);7) e3x+4y h2625 ch 5t� 125 + 15 sh 5ti;8) cos(bx+cy) cos�atpb2+c2 �+ 1apb2+c2 sin(bx+cy) sin�atpb2+c2 �;9) (x2 + y2)2(1 + t) + 8a2t2(x2 + y2)�1 + 13 t�+ 83 a4t4 �1 + 15 t�;10) (x2 + y2 + 4a2)(et � 1� t)� 2a2t2 �1 + 13 t�:12.38. 1) x2 + y2 � 2z2 + t+ t2xyz;2) y2 + tz2 + 8t2 + 83 t3 + 112 t4x2 + 245 t6;3) x2y2z2 + txy + 3t2(x2 + y2 + z2 + x2y2 + x2z2 + y2z2)++3t4 �32 + x2 + y2 + z2� + 95 t6;4) ex+y cos �zp2�+ te3y+4z sin 5x+ t3exp2 sin y cos z;5) (1+ t)(x2+ y2+ z2)2+10a2t2 �1 + 13 t�(x2+ y2+ z2)+a4t4(5+ t);6) (x2 + y2 + z2 + 6a2)(et � 1� t)� a2t2(3 + t);7) 1a2 (1� cosat) ez cosx sin y++ ey+z �1a sh at sinx+ atp2 sh �atp2�+ x2ch �atp2��;8) xy cos z cosat+ 1a yzexshat++ x1 + 25a2 cos (3y + 4z)�et � cos 5at� 15a sin 5at�;9) �cosat+ 1a sin at� cospx2 + y2 + z2++ 1px2 + y2 + z2 sinpx2 + y2 + z2 �t cosat� at sin at� 1a sinat�:
x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 15112.40. C1= a��A+ Ba��; C2= a�"A(a+1)�=2Z0 sin�+1'd'+Ba �=2Z0 sin�'d'#;C3 = a� hA(a+ 1) + Ba i:12.41. r E [ E N I E. sWERTKA En � F SU]ESTWUET W SILU 8.34 IOPREDELQETSQ FORMULOJ \TOJ ZADA^I, GDE g = En I f = F; TAK KAKF (x; t) = 0 PRI t < 0 I suppEn(x; t) � �+ W SILU 11.15{11.17.12.42. r E [ E N I E. dLQ w = u � u�; GDE u�(x; t) 2 D 0(Rn+1);u� = 0 PRI t < 0; | DRUGOE RE[ENIE ZADA^I (9), IMEEM w 2 D 0(Rn+1);w=0 PRI t < 0 I wtt= a2�w: sWERTKA En �w SU]ESTWUET W SILU 12.41.tOGDA w = � � w = ((En)tt � a2�En) � w = En � (wtt � a2�w) = 0:sLEDOWATELXNO, u� = u:12.43. r E [ E N I E. 1) En(x; t) 2 C1 PO t 2 [0;1) W SILU 11.26.pRI KAVDOM t > 0 NOSITELX suppEn SODERVITSQ W [ARE jxj � at I,SLEDOWATELXNO, RAWNOMERNO OGRANI^EN W Rn PRI t �! t0 � 0: pO\TOMUW SILU NEPRERYWNOSTI SWERTKI W D 0 IMEEM�@kEn(x; t)@tk � u1(x); '(x)� 2 C[0;1); k = 0; 1; . . . (�)dLQ WSEH '2D (Rn) (OPREDELENIE OBOB]ENNOJ FUNKCII (u(x;t);'(x)) 22 D 0(Rn) SM. W KONCE x 11). dALEE, W SILU REZULXTATOW ZADA^I 8.35@k@tk (V (0)n (x; t); '(x)) = � @k@tk (En(x; t) � u1(x) � �(t)); '� == �@kEn(x; t)@tk � u1(x); '� 2 C[0;1)W SILU (�): sLEDOWATELXNO, (V (0)n (x;t);'(x)) 2C1[0;1); T. E. V (0)n 2C1PO t 2 [0;1): aNALOGI^NO DLQ V (1)n ;2) W SILU 11.26 PRI t �! +0V (0)n (x; t) = En(x; t) � u1(x) �! 0 � u1 = 0 W D 0(Rn);@V (0)n (x; t)@t = @@t [En(x; t) � u1(x)] == @En(x; t)@t � u1(x) �! � � u1 = u1(x) W D 0(Rn):12.44. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (10) IZ x 12, ZA-DA^EJ 11.15, FORMULAMI (3), (31) IZ x 8 I ZADA^AMI 8.31 I 8.8.1) u= E1(x;t) = 12a �(at�jxj); 2) 12a �(a(t � t0)� jx� x0j);3) @E1@x = 12a �(t) �(at+ x)� 12a �(t) �(at � x);



152 gL. IV. zADA^A kO[I4) @E1@t = 12 �(at� jxj); 5) 12 �(a(t� t0)� jxj);6) 12a �(t) �(at+ x� x0)� 12a �(t) �(at� x� x0);7) @2E1@t2 = 12 @@t �(at� jxj); 8) @2E1@x2 = �(t)2a [�0(at+x)��0(at�x)];9) 0; 10) 12a �(at� jxj):12.45. sM. UKAZANIQ K ZADA^E 12.44.1) r E [ E N I E. uRAWNENIE (9) DLQ ISKOMOJ u(x; t) IMEET WIDutt = a2uxx + f(x; t) + u0(x) � �0(t) + u1(x) � �(t) == a2uxx + !(t) � �(x) + �(x) � �0(t) + �(x) � �(t): (�)w SILU FORMULY (10)u = V1 + V (1)1 + V (0)1 = E1 � [!(t) � �(x)] ++E1 � [�(x) � �0(t)] + E1 � [�(x) � �(t)]: (��)w SILU ZADA^I 8.36, 1)V1 = 12a �(at� jxj) t�jxj=aZ0 !(�) d�:w SILU ZADA^I 12.44, 1) I 4)V (0)1 (x; t) = 12a �(at� jxj) I V (1)1 (x; t) = 12 �(at� jxj):pODSTAWIW V1; V (1)1 I V (0)1 W (��), POLU^IM RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^IkO[I (�): iZ 12.2 SLEDUET EDINSTWENNOSTX ZADA^I (�): iZ ZADA^I 12.43SLEDU@T PREDELXNYE SOOTNO[ENIQ u(x; t) �! �(t); ut(x; t) �! �(t);t �! 0 W D 0(Rn);2) 12a2 �(at� jxj)(at � jxj) + 12 �(at� jx� x0j);3) 14 �(t� jxj)(t � jxj)2 + 12 �(t� jx� 3j) + 12 �(t� jx� 2j);4) 12a �(at� jx� x0j)h1� cos�t� jx� x0ja �i� 12a �(at� jxj) (u K A-Z A N I E. x�0(x) = ��(x):);5) 12a �(at�jxj)h2+ sin�t� jxja �i (u K A Z A N I E. x2�00(x) = 2�(x):);6) 12a� �(at�jxj)�e�(t�jxj=a)�1�+ 12 �(at�jx+1j)+ 12 �(at�jx�1j);7) �(t� jx� 2j)p1� jx� 2j+ 12 �(t� jx+Rj) + 12 �(t� jx�Rj);8) 16 �(t � jxj)(t � jxj)3 + C�(t) + 12 �(t � jx + Rj) � 12 �(t � jx � Rj)(u K A Z A N I E. sM. ZADA^U 7.14, 1).);

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1539) 12a �(at� jxj)�t� jxja � ln he�1�t� jxja �i+ 12 �(at� jxj);10) 12 �(t�1�jxj)�arctg(t�jxj)� �4�+ 12 �(t�jx+Rj)� 12 �(t�jx�Rj);11) 12 � (t) � (t + x+ 2)� 12 � (t) � (t � x� 2)� 12 � (t) � (t + x� 2)++ 12 �(t) �(t � x+ 2) (u K A Z A N I E. sM. ZADA^I 7.14, 1) I 8.8, 2).);12) 12a �(at� jx� 1j) ln�1 + t� jx� 1ja �+ 12a �(at� jx� �j);13) �(at� jxj) a2t2 � x24a2 ;14) �14 �(t�jxj)[�(t�jxj)2 +2�(t�jxj)]� �(t) �(t+x)+ �(t) �(t�x)(u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ x�00(x) =�2�0(x) I ZADA^EJ 8.8, 2).).12.49. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (10){(13).1) r E [ E N I E. u = V1+V (1)1 +V (0)1 ; V1 = 0: w SILU FORMULY (11)V (0)1 = �(t)2a x+atZx�at �(�) d� = �(t)2a "x+atZ0 �(�) d� � x�atZ0 �(�) d�# == �(t)2a [�(x + at)(x+ at)� �(x� at)(x� at)];V (1)1 = @@t"�(t)2a x+atZx�at �(�) d�# = �(t)2a (�(x + at) + �(x� at)];2) �(t)�x+ t22 (x� 1) + jx+ atj � jx� atj2a �;3) �(t)�xt36 + 1a �(x + at)px+ at� 1a �(x� at)px� at�;4) �(t)h(t+ 1) ln (t+ 1)� t+ 12 �(t� x)(t� x) + 12 �(�t� x)(t + x)i�u K A Z A N I E. V1 = 12 �(t� jxj) � �(t)t+ 1 � 1(x):�;5) �(t�2)�t2 lnpt+(1� t) ln 4� (1� t)2+ t24�+ �(t)2 (jx+ tj+ jx� tj);6) �(t)2 � 2tm+2(m+ 1)(m+ 2) + �(2� jx+ atj) + �(2� jx� atj)�;7) �(t)2 �tex+t � exsh t+ �(x + t)(1� e�x�t)� �(x � t)(1� et�x)�;8) ��(t� �)(1 + cos t) + �(t)2 [�(x + 3t� 3) + �(x � 3t� 3) + 2t];9) �(t)4 [�(x + t)(x+ t)2 + �(x � t)(x� t)2 � 2�(x)x2];
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x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1539) 12a �(at� jxj)�t� jxja � ln he�1�t� jxja �i+ 12 �(at� jxj);10) 12 �(t�1�jxj)�arctg(t�jxj)� �4�+ 12 �(t�jx+Rj)� 12 �(t�jx�Rj);11) 12 � (t) � (t + x+ 2)� 12 � (t) � (t � x� 2)� 12 � (t) � (t + x� 2)++ 12 �(t) �(t � x+ 2) (u K A Z A N I E. sM. ZADA^I 7.14, 1) I 8.8, 2).);12) 12a �(at� jx� 1j) ln�1 + t� jx� 1ja �+ 12a �(at� jx� �j);13) �(at� jxj) a2t2 � x24a2 ;14) �14 �(t�jxj)[�(t�jxj)2 +2�(t�jxj)]� �(t) �(t+x)+ �(t) �(t�x)(u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ x�00(x) =�2�0(x) I ZADA^EJ 8.8, 2).).12.49. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (10){(13).1) r E [ E N I E. u = V1+V (1)1 +V (0)1 ; V1 = 0: w SILU FORMULY (11)V (0)1 = �(t)2a x+atZx�at �(�) d� = �(t)2a "x+atZ0 �(�) d� � x�atZ0 �(�) d�# == �(t)2a [�(x + at)(x+ at)� �(x� at)(x� at)];V (1)1 = @@t"�(t)2a x+atZx�at �(�) d�# = �(t)2a (�(x + at) + �(x� at)];2) �(t)�x+ t22 (x� 1) + jx+ atj � jx� atj2a �;3) �(t)�xt36 + 1a �(x + at)px+ at� 1a �(x� at)px� at�;4) �(t)h(t+ 1) ln (t+ 1)� t+ 12 �(t� x)(t� x) + 12 �(�t� x)(t + x)i�u K A Z A N I E. V1 = 12 �(t� jxj) � �(t)t+ 1 � 1(x):�;5) �(t�2)�t2 lnpt+(1� t) ln 4� (1� t)2+ t24�+ �(t)2 (jx+ tj+ jx� tj);6) �(t)2 � 2tm+2(m+ 1)(m+ 2) + �(2� jx+ atj) + �(2� jx� atj)�;7) �(t)2 �tex+t � exsh t+ �(x + t)(1� e�x�t)� �(x � t)(1� et�x)�;8) ��(t� �)(1 + cos t) + �(t)2 [�(x + 3t� 3) + �(x � 3t� 3) + 2t];9) �(t)4 [�(x + t)(x+ t)2 + �(x � t)(x� t)2 � 2�(x)x2];



154 gL. IV. zADA^A kO[I10) �(t)6 h�(x + t)(x+ t)3 + �(x � t)(x� t)3 � 2�(x)x3 + 6� e�xsh�ti;� 6= 0;11) �(t� 1)6 (3x+ t+ 2)(t� 1)2++ �(t)4 �sign (x+ t)(x+ t)2 � sign (x� t)(x� t)2�;12) �(t� 2)6 (t+ 4)(t� 2)2++ �(t)2 [�(x� 1 + t) ln (x+ t) + �(x � 1� t) ln (x� t)];13) �(t)2 h�(x+ t)(x+ t)m�1 + x+ tm+ 1�+ �(x� t)(x� t)m�1� x� tm+ 1�i;14) �(t)6 �8t3=2 + 3�(x+ t) sin (x+ t)� 3�(x� t) sin (x � t)�;15) �(t)� 415 xt5=2+ �(�x� t)�12 + (x+ t)24 �+ �(�x+ t)�12 � (�x+ t)24 ��;16) �(t)6 h6x2t+ 2t3 + 3�(x+ t) e�px+t + 3�(x� t) e�px�ti;17) �(t)2 [cosx sin t+ 2 sinx sin t� t cos (x+ t)];18) �(t)2 ��(1 + x+ t)(1 + x+ t)� �(1 + x� t)(1 + x� t)++�(�1 + x� t)(�1 + x� t)� �(�1 + x+ t)(�1 + x+ t)�:12.53. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (10){(13), ZA-DA^EJ 12.50 I RE[ENIEM ZADA^I 12.45, 1).1) �(t)� t36 + xt22 + e�xch�at�;2) � (t)ht3�16 ln t � 536� + 3xch ati �u K A Z A N I E. V1 = 12a �� �(at� jxj) � �(t) t ln t � 1(x):�;3) �(t)12 �(1� a2) t4 + 6t2x2 + 6(x+ at)m + 6(x� at)m�;4) �(t)12 �t4 + 6t2x2 + 12 cosx � (sin t+ cos t)�;5) �(t)18a �3(x+ at)3 ln jx+ atj � 3(x� at)3 ln jx� atj � 6ax2t� 2a3t3�;6) �(t)2 �t sin (x+ t)� sinx sin t+ 2x+1 � 2x�tln 2 �;7) �(t)ht� sin t+ 12 arctg 2t1 + x2 � t2 i;8) �(t)�et � t� 1 + 12[1 + (x+ at)2] + 12[1 + (x� at)2]�;

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1559) �(t)h�(x2 + t2) + � + 314 �(x+ t)7=3 � (x� t)7=3�i;10) �(t)2 " ln (1 + e2x + 2exch t) + x+tZx�t e�z2dz#;11) �(t)� xtm+2(m+ 1)(m+ 2) + sinx cos t+ (x+ t)m+1 � (x� t)m+12(m+ 1) �;12) �(t)2 �(t2� 1) arctg t+ t� t ln (t2+1)+ ln �(t2+x2+1)2� 4t2x2�	;13) �(t)2 �cosx sin2 t+p1 + (x+ 2t)2 +p1 + (x � 2t)2�;14) �(t)2 �2x(t� sin t) + (x + t)2e�jx+tj + (x � t)2e�jx�tj�;15) �(t)�e�x2�4t2ch 4xt++ p28 e�xhe2t cos�x� 2t� �4�� e�2t cos�x+ 2t� �4 �i�;16) �(t)h sin2 x cos2 t+ cos2 x sin2 t++ 12 e�jx�tj(1 + jx� tj)� 12 e�jx+tj(1 + jx+ tj)i;17) �(t)�x �t arctg t� lnp1+ t2 �+ 14� 2 cos (x+ t) + 14� 2 cos (x� t)�;18) �(t)�exsh t+ x(et � 1)� xt� tex + 12 ln x+ t+p1 + (x+ t)2x� t+p1 + (x� t)2 �:12.54. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (10) I ZADA-^EJ 11.15, 2).1) �(at� jxj)2�a2 � ln at+pa2t2 � jxj2jxj + apa2t2 � jxj2�+ @E2(x; t)@t ;2) �(at� jxj)4�a3 ��2at2+ jxj2a � ln at+p(at)2 � jxj2jxj �3tp(at)2 � jxj2�++E2(x� x0; t);3) �(at� jxj)2�a t�jxj=aZ0 !(�)d�pa2(t� �)2 � jxj2 + E2(x; t);4) �(at� jxj)2�a2 �(�t+ �) ln at+p(at)2 � jxj2jxj � �a p(at)2 � jxj2�++E2(x� x0; t):12.55. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (10) I ZADA-^EJ 11.16, 1).
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156 gL. IV. zADA^A kO[I1) �(at� jxj)4�a2jxj + E3(x; t) + @E3(x; t)@t ; GDE E3 = �(t)4�a2t �Sat(x);2) �(a(t� t0)� jx� x0j)4�a2jx� x0j + E3(x� x0; t);3) r E [ E N I E. u = V3 + V (0)3 + V (1)3 : w SILU 8.35, 1)(V3;') = (E3 � !(t);') = � �(t)4�a2t �Sat(x) � !(�); � �a2t2�jxj2�'(x;t+�)�== 1Z�1!(�)( 1Z0 Zjxj=at'(x; t+ �)4�a2t dSx dt)d�:tAK KAK dSx d(at) = dx | \LEMENT OB_EMA W R3; TO(V3; ') = 1Z�1!(�)" ZR3 '(x; � + jxj=a)4�a2jxj dx#d� == 1Z�1 ZR3 !(t� jxj=a)4�a2jxj '(x; t) dx dt:sLEDOWATELXNO,V3 = !(t� jxj=a)4�a2jxj ; V (0)3 = @E3(x; t)@xk ; V (1)3 = 2 @E3(x; t)@t ;TAK KAK jxj2 @2�(x)@x2k = 2�(x);4) �(at�jxj) sin (t�jxj=a)4�a2jxj + @2E3(x; t)@xk @t; TAK KAK e�jxj2 @�(x)@xk = @�(x)@xk :12.59. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.15, FORMULA-MI (10), (141), (143) I (151).1) �(t)� t22 + Ct+ C�;2) �(t)ha2t46 + 23 a2t3 + 2a2t2 + jxj2� t22 + t+ 1�i;3) �(t)h t412 + 23 a2t3 + t(1 + jxj2)i;4) �(t)h23 a2t3 + (4a2 + jxj2)(t� 1 + e�t) + 1 + jxj2i:12.60. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.16 I FORMULA-MI (10), (142), (144) I (152).1) �(t)� jxj2t22 + a2t44 + jxj2t+ a2t3�;2) �(t)�a2t660 + jxj2t412 + t+ 1�;

x 12. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1573) tZ0 !(�)(t� �) d� + �(t)(�a2t3 + �jxj2t+ �t);4) �(t)12 � (jxj+ t)3jxj ln (jxj+ t)+ (jxj � t)3jxj ln (jxj� t)�2jxj2 ln jxj�3t2�;5) �(t)2jxj�jxj t2 + jxj+ at1 + (jxj+ at)2 + jxj � at1 + (jxj � at)2�;6) �(t)2jxjh(jxj + t) sin (jxj+ t)2 + (jxj � t) sin (jxj � t)2++ 12 ch (jxj + t)2 � 12 ch (jxj � t)2i;7) �(t)12 �2t3 + 12jxj2 + 36a2t2 + 3ajxj ln 1 + (jxj+ at)21 + (jxj � at)2�;8) �(t)" e�ikt4� Zjzj<t eikjzj!(x� z)jzj dz + jxj+ t2jxj p1 + (jxj+ t)2 ++ jxj � t2jxj p1 + (jxj � t)2#;9) �(t)4jxj"2e�jxj2 tZ0 e��2sh 2�jxj d�+ sin (jxj+ t)2 � sin (jxj � t)2#;10) �(t)2jxj h(jxj+ t) ln (1 + (jxj + t)2)++ (jxj � t) ln (1 + (jxj � t)2) + e�(jxj2�t2)sh 2tjxji;11) �(t)8jxjn8e�(jxj2+t2)(jxj ch 2tjxj � t sh 2tjxj)++ �(jxj + t)2 ln (jxj+ t)2 � (jxj � t)2 ln (jxj � t)2 � 4tjxj�o;12) �(t)�t� sin t+ jxj+ at2jxj cos (jxj + at)2 + jxj � at2jxj cos (jxj � at)2�;13) �(t) c2jxj �(jxj�at) �(R�jjxj�atj)+(jxj+at) �(R�jxj�at)� (u K A-Z A N I E. rE[ENIE ZAWISIT TOLXKO OT jxj I t; PODSTANOWKOJ u1(r; t) == ru(r; t) SWESTI ZADA^U K ZADA^E kO[I DLQ URAWNENIQ KOLEBANIJSTRUNY I WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (12).);14) �(at� jxj) (a2t2 � jxj2)8a2 :12.61. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (10) I ZADA-^EJ 11.18.1) r E [ E N I E. u1 = V1 + V (0)1 + V (1)1 , GDEV1 = E � f = E � �(t) = �(at�jxj)b hexp�� b(x�at)2a2 �� exp�� b(x�jxj)2a2 �i;V (0)1 = E � hu1(x) � �(t)� ba u0(x) � �(t)i = �1� ba�E;
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158 gL. IV. zADA^A kO[IV (1)1 = E � [u0(x) � �0(t)] = @E@t � [�(x) � �(t)] = @E@t == b2a E+ �(at� jxj)2 expn� b(x�at)2a2 o;GDE E (x; t) OPREDELQETSQ FORMULOJ ZADA^I 11.18;2) �(t)�(et � 1)(x+ t� 3) + 3t� xt+ t22 ++ �(x+ t) et � �(x� t)� �(t� jxj) e(t�x)=2�;3) �(t)�et(�1 + x+ t)� x� t22 + 2�;4) �(t)� aa�1 �et�aet=a+a�1�+ a2+ a2a2+ 1 ex+at+t=a+ a2� a+ 12a2+ 1 ex�at�;a 6= 1;5) �(t)� exb+ 2a2 � a2b+ a2 �e(b+a2)t=a � 1�+ e�at � 1�+ �++�(x� at) + �a2b �ebt=a � 1��:12.62. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.21.1) �(t� jxj)2 �J0�pt2 � x2 �� tpt2 � x2 J1�pt2 � x2 ��+ 12 �(t� jxj);2) �(t� jxj)2 t�jxjZ0 !(�) J0�p(t� �)2 � x2 �d� ++ �(t)2 x+tZx�t �J0�pt2 � (x � �)2 �d�;3) �(t)�2� sin t� cos t+ tZ0 J0�pt2 � �2 �d� � t tZ0 J1(pt2 � �2 )pt2 � �2 d��;4) �(t)2 ��(x+ t) + �(x� t)++ tZ�t �(x � �)�J0�pt2 � �2 �� t J1(pt2 � �2 )pt2 � �2 �d��:12.63. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 11.22.1) 12 e�t�(t� jxj) + e�t�(t� jxj)�I0�pt2 � x2 �+ t2 I1(pt2 � x2 )pt2 � x2 �;2) 12 �(t� jxj) e�t t�jxjZ0 !(�) e�J0�ip(t� �)2 � x2 � d� ;3) �(t)�1 + 12 tZ�t �(x� �) e�tJ0�pt2 � �2 � d��:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 159x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTIk L A S S I ^ E S K O J Z A D A ^ E J k O [ I DLQ URAWNENIQ TEPLO-PROWODNOSTI NAZYWAETSQ ZADA^A O NAHOVDENII FUNKCII u(x; t) KLASSAC2(t > 0) \ C(t � 0); UDOWLETWORQ@]EJ PRI x 2 Rn; t > 0 URAWNENI@ut = a2�u+ f(x; t) (1)I NA^ALXNOMU USLOWI@ ujt=0 = u0(x); (2)GDE f I u0 | ZADANNYE FUNKCII.eSLI FUNKCIQ f 2 C2 (t � 0) I WSE EE PROIZWODNYE DO WTOROGOPORQDKA WKL@^ITELXNO OGRANI^ENY W KAVDOJ POLOSE 0 � t � T; AFUNKCIQ u0 2 C(Rn) I OGRANI^ENA, TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (1), (2)W KLASSE FUNKCIJ u(x; t); OGRANI^ENNYH W KAVDOJ POLOSE 0 � t � T;SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I WYRAVAETSQ FORMULOJ pUASSONAu(x; t) = 1(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d�++ tZ0 ZRn f(�; �)[2ap�(t� �) ]n exp�� jx� �j24a2(t� �)� d� d�:13.1. pUSTX FUNKCIQ u(x; t; t0) PRINADLEVIT KLASSU C2 PRIx 2 Rn; t � t0 � 0: dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x; t; t0) PRI KAVDOMt0 � 0 QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iut = a2�u; ujt=t0 = f(x; t0)TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA FUNKCIQv(x; t; t0) = tZt0 u(x; t; �) d�PRI KAVDOM t0 � 0 QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Ivt = a2�v + f(x; t); vjt=t0 = 0:13.2. pUSTX uk(xk; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = a2�u; ujt=0 = fk(xk); k = 1; 2; . . .; n:dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x; t) = nQk=1 uk(xk ; t) QWLQETSQ RE[ENIEM ZA-DA^I kO[I ut = a2�u; ujt=0 = nYk=1 fk(xk):13.3. pUSTX FUNKCIQ f(x; t) 2 C2 (t � 0) QWLQETSQ GARMONI^ES-KOJ PO x PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM t � 0: dOKAZATX, ^TO FUNKCIQu(x; t) = tZ0 f(x; �) d� QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[I
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160 gL. IV. zADA^A kO[Iut = a2�u+ f(x; t); ujt=0 = 0:13.4. pUSTX u0 2 C1(Rn); A RQD 1Pk=0 �kk! �ku0(x); � > 0; I WSE RQ-DY, POLU^ENNYE IZ NEGO PO^LENNYM DIFFERENCIROWANIEM DO WTOROGOPORQDKA WKL@^ITELXNO, SHODQTSQ RAWNOMERNO W KAVDOJ KONE^NOJ OB-LASTI. dOKAZATX, ^TO FUNKCIQu(x; t) = 1Xk=0 a2k tkk! �ku0(x)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iut = a2�u; 0 < t < �a2 ; ujt=0 = u0(x):rE[ENIQ ZADA^ 13.5{13.8 MOVNO NAHODITX PO FORMULE pUASSONA, NOINOGDA UDOBNEE PRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH ILI WOSPOLX-ZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 13.1{13.4.13.5. rE[ITX ZADA^I (n = 1):1) ut = 4uxx + t+ et; ujt=0 = 2;2) ut = uxx + 3t2; ujt=0 = sinx;3) ut = uxx + e�t cosx; ujt=0 = cosx;4) ut = uxx + et sinx; ujt=0 = sinx;5) ut = uxx + sin t; ujt=0 = e�x2 ;6) 4ut = uxx; ujt=0 = e2x�x2 ;7) ut = uxx; ujt=0 = xe�x2 ;8) 4ut = uxx; ujt=0 = sinx e�x2 :13.6. rE[ITX ZADA^I (n = 2):1) ut = �u+ et; ujt=0 = cosx sin y;2) ut = �u+sin t sinx sin y; ujt=0 = 1;3) ut = �u+ cos t; ujt=0 = xye�x2�y2 ;4) 8ut = �u+ 1; ujt=0 = e�(x�y)2 ;5) 2ut = �u; ujt=0 = cosxy:13.7. rE[ITX ZADA^I (n = 3):1) ut = 2�u+ t cosx; ujt=0 = cos y cos z;2) ut = 3�u+ et; ujt=0 = sin (x�y�z);3) 4ut = �u+ sin 2z; ujt=0 = 14 sin 2z+e�x2 cos 2y;4) ut = �u+ cos (x�y+z); ujt=0 = e�(x+y�z)2 ;5) ut = �u; ujt=0 = cos (xy) sin z:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 16113.8. rE[ITX ZADA^U kO[Iut = �u; ujt=0 = u0(x); x 2 RnDLQ SLEDU@]IH u0:1) u0 = cos nPk=1 xk; 2) u0 = e�jxj2 ;3) u0 = � nPk=1 xk�e�jxj2 ; 4) u0 = �sin nPk=1 xk�e�jxj2 ;5) u0 = exp(�� nPk=1xk�2):eSLI RE[ENIE u(x; t) KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[I (1), (2) I FUNKCI@f(x; t) 2 C PRODOLVITX NULEM PRI t < 0; TO I u(x; t) UDOWLETWORQETW Rn+1 URAWNENI@ (W OBOB]ENNOM SMYSLE)ut = a2�u+ f(x; t) + u0(x) � �(t): (4)oBOB]ENNOJ ZADA^EJ kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI SISTO^NIKOM F (x; t) 2 D 0(Rn+1); F = 0 PRI t < 0; NAZYWAETSQ ZADA^AO NAHOVDENII OBOB]ENNOJ FUNKCII u 2 D 0, OBRA]A@]EJSQ W NULXPRI t < 0 I UDOWLETWORQ@]EJ W Rn+1 URAWNENI@ TEPLOPROWODNOSTIut = a2�u+ F (x; t): (5)eSLI SU]ESTWUET SWERTKA E � F ; GDEE(x; t) = �(t)(2ap�t)n exp�� jxj24a2t�| FUNDAMENTALXNOE RE[ENIE OPERATORA TEPLOPROWODNOSTI, TOu = E � FESTX RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (5). |TO RE[ENIE EDINSTWENNOW KLASSE OBOB]ENNYH FUNKCIJ u(x; t), DLQ KOTORYH SU]ESTWUET SWERT-KA E � u.sWERTKA V = E � F NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM TEPLOWYM POTENCIA-LOM S PLOTNOSTX@ F .w ^ASTNOSTI, ESLI F = u0(x) � �(t); GDE u0 2 D 0(Rn); TO SWERTKAV (0) = E(x; t) � u0(x) � �(t) = E(x; t) � u0(x)(ESLI ONA SU]ESTWUET) NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM POWERHNOSTNYM TEP-LOWYM POTENCIALOM S PLOTNOSTX@ u0:tEPLOWOJ POTENCIAL V UDOWLETWORQET URAWNENI@ (5).oBOZNA^IM ^EREZM KLASS WSEH FUNKCIJ, LOKALXNO INTEGRIRUEMYHW Rn+1, RAWNYH NUL@ PRI t < 0 I OGRANI^ENNYH W KAVDOJ POLOSE0 � t � T; x 2 Rn:11 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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162 gL. IV. zADA^A kO[I13.9. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (5) DLQ SLEDU@-]IH F :1) �(t) ��(x); 2) �(t� t0) ��(x�x0); t0 � 0; 3) �(t) � @�(x)@xk ;4) �0(t) ��(x); 5) �(t� t0) � @2�(x)@x2k ; t0 � 0; 6) �0(t) � @�(x)@xk ;7) �(t) ��(x); 8) �(t� t0) ��(x�x0); t0 � 0; 9) �0(t) ��(x�x0);10) !(t) � �(x); GDE ! 2 C (t � 0); ! = 0 PRI t < 0:13.10. pUSTX f(x; t) 2M: pOKAZATX, ^TO SWERTKA V = E � f :1) SU]ESTWUET W M I PREDSTAWLQETSQ FORMULOJV (x; t) = tZ0 ZRn f(�; �)[2ap�(t� �) ]n exp�� jx� �j24a2(t� �)� d� d� ; (6)2) UDOWLETWORQET OCENKEjV (x; t)j � t sup�0���tjf(�; �)j; t > 0;3) PREDSTAWLQET SOBOJ EDINSTWENNOE W KLASSE M RE[ENIE (OBOB-]ENNOE) URAWNENIQ Vt = a2�V + f(x; t):13.11. pUSTX u0(x) | OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ W Rn: dOKAZATX, ^TOSWERTKA V (0) = E(x; t) � u0(x) � �(t) = E(x; t) � u0(x):1) SU]ESTWUET W M I PREDSTAWLQETSQ FORMULOJV (0)(x; t) = �(t)(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d�; (7)2) UDOWLETWORQET OCENKE��V (0)(x; t)�� � sup� ju0(�)j; t > 0;3) PREDSTAWLQET SOBOJ EDINSTWENNOE W KLASSE M RE[ENIE (OBOB-]ENNOE) URAWNENIQ V (0)t = a2�V (0) + u0(x) � �(t):13.12. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = a2�u+ f(x; t) + u0(x) � �(t) (8)WYRAVAETSQ KLASSI^ESKOJ FORMULOJ pUASSONAu(x; t) = �(t)(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d�++ tZ0 ZRn f(�; �)[2ap�(t� �) ]n exp�� jx� �j24a2(t� �)� d� d�; (9)ESLI FUNKCIQ f LOKALXNO INTEGRIRUEMA W Rn+1 I RAWNA NUL@ PRIt < 0, FUNKCIQ u0 LOKALXNO INTEGRIRUEMA W Rn I OBA SLAGAEMYH WFORMULE (9) LOKALXNO INTEGRIRUEMY W Rn+1:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 16313.13. dOKAZATX:1) ESLI f 2 C2 (t � 0) I WSE EE PROIZWODNYE DO WTOROGO PORQDKAWKL@^ITELXNO PRINADLEVAT KLASSU M; TO V = E � f 2 C2 (t > 0)\\C1 (t � 0) UDOWLETWORQET PRI t > 0 URAWNENI@ Vt = a2�V + f(x; t) INA^ALXNOMU USLOWI@ V ��t=+0 = 0;2) ESLI u0(x) | NEPRERYWNAQ I OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ, TOV (0) = E � u0 = C1 (t > 0) \ C (t � 0)UDOWLETWORQET URAWNENI@ V (0)t = a2�V (0) I NA^ALXNOMU USLOWI@V (0)��t=+0 = u0(x);3) PRI WYPOLNENII USLOWIJ 1), 2) FUNKCIQ u = V +V (0); GDE V; V (0)OPREDELQ@TSQ FORMULAMI (6) I (7), ESTX RE[ENIE KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2).u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMULY (8).13.14. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = uxx + u0(x) � �(t)DLQ SLEDU@]IH u0:1) �(x); 2) �(1� x); 3) �(1� jxj);4) �(x) e�x; 5) �(x)(x + 1); 6) �(x� 1)x:pOKAZATX, ^TO NAJDENNYE FUNKCII u(x; t) PRI t > 0 PRINADLEVATKLASSU C1 I UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ ut = uxx; A PRI t �! +0NEPRERYWNY WO WSEH TO^KAH NEPRERYWNOSTI FUNKCII u0(x) I W \TIHTO^KAH UDOWLETWORQ@T NA^ALXNOMU USLOWI@ ujt=+0 = u0(x):13.15. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = uxx + f(x; t)DLQ SLEDU@]IH f :1) �(t� 1) et; 2) �(t� �) cos t; 3) �(t� 1)x;4) �(t� 2) ex; 5) �(t) �(x); 6) �(t) � �(1� jxj):pOKAZATX, ^TO NAJDENNYE FUNKCII u(x; t) PRINADLEVAT KLASSUC(R2), UDOWLETWORQ@T NA^ALXNOMU USLOWI@ ujt=0 = 0; A W TO^KAH NE-PRERYWNOSTI FUNKCII f(x; t) PRINADLEVAT KLASSU C2:13.16. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (8) DLQ URAWNENIQ TEP-LOPROWODNOSTI (x 2 R1) S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX,^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIEQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2):1) f = �(t)x; u0 = x;2) f = �(t)x2; u0 = x2;3) f = �(t) 2xt; u0 = x3+x4; a = 1;4) f = �(t) 3x2t2; u0 = ex; a = 1;11�



162 gL. IV. zADA^A kO[I13.9. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (5) DLQ SLEDU@-]IH F :1) �(t) ��(x); 2) �(t� t0) ��(x�x0); t0 � 0; 3) �(t) � @�(x)@xk ;4) �0(t) ��(x); 5) �(t� t0) � @2�(x)@x2k ; t0 � 0; 6) �0(t) � @�(x)@xk ;7) �(t) ��(x); 8) �(t� t0) ��(x�x0); t0 � 0; 9) �0(t) ��(x�x0);10) !(t) � �(x); GDE ! 2 C (t � 0); ! = 0 PRI t < 0:13.10. pUSTX f(x; t) 2M: pOKAZATX, ^TO SWERTKA V = E � f :1) SU]ESTWUET W M I PREDSTAWLQETSQ FORMULOJV (x; t) = tZ0 ZRn f(�; �)[2ap�(t� �) ]n exp�� jx� �j24a2(t� �)� d� d� ; (6)2) UDOWLETWORQET OCENKEjV (x; t)j � t sup�0���tjf(�; �)j; t > 0;3) PREDSTAWLQET SOBOJ EDINSTWENNOE W KLASSE M RE[ENIE (OBOB-]ENNOE) URAWNENIQ Vt = a2�V + f(x; t):13.11. pUSTX u0(x) | OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ W Rn: dOKAZATX, ^TOSWERTKA V (0) = E(x; t) � u0(x) � �(t) = E(x; t) � u0(x):1) SU]ESTWUET W M I PREDSTAWLQETSQ FORMULOJV (0)(x; t) = �(t)(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d�; (7)2) UDOWLETWORQET OCENKE��V (0)(x; t)�� � sup� ju0(�)j; t > 0;3) PREDSTAWLQET SOBOJ EDINSTWENNOE W KLASSE M RE[ENIE (OBOB-]ENNOE) URAWNENIQ V (0)t = a2�V (0) + u0(x) � �(t):13.12. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = a2�u+ f(x; t) + u0(x) � �(t) (8)WYRAVAETSQ KLASSI^ESKOJ FORMULOJ pUASSONAu(x; t) = �(t)(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d�++ tZ0 ZRn f(�; �)[2ap�(t� �) ]n exp�� jx� �j24a2(t� �)� d� d�; (9)ESLI FUNKCIQ f LOKALXNO INTEGRIRUEMA W Rn+1 I RAWNA NUL@ PRIt < 0, FUNKCIQ u0 LOKALXNO INTEGRIRUEMA W Rn I OBA SLAGAEMYH WFORMULE (9) LOKALXNO INTEGRIRUEMY W Rn+1:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 16313.13. dOKAZATX:1) ESLI f 2 C2 (t � 0) I WSE EE PROIZWODNYE DO WTOROGO PORQDKAWKL@^ITELXNO PRINADLEVAT KLASSU M; TO V = E � f 2 C2 (t > 0)\\C1 (t � 0) UDOWLETWORQET PRI t > 0 URAWNENI@ Vt = a2�V + f(x; t) INA^ALXNOMU USLOWI@ V ��t=+0 = 0;2) ESLI u0(x) | NEPRERYWNAQ I OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ, TOV (0) = E � u0 = C1 (t > 0) \ C (t � 0)UDOWLETWORQET URAWNENI@ V (0)t = a2�V (0) I NA^ALXNOMU USLOWI@V (0)��t=+0 = u0(x);3) PRI WYPOLNENII USLOWIJ 1), 2) FUNKCIQ u = V +V (0); GDE V; V (0)OPREDELQ@TSQ FORMULAMI (6) I (7), ESTX RE[ENIE KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2).u K A Z A N I E. tREBUEMYE SWOJSTWA NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZFORMULY (8).13.14. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = uxx + u0(x) � �(t)DLQ SLEDU@]IH u0:1) �(x); 2) �(1� x); 3) �(1� jxj);4) �(x) e�x; 5) �(x)(x + 1); 6) �(x� 1)x:pOKAZATX, ^TO NAJDENNYE FUNKCII u(x; t) PRI t > 0 PRINADLEVATKLASSU C1 I UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ ut = uxx; A PRI t �! +0NEPRERYWNY WO WSEH TO^KAH NEPRERYWNOSTI FUNKCII u0(x) I W \TIHTO^KAH UDOWLETWORQ@T NA^ALXNOMU USLOWI@ ujt=+0 = u0(x):13.15. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = uxx + f(x; t)DLQ SLEDU@]IH f :1) �(t� 1) et; 2) �(t� �) cos t; 3) �(t� 1)x;4) �(t� 2) ex; 5) �(t) �(x); 6) �(t) � �(1� jxj):pOKAZATX, ^TO NAJDENNYE FUNKCII u(x; t) PRINADLEVAT KLASSUC(R2), UDOWLETWORQ@T NA^ALXNOMU USLOWI@ ujt=0 = 0; A W TO^KAH NE-PRERYWNOSTI FUNKCII f(x; t) PRINADLEVAT KLASSU C2:13.16. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (8) DLQ URAWNENIQ TEP-LOPROWODNOSTI (x 2 R1) S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX,^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIEQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2):1) f = �(t)x; u0 = x;2) f = �(t)x2; u0 = x2;3) f = �(t) 2xt; u0 = x3+x4; a = 1;4) f = �(t) 3x2t2; u0 = ex; a = 1;11�



164 gL. IV. zADA^A kO[I5) f = �(t)pt; u0 = shx;6) f = �(t)pt ; u0 = xex;7) f = �(t) ln t; u0 = x sinx; a = 1;8) f = �(t)x cosx; u0 = x cosx; a = 1;9) f = �(t) ex; u0 = �(x)x; a = 1;10) f = �(t)xex; u0 = �(x)x2; a = 1:13.17. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (8) DLQ URAWNENIQ TEP-LOPROWODNOSTI (x 2 R2) S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX,^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2):1) f = �(t)xyet; u0 = x2�y2;2) f = �(t)(x2+y2); u0 = x2+y2;3) f = �(t) 4xy; u0 = x2y2; a = 1;4) f = �(t) ex cos y; u0 = ex+y;5) f = 0; u0 = x cos y;6) f = �(t)xy; u0 = cos y:13.18. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (8) DLQ URAWNENIQ TEP-LOPROWODNOSTI (x 2 R3) S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX,^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2):1) f = �(t)xyez; u0 = xey cos z;2) f = �(t)xy cos z; u0 = (x2+y2) cos z; a = 1;3) f = �(t)xyz cos t; u0 = xy2z3;4) f = �(t)(x2�2y2+z2) et; u0 = x+y2+z3;5) f = �(t) cos t sin 3x cos 4ye5z; u0 = sin 3x cos 4ye4z; a = 1:13.19. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[I (8) DLQ URAWNENIQ TEP-LOPROWODNOSTI (x 2 Rn) S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX,^TO POLU^ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ RE[ENIQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^IkO[I (1), (2):1) f = �(t)jxj2; u0 = jxj2;2) f = �(t) nPk=1 x3k; u0 = nPk=1 x3k;3) f = �(t) et; u0 = exp� nPk=1 xk�;4) f = 0; u0 = nPk=1 xk exp� nPk=1 xk�;5) f = 0; u0 = �cos nPk=1 xk� exp� nPk=1xk�:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 165uRAWNENIE ut� a2uxx� bux� cu = f(x; t); GDE a; b; c | POSTOQNNYE,ZAMENOJ v(y; t) = e�ctu(y � bt; t) SWODITSQ K URAWNENI@ TEPLOPROWOD-NOSTI.13.20. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iut � a2uxx � bux � cu = f(x; t); ujt=0 = u0(x)SO SLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = 1; u0 = 1; c = 1;2) f = et; u0 = cosx; a = c = 1; b = 0;3) f = et; u0 = cosx; a = p2; c = 2; b = 0;4) f = t sinx; u0 = 1; a = c = 1; b = 0;5) f = 0; u0 = e�x2 ;6) f = w(t) 2 C1 (t � 0); u0 2 C I OGRANI^ENA.13.21. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut � a2uxx � bux � cu = f(x; t) + u0(x) � �(t)SO SLEDU@]IMI DANNYMI:1) f = �(t� 1); u0 = �(x); c 6= 0;2) f = �(t� 1); u0 = �(1� x); c = 0;3) f = �(t� 1) et; u0 = �(1� jxj); c 6= 1;4) f = �(t� 1) et; u0 = �(x) ex; c = 1;5) f = �(t� 1) ex; u0 = x�(x); a = 2; b = c = �2;6) f = �(t) �(x); u0 = x:iSSLEDOWATX GLADKOSTX POLU^ENNYH RE[ENIJ, KAK I W 13.14, 13.15.13.22. rE[ITX OBOB]ENNU@ ZADA^U kO[Iut � a2uxx � bux � cu = f(x; t) + u0(x) � �(t)S NIVESLEDU@]IMI DANNYMI I PROWERITX, ^TO POLU^ENNYE RE[ENIQQWLQ@TSQ RE[ENIQMI KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[Iut � a2uxx � bux � cu = f(x; t); ujt=0 = u0(x):1) f = �(t)x2; u0 = x2; a = b = c = 1;2) f = �(t)pt ; u0 = ex;3) f = �(t) tex; u0 = xex; a = 2; b =�1; c =�2;4) f = �(t)xex; u0 = xex+shx; a = c = 1; b =�2;5) f = �(t) excos t sinx; u0 = ex cosx; a = 1; b =�2; c = 2;6) f = �(t)x; u0 = x sinx; a = b = c = 1:13.23. pUSTX u(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = a2�u; ujt=0 = u0(x);GDE u0 2 C(Rn) I ju0(x)j �Me��jxj2; � � 0:dOKAZATX, ^TO PRI WSEH t � 0; x 2 Rn
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166 gL. IV. zADA^A kO[Iju(t; x)j �M(1 + 4a2�t)�n=2 exp�� �jxj21 + 4a2�t�:13.24. pUSTX u(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = a2�u; ujt=0 = u0(x);GDE u0(x) | FINITNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TO DLQ L@-BYH T > 0; � < 14a2T SU]ESTWUET M > 0 TAKOE, ^TOju(x; t)j �Me��jxj2 ; x 2 Rn; 0 � t � T:13.25. pUSTX u0 2 C(Rn) I ju0(x)j �M�e�jxj2 ; GDE � > 0: dOKAZATX,^TO PRI 0 < t < 14a2� ; x 2 Rn; FUNKCIQu(x; t) = 1(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d� (10)PRINADLEVIT KLASSU C1 I QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iut = a2�u; 0 < t < 14a2� ; ujt=0 = u0(x):13.26. dOKAZATX, ^TO ESLI USLOWIE ZADA^I 13.25 WYPOLNQETSQ DLQWSEH � > 0; TO FUNKCIQ (10) PRINADLEVIT KLASSU C1 PRI t > 0; x 2 RnI QWLQETSQ RE[ENIEM KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[Iut = a2�u; t > 0; ujt=0 = u0(x):13.27. mETODOM OBOB]ENNYH FUNKCIJ RE[ITX ZADA^Uut = a2uxx; t > 0; x > 0; ujt=0 = u0(x);ujx=0 = 0; GDE u0(x) 2 C (x � 0):oTWETY K x 1313.5. 1) 1 + et + 12 t2; 2) t3 + e�t sinx;3) (1 + t) e�t cosx; 4) ch t sinx;5) 1� cos t+ (1 + 4t)�1=2 exp�� x21 + 4t�;6) (1 + t)�1=2 exp�2x� x2 + t1 + t �;7) x(1 + 4t)�3=2 exp�� x21 + 4t�;8) (1 + t)�1=2 sin x1 + t exp�� 4x2 + t4(1 + t)�:13.6. 1) et � 1 + e�2t cosx sin y;2) 1 + 15 sinx sin y (2 sin t� cos t+ e�2t);

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 1673) sin t+ xy(1 + 4t)3 exp��x2 + y21 + 4t �;4) t8 + 1p1 + t exp�� (x� y)21 + t �;5) 1p1 + t2 cos xy1 + t2 exp�� t(x2 + y2)2(1 + t2) �:13.7. 1) 14 cosx �e�2t � 1 + 2t�+ cos y cos ze�4t;2) et � 1 + sin (x� y � z) e�9t;3) 14 sin 2z + cos 2yp1 + t exp��t� x21 + t�;4) 13 cos (x� y + z)(1� e�3t) + 1p1 + 12t exp�� (x+ y � z)21 + 12t �;5) sin zp1 + 4t2 cos xy1 + 4t2 exp��t� t(x2 + y2)1 + 4t2 �:13.8. 1) e�nt cos nPk=1xk; 2) (1 + 4t)�n=2 exp�� jxj21 + 4t�;3) (1 + 4t)�(n+2)=2 exp�� jxj21 + 4t� nPk=1 xk��;4) (1 + 4t)�n=2 sin� 11 + 4t nPk=1xk�exp��nt+ jxj21 + 4t �;5) 1p1 + 4nt exp�� 11 + 4nt� nPk=1 xk�2�:13.9. 1) E(x; t); 2) E(x� x0; t� t0);3) � xk2a2t E(x; t); 4) � jxj24a2t2 � n2t�E(x; t) + �(x; t);5) x2k � 2a2(t� t0)4a4(t� t0)2 E(x; t� t0);6) xk4a2t2 �n+ 2� jxj22a2t�E(x; t) + @E(x; t)@xk ;7) tZ0 E(x; �) d� ; 8) t�t0Z0 E(x� x0; �) d� ;9) � jx� x0j24a2t2 � n2t�E(x� x0; t) + �(x� x0; t);10) tZ0 !(�)E(x; t� �) d�:13.14. 1) �(t) �� xp2t�; 2) �(t) ��1�xp2t�;



166 gL. IV. zADA^A kO[Iju(t; x)j �M(1 + 4a2�t)�n=2 exp�� �jxj21 + 4a2�t�:13.24. pUSTX u(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = a2�u; ujt=0 = u0(x);GDE u0(x) | FINITNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TO DLQ L@-BYH T > 0; � < 14a2T SU]ESTWUET M > 0 TAKOE, ^TOju(x; t)j �Me��jxj2 ; x 2 Rn; 0 � t � T:13.25. pUSTX u0 2 C(Rn) I ju0(x)j �M�e�jxj2 ; GDE � > 0: dOKAZATX,^TO PRI 0 < t < 14a2� ; x 2 Rn; FUNKCIQu(x; t) = 1(2ap�t)n ZRn u0(�) exp�� jx� �j24a2t � d� (10)PRINADLEVIT KLASSU C1 I QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iut = a2�u; 0 < t < 14a2� ; ujt=0 = u0(x):13.26. dOKAZATX, ^TO ESLI USLOWIE ZADA^I 13.25 WYPOLNQETSQ DLQWSEH � > 0; TO FUNKCIQ (10) PRINADLEVIT KLASSU C1 PRI t > 0; x 2 RnI QWLQETSQ RE[ENIEM KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[Iut = a2�u; t > 0; ujt=0 = u0(x):13.27. mETODOM OBOB]ENNYH FUNKCIJ RE[ITX ZADA^Uut = a2uxx; t > 0; x > 0; ujt=0 = u0(x);ujx=0 = 0; GDE u0(x) 2 C (x � 0):oTWETY K x 1313.5. 1) 1 + et + 12 t2; 2) t3 + e�t sinx;3) (1 + t) e�t cosx; 4) ch t sinx;5) 1� cos t+ (1 + 4t)�1=2 exp�� x21 + 4t�;6) (1 + t)�1=2 exp�2x� x2 + t1 + t �;7) x(1 + 4t)�3=2 exp�� x21 + 4t�;8) (1 + t)�1=2 sin x1 + t exp�� 4x2 + t4(1 + t)�:13.6. 1) et � 1 + e�2t cosx sin y;2) 1 + 15 sinx sin y (2 sin t� cos t+ e�2t);

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 1673) sin t+ xy(1 + 4t)3 exp��x2 + y21 + 4t �;4) t8 + 1p1 + t exp�� (x� y)21 + t �;5) 1p1 + t2 cos xy1 + t2 exp�� t(x2 + y2)2(1 + t2) �:13.7. 1) 14 cosx �e�2t � 1 + 2t�+ cos y cos ze�4t;2) et � 1 + sin (x� y � z) e�9t;3) 14 sin 2z + cos 2yp1 + t exp��t� x21 + t�;4) 13 cos (x� y + z)(1� e�3t) + 1p1 + 12t exp�� (x+ y � z)21 + 12t �;5) sin zp1 + 4t2 cos xy1 + 4t2 exp��t� t(x2 + y2)1 + 4t2 �:13.8. 1) e�nt cos nPk=1xk; 2) (1 + 4t)�n=2 exp�� jxj21 + 4t�;3) (1 + 4t)�(n+2)=2 exp�� jxj21 + 4t� nPk=1 xk��;4) (1 + 4t)�n=2 sin� 11 + 4t nPk=1xk�exp��nt+ jxj21 + 4t �;5) 1p1 + 4nt exp�� 11 + 4nt� nPk=1 xk�2�:13.9. 1) E(x; t); 2) E(x� x0; t� t0);3) � xk2a2t E(x; t); 4) � jxj24a2t2 � n2t�E(x; t) + �(x; t);5) x2k � 2a2(t� t0)4a4(t� t0)2 E(x; t� t0);6) xk4a2t2 �n+ 2� jxj22a2t�E(x; t) + @E(x; t)@xk ;7) tZ0 E(x; �) d� ; 8) t�t0Z0 E(x� x0; �) d� ;9) � jx� x0j24a2t2 � n2t�E(x� x0; t) + �(x� x0; t);10) tZ0 !(�)E(x; t� �) d�:13.14. 1) �(t) �� xp2t�; 2) �(t) ��1�xp2t�;



168 gL. IV. zADA^A kO[I3) �(t)���x+1p2t����x�1p2t��; 4) �(t) et�x��x�2tp2t �;5) �(t)�r t� exp��x24t�+ (x+ 1)�� xp2t��;6) �(t)�r t� exp�� (x� 1)24t �+ x��x�1p2t��:13.15. 1) �(t� 1)(et � e); 2) �(t� �) sin t;3) �(t� 1)(t� 1)x; 4) �(t� 2)�et�2 � 1� ex;5) �(t) tZ0 �� xp2��d� ; 6) �(t) tZ0 ���x+12p�����x�12p���d�:13.16. u K A Z A N I E. dLQ DOKAZATELXSTWA SM. ZADA^U 13.13, DLQNAHOVDENIQ RE[ENIQ SM. TEKST PERED ZADA^EJ 13.5.1) �(t)(t + 1)x; 2) �(t)�x2 + x2t+ 2a2t+ a2t2�;3) �(t)�x3+ x4+ 6t(x+ 2x2) + t2(12 + x)�;4) �(t)�x2t3 + 12 t4 + ex+t�; 5) �(t)�23 t3=2 + ea2tshx�;6) �(t)�2pt+ (x+ 2a2t) ex+a2t�;7) �(t)�t ln t� t+ (x sinx+ 2t cosx) e�t�;8) �(t)�x cosx+ 2 sinx�e�t � 1��;9) �(t)�ex(et � 1) +r t� e�x2=(4t) + x�� xp2t��;10) �(t)�(2�x)ex+(x+2t�2)ex+t+xr t� e�x2=(4t)+(x2+2t)�� xp2t��:13.17. u K A Z A N I E. sM. UKAZANIE W OTWETE K ZADA^E 13.16.1) �(t)�x2� y2 + xy(et� 1)�; 2) �(t)�(x2+y2)(t+1)+4a2t+2a2t2�;3) �(t)�x2y2+2t(x+y)2+4t2�; 4) �(t)�tex cos y + ex+y+2a2t�;5) �(t)xey cos z; 6) �(t)�xyt+ cos ye�a2t�:13.18. u K A Z A N I E. sM. UKAZANIE W OTWETE K ZADA^E 13.16.1) �(t)�xey cos z + e�2xyez�ea2t � 1��;2) �(t) cos z�xy(1� e�t) + (x2 + y2 + 4t) e�t�;3) �(t)�xyz sin t+ x(y2 + 2a2t)(z3 + 6a2tz)�;4) �(t)�x+ y2 + z3 + 2a2t(1 + 3z) + �x2 � 2y2 + z2�(et � 1)�;5) �(t)� sin 3x cos 4ye4z�e�9t + sin tez��:

x 13. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI 16913.19. u K A Z A N I E. sM. UKAZANIE W OTWETE K ZADA^E 13.16.1) �(t)�(1 + t)jxj2 + na2t(2 + t)�;2) �(t)� nPk=1 �(1 + t)x3k + 3a2t(2 + t)xk��;3) �(t)�et � 1 + exp�na2t+ nPk=1 xk��;4) �(t)��2na2t+ nPk=1 xk�exp�na2t+ nPk=1xk��;5) �(t)� cos�2a2nt+ nPk=1xk� exp� nPk=1 xk��:13.20. 1) 2et � 1; 2) tet + cosx;3) e2t � et + e�2t cosx; 4) et + 12 t2 sinx;5) (1 + 4a2t)�1=2 exp �ct� (x+ bt)21 + 4a2t �;6) tZ0 !(t� �) ec�d� + 12ap�t 1Z�1 u0(�) exp�ct� (x� � + bt)24a2t � d�:13.21. 1) 1c �(t� 1)(ect�c � 1) + �(t) ect��x+btap2t�;2) �(t� 1)(t� 1) + �(t) ��1�x�btap2t �;3) �(t� 1)1� c �et � ect�c+1�+ �(t) ect���x+bt+1ap2t �� ��x+bt�1ap2t ��;4) �(t� 1)(t� 1) et + �(t) ex+t(1+b+a2)��x+bt+2a2tap2t �;5) �(t� 1)(t� 1) ex++ �(t) e�2t�2r t� exp�� (x�2t)216t �+ (x � 2t) ��x�2t2p2t��;6) �(t)"(x+ bt) ect + ect tZ0 ��x+btap2��d�#:13.22. 1) �(t)�2x� x2 + 2�t� x+ (x+ t)2�et�;2) �(t) ex+t(a2+b+c) + tZ0 1pt�� ec� d�!;3) �(t)�(1 + x+ 7t) ex+t � (1 + t) ex�;4) �(t)�x(t+1) ex+e2t sh (x�2t)�; 5) �(t)(cosx+sin t sinx) ex;6) �(t)�1� x+ (x+ t� 1) et + (x + t) sin (x + t) + 2t cos (x+ t)�:
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170 gL. IV. zADA^A kO[I13.27. 12ap�t 1Z0 u0(y)� exp�� (x�y)24a2t �� exp�� (x+y)24a2t ��dy:x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA1. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ {R�EDINGERA. dLQ URAWNE-NIQ {R�EDINGERA POSTANOWKA KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[Iut = i�u+ f(x; t); ujt=0 = u0(x) (1)I OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = i�u+ F (x; t) (2)ANALOGI^NA SOOTWETSTWU@]IM POSTANOWKAM DLQ URAWNENIQ TEPLOPRO-WODNOSTI (SM. S. 159 I 161).fUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM URAWNENIQ {R�EDINGERA QWLQETSQFUNKCIQ E(x; t) = �(t)(2p�t)n exp�ijxj24t � �ni4 �:dLQ ZADA^I kO[I (1) SPRAWEDLIWY REZULXTATY, ANALOGI^NYE TEM,KOTORYE SFORMULIROWANY W ZADA^AH 13.1{13.4.bUDEM GOWORITX, ^TO FUNKCIQ u(x; t) PRINADLEVIT KLASSU P; ESLIONA UDOWLETWORQET OCENKEju(x; t)j � c(1 + jxj)�; x 2 Rn; t � 0;PRI NEKOTORYH c I �.14.1. dOKAZATX, ^TO ESLI u0(x) 2 S(Rn); TO FUNKCIQu(x; t) = 1(2�)n ZRn e�itjyj2�i(x;y) ZRn u0(�) ei(�;y) d� dy (3)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iut = i�u; ujt=0 = u0(x); (4)u(x; t) 2 C1 (t � 0); u(x; t) 2 S(Rn) PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM t > 0;DLQ L@BYH � I � FUNKCII x�D�u(x; t) RAWNOMERNO OGRANI^ENY POx 2 Rn; t � 0:14.2. pUSTX u(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[I (4). dOKAZATX, ^TO DLQL@BOGO T > 0 FUNKCIQ v(x; t) = u(x; T � t) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^IkO[I vt = �i�v; 0 < t < T ; vjt=T = u0(x):14.3. pUSTX u(x; t) I v(x; t) | RE[ENIQ ZADA^ut = iuxx; ujt=0 = u0(x);vt = �ivxx; 0 < t < T; vjt=T = v0(x); (5)
x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 171PRI^EM u(x; t) 2 P; A FUNKCIQ v(x; t) NAHODITSQ S POMO]X@ FORMULZADA^ 14.1 I 14.2. dOKAZATX, ^TOZR1 u0(x) v(x; 0) dx = ZR1 u(x; T ) v0(x) dx:u K A Z A N I E. w RAWENSTWETZ0 �Z�� v(x; t)'�(x)�ut(x; t) � iuxx(x; t)�dx dt = 0;GDE FUNKCIQ '�(x) TA VE, ^TO I W ZADA^E 6.5, INTEGRIROWANIEM PO ^AS-TQM IZBAWITXSQ OT PROIZWODNYH FUNKCII u(x; t) I PEREJTI K PREDELUPRI � �! 1:14.4. dOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE[ENIQ ZADA^I kO[I (5) W KLAS-SE P.u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 14.3.rE[ENIE ZADA^I kO[I (1) EDINSTWENNO W KLASSE P (DLQ n = 1SM. ZADA^U 14.4). w ZADA^AH 14.5{14.10 RASSMATRIWA@TSQ RE[ENIQTOLXKO IZ \TOGO KLASSA, PRI^EM SU]ESTWOWANIQ utt NE TREBUETSQ.14.5. pUSTX u0(x)2Cn+1(Rn); jxjn+3ju0(x)j �M; jxjn+1jD�u0(x)j �� M DLQ WSEH �, j�j � n+ 1:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (4) SU]ESTWUET I WYRAVAETSQFORMULOJ (3), KOTORU@ MOVNO ZAPISATX W WIDEu(x; t) = 1(2p�t)n exp���ni4 � ZRn u0(�) exp�ijx� �j24t � d�:14.6. pUSTX u0(x) 2 C�(R1); � � 2; u0(x) = 0 PRI jxj � 1 I��u(r)0 (x)�� �M; r � �:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (5) PRINADLEVIT KLASSUC1 (t > 0) I��� @r@xr u(x; t)��� � CM(1 + jxj)2+r��; r = 0; 1; . . .; �� 2;DLQ WSEH x 2 R1; t � 0:14.7. pUSTX u0(x) 2 C�(R1); ju(r)0 (x)j � C(1 + jxj)�; r � �; � � 2;� < �� 5: i PUSTX uk(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = iuxx; ujt=0 = u0(x) e(x� k);GDE FUNKCIQ e(x) TA VE, ^TO I W ZADA^E 6.4. dOKAZATX, ^TO RE[ENIEZADA^I kO[I (5) SU]ESTWUET, WYRAVAETSQ FORMULOJ
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x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 171PRI^EM u(x; t) 2 P; A FUNKCIQ v(x; t) NAHODITSQ S POMO]X@ FORMULZADA^ 14.1 I 14.2. dOKAZATX, ^TOZR1 u0(x) v(x; 0) dx = ZR1 u(x; T ) v0(x) dx:u K A Z A N I E. w RAWENSTWETZ0 �Z�� v(x; t)'�(x)�ut(x; t) � iuxx(x; t)�dx dt = 0;GDE FUNKCIQ '�(x) TA VE, ^TO I W ZADA^E 6.5, INTEGRIROWANIEM PO ^AS-TQM IZBAWITXSQ OT PROIZWODNYH FUNKCII u(x; t) I PEREJTI K PREDELUPRI � �! 1:14.4. dOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE[ENIQ ZADA^I kO[I (5) W KLAS-SE P.u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 14.3.rE[ENIE ZADA^I kO[I (1) EDINSTWENNO W KLASSE P (DLQ n = 1SM. ZADA^U 14.4). w ZADA^AH 14.5{14.10 RASSMATRIWA@TSQ RE[ENIQTOLXKO IZ \TOGO KLASSA, PRI^EM SU]ESTWOWANIQ utt NE TREBUETSQ.14.5. pUSTX u0(x)2Cn+1(Rn); jxjn+3ju0(x)j �M; jxjn+1jD�u0(x)j �� M DLQ WSEH �, j�j � n+ 1:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (4) SU]ESTWUET I WYRAVAETSQFORMULOJ (3), KOTORU@ MOVNO ZAPISATX W WIDEu(x; t) = 1(2p�t)n exp���ni4 � ZRn u0(�) exp�ijx� �j24t � d�:14.6. pUSTX u0(x) 2 C�(R1); � � 2; u0(x) = 0 PRI jxj � 1 I��u(r)0 (x)�� �M; r � �:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[I (5) PRINADLEVIT KLASSUC1 (t > 0) I��� @r@xr u(x; t)��� � CM(1 + jxj)2+r��; r = 0; 1; . . .; �� 2;DLQ WSEH x 2 R1; t � 0:14.7. pUSTX u0(x) 2 C�(R1); ju(r)0 (x)j � C(1 + jxj)�; r � �; � � 2;� < �� 5: i PUSTX uk(x; t) | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut = iuxx; ujt=0 = u0(x) e(x� k);GDE FUNKCIQ e(x) TA VE, ^TO I W ZADA^E 6.4. dOKAZATX, ^TO RE[ENIEZADA^I kO[I (5) SU]ESTWUET, WYRAVAETSQ FORMULOJ



172 gL. IV. zADA^A kO[Iu(x; t) = 1Xk=�1uk(x; t)I ju(x; t)j � C1(1 + jxj)��2 DLQ WSEH x 2 R1; t � 0:u K A Z A N I E. iSPOLXZUQ REZULXTAT ZADA^I 14.6, POKAZATX, ^TOjuk(x; t)j � C1(2 + jkj)�(1 + jx� kj)��2 � C1(1 + jxj)��2(2 + jkj)�(1 + jkj)��2 :14.8. pUSTX u0(x) 2 C1(R1) I ZR1 jxu00(x)j dx < 1: dOKAZATX, ^TORE[ENIE ZADA^I kO[I (5) SU]ESTWUET I WYRAVAETSQ FORMULOJu(x; t) = 12 [u0(+1) + u0(�1)] + 1p� e��i=4 ZR1 u00(�)(x��)=(2pt)Z0 eiy2 dy d�:14.9. pUSTX u0(x) = eiajxj2 ; GDE a| DEJSTWITELXNOE ^ISLO, x 2 Rn:dOKAZATX, ^TO PRI a � 0 SU]ESTWUET RE[ENIE ZADA^I kO[I (4), APRI a < 0 RE[ENIE SU]ESTWUET TOLXKO PRI 0 � t < � 14a : nAJTI \TORE[ENIE.rEZULXTAT \TOJ ZADA^I SRAWNITX S REZULXTATOM ZADA^I 14.7 PRIn = 1 W SLU^AQH a = 0;�1:14.10. rE[ITX ZADA^I:1) ut = iuxx + tx3; ujt=0 = x4;2) ut = iuxx; 0 < t < 14 ujt=0 = xe�ix2 ;3) ut = i�u+ x cos t� y2 sin t; ujt=0 = x2 + y2;4) ut = i�u+ 6x+ y2 + iz3; ujt=0 = i �x3 + y3 + z3�;5) ut = i�u; ujt=0 = e�jxj2 ; x 2 Rn:14.11. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[I (2) DLQ SLEDU@-]IH F 2 D 0(Rn+1):1) �(t) � �(x); 2) �(t) � @�(x)@xk ;3) �(t) � �(x+ x0); n = 1; 4) �(t� t0) � �(x); n = 1; t0 � 0:14.12. nAJTI RE[ENIE OBOB]ENNOJ ZADA^I kO[Iut = iuxx + f(x; t) + u0(x) � �(t)PRI t > 0 DLQ SLEDU@]IH f I u0 (f = 0 PRI t < 0 I ZADAETSQ TOLXKODLQ t > 0):1) f = �(x); u0 = �(x); 2) f = �(t�1); u0 = �(1�jxj);3) f = �(t��) sin t; u0 = x2; 4) f = 1pt ; u0 = cosx;5) f = �(t� 1)(et � e); u0 = x sinx:dOKAZATX, ^TO FUNKCII u(x; t); NAJDENNYE W ZADA^E 14.12, 3), 4), 5),QWLQ@TSQ RE[ENIEM KLASSI^ESKOJ ZADA^I kO[I.

x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 1732. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ utt = ��2u+ f(x; t).14.13. pUSTX u(x; t) 2 C4 (t � 0): dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x; t)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = '(x); utjt=0 = 0TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA FUNKCIQw(x; t) = u(x; t) + i tZ0 �u(x; �) d�QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iwt = i�w; wjt=0 = '(x):14.14. pUSTX FUNKCIQ w(x; t) 2 C4 (t � 0) QWLQETSQ RE[ENIEM ZA-DA^I kO[I wt = i�w; wjt=0 = '(x);GDE '(x) | DEJSTWITELXNAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x; t) == Rew(x; t) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = '(x); utjt=0 = 0:14.15. pUSTX FUNKCIQ f(x; t) 2 C4 (t � 0) QWLQETSQ BIGARMONI^ES-KOJ (�2f = 0) PRI KAVDOM t � 0: nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = ��2u+ f(x; t); ujt=0 = 0; utjt=0 = 0:14.16. pUSTX u0(x) I u1(x) | BIGARMONI^ESKIE FUNKCII. nAJTIRE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):14.17. pUSTX FUNKCIQ w(x; t) 2 C4 (t � 0) QWLQETSQ RE[ENIEM ZA-DA^I kO[I wt = i�w; wjt=0 = '(x);GDE '(x) | DEJSTWITELXNAQ FUNKCIQ. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = 0; utjt=0 = '(x):14.18. pUSTX FUNKCIQ w(x; t) 2 C4 (t � 0) QWLQETSQ RE[ENIEM ZA-DA^I kO[I wt = i�w; wjt=0 = '(x);GDE '(x) | ^ISTO MNIMAQ FUNKCIQ. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = '(x); utjt=0 = 0:14.19. pUSTX u0(x)2Cn+3(Rn); jxjn+5ju0(x)j�M; jxjn+1jD�u0(x)j ��M; j�j � n+ 3:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I kO[I
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174 gL. IV. zADA^A kO[Iutt = ��2u; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0SU]ESTWUET I WYRAVAETSQ FORMULOJu(x; t) = 1(2p�t)n Z u0(�) cos�jx� �j24t � �n4 � d�:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 14.5 I 14.14.14.20. rE[ITX ZADA^I:1) utt = �@4u@x4 + 6tx3; ujt=0 = 0; utjt=0 = x4;2) utt = ��2u+ xyet; ujt=0 = x2y2; utjt=0 = 0;3) utt = ��2u+ 6x2y2z2; ujt=0 = 0; utjt=0 = 0;4) utt = �@4u@x4 ; 0 < t < 14 ; ujt=0 = cosx2; utjt=0 = 0:3. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ @u@t = P�i @@x�u. kLASSI-^ESKAQ ZADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ@u@t = P�i @@x�u; t > 0; x 2 R1; (6)GDE P (�) = a0�N + a1�N�1 + . . . + aN ; a0 6= 0; N � 2; S NA^ALXNYMUSLOWIEM ujt=0 = u0(x) (7)STAWITSQ W KLASSE FUNKCIJ u(x; t) 2 C (t � 0); U KOTORYH PRI t > 0SU]ESTWU@T NEPRERYWNYE PROIZWODNYE @u@t I @Nu@xN :zADA^A kO[I (6), (7) NAZYWAETSQ POSTAWLENNOJ KORREKTNO WKLASSE S (OPREDELENIE KLASSA S SM. x 9), ESLI DLQ KAVDOJ FUNKCIIu0(x) 2 S SU]ESTWUET EDINSTWENNOE RE[ENIE ZADA^I (6), (7), KOTOROEPRI KAVDOM t > 0 PRINADLEVIT KLASSU S I UBYWAET PRI jxj �! 1WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI, WHODQ]IMI W URAWNENIE (6); BYSTREEL@BOJ STEPENI jxj�1 RAWNOMERNO OTNOSITELXNO t W KAVDOM INTERWALE0 < t < T <1:14.21. pUSTX ZADA^A kO[I (6), (7) POSTAWLENA KORREKTNO W KLAS-SE S I v(�; t) = F [u(x; t)] = 1Z�1 u(x; t) eix� dx;GDE u(x; t) | RE[ENIE ZADA^I (6), (7). dOKAZATX, ^TO FUNKCIQ v(�; t)PRI KAVDOM t � 0 PRINADLEVIT KLASSU S I QWLQETSQ RE[ENIEMZADA^I dvdt = P (�) v; vjt=0 = F [u0(x)]: (8)
x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 17514.22. pUSTX u0(x) 2 S IReP (�) � C <1 (A)PRI WSEH DEJSTWITELXNYH � . dOKAZATX, ^TO FUNKCIQu(x; t) = 12� 1Z�1 etP (�)�ix� 1Z�1 u0(�) ei�� d� d� (9)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I (6), (7), PRINADLEVIT KLASSU C1 (t � 0) IPRI jxj �! 1 UBYWAET WMESTE SO WSEMI PROIZWODNYMI BYSTREE L@BOJSTEPENI jxj�1 RAWNOMERNO OTNOSITELXNO t � 0:14.23. dOKAZATX, ^TO USLOWIE (A) QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTA-TO^NYM DLQ KORREKTNOSTI POSTANOWKI ZADA^I kO[I (6), (7) W KLASSE S.u K A Z A N I E. dLQ DOKAZATELXSTWA NEOBHODIMO POKAZATX, ^TO ESLIUSLOWIE (A) NE WYPOLNENO, TO SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ u0(x) 2 S,DLQ KOTOROJ RE[ENIE ZADA^I (8) NE PRINADLEVIT KLASSU S.14.24. pUSTX ZADA^A kO[I (6), (7) POSTAWLENA KORREKTNO W KLAS-SE S. dOKAZATX, ^TO EE RE[ENIE WYRAVAETSQ FORMULOJ (9), KOTORU@MOVNO ZAPISATX W WIDEu(x; t) = 1Z�1 u0(�)G(x � �; t) d�; (10)G(x; t) = 12� 1Z�1 etP (�)�ix� d�: (11)u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ OCENKOJ jG(x; t)j � Ct�1=N :14.25. pUSTX USLOWIE (A) WYPOLNENO, u0(x) 2 CN+2(R1) I1Z�1 ���u(k)0 (x)��� dx <1; k = 0; 1; . . .; N + 2:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I (6), (7) SU]ESTWUET, WYRAVAETSQFORMULOJ (9) (ILI FORMULAMI (10), (11)) I FUNKCIQ u(x; t) OGRANI-^ENA PRI t � 0 WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI, WHODQ]IMI W URAWNE-NIE (6).4. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA.14.26. rE[ITX ZADA^I:1) ut + 2ux + 3u = 0; ujt=0 = x2;2) ut + 2ux + u = xt; ujt=0 = 2� x;3) 2ut = ux + xu; ujt=0 = 1;4) 2ut = ux � xu; ujt=0 = 2xex2=2;5) ut + (1 + x2)ux � u = 0; ujt=0 = arctgx;6) ut + (1 + t2)ux + u = 1; ujt=0 = e�x;
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x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 17514.22. pUSTX u0(x) 2 S IReP (�) � C <1 (A)PRI WSEH DEJSTWITELXNYH � . dOKAZATX, ^TO FUNKCIQu(x; t) = 12� 1Z�1 etP (�)�ix� 1Z�1 u0(�) ei�� d� d� (9)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I (6), (7), PRINADLEVIT KLASSU C1 (t � 0) IPRI jxj �! 1 UBYWAET WMESTE SO WSEMI PROIZWODNYMI BYSTREE L@BOJSTEPENI jxj�1 RAWNOMERNO OTNOSITELXNO t � 0:14.23. dOKAZATX, ^TO USLOWIE (A) QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTA-TO^NYM DLQ KORREKTNOSTI POSTANOWKI ZADA^I kO[I (6), (7) W KLASSE S.u K A Z A N I E. dLQ DOKAZATELXSTWA NEOBHODIMO POKAZATX, ^TO ESLIUSLOWIE (A) NE WYPOLNENO, TO SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ u0(x) 2 S,DLQ KOTOROJ RE[ENIE ZADA^I (8) NE PRINADLEVIT KLASSU S.14.24. pUSTX ZADA^A kO[I (6), (7) POSTAWLENA KORREKTNO W KLAS-SE S. dOKAZATX, ^TO EE RE[ENIE WYRAVAETSQ FORMULOJ (9), KOTORU@MOVNO ZAPISATX W WIDEu(x; t) = 1Z�1 u0(�)G(x � �; t) d�; (10)G(x; t) = 12� 1Z�1 etP (�)�ix� d�: (11)u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ OCENKOJ jG(x; t)j � Ct�1=N :14.25. pUSTX USLOWIE (A) WYPOLNENO, u0(x) 2 CN+2(R1) I1Z�1 ���u(k)0 (x)��� dx <1; k = 0; 1; . . .; N + 2:dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I (6), (7) SU]ESTWUET, WYRAVAETSQFORMULOJ (9) (ILI FORMULAMI (10), (11)) I FUNKCIQ u(x; t) OGRANI-^ENA PRI t � 0 WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI, WHODQ]IMI W URAWNE-NIE (6).4. zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA.14.26. rE[ITX ZADA^I:1) ut + 2ux + 3u = 0; ujt=0 = x2;2) ut + 2ux + u = xt; ujt=0 = 2� x;3) 2ut = ux + xu; ujt=0 = 1;4) 2ut = ux � xu; ujt=0 = 2xex2=2;5) ut + (1 + x2)ux � u = 0; ujt=0 = arctgx;6) ut + (1 + t2)ux + u = 1; ujt=0 = e�x;



176 gL. IV. zADA^A kO[I7) ut = ux + 2x1 + x2 u; ujt=0 = 1;8) 2tut + xux � 3x2u = 0; ujt=1 = 5x2:5. zADA^A gURSA. fORMULIROWKU POSTANOWKI ZADA^I gURSA SM.W KNIGE: w L A D I M I R O W w. s. uRAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FI-ZIKI. | 5-E IZD. | m.: nAUKA, 1985.14.27. dOKAZATX, ^TO ZADA^A gURSAuxy = 0; 0 < y < �x; x > 0; y > 0;ujy=0 = f(x); ujy=�x = g(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; y) = f(x) + g� y��� f� y��;ESLI FUNKCII f(x) I g(x) PRINADLEVAT KLASSU C2 (x > 0) \ C (x � 0)I f(0) = g(0):14.28. dOKAZATX, ^TO ZADA^A gURSAuxy = 0; x > 0; y > 0; ujy=0 = f(x); ujx=0 = g(y)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE u(x; y) = f(x)+g(y)�f(0); ESLI FUNKCIIf(x) I g(x) PRINADLEVAT KLASSUC2 (x > 0) \ C (x � 0) I f(0) = g(0):14.29. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I gURSAuxy = 0; y > �x; x > 0; � < 0;ujy=�x = 0; ujx=0 = 0NE EDINSTWENNO. pOKAZATX, ^TO MNOVESTWO WSEH RE[ENIJ \TOJ ZADA^IIMEET WID u(x; y) = f(x)� f� y��;GDE f(x) | L@BAQ FUNKCIQ IZ KLASSA C2(R1), RAWNAQ NUL@ PRI x � 0:14.30. dOKAZATX, ^TO ZADA^A gURSAuxy = 0; 0 < y < '(x); x > 0;ujy=0 = f(x); ujy='(x) = g(x)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; y) = f(x) + g �'�1(y)� � f �'�1(y)�;ESLI FUNKCII f(x); g(x); '(x) PRINADLEVAT KLASSU C2(x>0)\C(x�0);f(0) = g(0); '(0) = 0; '0(x) > 0; '�1(y) | FUNKCIQ, OBRATNAQ KFUNKCII '(x):14.31. pUSTX FUNKCII '(x);  (x) PRINADLEVAT KLASSU C2(x> 0)\\C (x � 0) I '(0) =  (0): pRI KAKIH DEJSTWITELXNYH ZNA^ENIQH aZADA^A gURSA

x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 177auxx + uyy = 0; x > 0; y > 0;ujy=0 = '(x); ujx=0 =  (y)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE? nAJTI \TO RE[ENIE.14.32. dLQ KAKIH POLOVITELXNYH ZNA^ENIJ PARAMETRA b ZADA^Autt = a2uxx; 0 < t < bx; x > 0;ujt=0 = 0; ujt=bx = 0IMEET TOLXKO NULEWOE RE[ENIE?w ZADA^AH 14.33{14.55 TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZA-DA^I gURSA I DOKAZATX EDINSTWENNOSTX \TOGO RE[ENIQ.14.33. uxy + ux = x; x > 0; y > 0;ujx=0 = y2; ujy=0 = x2:14.34. uxy + x2yux = 0; x > 0; y > 0;ujx=0 = 0; ujy=0 = x:14.35. uxy + uy = 1; x > 0; y > 0;ujx=0 = '(y); ujy=0 =  (x);GDE FUNKCII '(x);  (x) PRINADLEVAT KLASSU C2 (x > 0) \ C (x � 0) I'(0) =  (0):14.36. uxy + xux = 0; x > 0; y > 0;ujx=0 = '(y); ujy=0 =  (x);GDE FUNKCII '(x);  (x) PRINADLEVAT KLASSU C2 (x > 0) \ C (x � 0) I'(0) =  (0):14.37. 2uxx � 2uyy + ux + uy = 0; y > jxj;ujy=x = 1; ujy=�x = (x + 1) ex:14.38. 2uxx + uxy � uyy + ux + uy = 0; �12 x < y < x; x > 0;ujy=x = 1 + 3x; ujy=�x=2 = 1:14.39. uxx + 6uxy + 5uyy = 0; x < y < 5x; x > 0;ujy=x = '(x); ujy=5x =  (x);GDE FUNKCII '(x);  (x) PRINADLEVAT KLASSU C2 (x > 0) \ C (x � 0) I'(0) =  (0):14.40. uxx + yuyy + 12 uy = 0; �14 x2 < y < 0; x > 0;ujy=0 = 0; ujy=�x2=4 = x2:14.41. uxy � exuyy = 0; y > e�x; x > 0;ujx=0 = y2; ujy=�ex = 1 + x2:12 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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178 gL. IV. zADA^A kO[I14.42. yuxx+(x�y)uxy�xuyy�ux+uy = 0; 0<y <x; x> 0;ujy=0 = 0; ujy=x = 4x4:14.43. xuxx + (x� y)uxy � yuyy = 0; 0 < y < x; x > 0;ujy=0 = 0; ujy=x = x:14.44. y2uxx + uxy = 0; y3 � 8 < 3x < y3; 0 < y < 2;ujy=2 = 3x+ 8; uj3x=y3 = 2y3:14.45. x2uxx � y2uyy = 0; y > x; x > 1;ujx=1 = 1; ujy=x = x:14.46. x2uxx�y2uyy+xux�yuy = 0; 1x < y < x; x > 1;ujy=x = x; ujy=1=x = 1 + lnx:14.47. 3x2uxx + 2xyuxy � y2uyy = 0; x < y < 13px ; 0 < x < 1;ujx=y = y; ujxy3=1 = y2:14.48. 3x2uxx + 2xyuxy � y2uyy = 0; 1 < y < x; x > 1;ujy=x = 0; ujy=1 = cos �x2 :14.49. uxx � 2 sinxuxy � cos2 xuyy � cosxuy = 0;jy � cosxj < x; x > 0;ujy=x+cosx = cosx; ujy=�x+cosx = cosx:14.50. uxy � 1x� y (ux � uy) = 1; y < �x; x > 2;ujy=�x = 0; ujx=2 = 2 + 2y + 12 y2:14.51. uxx � uyy + 2x ux = 0; y > 1 + jxj;ujy=x+1 = 1 � x; ujy=1�x = 1 + x:14.52. uxx � uyy + 4x ux + 2x2 u = 0; y > x; x > 1;ujy=x = 1; ujx=1 = y:14.53. uxy = 1; �x < y < �x; x > 0; 0 < � < �;ujy=�x = 0; ujy=�x = 0:14.54. uxy = 0; x2 < y < 2x2; x > 0;ujy=x2 = x4; ujy=2x2 = x2:

x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 17914.55. uxy = 0; x4 < y < x2; 0 < x < 1;ujy=x2 = 0; ujy=x4 = x(1� x):6. zADA^A kO[I DLQ KWAZILINEJNYH URAWNENIJ.14.56. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iut + uux = 0; t > 0; ujt=0 = signx;NEPRERYWNOE DLQ t � 0; jxj + t 6= 0 I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOEPRI t 6= jxj:14.57. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[Iut + uux = 0; t > 0; ujt=0 = �� PRI x < 0;� PRI x > 0;GDE �; � (� �) | POSTOQNNYE, NEPRERYWNOE DLQ t � 0; jxj + t 6= 0 INEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOE WNE PRQMYH t = x=�; t = x=�:14.58. dOKAZATX, ^TO ZADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ b@RGERSAut + uux = a2uxxS NA^ALXNYM USLOWIEM ujt=0 = u0(x)PODSTANOWKOJ u = �2a2 vxv SWODITSQ K ZADA^E kO[Ivt = a2vxx; vjt=0 = exp(� 12a2 xZ0 u0(�) d�):14.59. pUSTX u | RE[ENIE ZADA^I kO[Iut + uux = "uxx; ujt=0 = signx;NEPRERYWNOE PRI t � 0; jxj + t 6= 0 I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOEPRI t > 0: dOKAZATX, ^TO \TO RE[ENIE PRI " �! +0 STREMITSQ KRE[ENI@ ZADA^I 14.56 (TEOREMA |. hOPFA).14.60. pROWERITX, ^TO RE[ENIEM URAWNENIQ kORTEWEGA{DE fRIZAut + 6uux + uxxx = 0QWLQETSQ FUNKCIQu(x; t) = a2ch2hpa2 (x� x0 � at)i ; a > 0;OPISYWA@]AQ �UEDINENNU@ WOLNU� (SOLITONNOE RE[ENIE). pOKAZATX,^TO \TO RE[ENIE S KONE^NOJ \NERGIEJ1Z�1 �u2t + u2x� dx <1:14.61. dLQ URAWNENIQ lIUWILLQutt � uxx = geu; g > 0;PROWERITX SLEDU@]IE UTWERVDENIQ:12�
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180 gL. IV. zADA^A kO[I1) FUNKCIQu(x; t) = ln �2(1� a2)2g ch2 h�2 (x� x0 � at)i ; 0 � a � 1;QWLQETSQ RE[ENIEM PRI WSEH x I t;2) FUNKCIQ u(x; t) = ln 8'0(x+ t) 0(x� t)g['(x+ t)�  (x� t)]2QWLQETSQ RE[ENIEM PRI L@BYH ' I  TAKIH, ^TO ';  2 C3; '0 0 > 0;3) FUNKCIQu(x; t) = 12 [u0(x+ t) + u0(x� t)]� ln(cos2"qg8 x+tZx�t eu0(�)=2d�#)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[I S NA^ALXNYMI USLOWIQMIujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0;ESLI �����qg8 x+tZx�t eu0(�)=2d������ < �2 :14.62. pROWERITX, ^TO DLQ URAWNENIQutt � uxx = �g sinu; g > 0FUNKCIQu(x; t) = 4 arctg exp��pg (x� x0 � at)p1� a2 �; 0 � a < 1;QWLQETSQ RE[ENIEM S KONE^NOJ \NERGIEJ1Z�1 �u2t + u2x� dx <1:14.63. pROWERITX, ^TO RE[ENIEM NELINEJNOGO URAWNENIQ{R�EDINGERAiut + uxx + �juj2u = 0; � > 0;QWLQETSQ FUNKCIQu(x; t) =r2�� expniha2 x� �a24 ���tioch [p� (x� x0 � at)] ; � � 0:oTWETY K x 1414.9. (1 + 4at)�n=2 exp� iajxj21 + 4at�:14.10. 1) x4 + t2 �12 x3 � 12�+ itx �12x+ t2�;2) x(1� 4t)3=2 exp�� ix21� 4t�;

x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 1813) x sin t+ x2 + y2 cos t+ 2i(t+ sin t);4) i �x3 + y3 + z3�� t �6y + 6z � y2 � iz3�+ t2(i� 3z);5) �p1 + 4it��n exp�� jxj21 + 4it�; 0 � argp1 + 4it < �2 :14.11. 1) E(x; t); 2) ixk2t E(x; t);3) tZ0 E(x+ x0; �) d� ; 4) t�t0Z0 E(x; �) d�:14.12. 1) 1p� e��i=4 x=(2pt)Z�1 eiy2 dy + tZ0 x=(2p�)Z�1 eiy2 dy d�!;2) �(t� 1)(t� 1) + 1p� e��i=4 (x+1)=(2pt)Z(x�1)=(2pt) eiy2 dy;3) x2 + 2it� �(t� �)(1 + cos t);4) 2pt+ cosxe�it;5) �(t� 1)(et � e� te) + (x sinx+ 2it cosx) e�it:14.15. tZ0 (t� �) f(x; �) d�:14.16. u0(x) + tu1(x):14.17. Re tZ0 w(x; �) d�:14.18. i Imw(x; t):14.20. 1) tx4 + t3 �x3 � 4�; 2) x2y2 � 4t2 + xy(et � 1� t);3) 3x2y2z2t2 � 2 �x2 + y2 + z2� t4;4) 12 � 1p1 + 4t cos x21 + 4t + 1p1� 4t cos x21� 4t�:14.26. 1) (x� 2t)2e�3t; 2) 4� x� 2t+ xt� 2e�t;3) expnt8 (4x+ t)o; 4) (2x+ t) expn12 x2o;5) (arctgx� t) et; 6) 1� e�t + expn�x+ 13 t3o;7) 1 + (x+ t)21 + x2 ; 8) 5x2t exp�3x2(t� 1)2t �:14.31. '(x� ay)� '(�ay) +  (y); a � 0:14.32. b � 1a :



180 gL. IV. zADA^A kO[I1) FUNKCIQu(x; t) = ln �2(1� a2)2g ch2 h�2 (x� x0 � at)i ; 0 � a � 1;QWLQETSQ RE[ENIEM PRI WSEH x I t;2) FUNKCIQ u(x; t) = ln 8'0(x+ t) 0(x� t)g['(x+ t)�  (x� t)]2QWLQETSQ RE[ENIEM PRI L@BYH ' I  TAKIH, ^TO ';  2 C3; '0 0 > 0;3) FUNKCIQu(x; t) = 12 [u0(x+ t) + u0(x� t)]� ln(cos2"qg8 x+tZx�t eu0(�)=2d�#)QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I kO[I S NA^ALXNYMI USLOWIQMIujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0;ESLI �����qg8 x+tZx�t eu0(�)=2d������ < �2 :14.62. pROWERITX, ^TO DLQ URAWNENIQutt � uxx = �g sinu; g > 0FUNKCIQu(x; t) = 4 arctg exp��pg (x� x0 � at)p1� a2 �; 0 � a < 1;QWLQETSQ RE[ENIEM S KONE^NOJ \NERGIEJ1Z�1 �u2t + u2x� dx <1:14.63. pROWERITX, ^TO RE[ENIEM NELINEJNOGO URAWNENIQ{R�EDINGERAiut + uxx + �juj2u = 0; � > 0;QWLQETSQ FUNKCIQu(x; t) =r2�� expniha2 x� �a24 ���tioch [p� (x� x0 � at)] ; � � 0:oTWETY K x 1414.9. (1 + 4at)�n=2 exp� iajxj21 + 4at�:14.10. 1) x4 + t2 �12 x3 � 12�+ itx �12x+ t2�;2) x(1� 4t)3=2 exp�� ix21� 4t�;

x 14. zADA^A kO[I DLQ DRUGIH URAWNENIJ I ZADA^A gURSA 1813) x sin t+ x2 + y2 cos t+ 2i(t+ sin t);4) i �x3 + y3 + z3�� t �6y + 6z � y2 � iz3�+ t2(i� 3z);5) �p1 + 4it��n exp�� jxj21 + 4it�; 0 � argp1 + 4it < �2 :14.11. 1) E(x; t); 2) ixk2t E(x; t);3) tZ0 E(x+ x0; �) d� ; 4) t�t0Z0 E(x; �) d�:14.12. 1) 1p� e��i=4 x=(2pt)Z�1 eiy2 dy + tZ0 x=(2p�)Z�1 eiy2 dy d�!;2) �(t� 1)(t� 1) + 1p� e��i=4 (x+1)=(2pt)Z(x�1)=(2pt) eiy2 dy;3) x2 + 2it� �(t� �)(1 + cos t);4) 2pt+ cosxe�it;5) �(t� 1)(et � e� te) + (x sinx+ 2it cosx) e�it:14.15. tZ0 (t� �) f(x; �) d�:14.16. u0(x) + tu1(x):14.17. Re tZ0 w(x; �) d�:14.18. i Imw(x; t):14.20. 1) tx4 + t3 �x3 � 4�; 2) x2y2 � 4t2 + xy(et � 1� t);3) 3x2y2z2t2 � 2 �x2 + y2 + z2� t4;4) 12 � 1p1 + 4t cos x21 + 4t + 1p1� 4t cos x21� 4t�:14.26. 1) (x� 2t)2e�3t; 2) 4� x� 2t+ xt� 2e�t;3) expnt8 (4x+ t)o; 4) (2x+ t) expn12 x2o;5) (arctgx� t) et; 6) 1� e�t + expn�x+ 13 t3o;7) 1 + (x+ t)21 + x2 ; 8) 5x2t exp�3x2(t� 1)2t �:14.31. '(x� ay)� '(�ay) +  (y); a � 0:14.32. b � 1a :



182 gL. IV. zADA^A kO[I14.33. y2 + 12 x2(1 + e�y):14.34. xZ0 expn�12 �2y2o d�:14.35. y +  (x) + ['(y)� '(0)� y] e�x:14.36. '(y) + xZ0  0(�) e��y d�:14.37. �1 + 12 x� 12 y� expn12 (x� y)o:14.38. 1 + (x+ 2y) expn13 (y � x)o:14.39. '�5x� y4 �+  �y � x4 �� '(0):14.40. 2xp�y:14.41. x2 + (y � 1 + ex)2:14.42. xy(x + y)2:14.43. y:14.44. 3x+ y3:14.45. x:14.46. pxy + 12 ln xy :14.47. 4ry5x :14.48. y cos �x2y :14.49. � 1 + 2 cos x2 cos y � cos x2 :14.50. 12 (x + y)2: u K A Z A N I E. sDELATX ZAMENU u = 1x� y v:14.51. 2� y: u K A Z A N I E. sDELATX ZAMENU u = 1x v:14.52. yx : u K A Z A N I E. sDELATX ZAMENU u = 1x2 v:14.53. 1�+ � (y � �x)(�x � y):14.54. 43 x4 � x2 + y � 13 y2:14.55. x�py:14.56. �1 PRI x � �t; +1 PRI x � t; xt PRI x � t:u K A Z A N I E. iSKATX RE[ENIE W WIDE f�xt�:14.57. � PRI x � t�; � PRI x � t�; xt PRI t� � x � t�:



g L A W A Vkraewye zada~i dlq urawnenij|llipti~eskogo tipapUSTX S | GLADKAQ POWERHNOSTX, OGRANI^IWA@]AQ OBLASTX G2Rn;I nx | WNE[NQQ NORMALX K S W TO^KE x 2 S: fUNKCIQ u IMEET PRAWILX-NU@ NORMALXNU@ PROIZWODNU@ @u@n NA S IZNUTRI S, ESLI SU]ESTWUETlimx0!xx02G\(�nx) @u(x0)@nx = @u(x)@nx = @u@nRAWNOMERNO PO WSEM x 2 S:I. w N U T R E N N Q Q Z A D A ^ A d I R I H L E DLQ URAWNENIQlAPLASA: NAJTI GARMONI^ESKU@ W G � R3 FUNKCI@ u 2 C(G); PRI-NIMA@]U@ NA S ZADANNYE (NEPRERYWNYE) ZNA^ENIQ u�0 .II. w N E [ N Q Q Z A D A ^ A d I R I H L E: NAJTI GARMONI^ESKU@W OBLASTI G1 = R3nG FUNKCI@ u 2 C(G1); u(1) = 0; PRINIMA@]U@NA S ZADANNYE (NEPRERYWNYE) ZNA^ENIQ u+0 :III. w N U T R E N N Q Q Z A D A ^ A n E J M A N A: NAJTI GARMONI-^ESKU@ W G�R3 FUNKCI@ u2C(G), IME@]U@ NA S ZADANNU@ (NEPRE-RYWNU@) PRAWILXNU@ NORMALXNU@ PROIZWODNU@ u�1 :IV. w N E [ N Q Q Z A D A ^ A n E J M A N A: NAJTI GARMONI^ESKU@W G1 FUNKCI@ u 2 C(G1); u(1) = 0; IME@]U@ NA S ZADANNU@ (NEPRE-RYWNU@) PRAWILXNU@ NORMALXNU@ PROIZWODNU@ u+1 :zADA^I I, II I IV ODNOZNA^NO RAZRE[IMY. rE[ENIE ZADA^I III OPRE-DELENO S TO^NOSTX@ DO PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ, PRI^EMZS u�1 dS = 0| USLOWIE EE RAZRE[IMOSTI.aNALOGI^NO STAWQTSQ ZADA^I I{IV W R2; ZA ISKL@^ENIEM TOGO, ^TODLQ WNE[NIH ZADA^ OT RE[ENIQ TREBUETSQ LI[X OGRANI^ENNOSTX PRIjxj �! 1: zADA^I I I II ODNOZNA^NO RAZRE[IMY. rE[ENIQ ZADA^ IIII IV OPREDELENY S TO^NOSTX@ DO PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH, PRI^EMZS u�1 dS = 0| USLOWIE IH RAZRE[IMOSTI.



184 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAx15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQrASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^ULu � �(p(x) y0(x))0 + q(x) y(x) = f(x); (1)(�1y(a)��2y0(a) = 0;�1y(b) + �2y0(b) = 0; (2)GDE �21 + �22 6= 0; �21 + �22 6= 0; p 2 C1([a; b]); p(x) 6= 0; q 2 C([a; b]);f 2 C(a; b) \ L2(a; b):oBY^NO W FIZI^ESKIH ZADA^AH WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ�1�2 � 0; �1�2 � 0; p(x) > 0; q(x) � 0:oBLASTX OPREDELENIQ ML OPERATORA L SOSTOIT IZ FUNKCIJ y(x)KLASSA C2(a; b)\C1([a; b]); y00 2 L2(a; b); UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYMUSLOWIQM (2).zADA^A O NAHOVDENII TEH ZNA^ENIJ � (SOBSTWENNYH ZNA^ENIJOPERATORA L); PRI KOTORYH URAWNENIE Ly = �y IMEET NENULEWYERE[ENIQ y(x) IZ OBLASTI OPREDELENIQ ML (SOBSTWENNYE FUNKCII,SOOTWETSTWU@]IE \TIM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM), NAZYWAETSQ ZADA^EJ{TURMA{lIUWILLQ.eSLI � = 0 NE ESTX SOBSTWENNOE ZNA^ENIE OPERATORA L; TO RE[ENIEKRAEWOJ ZADA^I (I) W KLASSE ML EDINSTWENNO I WYRAVAETSQ FORMULOJy(x) = bZa G(x; �) f(�) d�;GDE G(x; �) | FUNKCIQ gRINA KRAEWOJ ZADA^I (1){(2) ILI OPERATORA L:fUNKCIQ G(x; �) PREDSTAWLQETSQ W WIDEG(x; �) = � 1k (y1(x) y2(�); a � x � �;y1(�) y2(x); � � x � b;GDE y1(x) I y2(x) | NENULEWYE RE[ENIQ URAWNENIQ Ly = 0; UDOWLETWO-RQ@]IE SOOTWETSTWENNO PERWOMU I WTOROMU GRANI^NOMU USLOWI@ (2),k = p(x)w(x) = p(a)w(a) 6= 0; x 2 [a; b];w(x) = �����y1(x) y2(x)y01(x) y02(x)�����| OPREDELITELX wRONSKOGO.kRAEWAQ ZADA^A Ly = �y + f;GDE f 2 C(a; b) \ L2(a; b) PRI USLOWII, ^TO � = 0 NE ESTX SOBSTWEN-NOE ZNA^ENIE OPERATORA L; \KWIWALENTNA INTEGRALXNOMU URAWNENI@y(x) = � bZa G(x; �) y(�) d� + bZa G(x; �) f(�) d�:

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 185|TOT METOD INOGDA MOVNO PRIMENQTX I K ZADA^AM S WYROVDENIEM,KOGDA p(x) OBRA]AETSQ W NULX ILI BESKONE^NOSTX ILI q(x) OBRA]AETSQW BESKONE^NOSTX NA ODNOM IZ KONCOW OTREZKA [a; b]:15.1. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �y00; y(0) = y(1) = 0;2) Ly = �y00; y0(0) = y(0); y0(1) + y(1) = 0;3) Ly = �y00; y(0) = hy0(0); h � 0; y(1) = 0;4) Ly = �y00 � y; y(0) = y(1) = 0;5) Ly = �y00 � y; y(0) = y0(0); y(1) = y0(1);6) Ly = �y00 + y; y(0) = y(1) = 0;7) Ly = �y00 + y; y0(0) = y0(1) = 0:15.2. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (1; 2) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �x2y00 � 2xy0; y0(1) = 0; y(2) = 0;2) Ly = �xy00 � y0; y0(1) = 0; y(2) = 0;3) Ly = �x3y00�3x2y�xy; y(1) = 0; y(2)+2y0(2) = 0;4) Ly = �x4y00�4x3y0�2x2y; y(1)+y0(1) = 0; y(2)+3y0(2) = 0:15.3. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE �0; �4� WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(cos2 x � y0)0; y(0) = 0; y��4�= 0;2) Ly = �� y0cos x�0; y(0) = 0; y��4�= 0;3) Ly = � cos2 x �y00+sin 2x �y0; y(0) = y0(0); y��4�+y0��4�= 0:15.4. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(1 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = y0(0); y(1) = 0;2) Ly = �(1 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = 0; y(1)+y0(1)= 0;3) Ly = �(3 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = y0(0); y(1) = 0;4) Ly=�(x+1)2y00�2(x+1)y0+2y; y(0)= y(1)= 0;5) Ly = �� y0x� 2�0+ 3y(x� 2)3 ; y(0) = 0; y(1) = 0;6) Ly = �(4� x2) y00 + 2xy0; y(0)= y(1)= 0;7) Ly = �(xy0)0 + 4x y; y(0)= y(1)= 0;8) Ly = � 1x2 y00 + 2x3 y0 � 2x4 y; y0(0) = y(1)= 0:



184 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAx15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQrASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^ULu � �(p(x) y0(x))0 + q(x) y(x) = f(x); (1)(�1y(a)��2y0(a) = 0;�1y(b) + �2y0(b) = 0; (2)GDE �21 + �22 6= 0; �21 + �22 6= 0; p 2 C1([a; b]); p(x) 6= 0; q 2 C([a; b]);f 2 C(a; b) \ L2(a; b):oBY^NO W FIZI^ESKIH ZADA^AH WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ�1�2 � 0; �1�2 � 0; p(x) > 0; q(x) � 0:oBLASTX OPREDELENIQ ML OPERATORA L SOSTOIT IZ FUNKCIJ y(x)KLASSA C2(a; b)\C1([a; b]); y00 2 L2(a; b); UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYMUSLOWIQM (2).zADA^A O NAHOVDENII TEH ZNA^ENIJ � (SOBSTWENNYH ZNA^ENIJOPERATORA L); PRI KOTORYH URAWNENIE Ly = �y IMEET NENULEWYERE[ENIQ y(x) IZ OBLASTI OPREDELENIQ ML (SOBSTWENNYE FUNKCII,SOOTWETSTWU@]IE \TIM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM), NAZYWAETSQ ZADA^EJ{TURMA{lIUWILLQ.eSLI � = 0 NE ESTX SOBSTWENNOE ZNA^ENIE OPERATORA L; TO RE[ENIEKRAEWOJ ZADA^I (I) W KLASSE ML EDINSTWENNO I WYRAVAETSQ FORMULOJy(x) = bZa G(x; �) f(�) d�;GDE G(x; �) | FUNKCIQ gRINA KRAEWOJ ZADA^I (1){(2) ILI OPERATORA L:fUNKCIQ G(x; �) PREDSTAWLQETSQ W WIDEG(x; �) = � 1k (y1(x) y2(�); a � x � �;y1(�) y2(x); � � x � b;GDE y1(x) I y2(x) | NENULEWYE RE[ENIQ URAWNENIQ Ly = 0; UDOWLETWO-RQ@]IE SOOTWETSTWENNO PERWOMU I WTOROMU GRANI^NOMU USLOWI@ (2),k = p(x)w(x) = p(a)w(a) 6= 0; x 2 [a; b];w(x) = �����y1(x) y2(x)y01(x) y02(x)�����| OPREDELITELX wRONSKOGO.kRAEWAQ ZADA^A Ly = �y + f;GDE f 2 C(a; b) \ L2(a; b) PRI USLOWII, ^TO � = 0 NE ESTX SOBSTWEN-NOE ZNA^ENIE OPERATORA L; \KWIWALENTNA INTEGRALXNOMU URAWNENI@y(x) = � bZa G(x; �) y(�) d� + bZa G(x; �) f(�) d�:

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 185|TOT METOD INOGDA MOVNO PRIMENQTX I K ZADA^AM S WYROVDENIEM,KOGDA p(x) OBRA]AETSQ W NULX ILI BESKONE^NOSTX ILI q(x) OBRA]AETSQW BESKONE^NOSTX NA ODNOM IZ KONCOW OTREZKA [a; b]:15.1. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �y00; y(0) = y(1) = 0;2) Ly = �y00; y0(0) = y(0); y0(1) + y(1) = 0;3) Ly = �y00; y(0) = hy0(0); h � 0; y(1) = 0;4) Ly = �y00 � y; y(0) = y(1) = 0;5) Ly = �y00 � y; y(0) = y0(0); y(1) = y0(1);6) Ly = �y00 + y; y(0) = y(1) = 0;7) Ly = �y00 + y; y0(0) = y0(1) = 0:15.2. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (1; 2) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �x2y00 � 2xy0; y0(1) = 0; y(2) = 0;2) Ly = �xy00 � y0; y0(1) = 0; y(2) = 0;3) Ly = �x3y00�3x2y�xy; y(1) = 0; y(2)+2y0(2) = 0;4) Ly = �x4y00�4x3y0�2x2y; y(1)+y0(1) = 0; y(2)+3y0(2) = 0:15.3. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE �0; �4� WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(cos2 x � y0)0; y(0) = 0; y��4�= 0;2) Ly = �� y0cos x�0; y(0) = 0; y��4�= 0;3) Ly = � cos2 x �y00+sin 2x �y0; y(0) = y0(0); y��4�+y0��4�= 0:15.4. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(1 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = y0(0); y(1) = 0;2) Ly = �(1 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = 0; y(1)+y0(1)= 0;3) Ly = �(3 + x2) y00 � 2xy0; y(0) = y0(0); y(1) = 0;4) Ly=�(x+1)2y00�2(x+1)y0+2y; y(0)= y(1)= 0;5) Ly = �� y0x� 2�0+ 3y(x� 2)3 ; y(0) = 0; y(1) = 0;6) Ly = �(4� x2) y00 + 2xy0; y(0)= y(1)= 0;7) Ly = �(xy0)0 + 4x y; y(0)= y(1)= 0;8) Ly = � 1x2 y00 + 2x3 y0 � 2x4 y; y0(0) = y(1)= 0:



186 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA15.5. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORAL NA INTERWALE �0; �4 � PRIUSLOWII jy(0)j <1; y��4� = 0 W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(tg2x � y0)0; 2) Ly = �(tg x � y0)0:15.6. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE �0; �2 � WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = � cos2 x �y00+ sin 2x �y0; y(0) = 0; ���y��2���� <1;2) Ly = � sin2 x �y00� sin 2x �y0; jy(0)j <1; y��2�= 0;3) Ly = � sin2 x �y00� sin 2x �y0; jy(0)j <1; y��2�+ y0��2�= 0:15.7. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) PRIUSLOWII jy(0)j <1 W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �x2y00 � 2xy + 6y; y0(1) + 3y(1) = 0;2) Ly = �y00 + 2x2 y; y(1) = 0;3) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; y0(1) = 0;4) Ly = �(xy0)0; y(1) = 0;5) Ly = �xy00 � y0; y0(1) + y(1) = 0;6) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; y(1) + y0(1) = 0;7) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; 2y(1) + y0(1) = 0;8) Ly = �y00 + a(a� 1)x2 y; a > 1; y(1) = 0;9) Ly = �(xy0)0 + (1 + x) y; y(1) = 0:15.8. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �x4y00�4x3y0�2x2yNA INTERWALE (1; 3); ESLI y(1) + y0(1) = 0; 2y(3) + 3y0(3) = 0:15.9. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = ��e�x2=2y0�0 + e�x2=2y; y(0) = y(1) = 0;2) Ly = �ex2y00 � 2xex2y0; y(0) = 2y0(0); y(1) = 0;3) Ly = �y00 + (1 + x2) y; y(0) = y0(1) = 0:u K A Z A N I E. ~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ �y00 + (1 + x2) y = 0MOVNO ISKATX W WIDE y = ez(x):15.10. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = � (pxy0)0+3x�3=2yNA INTERWALE (0; 2); ESLI jy(0)j <1; y(2) = 0:15.11. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORALy = �(x+1) y00�y0; ESLIjy(�1)j <1; y(0) = 0:15.12. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �x2y00 � xy0 + n2y;ESLI jy(0)j <1; y(1) = 0:15.13. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �[(x2 � 1) y0]0 + 2y;ESLI jy(1)j <1; y(2) = 0:

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 18715.14. sWESTI ZADA^U {TURMA{lIUWILLQ K INTEGRALXNOMU URAW-NENI@ W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly � �(1 + ex) y00 � exy0 = �x2y; 0 < x < 1; y(0) � 2y0(0) = 0;y0(1) = 0;2) Ly � �(x2 + 1) y00 � 2xy0 + 2y = �y; 0 < x < 1; y0(0) = 0;y(1)� y0(1) = 0;3) Ly � �p1 + e2x y00 � e2xp1 + e2x y0 = �xy; 0 < x < 1; y(0) == p2y0(0); y0(1) = 0;4) Ly � �(1 � x2) y00 + 2xy0 � 2y = �y; 0 < x < 1; y0(0) = 0;jy(1)j <1;5) Ly � � cos4 x � y00 + 4 sinx cos3 x � y0 = �xy; 0 < x < �2 ; 2y(0)��y0(0) = 0; ���y��2 ���� <1;6) Ly � �x2y00�2xy0+(2 cos2x+1)y = �y cos 2x; 1<x<2; y(1) = 0;y0(2) = 0;7) Ly � �y00 = �y; 0 < x < 1; y0(0) = y0(1) = 0:15.15. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJURAWNENIQ �2xy00 � y0 = 2�pxy; 0 < x < 1;PRI GRANI^NYH USLOWIQH limx!0 (px � y0) = 0; y(1) = 0:15.16. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJURAWNENIQ �xy00 + y0 = �y; 1 < x < 2; PRI GRANI^NYH USLOWIQH y(1) == y0(2) = 0:15.17. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJKAVDOGO IZ SLEDU@]IH URAWNENIJ PRI UKAZANNYH GRANI^NYH USLO-WIQH:1) �(1+x2) y00� 2xy0+�y = 0; y(0) = y0(1) = 0;2) �exy00 � exy0 + �y = 0; y(0) = 0; y(1) + y0(1) = 0;3) �y00 + �y = f(x); y(0) = hy0(0); h � 0; y(1) = 0;4) �xy00 � y0 + �xy = 0; jy(0)j <1; y(1) = 0:15.18. s POMO]X@ FUNKCII gRINA RE[ITX SLEDU@]IE ZADA^I:1) � xy001+x � y0(1+x)2 = f(x); 1 < x < e; y(1) = 0; y(e)� ey0(e) = 0;GDE e | OSNOWANIE NATURALXNYH LOGARIFMOW;2) �x4y00�4x3y0�2x2y= f(x); 1<x<2; y(1)= 0; y(2)+y0(2) = 0;3) � x1�x y00� 1(1�x)2 y0 = f(x); �1 < x < 0; 2y(�1)+ y0(�1) = 0;jy(0)j <1;4) �(1 + cosx) y00+ sinx � y0 = f(x); 0 < x < �2 ; y(0)� 2y0(0) = 0;y��2 � = 0;5) �y00+ 2x2 y = f(x); 1<x<2; 2y(1) = y0(1); y(2)+2y0(2) = 0:



186 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA15.5. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORAL NA INTERWALE �0; �4 � PRIUSLOWII jy(0)j <1; y��4� = 0 W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �(tg2x � y0)0; 2) Ly = �(tg x � y0)0:15.6. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE �0; �2 � WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = � cos2 x �y00+ sin 2x �y0; y(0) = 0; ���y��2���� <1;2) Ly = � sin2 x �y00� sin 2x �y0; jy(0)j <1; y��2�= 0;3) Ly = � sin2 x �y00� sin 2x �y0; jy(0)j <1; y��2�+ y0��2�= 0:15.7. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) PRIUSLOWII jy(0)j <1 W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = �x2y00 � 2xy + 6y; y0(1) + 3y(1) = 0;2) Ly = �y00 + 2x2 y; y(1) = 0;3) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; y0(1) = 0;4) Ly = �(xy0)0; y(1) = 0;5) Ly = �xy00 � y0; y0(1) + y(1) = 0;6) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; y(1) + y0(1) = 0;7) Ly = �x2y00 � 2xy0 + 2y; 2y(1) + y0(1) = 0;8) Ly = �y00 + a(a� 1)x2 y; a > 1; y(1) = 0;9) Ly = �(xy0)0 + (1 + x) y; y(1) = 0:15.8. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �x4y00�4x3y0�2x2yNA INTERWALE (1; 3); ESLI y(1) + y0(1) = 0; 2y(3) + 3y0(3) = 0:15.9. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA L NA INTERWALE (0; 1) WSLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly = ��e�x2=2y0�0 + e�x2=2y; y(0) = y(1) = 0;2) Ly = �ex2y00 � 2xex2y0; y(0) = 2y0(0); y(1) = 0;3) Ly = �y00 + (1 + x2) y; y(0) = y0(1) = 0:u K A Z A N I E. ~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ �y00 + (1 + x2) y = 0MOVNO ISKATX W WIDE y = ez(x):15.10. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = � (pxy0)0+3x�3=2yNA INTERWALE (0; 2); ESLI jy(0)j <1; y(2) = 0:15.11. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORALy = �(x+1) y00�y0; ESLIjy(�1)j <1; y(0) = 0:15.12. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �x2y00 � xy0 + n2y;ESLI jy(0)j <1; y(1) = 0:15.13. nAJTI FUNKCI@ gRINA OPERATORA Ly = �[(x2 � 1) y0]0 + 2y;ESLI jy(1)j <1; y(2) = 0:

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 18715.14. sWESTI ZADA^U {TURMA{lIUWILLQ K INTEGRALXNOMU URAW-NENI@ W SLEDU@]IH SLU^AQH:1) Ly � �(1 + ex) y00 � exy0 = �x2y; 0 < x < 1; y(0) � 2y0(0) = 0;y0(1) = 0;2) Ly � �(x2 + 1) y00 � 2xy0 + 2y = �y; 0 < x < 1; y0(0) = 0;y(1)� y0(1) = 0;3) Ly � �p1 + e2x y00 � e2xp1 + e2x y0 = �xy; 0 < x < 1; y(0) == p2y0(0); y0(1) = 0;4) Ly � �(1 � x2) y00 + 2xy0 � 2y = �y; 0 < x < 1; y0(0) = 0;jy(1)j <1;5) Ly � � cos4 x � y00 + 4 sinx cos3 x � y0 = �xy; 0 < x < �2 ; 2y(0)��y0(0) = 0; ���y��2 ���� <1;6) Ly � �x2y00�2xy0+(2 cos2x+1)y = �y cos 2x; 1<x<2; y(1) = 0;y0(2) = 0;7) Ly � �y00 = �y; 0 < x < 1; y0(0) = y0(1) = 0:15.15. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJURAWNENIQ �2xy00 � y0 = 2�pxy; 0 < x < 1;PRI GRANI^NYH USLOWIQH limx!0 (px � y0) = 0; y(1) = 0:15.16. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJURAWNENIQ �xy00 + y0 = �y; 1 < x < 2; PRI GRANI^NYH USLOWIQH y(1) == y0(2) = 0:15.17. sWESTI K INTEGRALXNOMU URAWNENI@ NAHOVDENIE RE[ENIJKAVDOGO IZ SLEDU@]IH URAWNENIJ PRI UKAZANNYH GRANI^NYH USLO-WIQH:1) �(1+x2) y00� 2xy0+�y = 0; y(0) = y0(1) = 0;2) �exy00 � exy0 + �y = 0; y(0) = 0; y(1) + y0(1) = 0;3) �y00 + �y = f(x); y(0) = hy0(0); h � 0; y(1) = 0;4) �xy00 � y0 + �xy = 0; jy(0)j <1; y(1) = 0:15.18. s POMO]X@ FUNKCII gRINA RE[ITX SLEDU@]IE ZADA^I:1) � xy001+x � y0(1+x)2 = f(x); 1 < x < e; y(1) = 0; y(e)� ey0(e) = 0;GDE e | OSNOWANIE NATURALXNYH LOGARIFMOW;2) �x4y00�4x3y0�2x2y= f(x); 1<x<2; y(1)= 0; y(2)+y0(2) = 0;3) � x1�x y00� 1(1�x)2 y0 = f(x); �1 < x < 0; 2y(�1)+ y0(�1) = 0;jy(0)j <1;4) �(1 + cosx) y00+ sinx � y0 = f(x); 0 < x < �2 ; y(0)� 2y0(0) = 0;y��2 � = 0;5) �y00+ 2x2 y = f(x); 1<x<2; 2y(1) = y0(1); y(2)+2y0(2) = 0:



188 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA15.19. dOKAZATX, ^TO KRAEWAQ ZADA^A�y00 + q(x) y = f(x); y0(a)� hy(a) = c1; y0(b) +Hy(b) = c2\KWIWALENTNA TREM ZADA^AM kO[I:1) g0 + g2 = q(x); g(a) = �h;2) Y 0 � g(x)Y = �f(x); Y (a) = c1;3) y0 + g(x) y = Y (x); y(b) = c2 � Y (b)H � g(b) :u K A Z A N I E. fAKTORIZOWATX OPERATOR� d2dx2 + q = �� ddx � g�� ddx + g�:oTWETY K x1515.1. 1) (x(1� �); 0� x� �;�(1� x); � � x � 1; 2) 13 ((x+ 1)(2� �); 0� x� �;(� + 1)(2� x); � � x � 1;3) � 1h+ 1 ((x+ h)(� � 1); 0 � x � �;(� + h)(x � 1); � � x � 1;4) 1sin 1 �sinx sin (1� �); 0 � x � �;sin (1� x) sin �; � � x � 1;5) 1� ctg 12 8><>:(sinx+ cosx)�ctg 1 + 1ctg 1� 1 sin � + cos ��; 0 � x � �;�ctg 1 + 1ctg 1� 1 sinx+ cosx�(sin � + cos �); � � x � 1;6) 1sh 1 �shx sh (1� �); 0 � x � �;sh � sh (1� x); � � x � 1;7) 12(e2 � 1) ((ex + e�x)(e� + e2��); 0 � x � �;(e� + e��)(ex + e2�x); � � x � 1:15.2. 1) 8><>:12 � 1� ; 1 � x � �;12 � 1x ; � � x � 2; 2) 8><>:ln 2� ; 1 � x � �;ln 2x ; � � x � 2;3) 8><>:� lnxx� ; 1 � � � 2;� ln �x� ; � � x � 2; 4) 8><>:1x� 1�2 � 2��; 1 � x � �;1�� 1x2 � 2x�; � � x � 2:15.3. 1) 8<:tg x(1� tg �); 0 � x � �;tg �(1� tg x); � � x � �4 ;

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 1892) 8<:�sinx�p2 sin � � 1�; 0 � x � �;�sin � �p2 sinx� 1�; � � x � �4 ;3) 148<:(tg x+ 1)(tg � � 3); 0 � x � �;(tg � + 1)(tg x� 3); � � x � �4 :15.4. 1) 8><>: 4� + 4 (1 + arctgx)�arctg � � �4 �; 0 � x � �;4� + 4 (1 + arctg �)�arctgx� �4 �; � � x � 1;2) 8><>:arctgx�� 4� + 2 arctg � + 1�; 0 � x � �;arctg � �� 4� + 2 arctgx+ 1�; � � x � 1;3) 2� + 2p3 8><>:�1 +p3arctg xp3���6 � arctg �p3�; 0 � x � �;�1 +p3arctg �p3���6 � arctg xp3�; � � x � 1;4) 8><>: 121h 1(1 + x)2 � (x+ 1)ih 8(� + 1)2 � (� + 1)i; 0 � x � �;121h 1(� + 1)2 � (� + 1)ih 8(x+ 1)2 � (x+ 1)i; � � x � 1;5) 160 8><>:h(x� 2)3 � 16x� 2 ih 1� � 2 � (� � 2)3i; 0 � x � �;h(� � 2)3 � 16� � 2 ih 1x� 2 � (x� 2)3i; � � x � 1;6) 8><>:� 14 ln 3 ln 2 + x2� x �ln 2 + �2� � � ln 3�; 0 � x � �;� 14 ln 3 ln 2 + �2� � �ln 2 + x2� x � ln 3�; � � x � 1;7) 8><>: x24 � 1�2 � �2�; 0 � x � �;�24 � 1x2 � x2�; � � x � 1; 8) (x2(� � �2); 0 � x � �;�2(x� x2); � � x � 1:15.5. 1) 8><>:�ctg � � � + �1+ �4�; 0 � x � �;�ctg x� x+ �1+ �4�; � � x � �4 ;2) 8<:ln �p2 sin ��; 0 � x � �;ln �p2 sinx�; � � x � �4 ;



188 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA15.19. dOKAZATX, ^TO KRAEWAQ ZADA^A�y00 + q(x) y = f(x); y0(a)� hy(a) = c1; y0(b) +Hy(b) = c2\KWIWALENTNA TREM ZADA^AM kO[I:1) g0 + g2 = q(x); g(a) = �h;2) Y 0 � g(x)Y = �f(x); Y (a) = c1;3) y0 + g(x) y = Y (x); y(b) = c2 � Y (b)H � g(b) :u K A Z A N I E. fAKTORIZOWATX OPERATOR� d2dx2 + q = �� ddx � g�� ddx + g�:oTWETY K x1515.1. 1) (x(1� �); 0� x� �;�(1� x); � � x � 1; 2) 13 ((x+ 1)(2� �); 0� x� �;(� + 1)(2� x); � � x � 1;3) � 1h+ 1 ((x+ h)(� � 1); 0 � x � �;(� + h)(x � 1); � � x � 1;4) 1sin 1 �sinx sin (1� �); 0 � x � �;sin (1� x) sin �; � � x � 1;5) 1� ctg 12 8><>:(sinx+ cosx)�ctg 1 + 1ctg 1� 1 sin � + cos ��; 0 � x � �;�ctg 1 + 1ctg 1� 1 sinx+ cosx�(sin � + cos �); � � x � 1;6) 1sh 1 �shx sh (1� �); 0 � x � �;sh � sh (1� x); � � x � 1;7) 12(e2 � 1) ((ex + e�x)(e� + e2��); 0 � x � �;(e� + e��)(ex + e2�x); � � x � 1:15.2. 1) 8><>:12 � 1� ; 1 � x � �;12 � 1x ; � � x � 2; 2) 8><>:ln 2� ; 1 � x � �;ln 2x ; � � x � 2;3) 8><>:� lnxx� ; 1 � � � 2;� ln �x� ; � � x � 2; 4) 8><>:1x� 1�2 � 2��; 1 � x � �;1�� 1x2 � 2x�; � � x � 2:15.3. 1) 8<:tg x(1� tg �); 0 � x � �;tg �(1� tg x); � � x � �4 ;

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 1892) 8<:�sinx�p2 sin � � 1�; 0 � x � �;�sin � �p2 sinx� 1�; � � x � �4 ;3) 148<:(tg x+ 1)(tg � � 3); 0 � x � �;(tg � + 1)(tg x� 3); � � x � �4 :15.4. 1) 8><>: 4� + 4 (1 + arctgx)�arctg � � �4 �; 0 � x � �;4� + 4 (1 + arctg �)�arctgx� �4 �; � � x � 1;2) 8><>:arctgx�� 4� + 2 arctg � + 1�; 0 � x � �;arctg � �� 4� + 2 arctgx+ 1�; � � x � 1;3) 2� + 2p3 8><>:�1 +p3arctg xp3���6 � arctg �p3�; 0 � x � �;�1 +p3arctg �p3���6 � arctg xp3�; � � x � 1;4) 8><>: 121h 1(1 + x)2 � (x+ 1)ih 8(� + 1)2 � (� + 1)i; 0 � x � �;121h 1(� + 1)2 � (� + 1)ih 8(x+ 1)2 � (x+ 1)i; � � x � 1;5) 160 8><>:h(x� 2)3 � 16x� 2 ih 1� � 2 � (� � 2)3i; 0 � x � �;h(� � 2)3 � 16� � 2 ih 1x� 2 � (x� 2)3i; � � x � 1;6) 8><>:� 14 ln 3 ln 2 + x2� x �ln 2 + �2� � � ln 3�; 0 � x � �;� 14 ln 3 ln 2 + �2� � �ln 2 + x2� x � ln 3�; � � x � 1;7) 8><>: x24 � 1�2 � �2�; 0 � x � �;�24 � 1x2 � x2�; � � x � 1; 8) (x2(� � �2); 0 � x � �;�2(x� x2); � � x � 1:15.5. 1) 8><>:�ctg � � � + �1+ �4�; 0 � x � �;�ctg x� x+ �1+ �4�; � � x � �4 ;2) 8<:ln �p2 sin ��; 0 � x � �;ln �p2 sinx�; � � x � �4 ;



190 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA15.6. 1) (� tg x; 0 � x � �;� tg �; � � x � �2 ; 2) (ctg �; 0 � x � �;ctg x; � � x � �2 ;3) (ctg � + 1; 0 � x � �;ctg x+ 1; � � x � �2 :15.7. 1) 8><>: x25�3 ; 0 � x � �;�25x3 ; � � x � 1; 2) 8><>: x23 �1� � �2�; 0 � x � �;�23 � 1x � x2�; � � x � 1;3) 8><>: x3 �2� + 1�2�; 0 � x � �;�3 �2x+ 1x2�; � � x � 1: 4) (� ln �; 0 � x � �;� lnx; � � x � 1;5) (1� ln �; 0 � x � �;1� lnx; � � x � 1: 6) 8><>: x6 (� + 2��2); 0 � x � �;�6 (x+ 2x�2); � � x � 1;7) 8><>: 13 x��2; 0� x� �;13 �x�2; � � x � 1; 8) 8><>: 11�2a xa(�a��1�a); 0�x� �;11�2a �a(xa�x1�a); ��x� 1;9) 8>>>><>>>>:ex+� 1Z� e�2tt dt; 0 � x � �;ex+� 1Zx e�2tt dt; � � x � 1:15.8. 8><>: 1x�2 ; 1 � x � �;1�x2 ; � � x � 3:15.9. 1) 8><>: 1�(0)��(1) e(x2+�2)=2(�(x)��(0))(�(�)��(1)); 0�x� �;1�(0)��(1) e(x2+�2)=2(�(�)��(0))(�(x)��(1)); ��x� 1;GDE �(x) = xZ�1 e��2=2d�;2) 8>>>><>>>>:��2 + 1Z0 e�t2dt��1� xZ0 e�t2dt+ 2� �Z1 e�t2dt; 0 � x � �;��2 + 1Z0 e�t2dt��1� �Z0 e�t2dt+ 2� xZ1 e�t2dt; � � x � 1;

x 15. zADA^A {TURMA{lIUWILLQ 1913) (Ky1(x) y2(�); 0 � x � �;Ky1(�) y2(x); � � x � 1; GDE K = �e�1 + 1Z0 e�t2 dt��1;y1(x) = ex2=2 xZ0 e�t2dt; y2(x) = ex2=2�e�1 + 1Zx e�t2dt�:15.10. 8>><>>: x228p2 ��2 � 8p2��3=2�; 0 � � � x;�228p2 �x2 � 8p2x�3=2�; � � x � 2:15.11. �� ln (� + 1); �1 � x � �;� ln (x+ 1); � � x � 0:15.12. 8><>: xn2n (��n � �n); 0 � x � �;�n2n (x�n � xn); � � x � 1:15.13. 8><>:xh1 + �2 ln � � 1� + 1 + �2 (ln 3� 1)i; 1 � x � �;�h1 + x2 ln x� 1x+ 1 + x2 (ln 3� 1)i; � � x � 2:15.14. 1) y(x) = � 1Z0 G(x; �) �2y(�) d�;GDE G(x; �) = �x� ln(1 + ex) + 1 + ln 2; 0 � x � �;� � ln(1 + e�) + 1 + ln 2; � � x � 1;2) y(x)=� 1Z0 G(x;�)y(�)d�; GDE G(x;�)=���(1+xarctgx); 0�x��;�x(1+� arctg�); ��x�1;3) y(x) = � 1Z0 G(x; �) �y(�) d�;GDE G(x; �) =(� ln �e�x+p1+e�2x �+1+ln �1+p2�; 0� x� �;� ln �e��+p1+e�2� �+1+ln �1+p2�; ��x� 1;4) y(x)=� 1Z0 G(x;�)y(�)d�; GDE G(x;�)=8><>:��x2 ln 1+x1�x�1�; 0�x��;x��2 ln 1+�1���1�; ��x�1;5) y(x)=��=2Z0 G(x;�)�y(�)d�; GDE G(x;�)=8><>:tg3x3 +tg x+ 12; 0�x��;tg3�3 +tg �+ 12; ��x��2 ;
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192 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA6) y(x) = (�� 1) 2Z1 G(x; �) cos 2� y(�) d�;GDE G(x; �) = 115 ((x� x�2)(� + 4��2); 1� x � �;(� � ��2)(x+ 4x�2); � � x � 2;7) y(x) = (�� a) 1Z0 G(x; �) y(�) d�;GDE G(x; �) = � 1pa sinpa (cospax � cospa(� � 1); 0 � x � �;cospa� � cospa(x� 1); � � x � 1; a > 0;a 6= (�n)2; n CELOE.15.15. y(x)=� 1Z0 G(x;�)y(�)d�; GDE G(x;�)=(2��1+p� �; 0�x��;2��1+px�; ��x�1:15.16. y(x)=� 2Z1 G(x;�) y(�)�2 d�; GDE G(x;�)=8><>:12 (x2�1); 1�x� �;12 (�2�1); ��x�2:15.17. 1) y(x)=�� 1Z0 G(x;�)y(�)d�; GDE G(x;�)=�arctgx; 0�x��;arctg �; ��x�1;2) y(x)=�� 1Z0 G(x;�)y(�)d�; GDE G(x;�)=((�e�x+1) e��; 0�x��;(�e��+1) e�x; ��x�1;3) y(x) = � 1Z0 G(x; �)y(�) d� + 1Z0 G(x; �)f(�) d�;GDE G(x;�) =8><>:�� + 1h+ 1 (x+ h); 0 � x � �;�x+ 1h+ 1 (� + h); � � x � 1;4) y(x) =�� 1Z0 G(x;�) �y(�) d�; GDE G(x;�) =�ln �; 0�x��;ln x; ��x�1:15.18. 1) y(x) = eZ1 G(x; �) f(�) d�;GDE G(x; �) = ((x+ lnx� 1)(� + ln �); 0 � x � �;(� + ln � � 1)(x+ lnx); � � x � 1;2) y(x) = 2Z1 G(x; �)f(�) d�; GDE G(x; �) = 8><>:� 1x � 1x2� 1�2 ; 1� x� �;�1� � 1�2� 1x2 ; ��x�1;
x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1933) y(x) = 0Z�1G(x; �)f(�) d�; GDE G(x; �) =(ln jxj � x; �1 � x � �;ln j�j � �; � � x � 0;4) y(x) = �=2Z0 G(x; �) f(�) d�;GDE G(x; �) =8><>: 12�tg x2 +1��1� tg �2�; 0 � x � �;12�tg �2 +1��1� tg x2�; � � x � �2 ;5) y(x) = 2Z1 G(x; �) f(�) d�; GDE G(x; �) = 8><>: x23� ; 1 � x � �;�23x ; � � x � 2:x16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ URAWNENIJlAPLASA I pUASSONA1. kRAEWYE ZADA^I NA PLOSKOSTI. rE[ENIE KRAEWYH ZADA^ WSLU^AE PROSTEJ[IH OBLASTEJ (KRUG, KRUGOWOE KOLXCO, PRQMOUGOLXNIKI DR.) MOVNO POLU^ITX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH.iZLOVIM \TOT METOD RE[ENIQ ZADA^I dIRIHLE DLQ KRUGA: NAJ-TI FUNKCI@ u = u(r; '); UDOWLETWORQ@]U@ WNUTRI KRUGA URAWNENI@lAPLASA �u = 0 (1)I PRINIMA@]U@ ZADANNYE ZNA^ENIQ NA GRANICE KRUGA, T. E.ujr=R = f('): (2)uRAWNENIE (1) W POLQRNYH KOORDINATAH (r; ') IMEET WID1r @@r �r @u@r �+ 1r2 @2u@'2 = 0: (3)i]EM ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (3) WIDAu = Z(r) �('): (4)pODSTAWLQQ (4) W (3), POLU^AEM�00(') + ��(') = 0; (5)r ddr �r dZdr �� �Z = 0: (6)tAK KAK u(r; '+ 2�) = u(r; '); TO �(' + 2�) = �('); I IZ (5) NAHODIMp� = n (n CELOE), A�n(') = An cosn'+Bn sinn':13 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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194 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAtOGDA IZ (6), POLAGAQ Z (r) = r�, POLU^AEM �2 = n2; � = �n (n > 0) I,SLEDOWATELXNO, Zn(r) = arn + br�n:pRI n = 0 (� = 0) IZ (6) NAHODIM Z(r) = C0 ln r + C:dLQ RE[ENIQ WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLE NUVNO POLOVITXZn(r) == arn (n=1;2; . . .) I Z0(r) =C; TAK KAK r�n �!1 I ln r �! �1 PRIr �! +0: rE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLE I]EM W WIDE RQDAu(r; ') = C + 1Xn=1 rnRn (An cosn'+Bn sinn'); (7)GDE KO\FFICIENTY An I Bn OPREDELQ@TSQ IZ KRAEWOGO USLOWIQ (2):An= 1� �Z��f( ) cosn d ; C = 12� �Z��f( ) d ; Bn= 1� �Z��f( ) sinn d :sUMMIRUQ RQD (7), POLU^AEM RE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLEWNUTRI KRUGA W WIDE INTEGRALA pUASSONAu(r; ') = 12� �Z�� f( ) R2 � r2r2 � 2Rr cos ('�  ) +R2 d :rE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I dIRIHLE I]EM W WIDE RQDAu(r; ') = C + 1Xn=1 Rnrn (An cosn'+Bn sinn'):nAKONEC, RE[ENIE URAWNENIQ (1) W OBLASTI R1 < r < R2 PRI ZADAN-NYH KRAEWYH USLOWIQH NA OKRUVNOSTQH r = R1 I r = R2 I]EM W WIDERQDAu(r; ') = 1Xn=1�Anrn+ Cnrn�cosn'+ 1Xn=1�Bnrn+ Dnrn �sinn'+ a ln r + b:16.1. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI EDINI^NOGO KRUGAI TAKU@, ^TO ujr=1 = f('); GDE:1) f(') = cos2 '; 2) f(') = sin3 ';3) f(') = cos4 '; 4) f(') = sin6 '+ cos6 ':16.2. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI KRUGA RADIUSA R SCENTROM W NA^ALE KOORDINAT I TAKU@, ^TO:1) @u@r ���r=R= A cos'; 2) @u@r ���r=R= A cos 2'; 3) @u@r ���r=R= sin3 ':16.3. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY u(r; ')WNUTRI BESKONE^NOGO CILINDRA RADIUSA R, ESLI:1) NA EGO POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURAu(r; ')jr=R = A sin';

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1952) NA ODNOJ POLOWINE POWERHNOSTI CILINDRA (0 � ' < �) PODDER-VIWAETSQ TEMPERATURA �T0, A NA DRUGOJ POLOWINE (�� � ' < 0) |TEMPERATURA T0.16.4. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ W KOLXCE 1<r<2 I TAKU@,^TO ujr=1 = f1('); ujr=2 = f2(');GDE:1) f1(') = u1 = const; f2(') = u2 = const;2) f1(') = 1 + cos2 '; f2(') = sin2 ':16.5. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ �u = A W KOLXCE R1 < r < R2;ESLI ujr=R1 = u1; ujr=R2 = u2 (A; u1; u2 | ZADANNYE ^ISLA).16.6. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA�u = �Axy (A = const)W KRUGE RADIUSA R S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT, ESLI ujr=R = 0:16.7. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u = 0 W PRQMOUGOLX-NIKE 0 < x < a; 0 < y < b; ESLI NA GRANICE \TOGO MNOGOUGOLXNIKAu(x; y) PRINIMAET SLEDU@]IE ZNA^ENIQ:ujx=0 = A sin �yb ; ujx=a = 0;ujy=0 = B sin �xa ; ujy=b = 0:16.8. nAJTI RASPREDELENIE POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQu(x; y) WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA [0 < x < a; 0 < y < b]; ESLI POTENCIALWDOLX STORONY \TOGO PRQMOUGOLXNIKA, LEVA]EJ NA OSI Oy, RAWEN v0, ATRI DRUGIE STORONY PRQMOUGOLXNIKA ZAZEMLENY. pREDPOLAGAETSQ, ^TOWNUTRI PRQMOUGOLXNIKA NET \LEKTRI^ESKIH ZARQDOW.16.9. nAJTI RASPREDELENIE POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGO PO-LQ u(x; y) WNUTRI KOROBKI PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ �a < x < a;�b < y < b; DWE PROTIWOPOLOVNYE GRANI KOTOROJ (x = a I x = �a)IME@T POTENCIAL v0, A DWE DRUGIE (y = b; y = �b) ZAZEMLENY.16.10. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY u(x; y) WPRQMOUGOLXNOJ ODNORODNOJ PLASTINKE 0 < x < a; 0 < y < b; ESLIEE STORONY x = a I y = b POKRYTY TEPLOWOJ IZOLQCIEJ, DWE DRUGIESTORONY (x = 0; y = 0) PODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, AW PLASTINKE WYDELQETSQ TEPLO S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ q:2. kRAEWYE ZADA^I W PROSTRANSTWE. nAHOVDENIE RE[ENIJ ZA-DA^ 16.11, 16.12 METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH TREBUET PRIMENENIQBESSELEWYH FUNKCIJ (SM. S. 247).16.11. nAJTI STACIONARNU@ TEMPERATURU u(r; z) WNUTRENNIH TO-^EK CILINDRA S RADIUSOM OSNOWANIQ R I WYSOTOJ h; ESLI:1) TEMPERATURA NIVNEGO OSNOWANIQ I BOKOWOJ POWERHNOSTI CILIND-RA RAWNA NUL@, A TEMPERATURA WERHNEGO OSNOWANIQ ZAWISIT TOLXKO OT r(RASSTOQNIE OT OSI CILINDRA);13�
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196 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA2) TEMPERATURA NIVNEGO OSNOWANIQ RAWNA NUL@, BOKOWAQ POWERH-NOSTX CILINDRA POKRYTA NEPRONICAEMYM DLQ TEPLOTY ^EHLOM, A TEM-PERATURA WERHNEGO OSNOWANIQ ESTX FUNKCIQ OT r;3) TEMPERATURA NIVNEGO OSNOWANIQ RAWNA NUL@, BOKOWAQ POWERH-NOSTX CILINDRA SWOBODNO OHLAVDAETSQ W WOZDUHE NULEWOJ TEMPERATU-RY, A TEMPERATURA WERHNEGO OSNOWANIQ ESTX FUNKCIQ OT r;4) TEMPERATURA WERHNEGO I NIVNEGO OSNOWANIJ RAWNA NUL@, A TEM-PERATURA W KAVDOJ TO^KE BOKOWOJ POWERHNOSTI ZAWISIT TOLXKO OT RAS-STOQNIQ \TOJ TO^KI DO NIVNEGO OSNOWANIQ (T. E. OT z);5) OSNOWANIQ CILINDRA TEPLOIZOLIROWANY, A TEMPERATURA BOKOWOJPOWERHNOSTI ESTX ZADANNAQ FUNKCIQ OT z.16.12. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRITWERDOGO TELA, IME@]EGO FORMU CILINDRA S RADIUSOM OSNOWANIQ R IWYSOTOJ h, ESLI:1) K NIVNEMU OSNOWANI@ z = 0 PODWODITSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJPOTOK q, A BOKOWAQ POWERHNOSTX r = R I WERHNEE OSNOWANIE z = hPODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE;2) K NIVNEMU OSNOWANI@ z = 0 PODWODITSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJPOTOK q, WERHNEE OSNOWANIE PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE,A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJTEMPERATURY.pRIMENIM METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH K URAWNENI@ lAPLASA WPROSTRANSTWE DLQ [ARA RADIUSA R W SLU^AE, KOGDA RE[ENIE u NE ZAWI-SIT OT UGLA '; T. E. u = u(r; �): tOGDA�u = 1r2 @@r �r2 @u@r �+ 1r2 sin � @@� �sin � @u@� � = 0: (8)pOLAGAQ u = Z(r)W (�); (9)IZ (8) POLU^AEM 1Z ddr �r2 dZdr � = �; (10)1W sin � dd� �sin � dWd� � = ��: (11)wWODQ W (10) I (11) WMESTO � NOWU@ PROIZWOLXNU@ POSTOQNNU@ �,GDE � = �(� + 1); ZAPI[EM URAWNENIE (10) W SLEDU@]EM WIDE:r2 d2Zdr2 + 2r dZdr � �(� + 1)Z = 0: (12)uRAWNENIE (12) IMEET ^ASTNYE RE[ENIQ WIDA Z = r�; GDE �1 = � I�2 = �(� + 1): sLEDOWATELXNO,Z(r) = C1r� + C2r�(�+1): (13)uRAWNENIE (11) ZAMENOJ NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ PO FORMULE � = cos �PRIWODITSQ K WIDU

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 197dd� �(1� �2) dyd� �+ �(� + 1) y = 0; (14)GDE y = W (arccos �): uRAWNENIE (14) NAZYWAETSQ URAWNENIEM lEVAND-RA; ONO IMEET OGRANI^ENNYE NA OTREZKE [�1; 1] RE[ENIQ W TOM I TOLXKOW TOM SLU^AE, KOGDA � = n (n � 0 CELOE).rE[ENIQMI URAWNENIQ (14) PRI � = n QWLQ@TSQ POLINOMY lE-VANDRA y = Pn(�) = 12nn! dn(�2 � 1)nd�n :pRIWEDEM FORMULY DLQ Pn(�) PRI n = 0; 1; 2; 3; 4:P0(�) = 1; P1(�) = �; P2(�) = 12 (3�2 � 1);P3(�) = 12 (5�3 � 3�); P4(�) = 18 (35�4 � 30�2 + 3):pOLINOMY lEVANDRA OBRAZU@T ORTOGONALXNU@ SISTEMU W L2(�1;1);T. E. 1Z�1 Pn(�)Pm(�) d� = 0 (n 6= m)I, KROME TOGO, kPnk2 = 1Z�1 P 2n(�) d� = 22n+ 1 :oTMETIM E]E, ^TO WSQKAQ FUNKCIQ f 2 L2(�1; 1) RAZLAGAETSQ W RQDfURXE PO POLINOMAM lEVANDRAf(�) = 1Xn=0 2n+ 12 (f; Pn)Pn(�);SHODQ]IJSQ W L2(�1; 1):iZ (13), (14) NAHODIM ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (8) WIDA (9)un(r; �) = hAnrn +Bnr�(n+1)i Pn(cos �);GDE Pn(�) | POLINOMY lEVANDRA.fUNKCII un(r; �) UDOBNO ISPOLXZOWATX DLQ NAHOVDENIQ RE[ENIQURAWNENIQ lAPLASA W SLU^AE, KOGDA KRAEWYE USLOWIQ ZADANY NA SFE-RE (WNUTRENNQQ I WNE[NQQ ZADA^I) ILI NA GRANICE [AROWOGO SLOQ(R1 < r < R2):rE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLE (I DRUGIH WNUTRENNIH ZADA^DLQ URAWNENIQ lAPLASA) W SLU^AE, KOGDA KRAEWYE USLOWIQ ZADANY NASFERE r = R I ZAWISQT TOLXKO OT �, SLEDUET ISKATX W WIDEu(r; �) = 1Xn=0AnrnPn(cos �);A RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I | W WIDEu(r; �) = 1Xn=0Bnr�(n+1)Pn(cos �):
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198 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAeSLI KRAEWYE USLOWIQ ZADANY NA GRANICE [AROWOGO SLOQ R1 < r < R2I ZAWISQT TOLXKO OT �, TO RE[ENIE NUVNO ISKATX W WIDEu(r; �) = 1Xn=0 hAnrn +Bnr�(n+1)iPn(cos �):kO\FFICIENTY An; Bn OPREDELQ@TSQ IZ KRAEWYH USLOWIJ.16.13. nAJTI FUNKCI@ u, GARMONI^ESKU@ WNUTRI [ARA RADIUSA RS CENTROM W NA^ALE KOORDINAT I TAKU@, ^TOujr=R = f(�);GDE:1) f(�) = cos �; 2) f(�) = cos2 �;3) f(�) = cos 2�; 4) f(�) = sin2 �:16.14. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI [ARA RADIUSA R ITAKU@, ^TO (u+ ur)jr=R = 1 + cos2 �:16.15. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNE [ARA RADIUSA R I TA-KU@, ^TO:1) urjr=R = sin2 �; 2) (u�ur)jr=R = sin2 �; 3) urjr=R =A cos �:16.16. wYQSNITX, RAZRE[IMA LI WNUTRENNQQ ZADA^A nEJMANA DLQ[ARA RADIUSA R, ESLI:1) urjr=R = A cos �; 2) urjr=R = sin �:nAJTI SOOTWETSTWU@]EE RE[ENIE.16.17. nAJTI GARMONI^ESKU@ WNUTRI [AROWOGO SLOQ 1 < r < 2FUNKCI@ TAKU@, ^TOujr=1 = f1(�); ujr=2 = f2(�);ESLI:1) f1 = cos2 �; f2 = 18 (cos2 � + 1);2) f1 = cos2 �; f2 = 4 cos2 � � 43 ;3) f1 = 1� cos 2�; f2 = 2 cos �;4) f1 = 12 cos �; f2 = 1+ cos2�;5) f1 = 9 cos2�; f2 = 3(1� 7 cos2 �):16.18. nAJTI STACIONARNU@ TEMPERATURU WNUTRENNIH TO^EK POLU-SFERY RADIUSA R, ESLI SFERI^ESKAQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRIPOSTOQNNOJ TEMPERATURE T0, A OSNOWANIE POLUSFERY | PRI NULEWOJTEMPERATURE.16.19. nAJTI STACIONARNU@ TEMPERATURU WNUTRI ODNORODNOGOIZOTROPNOGO [ARA RADIUSA R, ESLI NA POWERHNOSTI [ARA PODDERVI-WAETSQ TEMPERATURAujr=R = (u1 PRI 0 � � < �2 ;u2 PRI �2 < � � �:

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 199uRAWNENIE lAPLASA �u = 0 W SFERI^ESKIH KOORDINATAH (r; '; �)IMEET WID1r2 @@r �r2 @u@r �+ 1r2 sin � � @@� �sin � @u@� �+ 1r2 sin2 � @2u@'2 = 0: (15)bUDEM NAHODITX RE[ENIQ URAWNENIQ (15) METODOM RAZDELENIQ PEREMEN-NYH. pOLAGAQ u(r; �; ') = Z(r)Y (�; '); IZ (15) NAHODIMr2Z 00 + 2rZ 0 � �Z = 0; (16)1sin � � @@� �sin � @Y@� �+ 1sin2 � � @2Y@'2 + �Y = 0: (17)pOTREBOWAW, ^TOBY FUNKCIQ Y (�; ') BYLA OGRANI^ENA NA EDINI^NOJSFERE, I U^ITYWAQ, ^TO Y (�; '+ 2�) = Y (�; '); BUDEM ISKATX RE[ENIQURAWNENIQ (17), POLAGAQ Y (�; ') =W (�) ��('): mY POLU^IM�00 + �� = 0; �('+ 2�) = �('); (18)OTKUDA � = m2 (m CELOE) I�m(') = Cm cosm'+Dm sinm' (19)| RE[ENIQ ZADA^I (18).fUNKCIQ W (�) OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ1sin � � dd� �sin � dWd� �+ ��� �sin2 ��W = 0; (20)ONA DOLVNA BYTX OGRANI^ENA PRI � = 0 I � = �: pOLAGAQ W (20)�=cos � I OBOZNA^AQ W (�) =X(cos �) =X(�); ZAPI[EM URAWNENIE (20)W SLEDU@]EM WIDE:dd� �(1� �2) dXd� �+��� m21� �2�X = 0: (21)uRAWNENIE (21) IMEET OGRANI^ENNYE NA OTREZKE [�1; 1] RE[ENIQ LI[XPRI � = n(n+1); GDE n| CELOE. ~ASTNYMI RE[ENIQMI URAWNENIQ (21)PRI � = n(n+ 1) QWLQ@TSQ FUNKCIIP (m)n (�) = (1� �2)m=2 dmPn(�)d�n ;GDE Pn(�) (n = 0; 1; . . .) | POLINOMY lEVANDRA.wOZWRA]AQSX K PEREMENNOMU �, NAJDEM ISKOMYE ^ASTNYE RE[ENIQURAWNENIQ (20):P (m)n (cos �) = sinm � dmd cos �m [Pn(cos �)]; (22)PRI^EM P (m)n (cos �) = 0 PRIm > n:fUNKCII P (m)n (cos �); OPREDELQEMYEFORMULOJ (22), NAZYWA@TSQ PRISOEDINENNYMI POLINOMAMI lEVANDRA.tAKIM OBRAZOM, ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (17), OGRANI^ENNYENA EDINI^NOJ SFERE, IME@T WID
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200 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAYn(�; ') = a0Pn(cos �) + nXk=1(ak cos k'+ bk sin k')P (k)n (cos �): (23)tAK KAK OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (16) IMEET WIDZn(r) = Anrn + Bnrn+1 ;TO ISKOMYE ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (15) TAKOWY:un(r; �; ') = Zn(r)Yn(�; ') = �Anrn + Bnrn+1�Yn(�; ');ZDESX Yn(�; ') OPREDELQETSQ FORMULOJ (23).rASSMOTRIM WNUTRENN@@ ZADA^U dIRIHLE DLQ SFERY RADIUSA RS CENTROM W NA^ALE KOORDINAT: NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ (15) PRIUSLOWII, ^TO ujr=R = f(�; '): (24)rE[ENIE \TOJ ZADA^I (I DRUGIH WNUTRENNIH ZADA^) SLEDUET ISKATX WWIDE u(r; �; ') = 1Xk=0 � rR�k Yk(�; '); (25)PRI^EM W SLU^AE ZADA^I (15), (24) W KA^ESTWE FUNKCIJ Yk(�; ') W (25)NUVNO WZQTX TE I TOLXKO TE FUNKCII, KOTORYE PRISUTSTWU@T W RAZLO-VENII f(�; ') W RQD PO SFERI^ESKIM FUNKCIQM Yk(�; ')f(�; ') = 1Xk=0Yk(�; '):rE[ENIE ZADA^I (15), (24) W TO^KEM0(r0; �0; '0) MOVNO PREDSTAWITXINTEGRALOM pUASSONAu(r0; �0; '0) = 14�R 2�Z0 �Z0 f(�; ') R2 � r20(R2 � 2Rr0 cos 
 + r20)3=2 sin � d� d';GDE cos 
 = cos � cos �0 + sin � sin �0 cos ('� '0):rE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I dIRIHLE DLQ SFERY RADIUSA R (I DRUGIHWNE[NIH ZADA^) SLEDUET ISKATX W WIDEu(r; �; ') = 1Xk=0 �Rr �k+1 Yk(�; '):nAKONEC, FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ W SFERI^ESKOM SLOE R1 < r < R2I PRINIMA@]U@ ZADANNYE ZNA^ENIQ NA GRANICE \TOGO SLOQ, NUVNOISKATX W WIDEu(r; �; ') = 1Xk=0� rR2�k Yk(�; ') + 1Xk=0�R1r �k+1 eYk(�; ');GDE eYk(�; ') | SFERI^ESKAQ FUNKCIQ WIDA (23).

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 201wYPI[EM NESKOLXKO PRISOEDINENNYH POLINOMOW lEVANDRA I FUNK-CIJ Yk(�; ') W QWNOM WIDE DLQ k = 0; 1; 2; 3:P (1)1 (cos �) = sin �; P (2)3 (cos �) = 15 sin2 � cos �;P (1)2 (cos �) = 3 sin � cos �; P (3)3 (cos �) = 15 sin3 �;P (1)3 (cos �) = sin � 15 cos2 � � 32 ; P (n)n (cos �) = (2n)!2nn! sinn �;Y0(�; ') = a0;Y1(�; ') = a1 cos � + (b1 cos'+ c1 sin') sin �;Y2(�; ') = a2(3 cos2 � � 1) + (b2 cos'+ c2 sin') sin � cos �++(d2 cos 2'+ e2 sin 2') sin2 �;Y3(�; ') = a3(5 cos3 ��3 cos �)+(b3 cos'+ c3 sin') sin � (15 cos2 ��3)++ (d3cos2'+ e3 sin2') sin2� cos�+ (f3cos3'+ g3 sin3') sin3�:16.20. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI EDINI^NOJ SFERYI TAKU@, ^TO:1) ujr=1 = cos�2'+ �3� sin2 �;2) ujr=1 = (sin � + sin 2�) sin�'+ �6 �;3) ujr=1 = sin � (sin'+ sin �);4) urjr=1 = sin10 � sin 10'; ujr=0 = 1:16.21. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI SFERY RADIUSA RS CENTROM W NA^ALE KOORDINAT I TAKU@, ^TO:1) ujr=R = sin�2'+ �6 � sin2 � cos �;2) ujr=R = sin�3'+ �4 � sin3 �;3) ujr=R = sin2 � cos�2'� �4�+ sin � sin';4) (u+ ur)jr=R = sin2 � hp2 cos�2'+ �4�+ 2 cos2 'i;5) (u+ ur)jr=R = sin � (sin'+ cos' cos � + sin �):16.22. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNE EDINI^NOJ SFERY ITAKU@, ^TO:1) urjr=1 = sin��4 � '� sin �; 2) ujr=1 = cos2 � sin � sin�'+ �3 �:16.23. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNE SFERY RADIUSA R SCENTROM W NA^ALE KOORDINAT I TAKU@, ^TO:1) ujr=R = sin3� cos � cos�3'+ �4 �; 2) ujr=R = sin 100' sin100�;3) (u� ur)jr=R = sin � cos2 �2 sin�'+ �6�:
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202 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA16.24. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ1 < r < 2 I TAKU@, ^TO ujr�1 = f1(�; '); ujr=2 = f2(�; '); GDE:1) f1 = sin � sin'; f2 = 0;2) f1 = 3 sin 2' sin2 �; f2 = 3 cos �;3) f1 = 7 sin � cos'; f2 = 7 cos �;4) f1 = sin2 � (3� sin 2'); f2 = 4f1;5) f1 = 12 sin � cos2 �2 cos'; f2 = 0;6) f1 = sin 2' sin2 �; f2 = cos 2' sin2 �;7) f1 = cos' sin 2�; f2 = sin' sin 2�;8) f1 = 31 sin2� sin'; f2 = 31 sin2 � cos 2';9) f1 = cos �; f2 = cos' (12 sin � � 15 sin3 �):16.25. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ1 < r < 2 I TAKU@, ^TO:1) (3u+ ur)jr=1 = 5 sin2 � sin 2'; ujr=2 = � cos �;2) ujr=1 = sin � sin' (5 + 6 cos �); urjr=2 = 12 sin 2� sin';3) ujr=1 = 1; urjr=2 = 15 cos' (cos2 � sin � + sin' sin2 � cos �):16.26. nAJTI FUNKCI@, GARMONI^ESKU@ WNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ1=2 < r < 1 I TAKU@, ^TO:1) ujr=1=2 = 0; ujr=1 = 6 cos2 ' sin2 �;2) ujr=1=2 = 30 cos2 ' sin2 � cos �; ujr=1 = 0:oTWETY K x1616.1. 1) 12 (1 + r2 cos 2'); 2) r4 (3 sin'� r2 sin 2');3) 38 + r22 cos 2'+ r48 cos 4'; 4) 58 + 38 r4 cos 4':16.2. 1) Ar cos'+ C; 2) A2R r2 cos 2'+ C;3) 14 �3r sin'� r33R2 sin 3'�+ C:zDESX C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.16.3. 1) ArR sin';2) �4T0� 1Pn=0� rR�2n+1 sin (2n+ 1)'2n+ 1 = 2T0� arctg R2 � r22rR sin' � T0:16.4. 1) u1 + (u2 � u1) ln rln 2 ; 2) 32 � ln rln 2 + � 23r2 � 16 r2� cos 2':16.5. u2 + A4 (r2 �R22) + u1 � u2 +A(R22 �R21)=4lnR2 � lnR1 ln R2r :

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 20316.6. Ar224 (R2 � r2) sin 2':u K A Z A N I E. u = v + w; GDE v = �Axy12 (x2 + y2) = �Ar4 sin 2'24 |^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA, A w | RE[ENIE URAWNENIQ lAP-LASA, UDOWLETWORQ@]EE USLOWI@ wjr=R = A24 R4 sin 2':16.7. A sh �(a�x)bsh �ab sin �yb +B sh �(b�y)ash �ba sin �xa :u K A Z A N I E. rE[ENIE ISKATX W WIDE u = v + w; GDE v I w |GARMONI^ESKIE FUNKCII TAKIE, ^TO vjx=0 = A sin �yb ; vjx=a = vjy=0 == vjy=b = 0; wjx=0 = wjx=a = wjy=b = 0; wjy=0 = B sin �xa :16.8. 4v0� 1Pn=0 sh (2n+1)(a�x) �b sin (2n+1) �yb(2n+ 1) sh (2n+1) �ab :16.9. 4v0� 1Pn=0(�1)n ch (2n+1) �x2b cos (2n+1) �y2b(2n+ 1) ch 2n+12b �a :16.10. 16qa2k�3 1Pn=0 1(2n+ 1)3 241� ch (2n+1) � (b�y)2ach (2n+1) �b2a 35 sin (2n+ 1)�x2a ;k | KO\FFICIENT WNUTRENNEJ TEPLOPROWODNOSTI.u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ �u = � qkPRI USLOWIQH ujx=0 = ujy=0 = 0; uxjx=a = uyjy=b = 0:16.11. 1) 1Pn=1an sh �nzRsh �nhR J0��n rR�; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVI-TELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0; an = 2R2J21 (�n) RZ0 ru0(r) J0��nrR �dr;2) 1Pn=1 an sh �nzRsh �nhR J0��n rR�; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELX-NYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0; an = 2R2J20 (�n) RZ0 ru0(r) J0��nrR � dr(u K A Z A N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME@T WID jujr=0j < 1; ujz=0 = 0;urjr=R = 0; ujz=h = u0(r):);3) 1Pn=1 an sh �nzRsh �nhR J0��nrR �; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELX-NYE KORNI URAWNENIQ �J1(�)� h1RJ0(�) = 0; an = 2R2�1+ h21R2�2n ��1�
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204 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA� [J0(�n)]�2 RZ0 ru0(r) J0��nrR �dr (u K A Z A N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME-@T WID jujr=0j<1; ujz=0=0; (ur + h1u)jr=R = 0; ujz=h = u0(r):);4) 2h 1Pn=1 hJ0��nRh i�i�1� hZ0 f(�) sin �n�h d�� sin �nzh J0��nrh i�; GDEJ0(ix) | FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA OT ^ISTO MNIMOGO ARGU-MENTA;5) 2h 1Pn=1 hJ0��nRh i�i�1� hZ0 f(�) cos �n�h d��cos �nzh J0��nrh i� (u K A-Z A N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME@T WID uzjz=0 = uzjz=h = 0; ujr=R == f(z):):16.12. 1) 1Pn=1 an sh �n(h�z)Rch �nhR J0��nrR �; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLO-VITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0; an = 2aqk�2nJ1(�n) ; k | KO\F-FICIENT TEPLOPROWODNOSTI (u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[E-NI@ URAWNENIQ �u = 0 PRI KRAEWYH USLOWIQH �kuzjz=0 = q; ujr=R == ujz=h = 0:);2) 1Pn=1 an sh �n(h�z)Rch �nhR J0��nra �; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELX-NYE KORNI URAWNENIQ �J1(�) � Rh1J0(�) = 0; h1 | KO\FFICIENTTEPLOOBMENA, an = 2h21R3qk�1(R2h21 + �2n)�1 [J1(�n)]�1��2n (u K A Z A-N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME@T WID (ur + h1u)jr=R = 0; �kuzjz=0 = q;ujz=h = 0:):16.13. 1) rR cos �; 2) 13 �1� r2R2�+ r2R2 cos2 �;3) 43 � rR�2P2(cos �)� 13 ; 4) 23 � 23 � rR�2P2(cos �):16.14. 43 + 2r23R(R+ 2) P2(cos �):16.15. 1) �2R23r + R49r3 (3 cos2 � � 1) + C; GDE C | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ;2) C + �23 � C� R2r(R+ 1) � R4(R+ 3) r3 �cos2 � � 13�; GDE C | PROIZ-WOLXNAQ POSTOQNNAQ;3) C � A2 � R3r2 cos �; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.16.16. 1) zADA^A RAZRE[IMA: u = Ar cos �; GDE C | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ;2) ZADA^A NE IMEET RE[ENIQ.

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 20516.17. 1) 13r + 3 cos2 � � 13r3 ; 2) 13 h2r � 1 + r2(3 cos2 � � 1)i;3) 83r � 43 + �87 r � 87r2 �P1(cos �) + � 493 r2 � 12893r3�P2(cos �);4) 43 �1� 1r�+ 114 � 8r2 � r�P1(cos �) + 3293 �r2 � 1r3�P2(cos �);5) 2r � 5 + 4� 4r3 � r2�P2(cos �):16.18. T0 1Pn=0(�1)n 1 � 3 � 5. . .(2n� 1)2 � 4 � 6. . .(2n+ 2) (4n+ 3)� rR�2n+1P2n+1(cos �);0 � � � �2 :16.19. u1 + u22 + u1 � u22 1Pn=0(�1)n 3 � 5 � 7. . .(2n� 1)2 � 4 � 6. . .(2n+ 2) (4n+ 3)��P2n+1(cos �)� rR�2n+1:16.20. 1) r2 cos�2'+ �3 � sin2 �; 2) (r sin�+r2 sin2�) sin�'+ �6�;3) 23 � r26 (3 cos2�+1)+r sin� sin'; 4) 1 + r1010 sin10 � sin 10':16.21. 1) � rR�3sin�2'+ �6�sin2� cos �; 2) � rR�3sin�3'+ �4�sin3�;3) � rR�2sin2 � cos�2'� �4 �+ rR sin � sin';4) 23 + � rR�2�� R3(2+R) (3 cos2�� 1)+ R2+R (2 cos 2'� sin 2') sin2 ���u K A Z A N I E. (ur + u)jr=R = 13 P (2)2 (cos �)(2 cos 2' � sin 2') + 23 �� 23 P2(cos �); u = A + Br2P2(cos �) + r2(C cos 2' + D sin 2')��P (2)2 (cos �):�;5) 23 + rR+ 1 sin' sin �+ r2 sin � cos � cos'R(R+ 2) � r23 � 3 cos2 � � 1R(R+ 2) �u K A-Z A N I E. (u + ur)jr=R = sin'P (1)1 (cos �) + 13 cos'P (1)2 (cos �) + 23 �� 23 P2(cos �); u = A + B � rR� sin' sin � + C � rR�2 cos'P (1)2 (cos �)++D � rR�2 P2(cos �):�:16.22. 1) � 12r2 sin � sin��4 � '�;2) h 215r4 P (1)3 (cos �) + 15r2 P (1)1 (cos �)i sin�'+ �3�;16.23. 1) �Rr �5sin3� cos � cos�3'+ �4�; 2) �Rr �101sin 100' sin100�;



204 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA� [J0(�n)]�2 RZ0 ru0(r) J0��nrR �dr (u K A Z A N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME-@T WID jujr=0j<1; ujz=0=0; (ur + h1u)jr=R = 0; ujz=h = u0(r):);4) 2h 1Pn=1 hJ0��nRh i�i�1� hZ0 f(�) sin �n�h d�� sin �nzh J0��nrh i�; GDEJ0(ix) | FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA OT ^ISTO MNIMOGO ARGU-MENTA;5) 2h 1Pn=1 hJ0��nRh i�i�1� hZ0 f(�) cos �n�h d��cos �nzh J0��nrh i� (u K A-Z A N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME@T WID uzjz=0 = uzjz=h = 0; ujr=R == f(z):):16.12. 1) 1Pn=1 an sh �n(h�z)Rch �nhR J0��nrR �; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLO-VITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0; an = 2aqk�2nJ1(�n) ; k | KO\F-FICIENT TEPLOPROWODNOSTI (u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[E-NI@ URAWNENIQ �u = 0 PRI KRAEWYH USLOWIQH �kuzjz=0 = q; ujr=R == ujz=h = 0:);2) 1Pn=1 an sh �n(h�z)Rch �nhR J0��nra �; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELX-NYE KORNI URAWNENIQ �J1(�) � Rh1J0(�) = 0; h1 | KO\FFICIENTTEPLOOBMENA, an = 2h21R3qk�1(R2h21 + �2n)�1 [J1(�n)]�1��2n (u K A Z A-N I E. kRAEWYE USLOWIQ IME@T WID (ur + h1u)jr=R = 0; �kuzjz=0 = q;ujz=h = 0:):16.13. 1) rR cos �; 2) 13 �1� r2R2�+ r2R2 cos2 �;3) 43 � rR�2P2(cos �)� 13 ; 4) 23 � 23 � rR�2P2(cos �):16.14. 43 + 2r23R(R+ 2) P2(cos �):16.15. 1) �2R23r + R49r3 (3 cos2 � � 1) + C; GDE C | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ;2) C + �23 � C� R2r(R+ 1) � R4(R+ 3) r3 �cos2 � � 13�; GDE C | PROIZ-WOLXNAQ POSTOQNNAQ;3) C � A2 � R3r2 cos �; GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.16.16. 1) zADA^A RAZRE[IMA: u = Ar cos �; GDE C | PROIZWOLXNAQPOSTOQNNAQ;2) ZADA^A NE IMEET RE[ENIQ.

x 16. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 20516.17. 1) 13r + 3 cos2 � � 13r3 ; 2) 13 h2r � 1 + r2(3 cos2 � � 1)i;3) 83r � 43 + �87 r � 87r2 �P1(cos �) + � 493 r2 � 12893r3�P2(cos �);4) 43 �1� 1r�+ 114 � 8r2 � r�P1(cos �) + 3293 �r2 � 1r3�P2(cos �);5) 2r � 5 + 4� 4r3 � r2�P2(cos �):16.18. T0 1Pn=0(�1)n 1 � 3 � 5. . .(2n� 1)2 � 4 � 6. . .(2n+ 2) (4n+ 3)� rR�2n+1P2n+1(cos �);0 � � � �2 :16.19. u1 + u22 + u1 � u22 1Pn=0(�1)n 3 � 5 � 7. . .(2n� 1)2 � 4 � 6. . .(2n+ 2) (4n+ 3)��P2n+1(cos �)� rR�2n+1:16.20. 1) r2 cos�2'+ �3 � sin2 �; 2) (r sin�+r2 sin2�) sin�'+ �6�;3) 23 � r26 (3 cos2�+1)+r sin� sin'; 4) 1 + r1010 sin10 � sin 10':16.21. 1) � rR�3sin�2'+ �6�sin2� cos �; 2) � rR�3sin�3'+ �4�sin3�;3) � rR�2sin2 � cos�2'� �4 �+ rR sin � sin';4) 23 + � rR�2�� R3(2+R) (3 cos2�� 1)+ R2+R (2 cos 2'� sin 2') sin2 ���u K A Z A N I E. (ur + u)jr=R = 13 P (2)2 (cos �)(2 cos 2' � sin 2') + 23 �� 23 P2(cos �); u = A + Br2P2(cos �) + r2(C cos 2' + D sin 2')��P (2)2 (cos �):�;5) 23 + rR+ 1 sin' sin �+ r2 sin � cos � cos'R(R+ 2) � r23 � 3 cos2 � � 1R(R+ 2) �u K A-Z A N I E. (u + ur)jr=R = sin'P (1)1 (cos �) + 13 cos'P (1)2 (cos �) + 23 �� 23 P2(cos �); u = A + B � rR� sin' sin � + C � rR�2 cos'P (1)2 (cos �)++D � rR�2 P2(cos �):�:16.22. 1) � 12r2 sin � sin��4 � '�;2) h 215r4 P (1)3 (cos �) + 15r2 P (1)1 (cos �)i sin�'+ �3�;16.23. 1) �Rr �5sin3� cos � cos�3'+ �4�; 2) �Rr �101sin 100' sin100�;



206 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA3) � R2 + R �Rr �2 P (1)1 (cos �) + 66(R + 3) �Rr �3 P (1)2 (cos �)� sin�' + �3 ��u K A Z A N I E. (u� ur)jr=R = h12 P (1)1 (cos�)+ 16 P (1)2 (cos�)isin�'+ �6�;u = �A�Rr �2 P (1)1 (cos �) +B �Rr �3 P (1)2 (cos �)� sin�'+ �6�:�:16.24. 1) 17 ��r + 8r2� sin' sin �;2) 127 �r � 1r2� cos � + � 9631r2 � 3r231 � sin 2' sin2 �;3) 4�r � 1r2� cos � + � 8r2 � r� sin � cos';4) �14� 12r �P0(cos �) + r2(1� 3 cos2 � � sin2 � � sin 2');5) 127 cos' sin � � 4r2 � r2�+ 1231� 8r3 � r24 � cos' sin 2�;6) h� 831 cos 2'� 131 sin 2'�r2+ 1r3 �� 831 cos 2'+ 3231 sin 2'�isin2�;7) hr2 �� 131 cos'+ 831 sin'�+ 1r3 �3231 cos'� 831 sin'�i sin 2�;8) �32r3 � r2� sin 2� sin'+ �8r2 � 8r3� sin2 � cos 2';9) 17 � 8r2 � r� cos � + 32127 �r3 � 1r4� 12 sin � � 15 sin3 �2 cos':16.25. 1) � 4r2 � r� cos � + �r2 � 32r3 � sin2 � sin 2';2) �r + 4r2� sin � sin'+ 3r2 sin 2� sin';3) 1 + 125 �r� 1r2�P (1)1 (cos �) cos' + 1697 �r3� 1r4� cos'P (1)3 (cos �)++ 497 �r3� 1r4�sin 2'P (2)3 (cos �) �u K A Z A N I E. urjr=2 = 2P (1)3 (cos �)�� cos' + 12 P (2)3 (cos �) sin 2' + 3P (1)1 (cos �) cos'; u = �ar + br2� �� sin � cos' + C + dr + �fr3 + hr4�P (1)3 (cos �) cos' + �lr3 + mr4���P (2)3 (cos �) sin 2':�:16.26. 1) 4� 2r + 231� 1r3�32r2�P2(cos�)+ 131�32r2� 1r3�P (2)2 (cos�)cos2'�u K A Z A N I E. ujr=1 = 2� 2P2(cos �) + P (2)2 (cos �) cos 2':�;

x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 2072) 127 � 1r2�r�cos �+ 8127 � 1r4�r3�P (2)3 (cos �) cos 2'+ 48127 �r3� 1r4� ��P3(cos �) �u K A Z A N I E. ujr=1=2 = �6P3(cos �) + 6P1(cos �)++P (2)3 (cos�) cos2'; u =�ar+ br2�P1(cos�)+�cr3+ dr4�P (2)3 (cos�) cos2'++ �gr3+ hr4�P3(cos �):�:x17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASAfUNKCIEJ gRINA (WNUTRENNEJ) ZADA^I dIRIHLE DLQ OBLASTIG 2 R3NAZYWAETSQ FUNKCIQ G(x; y); x 2 G; y 2 G; OBLADA@]AQ SWOJSTWAMI:1) G(x; y) = 14�jx� yj + g(x; y); GDE FUNKCIQ g | GARMONI^ESKAQW G I NEPRERYWNAQ W G PO x, PRI KAVDOM y 2 G;2) G(x; y)jx2S = 0 PRI KAVDOM y 2 G; GDE S | GRANICA OBLASTI G.dLQ NEOGRANI^ENNYH OBLASTEJ G TREBUEM, ^TOBY g(x; y) �! 0 PRIjxj �! 1:eSLI G | OGRANI^ENNAQ OBLASTX I S | DOSTATO^NO GLADKAQ PO-WERHNOSTX, TO G SU]ESTWUET, EDINSTWENNA, IMEET PRAWILXNU@ NORMALX-NU@ PROIZWODNU@ @G@nx NA S PRI KAVDOM y 2 G I SIMMETRI^NA, T. E.G(x; y) = G(y; x); x 2 G; y 2 G; g(x; y) NEPRERYWNA PO SOWOKUPNOSTIPEREMENNYH (x; y) W G�G:eSLI RE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA�u = �f(x); ujS = u0(x); GDE f 2 C(G) I u0 2 C(S), IMEET PRAWILX-NU@ NORMALXNU@ PROIZWODNU@ NA S, TO ONO OPREDELQETSQ FORMULOJu(x) = � ZS @G(x; y)@ny u0(y) dsy + ZG G(x; y) f(y) dy: (1)dLQ RQDA OBLASTEJ FUNKCI@ gRINA MOVNO NAJTI METODOM OTRA-VENIJ.17.1. pOSTROITX FUNKCI@ gRINA DLQ SLEDU@]IH OBLASTEJ W R3:1) POLUPROSTRANSTWO x3 > 0;2) DWUGRANNYJ UGOL x2 > 0; x3 > 0;3) OKTANT x1 > 0; x2 > 0; x3 > 0:17.2. pOSTROITX FUNKCI@ gRINA DLQ SLEDU@]IH OBLASTEJ W R3:1) [AR jxj < R;2) POLU[AR jxj < R; x3 > 0;3) ^ETWERTX [ARA jxj < R; x2 > 0; x3 > 0;4) WOSXMAQ ^ASTX [ARA jxj < R; x1 > 0; x2 > 0; x3 > 0:17.3. pOLXZUQSX METODOM OTRAVENIJ, POSTROITX FUNKCI@ gRINADLQ ^ASTI PROSTRANSTWA, ZAKL@^ENNOGO MEVDU DWUMQ PARALLELXNYMIPLOSKOSTQMI x3 = 0 I x3 = 1:



206 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA3) � R2 + R �Rr �2 P (1)1 (cos �) + 66(R + 3) �Rr �3 P (1)2 (cos �)� sin�' + �3 ��u K A Z A N I E. (u� ur)jr=R = h12 P (1)1 (cos�)+ 16 P (1)2 (cos�)isin�'+ �6�;u = �A�Rr �2 P (1)1 (cos �) +B �Rr �3 P (1)2 (cos �)� sin�'+ �6�:�:16.24. 1) 17 ��r + 8r2� sin' sin �;2) 127 �r � 1r2 � cos � + � 9631r2 � 3r231 � sin 2' sin2 �;3) 4�r � 1r2� cos � + � 8r2 � r� sin � cos';4) �14� 12r �P0(cos �) + r2(1� 3 cos2 � � sin2 � � sin 2');5) 127 cos' sin � � 4r2 � r2�+ 1231� 8r3 � r24 � cos' sin 2�;6) h� 831 cos 2'� 131 sin 2'�r2+ 1r3 �� 831 cos 2'+ 3231 sin 2'�isin2�;7) hr2 �� 131 cos'+ 831 sin'�+ 1r3 �3231 cos'� 831 sin'�i sin 2�;8) �32r3 � r2� sin 2� sin'+ �8r2 � 8r3� sin2 � cos 2';9) 17 � 8r2 � r� cos � + 32127 �r3 � 1r4� 12 sin � � 15 sin3 �2 cos':16.25. 1) � 4r2 � r� cos � + �r2 � 32r3 � sin2 � sin 2';2) �r + 4r2� sin � sin'+ 3r2 sin 2� sin';3) 1 + 125 �r� 1r2�P (1)1 (cos �) cos' + 1697 �r3� 1r4� cos'P (1)3 (cos �)++ 497 �r3� 1r4�sin 2'P (2)3 (cos �) �u K A Z A N I E. urjr=2 = 2P (1)3 (cos �)�� cos' + 12 P (2)3 (cos �) sin 2' + 3P (1)1 (cos �) cos'; u = �ar + br2� �� sin � cos' + C + dr + �fr3 + hr4�P (1)3 (cos �) cos' + �lr3 + mr4���P (2)3 (cos �) sin 2':�:16.26. 1) 4� 2r + 231� 1r3�32r2�P2(cos�)+ 131�32r2� 1r3�P (2)2 (cos�)cos2'�u K A Z A N I E. ujr=1 = 2� 2P2(cos �) + P (2)2 (cos �) cos 2':�;

x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 2072) 127 � 1r2�r�cos �+ 8127 � 1r4�r3�P (2)3 (cos �) cos 2'+ 48127 �r3� 1r4� ��P3(cos �) �u K A Z A N I E. ujr=1=2 = �6P3(cos �) + 6P1(cos �)++P (2)3 (cos�) cos2'; u =�ar+ br2�P1(cos�)+�cr3+ dr4�P (2)3 (cos�) cos2'++ �gr3+ hr4�P3(cos �):�:x17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASAfUNKCIEJ gRINA (WNUTRENNEJ) ZADA^I dIRIHLE DLQ OBLASTIG 2 R3NAZYWAETSQ FUNKCIQ G(x; y); x 2 G; y 2 G; OBLADA@]AQ SWOJSTWAMI:1) G(x; y) = 14�jx� yj + g(x; y); GDE FUNKCIQ g | GARMONI^ESKAQW G I NEPRERYWNAQ W G PO x, PRI KAVDOM y 2 G;2) G(x; y)jx2S = 0 PRI KAVDOM y 2 G; GDE S | GRANICA OBLASTI G.dLQ NEOGRANI^ENNYH OBLASTEJ G TREBUEM, ^TOBY g(x; y) �! 0 PRIjxj �! 1:eSLI G | OGRANI^ENNAQ OBLASTX I S | DOSTATO^NO GLADKAQ PO-WERHNOSTX, TO G SU]ESTWUET, EDINSTWENNA, IMEET PRAWILXNU@ NORMALX-NU@ PROIZWODNU@ @G@nx NA S PRI KAVDOM y 2 G I SIMMETRI^NA, T. E.G(x; y) = G(y; x); x 2 G; y 2 G; g(x; y) NEPRERYWNA PO SOWOKUPNOSTIPEREMENNYH (x; y) W G�G:eSLI RE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA�u = �f(x); ujS = u0(x); GDE f 2 C(G) I u0 2 C(S), IMEET PRAWILX-NU@ NORMALXNU@ PROIZWODNU@ NA S, TO ONO OPREDELQETSQ FORMULOJu(x) = � ZS @G(x; y)@ny u0(y) dsy + ZG G(x; y) f(y) dy: (1)dLQ RQDA OBLASTEJ FUNKCI@ gRINA MOVNO NAJTI METODOM OTRA-VENIJ.17.1. pOSTROITX FUNKCI@ gRINA DLQ SLEDU@]IH OBLASTEJ W R3:1) POLUPROSTRANSTWO x3 > 0;2) DWUGRANNYJ UGOL x2 > 0; x3 > 0;3) OKTANT x1 > 0; x2 > 0; x3 > 0:17.2. pOSTROITX FUNKCI@ gRINA DLQ SLEDU@]IH OBLASTEJ W R3:1) [AR jxj < R;2) POLU[AR jxj < R; x3 > 0;3) ^ETWERTX [ARA jxj < R; x2 > 0; x3 > 0;4) WOSXMAQ ^ASTX [ARA jxj < R; x1 > 0; x2 > 0; x3 > 0:17.3. pOLXZUQSX METODOM OTRAVENIJ, POSTROITX FUNKCI@ gRINADLQ ^ASTI PROSTRANSTWA, ZAKL@^ENNOGO MEVDU DWUMQ PARALLELXNYMIPLOSKOSTQMI x3 = 0 I x3 = 1:



208 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAnIVE DANY KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONA,RE[ENIQ KOTORYH MOGUT BYTX NAJDENY S POMO]X@ SOOTWETSTWU@]EJFUNKCII gRINA IZ ZADA^ 17.1{17.3 I FORMULY (1).17.4. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = �f(x); x3 > 0; ujx3=0 = u0(x);DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f; u0 | NEPRERYWNY I OGRANI^ENY;2) f = 0; u0 = cosx1 cosx2;3) f = e�x3 sinx1 cosx2; u0 = 0;4) f = 0; u0 = �(x2 � x1);5) f = 0; u0 = �1 + x21 + x22��1=2 ;6) f = 2�x21+x22+(x3+1)2��2; u0 = �1 + x21 + x22��1 ;7) f = 0; u0 = ��1; x1 < 0;+1; x1 > 0:17.5. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = 0; x2 > 0; x3 > 0; ujS = u0(x);u0 | KUSO^NO NEPRERYWNA I OGRANI^ENA.17.6. rE[ITX ZADA^U 17.5 SO SLEDU@]IMI u0:1) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = e�4x1 sin 5x2;2) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = x2 �1 + x21 + x22��3=2 ;3) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = �(x2 � jx1j):17.7. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE DLQ [ARA jxj < R:�u = �f(x); jxj < R; ujjxj=R = u0(x):17.8. rE[ITX ZADA^U 17.7 DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f = a = const; u0 = 0;2) f = jxjn; n= 0;1;2; . . .; u0 = a;3) f = ejxj; u0 = 0:17.9. rE[ITX ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA DLQ POLU-[ARA jxj < R; x3 > 0:17.10. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA �u = �f(jxj); f 22 C (a � jxj � b) W [AROWOM SLOE a < jxj < b; UDOWLETWORQ@]EE KRAE-WYM USLOWIQM ujjxj=a = 1; ujjxj=b = 0:fUNKCIEJ gRINA ZADA^I dIRIHLE DLQ OBLASTI G � R2 QWLQ-ETSQ G(z; �) = 12� ln 1jz � �j + g(z; �);GDE z = x + iy 2 G; � = � + i� 2 G: G(z; �) OBLADAET WSEMI SWOJSTWA-MI FUNKCII gRINA W R3 (SM. NA^ALO x 17). rE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = �f(z); z 2 G; ujS = u0(z) W R2 (ESLI ONO SU]ESTWUET) OPRE-
x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 209DELQETSQ FORMULOJ, SOOTWETSTWU@]EJ FORMULE (1) W R2: w SLU^AE,KOGDA OBLASTX G | ODNOSWQZNAQ S DOSTATO^NO GLADKOJ GRANICEJ S IIZWESTNA NEKOTORAQ FUNKCIQ w = w(z); KONFORMNO OTOBRAVA@]AQ GNA EDINI^NYJ KRUG jwj < 1; FUNKCIQ gRINA NAHODITSQ PO FORMULEG(z; �) = 12� ln 1j!(z; �)j ; !(z; �) = w(z)�w(�)1�w(z)w(�) :17.11. nAJTI FUNKCI@ gRINA DLQ OBLASTEJ:1) POLUPLOSKOSTX Im z > 0;2) ^ETWERTX PLOSKOSTI 0 < arg z < �2 ;3) KRUG jzj < R;4) POLUKRUG jzj < R; Im z > 0;5) ^ETWERTX KRUGA jzj < 1; 0 < arg z < �2 ;6) POLOSA 0 < Im z < �;7) POLUPOLOSA 0 < Im z < �; Re z > 0:17.12. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = 0; y > 0; ujy=0 = u0(x)DLQ SLEDU@]IH u0(x):1) u0(x) KUSO^NO NEPRERYWNA I OGRANI^ENA;2) u0(x) = �(x � a); 3) u0(x) = �1; x 2 [a; b];0; x2 [a; b];4) u0(x) = 11 + x2 ; 5) u0(x) = x1 + x2 ;6) u0(x) = x2 � 1(1 + x2)2 ; 7) u0(x) = cosx:17.13. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ �u = 0 W PERWOM KWADRANTEx > 0; y > 0 SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:1) ujS = u0(x; y) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ, OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ,GDE S SOSTOIT IZ POLUPRQMYH fx = 0; y � 0g I fy = 0; x � 0g;2) ujx=0 = 0; ujy=0 = 1; 3) ujx=0 = a; ujy=0 = b;4) ujx=0 = 0; ujy=0 = �(x�1); 5) ujx=0 = 0; ujy=0 = x(1+x2)2;6) ujx=0 = siny; ujy=0 = sinx:17.14. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ �u = 0;0 < y < � SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:1) ujS = u0(x; y) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ, OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ,GDE S | GRANICA POLOSY 0 < y < �;2) ujy=0 = �(x); ujy=� = 0; 3) ujy=0 = �(x); ujy=� = �(x);4) ujy=0 = �(x); ujy=� =��(x); 5) ujy=0 = �(x); ujy=� = �(�x);6) ujy=0 = cosx; ujy=� = 0:17.15. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u = 0 W POLUPOLOSE0 < y < �; x > 0; SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:14 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



208 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAnIVE DANY KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONA,RE[ENIQ KOTORYH MOGUT BYTX NAJDENY S POMO]X@ SOOTWETSTWU@]EJFUNKCII gRINA IZ ZADA^ 17.1{17.3 I FORMULY (1).17.4. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = �f(x); x3 > 0; ujx3=0 = u0(x);DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f; u0 | NEPRERYWNY I OGRANI^ENY;2) f = 0; u0 = cosx1 cosx2;3) f = e�x3 sinx1 cosx2; u0 = 0;4) f = 0; u0 = �(x2 � x1);5) f = 0; u0 = �1 + x21 + x22��1=2 ;6) f = 2�x21+x22+(x3+1)2��2; u0 = �1 + x21 + x22��1 ;7) f = 0; u0 = ��1; x1 < 0;+1; x1 > 0:17.5. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = 0; x2 > 0; x3 > 0; ujS = u0(x);u0 | KUSO^NO NEPRERYWNA I OGRANI^ENA.17.6. rE[ITX ZADA^U 17.5 SO SLEDU@]IMI u0:1) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = e�4x1 sin 5x2;2) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = x2 �1 + x21 + x22��3=2 ;3) u0jx2=0 = 0; u0jx3=0 = �(x2 � jx1j):17.7. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE DLQ [ARA jxj < R:�u = �f(x); jxj < R; ujjxj=R = u0(x):17.8. rE[ITX ZADA^U 17.7 DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f = a = const; u0 = 0;2) f = jxjn; n= 0;1;2; . . .; u0 = a;3) f = ejxj; u0 = 0:17.9. rE[ITX ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA DLQ POLU-[ARA jxj < R; x3 > 0:17.10. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA �u = �f(jxj); f 22 C (a � jxj � b) W [AROWOM SLOE a < jxj < b; UDOWLETWORQ@]EE KRAE-WYM USLOWIQM ujjxj=a = 1; ujjxj=b = 0:fUNKCIEJ gRINA ZADA^I dIRIHLE DLQ OBLASTI G � R2 QWLQ-ETSQ G(z; �) = 12� ln 1jz � �j + g(z; �);GDE z = x + iy 2 G; � = � + i� 2 G: G(z; �) OBLADAET WSEMI SWOJSTWA-MI FUNKCII gRINA W R3 (SM. NA^ALO x 17). rE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = �f(z); z 2 G; ujS = u0(z) W R2 (ESLI ONO SU]ESTWUET) OPRE-
x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 209DELQETSQ FORMULOJ, SOOTWETSTWU@]EJ FORMULE (1) W R2: w SLU^AE,KOGDA OBLASTX G | ODNOSWQZNAQ S DOSTATO^NO GLADKOJ GRANICEJ S IIZWESTNA NEKOTORAQ FUNKCIQ w = w(z); KONFORMNO OTOBRAVA@]AQ GNA EDINI^NYJ KRUG jwj < 1; FUNKCIQ gRINA NAHODITSQ PO FORMULEG(z; �) = 12� ln 1j!(z; �)j ; !(z; �) = w(z)�w(�)1�w(z)w(�) :17.11. nAJTI FUNKCI@ gRINA DLQ OBLASTEJ:1) POLUPLOSKOSTX Im z > 0;2) ^ETWERTX PLOSKOSTI 0 < arg z < �2 ;3) KRUG jzj < R;4) POLUKRUG jzj < R; Im z > 0;5) ^ETWERTX KRUGA jzj < 1; 0 < arg z < �2 ;6) POLOSA 0 < Im z < �;7) POLUPOLOSA 0 < Im z < �; Re z > 0:17.12. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE�u = 0; y > 0; ujy=0 = u0(x)DLQ SLEDU@]IH u0(x):1) u0(x) KUSO^NO NEPRERYWNA I OGRANI^ENA;2) u0(x) = �(x � a); 3) u0(x) = �1; x 2 [a; b];0; x2 [a; b];4) u0(x) = 11 + x2 ; 5) u0(x) = x1 + x2 ;6) u0(x) = x2 � 1(1 + x2)2 ; 7) u0(x) = cosx:17.13. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ �u = 0 W PERWOM KWADRANTEx > 0; y > 0 SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:1) ujS = u0(x; y) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ, OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ,GDE S SOSTOIT IZ POLUPRQMYH fx = 0; y � 0g I fy = 0; x � 0g;2) ujx=0 = 0; ujy=0 = 1; 3) ujx=0 = a; ujy=0 = b;4) ujx=0 = 0; ujy=0 = �(x�1); 5) ujx=0 = 0; ujy=0 = x(1+x2)2;6) ujx=0 = siny; ujy=0 = sinx:17.14. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ �u = 0;0 < y < � SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:1) ujS = u0(x; y) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ, OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ,GDE S | GRANICA POLOSY 0 < y < �;2) ujy=0 = �(x); ujy=� = 0; 3) ujy=0 = �(x); ujy=� = �(x);4) ujy=0 = �(x); ujy=� =��(x); 5) ujy=0 = �(x); ujy=� = �(�x);6) ujy=0 = cosx; ujy=� = 0:17.15. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u = 0 W POLUPOLOSE0 < y < �; x > 0; SO SLEDU@]IMI KRAEWYMI USLOWIQMI:14 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



210 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA1) ujx=0 = 1; ujy=0 = 0; ujy=� = 0;2) ujx=0 = 0; ujy=0 = sinx; ujy=� = 0;3) ujx=0 = 0; ujy=0 = th x; ujy=� = thx;4) ujx=0 = 0; ujy=0 = 0; ujy=� = thx:17.16. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA �u = �f(z) W KRUGEjzj < R PRI KRAEWOM USLOWII ujjzj=R = u0(z) DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f; u0 | NEPRERYWNYE FUNKCII; 2) f = a; u0 = b;3) f = jzjn; n = 1; 2; . . .; u0 = 0; 4) f = sin jzj; u0 = 0;5) f = 0; u0 = cos'; GDE ' = arg z; 0 � ' < 2�:17.17. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u = 0 W POLUKRUGEjzj < 1; Im z > 0; PRI USLOWII ujS = u0(z); GDE S | GRANICA POLUKRUGA,DLQ SLEDU@]IH u0(z):1) u0(z) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ FUNKCIQ;2) u0jr=1 = sin'; u0j'=0 = 0; u0j'=� = 0; GDE r = jzj,' = arg z; 0 � ' < 2�;3) u0jr=1 = 0; u0j'=0 = 1; u0j'=� = 1;4) u0jr=1 = cos '2 ; u0j'=0 = pr; u0j'=� = 0:17.18. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE �u=0; Rez>0; jz�5j>3;ujRe z=0 = 0; ujjz�5j=3 = 1: oTWETY K x17w OTWETAH K ZADA^AM 17.1{17.10 WWEDENY OBOZNA^ENIQymnk = �(�1)my1; (�1)ny2; (�1)ky3�:17.1. 1) 14� 1Pk=0 (�1)kjx� y00kj ; 2) 14� 1Pn;k=0 (�1)n+kjx� y0nkj ;3) 14� 1Pm;n;k=0 (�1)m+n+kjx� ymnkj :17.2. 1) 14� � 1jx� yj � Rjyjjx� y�j�; GDE, KAK I WS@DU W ZADA^E 17.2,y�mnk = R2jyj2 ymnk; jymnkjjy�mnkj = R2;2) 14� 1Pk=0(�1)k � 1jx� y00kj � Rjyjjx� y�00kj�;3) 14� 1Pn;k=0(�1)n+k � 1jx� y0nkj � Rjyjjx� y�0nkj�;4) 14� 1Pm;n;k=0(�1)m+n+k � 1jx� ymnkj � Rjyjjx� y�mnkj�:

x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 21117.3. 14� 1Pn=�1� 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � (2n+ y3))2 �� 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � (2n� y3))2�:u K A Z A N I E (K ZADA^E 17.4 I NIVE). w SLU^AE, KOGDA f I u0KUSO^NO NEPRERYWNY I OGRANI^ENY, A POWERHNOSTX S KUSO^NO GLAD-KAQ, POSTANOWKA ZADA^I dIRIHLE MOVET BYTX OBOB]ENA TAKIM OBRAZOM,^TOBY RE[ENIE EE TAKVE OPREDELQLOSX FORMULOJ (1).17.4. 1) x32� Zy3=0 u0(y)jx� yj3 dSy + 14� Zy3>0f(y)� 1jx� yj � 1jx� y001j� dy;2) e�p2x3 cosx1 cosx2; 3) �e�p2x3 � e�x3� sinx1 cosx2;4) 12 + 1� arctg x2 � x1p2x3 ; 5) �x21 + x22 + (x3 + 1)2��1=2;6) �x21 + x22 + (x3 + 1)2��1; 7) 2� arctg x1x3 :17.5. x22� Zy2=0y3�0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y001j3� dSy ++ x32� Zy2�0y3=0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y010j3� dSy:17.6. 1) e�4x1�3x3 sin 5x2; 2) x2 �x21 + x22 + (x3 + 1)2��3=2 ;3) 1� arctg x2 + x1x3p2 + 1� arctg x2 � x1x3p2 :17.7. 14�R Zjyj=RR2�jxj2jx�yj3 u0(y)dSy+ 14� Zjyj�R� 1jx�yj� Rjyjjx�y�j�f(y)dy;GDE y� = yR2=jyj2 | TO^KA, SIMMETRI^NAQ TO^KE y OTNOSITELXNO SFERYjyj = R:17.8. 1) a6 �R2 � jxj2�; 2) a+ Rn+2 � jxjn+2(n+ 2)(n+ 3) ;3) eR � ejxj � 2R �eR � 1�+ 2jxj �ejxj � 1�:17.9. u(x) = x32� Zjyj�Ry3=0 u0(y1; y2)� 1jx� yj3 � R3jyj3jx� y�j3� dy1 dy2++ R2�jxj24�R Zjyj=Ry3>0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y��j3� dSy;GDE jxj < R; x3 > 0; y� I y�� | TO^KI, SIMMETRI^NYE TO^KE y OTNOSI-TELXNO SFERY jyj = R I PLOSKOSTI y3 = 0 SOOTWETSTWENNO.14�



210 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA1) ujx=0 = 1; ujy=0 = 0; ujy=� = 0;2) ujx=0 = 0; ujy=0 = sinx; ujy=� = 0;3) ujx=0 = 0; ujy=0 = th x; ujy=� = thx;4) ujx=0 = 0; ujy=0 = 0; ujy=� = thx:17.16. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA �u = �f(z) W KRUGEjzj < R PRI KRAEWOM USLOWII ujjzj=R = u0(z) DLQ SLEDU@]IH f I u0:1) f; u0 | NEPRERYWNYE FUNKCII; 2) f = a; u0 = b;3) f = jzjn; n = 1; 2; . . .; u0 = 0; 4) f = sin jzj; u0 = 0;5) f = 0; u0 = cos'; GDE ' = arg z; 0 � ' < 2�:17.17. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA �u = 0 W POLUKRUGEjzj < 1; Im z > 0; PRI USLOWII ujS = u0(z); GDE S | GRANICA POLUKRUGA,DLQ SLEDU@]IH u0(z):1) u0(z) | KUSO^NO NEPRERYWNAQ FUNKCIQ;2) u0jr=1 = sin'; u0j'=0 = 0; u0j'=� = 0; GDE r = jzj,' = arg z; 0 � ' < 2�;3) u0jr=1 = 0; u0j'=0 = 1; u0j'=� = 1;4) u0jr=1 = cos '2 ; u0j'=0 = pr; u0j'=� = 0:17.18. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE �u=0; Rez>0; jz�5j>3;ujRe z=0 = 0; ujjz�5j=3 = 1: oTWETY K x17w OTWETAH K ZADA^AM 17.1{17.10 WWEDENY OBOZNA^ENIQymnk = �(�1)my1; (�1)ny2; (�1)ky3�:17.1. 1) 14� 1Pk=0 (�1)kjx� y00kj ; 2) 14� 1Pn;k=0 (�1)n+kjx� y0nkj ;3) 14� 1Pm;n;k=0 (�1)m+n+kjx� ymnkj :17.2. 1) 14� � 1jx� yj � Rjyjjx� y�j�; GDE, KAK I WS@DU W ZADA^E 17.2,y�mnk = R2jyj2 ymnk; jymnkjjy�mnkj = R2;2) 14� 1Pk=0(�1)k � 1jx� y00kj � Rjyjjx� y�00kj�;3) 14� 1Pn;k=0(�1)n+k � 1jx� y0nkj � Rjyjjx� y�0nkj�;4) 14� 1Pm;n;k=0(�1)m+n+k � 1jx� ymnkj � Rjyjjx� y�mnkj�:

x 17. fUNKCIQ gRINA OPERATORA lAPLASA 21117.3. 14� 1Pn=�1� 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � (2n+ y3))2 �� 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � (2n� y3))2�:u K A Z A N I E (K ZADA^E 17.4 I NIVE). w SLU^AE, KOGDA f I u0KUSO^NO NEPRERYWNY I OGRANI^ENY, A POWERHNOSTX S KUSO^NO GLAD-KAQ, POSTANOWKA ZADA^I dIRIHLE MOVET BYTX OBOB]ENA TAKIM OBRAZOM,^TOBY RE[ENIE EE TAKVE OPREDELQLOSX FORMULOJ (1).17.4. 1) x32� Zy3=0 u0(y)jx� yj3 dSy + 14� Zy3>0f(y)� 1jx� yj � 1jx� y001j� dy;2) e�p2x3 cosx1 cosx2; 3) �e�p2x3 � e�x3� sinx1 cosx2;4) 12 + 1� arctg x2 � x1p2x3 ; 5) �x21 + x22 + (x3 + 1)2��1=2;6) �x21 + x22 + (x3 + 1)2��1; 7) 2� arctg x1x3 :17.5. x22� Zy2=0y3�0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y001j3� dSy ++ x32� Zy2�0y3=0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y010j3� dSy:17.6. 1) e�4x1�3x3 sin 5x2; 2) x2 �x21 + x22 + (x3 + 1)2��3=2 ;3) 1� arctg x2 + x1x3p2 + 1� arctg x2 � x1x3p2 :17.7. 14�R Zjyj=RR2�jxj2jx�yj3 u0(y)dSy+ 14� Zjyj�R� 1jx�yj� Rjyjjx�y�j�f(y)dy;GDE y� = yR2=jyj2 | TO^KA, SIMMETRI^NAQ TO^KE y OTNOSITELXNO SFERYjyj = R:17.8. 1) a6 �R2 � jxj2�; 2) a+ Rn+2 � jxjn+2(n+ 2)(n+ 3) ;3) eR � ejxj � 2R �eR � 1�+ 2jxj �ejxj � 1�:17.9. u(x) = x32� Zjyj�Ry3=0 u0(y1; y2)� 1jx� yj3 � R3jyj3jx� y�j3� dy1 dy2++ R2�jxj24�R Zjyj=Ry3>0 u0(y)� 1jx� yj3 � 1jx� y��j3� dSy;GDE jxj < R; x3 > 0; y� I y�� | TO^KI, SIMMETRI^NYE TO^KE y OTNOSI-TELXNO SFERY jyj = R I PLOSKOSTI y3 = 0 SOOTWETSTWENNO.14�



212 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA17.10. a(b�jxj)jxj(b�a)� 1jxj jxjZ0 (jxj��)�f(�)d� + b�jxjjxj(b�a) aZ0 (a��)�f(�)d��� a� jxjjxj(b� a) bZ0 (b� �) �f(�) d�:17.11. 1) 12� ln jz � ��jjz � �j ; GDE z = x+ iy; � = � + i�;2) 12� ln ��z2 � ��2��jz2 � �2j ; 3) 12� ln ��R2 � z����Rjz � �j ;4) 12� ln ��z � ���� ��R2 � z����jz � �jjR2 � z�j ; 5) 12� ln ��z2 � ��2�� ��R4 � (z��)2��jz2 � �2jjR4 � (z�)2j ;6) 12� ln ��ez � e�� ��jez � e� j ; 7) 12� ln ��ch z � ch ����jch z � ch �j :17.12. 1) y� 1Z�1 u0(�) d�(x� �)2 + y2 ; 2) 12 + 1� arctg x� ay ;3) 12 � 1� arctg y2+(x�a)(x�b)y(b�a) ; 4) y + 1x2 + (y + 1)2 ;5) xx2 + (y + 1)2 ; 6) x2 � (y + 1)2[x2 + (y + 1)2]2 ; 7) e�y cosx:17.13. 1) y� 1Z0 u0(�; 0)� 1(x� �)2 + y2 � 1(x+ �)2 + y2 � d�++ x� 1Z0 u0(0; �)� 1x2 + (y � �)2 � 1x2 + (y + �)2 � d�;2) 2� arctg xy ; 3) 2� �a arctg yx + b arctg xy�;4) 12 � 1� arctg y2 � x2 + 12xy ; 5) x(y + 1)[x2 + (y + 1)2]2 ;6) e�y sinx+ e�x sin y:17.14. 1) 1Pk=0 1� ex sin y 1Z�1 u0(�; k�) e��e2(x��) � 2ex�� cos (y � k�) + 1 d�;2) 12 � 1� arctg e�x � cos ysin y ; 3) 12 + 1� arctg shxsin y ;4) 2� arctg ctg y� 1� arctg sin 2xe2x�cos2y ; 5) 12 + 1� arctg thxtg y ;6) cos x sh (� � y)sh� :17.15. 1) 12 + 1� arctg sin2y�sh2x2 siny shx ; 2) sinx sh (� � y)sh� ;

x 18. mETOD POTENCIALOW 2133) shxchx+ sin y ; 4) x sin2y+y sh2x�� siny shx� (ch 2x+ cos 2y) :17.16. 1) 12�R Zj�j=Ru0(�) R2�jzj2jz��j2 dS� + 12� Zj�j�Rf(�) ln j�jjz���jRjz��j d� d�;GDE z = x+ iy; � = � + i�; �� = �R2j�j2 ;2) a4 (R2 � r2) + b; 3) Rn+2 � rn+2(n+ 2)2 ;4) sin r � sinR + RZr sin �� d�; 5) rR cos':u K A Z A N I E. w ZADA^AH 17.16, 2){5) WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJZADA^I 17.16, 1), GDE PEREJTI K POLQRNYM KOORDINATAM z = rei';� = �ei�; 0 < '; � < 2�:17.17. 1) 12� Zj�j=1Im ��0 u0(�)� jzj2 � 1jz � �j2 � jzj2 � 1jz � ��j2� d� d�++ y� 1Z�1 u0(�; 0)� 1jz � �j2 � 1j�z � 1j2� d�;GDE z = x+ iy; � = � + i�;2) r sin'; 3) 2� arctg 2r sin'r2 � 1 ; 4) pr cos '2 :17.18. 1ln 3 ln jz + 4jjz � 4j :x18. mETOD POTENCIALOWpUSTX � 2 D 0(Rn): sWERTKA Vn = 1jxjn�2 � �; n � 3; NAZYWAETSQNX@TONOWYM POTENCIALOM, A V2 = ln 1jxj � �; n = 2; | LOGARIFMI-^ESKIM POTENCIALOM S PLOTNOSTX@ � (OPREDELENIE SWERTKI SM. W x 8).pOTENCIAL Vn UDOWLETWORQET URAWNENI@ pUASSONA�Vn = �(n� 2) �n�; n � 3; �V2 = �2��:eSLI � | FINITNAQ ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ W Rn; TOSOOTWETSTWU@]IJ NX@TONOW (LOGARIFMI^ESKIJ) POTENCIAL Vn NAZY-WAETSQ OB_EMNYM POTENCIALOM (POTENCIALOM PLO]ADI).pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ DWUSTORONNQQ POWERH-NOSTX W Rn; n | NORMALX K S I ��S I � @@n (��S) | PROSTOJ I DWOJNOJSLOI NA S S PLOTNOSTQMI � I � (OPREDELENIE SLOEW SM. W x 6 I x 7).sWERTKIV (0)n = 1jxjn�2 � ��S I V (1)n = � 1jxjn�2 � @@n (��S); n � 3;



212 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA17.10. a(b�jxj)jxj(b�a)� 1jxj jxjZ0 (jxj��)�f(�)d� + b�jxjjxj(b�a) aZ0 (a��)�f(�)d��� a� jxjjxj(b� a) bZ0 (b� �) �f(�) d�:17.11. 1) 12� ln jz � ��jjz � �j ; GDE z = x+ iy; � = � + i�;2) 12� ln ��z2 � ��2��jz2 � �2j ; 3) 12� ln ��R2 � z����Rjz � �j ;4) 12� ln ��z � ���� ��R2 � z����jz � �jjR2 � z�j ; 5) 12� ln ��z2 � ��2�� ��R4 � (z��)2��jz2 � �2jjR4 � (z�)2j ;6) 12� ln ��ez � e�� ��jez � e� j ; 7) 12� ln ��ch z � ch ����jch z � ch �j :17.12. 1) y� 1Z�1 u0(�) d�(x� �)2 + y2 ; 2) 12 + 1� arctg x� ay ;3) 12 � 1� arctg y2+(x�a)(x�b)y(b�a) ; 4) y + 1x2 + (y + 1)2 ;5) xx2 + (y + 1)2 ; 6) x2 � (y + 1)2[x2 + (y + 1)2]2 ; 7) e�y cosx:17.13. 1) y� 1Z0 u0(�; 0)� 1(x� �)2 + y2 � 1(x+ �)2 + y2 � d�++ x� 1Z0 u0(0; �)� 1x2 + (y � �)2 � 1x2 + (y + �)2 � d�;2) 2� arctg xy ; 3) 2� �a arctg yx + b arctg xy�;4) 12 � 1� arctg y2 � x2 + 12xy ; 5) x(y + 1)[x2 + (y + 1)2]2 ;6) e�y sinx+ e�x sin y:17.14. 1) 1Pk=0 1� ex sin y 1Z�1 u0(�; k�) e��e2(x��) � 2ex�� cos (y � k�) + 1 d�;2) 12 � 1� arctg e�x � cos ysin y ; 3) 12 + 1� arctg shxsin y ;4) 2� arctg ctg y� 1� arctg sin 2xe2x�cos2y ; 5) 12 + 1� arctg thxtg y ;6) cos x sh (� � y)sh� :17.15. 1) 12 + 1� arctg sin2y�sh2x2 siny shx ; 2) sinx sh (� � y)sh� ;

x 18. mETOD POTENCIALOW 2133) shxchx+ sin y ; 4) x sin2y+y sh2x�� siny shx� (ch 2x+ cos 2y) :17.16. 1) 12�R Zj�j=Ru0(�) R2�jzj2jz��j2 dS� + 12� Zj�j�Rf(�) ln j�jjz���jRjz��j d� d�;GDE z = x+ iy; � = � + i�; �� = �R2j�j2 ;2) a4 (R2 � r2) + b; 3) Rn+2 � rn+2(n+ 2)2 ;4) sin r � sinR + RZr sin �� d�; 5) rR cos':u K A Z A N I E. w ZADA^AH 17.16, 2){5) WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJZADA^I 17.16, 1), GDE PEREJTI K POLQRNYM KOORDINATAM z = rei';� = �ei�; 0 < '; � < 2�:17.17. 1) 12� Zj�j=1Im ��0 u0(�)� jzj2 � 1jz � �j2 � jzj2 � 1jz � ��j2� d� d�++ y� 1Z�1 u0(�; 0)� 1jz � �j2 � 1j�z � 1j2� d�;GDE z = x+ iy; � = � + i�;2) r sin'; 3) 2� arctg 2r sin'r2 � 1 ; 4) pr cos '2 :17.18. 1ln 3 ln jz + 4jjz � 4j :x18. mETOD POTENCIALOWpUSTX � 2 D 0(Rn): sWERTKA Vn = 1jxjn�2 � �; n � 3; NAZYWAETSQNX@TONOWYM POTENCIALOM, A V2 = ln 1jxj � �; n = 2; | LOGARIFMI-^ESKIM POTENCIALOM S PLOTNOSTX@ � (OPREDELENIE SWERTKI SM. W x 8).pOTENCIAL Vn UDOWLETWORQET URAWNENI@ pUASSONA�Vn = �(n� 2) �n�; n � 3; �V2 = �2��:eSLI � | FINITNAQ ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ W Rn; TOSOOTWETSTWU@]IJ NX@TONOW (LOGARIFMI^ESKIJ) POTENCIAL Vn NAZY-WAETSQ OB_EMNYM POTENCIALOM (POTENCIALOM PLO]ADI).pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ DWUSTORONNQQ POWERH-NOSTX W Rn; n | NORMALX K S I ��S I � @@n (��S) | PROSTOJ I DWOJNOJSLOI NA S S PLOTNOSTQMI � I � (OPREDELENIE SLOEW SM. W x 6 I x 7).sWERTKIV (0)n = 1jxjn�2 � ��S I V (1)n = � 1jxjn�2 � @@n (��S); n � 3;



214 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPANAZYWA@TSQ POWERHNOSTNYMI POTENCIALAMI PROSTOGO I DWOJNOGOSLOQ S PLOTNOSTQMI � I �. sWERTKIV (0)2 = ln 1jxj � ��S I V (1)2 = � ln 1jxj � @@n (��S); n = 2;NAZYWA@TSQ, SOOTWETSTWENNO, LOGARIFMI^ESKIMI POTENCIALAMI PROS-TOGO I DWOJNOGO SLOQ.eSLI S | POWERHNOSTX lQPUNOWA I � 2 C(S); TO W R3 PREDELXNYEZNA^ENIQ POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ V (1)+ I V (1)� IZWNE I IZNUTRI SWYRAVA@TSQ FORMULAMIV (1)� (x) = �2��(x) + V (1)x = �2��(x) + ZS �(y) cos'xyjx� yj2 dSy; (1)GDE 'xy | UGOL MEVDU WEKTOROM x� y I NORMALX@ ny W TO^KE y 2S:eSLI � 2 C (S); TO POTENCIAL PROSTOGO SLOQ IMEET PRAWILXNYENORMALXNYE PROIZWODNYE �@V (0)@n �+I �@V (0)@n �� NA S IZWNE I IZNUTRI S(SM. OPREDELENIE W NA^ALE GL. V), PRI^EM NA S�@V (0)@n ��(x) = �2��(x) + @V (0)x@n = �2��(x) + ZS �(y) cos xyjx� yj2 dSy; (2)GDE  xy | UGOL MEVDU WEKTOROM y � x I NORMALX@ nx:aNALOGI^NYE FORMULY DLQ V (1)� (x) I �@V (0)@n ��(x) SPRAWEDLIWY IW R2 S ZAMENOJ 2� NA � I jx� yj2 NA jx� yj:18.1. pUSTX � | ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ, � = 0 WNEG � Rn: dOKAZATX:A) OB_EMNYJ POTENCIAL WYRAVAETSQ FORMULOJVn(x) = ZG �(y)jx� yjn�2 dy; n � 3; (3)B) Vn | GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ WNE G;W) V3(x) = 1jxj ZG �(y) dy +O� 1jxj2�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.2. pUSTX � | ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ, � = 0 WNEG � R2: dOKAZATX:A) POTENCIAL PLO]ADI WYRAVAETSQ FORMULOJV2(x) = ZG �(y) ln 1jx� yj dy; (4)B) V2 | GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ WNE G;

x 18. mETOD POTENCIALOW 215W) V2(x) = ln 1jxj ZG �(y) dy +O� 1jxj�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.3. pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ DWUSTORONNQQ PO-WERHNOSTX I �; � 2 C (S): dOKAZATX:A) POTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ WYRAVA@TSQ FORMULAMIV (0)3 (x) = ZS �(y)jx� yj dSy;V (1)3 (x) = ZS �(y) @@ny 1jx� yj dSy = ZS �(y) cos'xyjx� yj2 dSy; (5)GDE UGOL 'xy OPREDELEN W NA^ALE x 18;B) V (0)3 I V (1)3 | GARMONI^ESKIE FUNKCII WNE S;W) V (0)3 (x) = 1jxj ZS �(y) dS +O� 1jxj2� I V (1)3 (x) = O� 1jxj2�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.4. pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ KRIWAQ I �; � 22 C (S): dOKAZATX:A) LOGARIFMI^ESKIE POTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ WYRA-VA@TSQ FORMULAMIV (0)2 (x) = ZS �(y) ln 1jx� yj dSy;V (1)2 (x) = ZS �(y) @@ny ln 1jx� yj dSy = ZS �(y) cos'xyjx� yj dSy; (6)GDE UGOL 'xy OPREDELEN W TEKSTE;B) V (0)2 I V (1)2 | GARMONI^ESKIE FUNKCII WNE S;W) V (0)2 (x) = ln 1jxj ZS �(�) ds+ O� 1jxj�; V (1)2 (x) = O� 1jxj�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.5. 1) wY^ISLITX NX@TONOW POTENCIAL V3 S PLOTNOSTX@ �SR ;2) WY^ISLITX LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL V2 S PLOTNOSTX@ �SR :18.6. wY^ISLITX OB_EMNYJ POTENCIAL V3 DLQ [ARA jxj < R SOSLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �(jxj) 2 C; 2) � = �0 = const; 3) � = jxj;4) � = jxj2; 5) � =pjxj; 6) � = e�jxj;7) � = 11 + jxj2 ; 8) � = sin jxj; 9) � = cos jxj;10) � = ln�1 + jxjR �:
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x 18. mETOD POTENCIALOW 215W) V2(x) = ln 1jxj ZG �(y) dy +O� 1jxj�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.3. pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ DWUSTORONNQQ PO-WERHNOSTX I �; � 2 C (S): dOKAZATX:A) POTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ WYRAVA@TSQ FORMULAMIV (0)3 (x) = ZS �(y)jx� yj dSy;V (1)3 (x) = ZS �(y) @@ny 1jx� yj dSy = ZS �(y) cos'xyjx� yj2 dSy; (5)GDE UGOL 'xy OPREDELEN W NA^ALE x 18;B) V (0)3 I V (1)3 | GARMONI^ESKIE FUNKCII WNE S;W) V (0)3 (x) = 1jxj ZS �(y) dS +O� 1jxj2� I V (1)3 (x) = O� 1jxj2�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.4. pUSTX S | OGRANI^ENNAQ KUSO^NO GLADKAQ KRIWAQ I �; � 22 C (S): dOKAZATX:A) LOGARIFMI^ESKIE POTENCIALY PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ WYRA-VA@TSQ FORMULAMIV (0)2 (x) = ZS �(y) ln 1jx� yj dSy;V (1)2 (x) = ZS �(y) @@ny ln 1jx� yj dSy = ZS �(y) cos'xyjx� yj dSy; (6)GDE UGOL 'xy OPREDELEN W TEKSTE;B) V (0)2 I V (1)2 | GARMONI^ESKIE FUNKCII WNE S;W) V (0)2 (x) = ln 1jxj ZS �(�) ds+ O� 1jxj�; V (1)2 (x) = O� 1jxj�; jxj �! 1:wYQSNITX FIZI^ESKIJ SMYSL \TIH POTENCIALOW.18.5. 1) wY^ISLITX NX@TONOW POTENCIAL V3 S PLOTNOSTX@ �SR ;2) WY^ISLITX LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL V2 S PLOTNOSTX@ �SR :18.6. wY^ISLITX OB_EMNYJ POTENCIAL V3 DLQ [ARA jxj < R SOSLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �(jxj) 2 C; 2) � = �0 = const; 3) � = jxj;4) � = jxj2; 5) � =pjxj; 6) � = e�jxj;7) � = 11 + jxj2 ; 8) � = sin jxj; 9) � = cos jxj;10) � = ln�1 + jxjR �:



216 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA18.7. dLQ SFERI^ESKOGO SLOQ R1 < jxj < R2 WY^ISLITX OB_EMNYJPOTENCIAL V3 MASS, RASPREDELENNYH S PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = �(jxj) 2 C (R1 � jxj � R2):18.8. pUSTX MASSA RASPREDELENA W [ARE r < R S PLOTNOSTX@ �:nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL V3 W TO^KE, LEVA]EJ NA OSI � = 0(0 � � � �) DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � PROPORCIONALXNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI � = �2 ;2) � = cos �; 3) � = sin';4) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ; 0 � ' << 2�:18.9. pUSTX MASSA RASPREDELENA S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 W CI-LINDRE fx21 + x22 < R2; 0 < x3 < Hg: nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL WTO^KAH OSI x3 � H:118.10. nAJTI POTENCIAL PLO]ADI DLQ KRUGA r < R SO SLEDU@]I-MI PLOTNOSTQMI:1) � = �(r) 2 C ([0; R]); 2) � = �0 = const; 3) � = r;4) � = r2; 5) � = e�r; 6) � = 11 + r2 ;7) � = pr; 8) � = sin r; 9) � = cos r;10) � = sin'; 0�'�2�; 11) � = cos';12) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.11. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PLO]ADI DLQ KOLXCAR1 < r < R2 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = �(r) 2 C ([R1; R2]):18.12. pUSTX f(jyj) NEPRERYWNA PRI jyj � R I f(jyj) = 0 PRIjyj > R; y 2 R3: dOKAZATX:A) OB_EMNYJ POTENCIAL V3(x) S PLOTNOSTX@ f(jyj) ZAWISIT TOLXKOOT jxj I V3(x) = 1jxj Zjyj<R f(jyj) dy; jxj > R;B) DLQ TOGO ^TOBY V3(x) OBRATILSQ W NULX PRI jxj > R; NEOBHODIMOI DOSTATO^NO WYPOLNENIE USLOWIQZ f(jyj) dy = 0; (�)W) PRI USLOWII (�) SPRAWEDLIWO RAWENSTWOZ V3(x) dx = �2�3 Z f(jyj)jyj2dy:dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ POLU^ENNYH RAWENSTW.18.13. dOKAZATX: ESLI FUNKCII f1(x) I f2(jxj) NEPRERYWNY PRIjxj � R; x 2 R3; OBRA]A@TSQ W NULX PRI jxj > R I UDOWLETWORQ@TURAWNENI@ �f1(x) = D�f2(jxj);

x 18. mETOD POTENCIALOW 217TO POTENCIAL V3(x) S PLOTNOSTX@ f2(jxj) OBRA]AETSQ W NULX PRIjxj > R:18.14. dOKAZATX REZULXTATY, ANALOGI^NYE REZULXTATAM ZADA^18.12 I 18.14 DLQ POTENCIALA PLO]ADI, A IMENNO:1) V2(x) = ln 1jxj Zjyj<Rf(jyj) dy; jyj > R;2) Z V2(x) dx = ��2 Z f(jyj)jyj2dy; ESLI Z f(jyj) dy = 0:18.15. rASPROSTRANITX ZADA^I 18.12{18.14 NA SLU^AJ, KOGDA PLOT-NOSTX f ESTX OBOB]ENNAQ FUNKCIQ. pOD �INTEGRALOM� Z f(x) dx DLQFINITNOJ f 2 D 0 SLEDUET PONIMATX ^ISLO (f; �); GDE � 2 D; � � 1 WOKRESTNOSTI NOSITELQ f (\TO ^ISLO NE ZAWISIT OT WYBORA WSPOMOGA-TELXNOJ FUNKCII �):18.16. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S POSTO-QNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE jxj = R:18.17. w TO^KE, LEVA]EJ NA OSI � = 0 (0 � � � �); NAJTI POTEN-CIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO NA SFERE r = R SO SLEDU@]IMIPLOTNOSTQMI:1) � PROPORCIONALXNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI �=�=2;2) � = sin �2 ;3) � = e'; 0 � ' � �; I � = e2��'; � � ' < 2�:18.18. nA KRUGLOM DISKE RADIUSA R RASPREDELEN PROSTOJ SLOJ SPLOTNOSTX@ �: nAJTI POTENCIAL W TO^KE, LEVA]EJ NA OSI DISKA DLQSLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = �0 = const; 2) � = r; 3) � = r2;4) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.19. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S PLOT-NOSTX@ � NA CILINDREfx21 + x22 = R2; 0 � x3 � HgW TO^KE, LEVA]EJ NA OSI x3 DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = �0 = const;2) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.20. nAJTI POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S POSTOQNNOJ PLOT-NOSTX@ �0 DLQ SFERY jxj = R:18.21. nA SFERE r = R RASPREDELENY DIPOLI S PLOTNOSTX@MOMENTA �; ORIENTIROWANNYE WDOLX WNE[NEJ NORMALI. nAJTI POTEN-CIAL DWOJNOGO SLOQ W TO^KE OSI � = 0 (0 � � � �); DLQ SLEDU@]IHPLOTNOSTEJ:1) � = cos �; 2) � = sin �2 ;3) � = e'; 0 � ' � �; I � = e2��'; � � ' < 2�;



216 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA18.7. dLQ SFERI^ESKOGO SLOQ R1 < jxj < R2 WY^ISLITX OB_EMNYJPOTENCIAL V3 MASS, RASPREDELENNYH S PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = �(jxj) 2 C (R1 � jxj � R2):18.8. pUSTX MASSA RASPREDELENA W [ARE r < R S PLOTNOSTX@ �:nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL V3 W TO^KE, LEVA]EJ NA OSI � = 0(0 � � � �) DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � PROPORCIONALXNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI � = �2 ;2) � = cos �; 3) � = sin';4) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ; 0 � ' << 2�:18.9. pUSTX MASSA RASPREDELENA S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 W CI-LINDRE fx21 + x22 < R2; 0 < x3 < Hg: nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL WTO^KAH OSI x3 � H:118.10. nAJTI POTENCIAL PLO]ADI DLQ KRUGA r < R SO SLEDU@]I-MI PLOTNOSTQMI:1) � = �(r) 2 C ([0; R]); 2) � = �0 = const; 3) � = r;4) � = r2; 5) � = e�r; 6) � = 11 + r2 ;7) � = pr; 8) � = sin r; 9) � = cos r;10) � = sin'; 0�'�2�; 11) � = cos';12) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.11. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PLO]ADI DLQ KOLXCAR1 < r < R2 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = �(r) 2 C ([R1; R2]):18.12. pUSTX f(jyj) NEPRERYWNA PRI jyj � R I f(jyj) = 0 PRIjyj > R; y 2 R3: dOKAZATX:A) OB_EMNYJ POTENCIAL V3(x) S PLOTNOSTX@ f(jyj) ZAWISIT TOLXKOOT jxj I V3(x) = 1jxj Zjyj<R f(jyj) dy; jxj > R;B) DLQ TOGO ^TOBY V3(x) OBRATILSQ W NULX PRI jxj > R; NEOBHODIMOI DOSTATO^NO WYPOLNENIE USLOWIQZ f(jyj) dy = 0; (�)W) PRI USLOWII (�) SPRAWEDLIWO RAWENSTWOZ V3(x) dx = �2�3 Z f(jyj)jyj2dy:dATX FIZI^ESKU@ INTERPRETACI@ POLU^ENNYH RAWENSTW.18.13. dOKAZATX: ESLI FUNKCII f1(x) I f2(jxj) NEPRERYWNY PRIjxj � R; x 2 R3; OBRA]A@TSQ W NULX PRI jxj > R I UDOWLETWORQ@TURAWNENI@ �f1(x) = D�f2(jxj);

x 18. mETOD POTENCIALOW 217TO POTENCIAL V3(x) S PLOTNOSTX@ f2(jxj) OBRA]AETSQ W NULX PRIjxj > R:18.14. dOKAZATX REZULXTATY, ANALOGI^NYE REZULXTATAM ZADA^18.12 I 18.14 DLQ POTENCIALA PLO]ADI, A IMENNO:1) V2(x) = ln 1jxj Zjyj<Rf(jyj) dy; jyj > R;2) Z V2(x) dx = ��2 Z f(jyj)jyj2dy; ESLI Z f(jyj) dy = 0:18.15. rASPROSTRANITX ZADA^I 18.12{18.14 NA SLU^AJ, KOGDA PLOT-NOSTX f ESTX OBOB]ENNAQ FUNKCIQ. pOD �INTEGRALOM� Z f(x) dx DLQFINITNOJ f 2 D 0 SLEDUET PONIMATX ^ISLO (f; �); GDE � 2 D; � � 1 WOKRESTNOSTI NOSITELQ f (\TO ^ISLO NE ZAWISIT OT WYBORA WSPOMOGA-TELXNOJ FUNKCII �):18.16. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S POSTO-QNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE jxj = R:18.17. w TO^KE, LEVA]EJ NA OSI � = 0 (0 � � � �); NAJTI POTEN-CIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO NA SFERE r = R SO SLEDU@]IMIPLOTNOSTQMI:1) � PROPORCIONALXNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI �=�=2;2) � = sin �2 ;3) � = e'; 0 � ' � �; I � = e2��'; � � ' < 2�:18.18. nA KRUGLOM DISKE RADIUSA R RASPREDELEN PROSTOJ SLOJ SPLOTNOSTX@ �: nAJTI POTENCIAL W TO^KE, LEVA]EJ NA OSI DISKA DLQSLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = �0 = const; 2) � = r; 3) � = r2;4) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.19. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S PLOT-NOSTX@ � NA CILINDREfx21 + x22 = R2; 0 � x3 � HgW TO^KE, LEVA]EJ NA OSI x3 DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = �0 = const;2) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.18.20. nAJTI POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S POSTOQNNOJ PLOT-NOSTX@ �0 DLQ SFERY jxj = R:18.21. nA SFERE r = R RASPREDELENY DIPOLI S PLOTNOSTX@MOMENTA �; ORIENTIROWANNYE WDOLX WNE[NEJ NORMALI. nAJTI POTEN-CIAL DWOJNOGO SLOQ W TO^KE OSI � = 0 (0 � � � �); DLQ SLEDU@]IHPLOTNOSTEJ:1) � = cos �; 2) � = sin �2 ;3) � = e'; 0 � ' � �; I � = e2��'; � � ' < 2�;



218 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA4) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ;5) � RAWNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI � = �2 :18.22. nA KRUGLOM DISKE RADIUSA R RASPREDELENY DIPOLI S PLOT-NOSTX@ MOMENTA �; ORIENTIROWANNYE WDOLX NORMALI, NAPRAWLENNOJ WSTORONU OTRICATELXNYH x3. nAJTI POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ W TO^KE,LEVA]EJ NA OSI DISKA, DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = const; 2) � = �(r) 2 C ([0; R]);3) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ;4) � = r + '; 0 � ' � �; I � = r + 2� � '; � � ' < 2�:18.23. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ DLQOKRUVNOSTI RADIUSA R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = cos2 '; R = 2:18.24. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ DLQOKRUVNOSTI RADIUSA R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const; 2) � = sin':18.25. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ DLQ OT-REZKA �a � x � a; y = 0 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const;2) � = ��0; �a � x < 0; I � = �0; 0 < x � a;3) � = x:18.26. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ DLQ OT-REZKA �a � x � a; y = 0 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const;2) � = ��0; �a � x < 0; I � = �0; 0 < x � a;3) � = x; 4) � = x2:pUSTX �(x) | FINITNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ. sWERTKI V == �4�E � � I V = �4�E � �; GDEE = � eikjxj4�jxj ; E = �e�ikjxj4�jxj| FUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ OPERATORA gELXMGOLXCA � + k2 W R3;QWLQ@TSQ ANALOGAMI NX@TONOWA POTENCIALA. pOTENCIALY V I V UDOW-LETWORQ@T URAWNENI@ gELXMGOLXCA �u+ k2u = �4��:tAK VE OPREDELQ@TSQ ANALOGI POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGOSLOEW.tO VE DLQ OPERATORA �� k2: zDESX ANALOGOM NX@TONOWA POTENCIA-LA QWLQETSQ V� = �4�E� � �; GDE E� = �e�kjxj4�jxj | FUNDAMENTALXNOERE[ENIE OPERATORA �� k2 W R3:18.27. pUSTX � | ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ I �(x) = 0;x 2 G1 = R3nG: dOKAZATX:1) V; V I V� WYRAVA@TSQ FORMULAMI

x 18. mETOD POTENCIALOW 219V (x) = ZG eikjx�yjjx� yj �(y) dy; V (x) = ZG e�ikjx�yjjx� yj �(y) dy;V�(x) = ZG e�kjx�yjjx� yj �(y) dy; (7)2) V; V I V� � C1(R3) \ C1 (G1) UDOWLETWORQ@T W OBLASTI G1ODNORODNYM URAWNENIQM �u+k2u = 0 I �u�k2u = 0 SOOTWETSTWENNO;3) V I V UDOWLETWORQ@T USLOWIQM IZLU^ENIQ zOMMERFELXDAu(x) = O �jxj�1�; @u(x)@jxj � iku(x) = o �jxj�1�;jxj �! 1 I V�(x) �! 0; jxj �! 1: (8)18.28. dLQ OPERATORA � + k2 WY^ISLITX POTENCIAL V DLQ [ARAjxj < R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �(jxj) 2 C(UR); 2) � = �0 = const; 3) � = e�jxj:18.29. dLQ OPERATORA �+ k2 WY^ISLITX POTENCIAL V DLQ SFERI-^ESKOGO SLOQ R1 < jxj < R2 S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0:18.30. 1) dLQ OPERATORA � + k2 WY^ISLITX POTENCIAL PROSTOGOSLOQ V (0); RASPREDELENNOGO S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE;2) DLQ OPERATORA �+ k2 WY^ISLITX POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ V (1);RASPREDELENNOGO S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE.18.31. dLQ OPERATORA � � k2 WY^ISLITX POTENCIAL V� DLQ [ARAr < R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �(jxj) 2 C(UR); 2) � = �0 = const; 3) � = e�jxj:18.32. 1) dLQ OPERATORA � � k2 WY^ISLITX POTENCIAL PROSTOGOSLOQ V (0)� ; RASPREDELENNOGO S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE;2) DLQ OPERATORA �� k2 WY^ISLITX POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ V (1)� ;RASPREDELENNOGO S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0 NA SFERE.18.33. 1) pREDPOLAGAQ GRANICU S OBLASTI G � R3 POWERHNOSTX@lQPUNOWA, DOKAZATX, ^TOV (1)3 (x) = ZS cos'xyjx� yj2 dSy =8<:�4�; x 2 G;�2�; x 2 S;0; x 2 R3nG; (9)GDE UGOL 'xy OPREDELEN W NA^ALE PARAGRAFA;2) PREDPOLAGAQ GRANICU S OBLASTI G � R2 KRIWOJ lQPUNOWA,DOKAZATX, ^TOV (1)2 (x) = ZS cos'xyjx� yj dSy = 8<:�2�; x 2 G;��; x 2 S;0; x 2 R2nG: (91)18.34. dOKAZATX:1) PODSTANOWKA u = v + V3; GDEV3(x) = 14� ZG f(y)jx� yj dy; x 2 R3;



218 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA4) � = �(') | NEPRERYWNAQ 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ;5) � RAWNA KWADRATU RASSTOQNIQ OT PLOSKOSTI � = �2 :18.22. nA KRUGLOM DISKE RADIUSA R RASPREDELENY DIPOLI S PLOT-NOSTX@ MOMENTA �; ORIENTIROWANNYE WDOLX NORMALI, NAPRAWLENNOJ WSTORONU OTRICATELXNYH x3. nAJTI POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ W TO^KE,LEVA]EJ NA OSI DISKA, DLQ SLEDU@]IH PLOTNOSTEJ:1) � = const; 2) � = �(r) 2 C ([0; R]);3) � = �(') | NEPRERYWNAQ, 2�-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ;4) � = r + '; 0 � ' � �; I � = r + 2� � '; � � ' < 2�:18.23. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ DLQOKRUVNOSTI RADIUSA R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = �0 = const; 2) � = cos2 '; R = 2:18.24. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ DLQOKRUVNOSTI RADIUSA R SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const; 2) � = sin':18.25. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ DLQ OT-REZKA �a � x � a; y = 0 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const;2) � = ��0; �a � x < 0; I � = �0; 0 < x � a;3) � = x:18.26. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ DLQ OT-REZKA �a � x � a; y = 0 SO SLEDU@]IMI PLOTNOSTQMI:1) � = const;2) � = ��0; �a � x < 0; I � = �0; 0 < x � a;3) � = x; 4) � = x2:pUSTX �(x) | FINITNAQ OBOB]ENNAQ FUNKCIQ. sWERTKI V == �4�E � � I V = �4�E � �; GDEE = � eikjxj4�jxj ; E = �e�ikjxj4�jxj| FUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ OPERATORA gELXMGOLXCA � + k2 W R3;QWLQ@TSQ ANALOGAMI NX@TONOWA POTENCIALA. pOTENCIALY V I V UDOW-LETWORQ@T URAWNENI@ gELXMGOLXCA �u+ k2u = �4��:tAK VE OPREDELQ@TSQ ANALOGI POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGOSLOEW.tO VE DLQ OPERATORA �� k2: zDESX ANALOGOM NX@TONOWA POTENCIA-LA QWLQETSQ V� = �4�E� � �; GDE E� = �e�kjxj4�jxj | FUNDAMENTALXNOERE[ENIE OPERATORA �� k2 W R3:18.27. pUSTX � | ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ I �(x) = 0;x 2 G1 = R3nG: dOKAZATX:1) V; V I V� WYRAVA@TSQ FORMULAMI
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220 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPASWODIT WNUTRENNIE KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ pUASSONA �u == �f K SOOTWETSTWU@]IM WNUTRENNIM KRAEWYM ZADA^AM DLQ URAW-NENIQ lAPLASA, ESLI f 2 C1 (G) \ C (G);2) TO VE SPRAWEDLIWO I DLQ WNE[NIH ZADA^ PRI DOPOLNITELXNOMUSLOWII, ^TO f | FINITNAQ FUNKCIQ.18.35. s POMO]X@ POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^U dI-RIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE KRUGA.18.36. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI IWNE BESKONE^NOGO CILINDRA RADIUSA R PRI USLOWII, ^TO NA GRANICEPODDERVIWAETSQ SLEDU@]AQ TEMPERATURA u0:1) u0 = const; 2) u0 = sin'; 3) u0 = cos';4) u0 = C = const PRI ��2 < ' < �2 ; I u0 = 0 PRI �2 � ' � 3�2 :18.37. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRINEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 � r < R PRI USLOWII, ^TO WCILINDRE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f(r; ') I NA GRANICE r = RPODDERVIWAETSQ TEMPERATURA u�0 (R;') DLQ SLEDU@]IH f I u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0; 2) f = r; u�0 = 0;3) f = r2; u�0 = a; 4) f = e�r; u�0 = sin';5) f = sin r; u�0 = cos'; 6) f = sin'; u�0 = sin�'+ �4�;7) f = cos'; u�0 = cos�'� �4�:18.38. s POMO]X@ POTENCIALA PROSTOGO SLOQ RE[ITX ZADA^UnEJMANA DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE KRUGA.18.39. nAJTI PLOTNOSTX DIFFUNDIRU@]EGO WE]ESTWA PRI STA-CIONARNOM PROCESSE U(r; '; z) WNUTRI I WNE BESKONE^NOGO CILINDRARADIUSA R PRI USLOWII, ^TO ISTO^NIKI WE]ESTWA OTSUTSTWU@T IKO\FFICIENT DIFFUZII D = const, A NA GRANICE PODDERVIWAETSQZADANNYJ POTOK DIFFUZII u1 DLQ SLEDU@]IH u1:1) u1 = const; 2) u1 = sin'; 3) u1 = cos':18.40. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRINEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA RADIUSA R PRI USLOWII, ^TO WCILINDRE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f(r; ') I NA GRANICE POD-DERVIWAETSQ ZADANNYJ POTOK TEPLA u�1 (R;') DLQ SLEDU@]IH f I u�1 :1) f = f0= const; u�1 = �f0R2k ;2) f = r; u�1 = �R33 ; KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k = 1;3) f = 11 + r2 ; u�1 = ln(1 +R2)R ; k = 1;4) f = sin'; u�1 = sin'; k = 1;5) f = cos'; u�1 = cos'; k = 1:18.41. s POMO]X@ POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ NAJTISTACIONARNU@ TEMPERATURU TO^EK POLUPLOSKOSTI y > 0, ESLI:

x 18. mETOD POTENCIALOW 2211) NA GRANICE y = 0 PODDERVIWAETSQ ZADANNAQ TEMPERATURA u0(x);2) NA y = 0 PODDERVIWAETSQ ZADANNYJ POTOK TEPLA, T. E.@u@n ���y=0 = u1(x):iSTO^NIKOW TEPLA NET.18.42. nAJTI RASPREDELENIE POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGOPOLQ WNUTRI DWUGRANNOGO UGLA PRI USLOWII, ^TO EGO GRANICA ZARQVENADO POTENCIALA V0 = const DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:1) x> 0; y > 0; �1<z<1; 2) 0<'<'0; '0< �2 ; 0� r<1:18.43. s POMO]X@ POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^UdIRIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE [ARA jxj < R:18.44. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W [AREr < R PRI USLOWII, ^TO W [ARE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f INA GRANICE r = R PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA u�0 DLQ SLEDU@]IH fI u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0;2) f = r; u�0 = a;3) f = pr; u�0 = 27 R5=2; k = 1:18.45. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I nEJMANA DLQURAWNENIQ lAPLASA DLQ [ARA r < R OPREDELQETSQ FORMULOJU(r; �; ') = �R rZ0 u(�; �; ') d�� ;GDE u | INTEGRAL pUASSONA DLQ [ARA, T. E.u(�; �; ') = R4� 2�Z0 �Z0 u�0 (R; �1; '1) R2 � �2(R2 + �2 � 2R� cos 
)3=2 sin �1 d�1 d'1;GDE 
 | UGOL MEVDU RADIUSAMI-WEKTORAMI TO^EK (�; �; ') I (R; �1; '1)I u�0 = @U@n ���r=R= uj�=R:u K A Z A N I E. dOKAZATX, ^TO ESLI u(�; �; '); u(0) = 0 | GARMONI-^ESKAQ FUNKCIQ W OBLASTI, SODERVA]EJ NA^ALO KOORDINAT, TO I FUNK-CIQ U(r; �; ') = �R rZ0 u(�; �; ') d�� QWLQETSQ GARMONI^ESKOJ. dALEE WOS-POLXZOWATXSQ USLOWIEM RAZRE[IMOSTI ZADA^I, A IMENNO Zr=Ru�0 dS = 0:18.46. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I nEJMANA DLQURAWNENIQ lAPLASA DLQ [ARA OPREDELQETSQ FORMULOJU(r; �; ') = R rZ1 u(�; �; ') d�� ;GDE u(�; �; ') | RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I dIRIHLE DLQ [ARA, T. E.



220 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPASWODIT WNUTRENNIE KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ pUASSONA �u == �f K SOOTWETSTWU@]IM WNUTRENNIM KRAEWYM ZADA^AM DLQ URAW-NENIQ lAPLASA, ESLI f 2 C1 (G) \ C (G);2) TO VE SPRAWEDLIWO I DLQ WNE[NIH ZADA^ PRI DOPOLNITELXNOMUSLOWII, ^TO f | FINITNAQ FUNKCIQ.18.35. s POMO]X@ POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^U dI-RIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE KRUGA.18.36. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI IWNE BESKONE^NOGO CILINDRA RADIUSA R PRI USLOWII, ^TO NA GRANICEPODDERVIWAETSQ SLEDU@]AQ TEMPERATURA u0:1) u0 = const; 2) u0 = sin'; 3) u0 = cos';4) u0 = C = const PRI ��2 < ' < �2 ; I u0 = 0 PRI �2 � ' � 3�2 :18.37. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRINEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 � r < R PRI USLOWII, ^TO WCILINDRE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f(r; ') I NA GRANICE r = RPODDERVIWAETSQ TEMPERATURA u�0 (R;') DLQ SLEDU@]IH f I u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0; 2) f = r; u�0 = 0;3) f = r2; u�0 = a; 4) f = e�r; u�0 = sin';5) f = sin r; u�0 = cos'; 6) f = sin'; u�0 = sin�'+ �4�;7) f = cos'; u�0 = cos�'� �4�:18.38. s POMO]X@ POTENCIALA PROSTOGO SLOQ RE[ITX ZADA^UnEJMANA DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE KRUGA.18.39. nAJTI PLOTNOSTX DIFFUNDIRU@]EGO WE]ESTWA PRI STA-CIONARNOM PROCESSE U(r; '; z) WNUTRI I WNE BESKONE^NOGO CILINDRARADIUSA R PRI USLOWII, ^TO ISTO^NIKI WE]ESTWA OTSUTSTWU@T IKO\FFICIENT DIFFUZII D = const, A NA GRANICE PODDERVIWAETSQZADANNYJ POTOK DIFFUZII u1 DLQ SLEDU@]IH u1:1) u1 = const; 2) u1 = sin'; 3) u1 = cos':18.40. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRINEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA RADIUSA R PRI USLOWII, ^TO WCILINDRE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f(r; ') I NA GRANICE POD-DERVIWAETSQ ZADANNYJ POTOK TEPLA u�1 (R;') DLQ SLEDU@]IH f I u�1 :1) f = f0= const; u�1 = �f0R2k ;2) f = r; u�1 = �R33 ; KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI k = 1;3) f = 11 + r2 ; u�1 = ln(1 +R2)R ; k = 1;4) f = sin'; u�1 = sin'; k = 1;5) f = cos'; u�1 = cos'; k = 1:18.41. s POMO]X@ POTENCIALOW PROSTOGO I DWOJNOGO SLOQ NAJTISTACIONARNU@ TEMPERATURU TO^EK POLUPLOSKOSTI y > 0, ESLI:

x 18. mETOD POTENCIALOW 2211) NA GRANICE y = 0 PODDERVIWAETSQ ZADANNAQ TEMPERATURA u0(x);2) NA y = 0 PODDERVIWAETSQ ZADANNYJ POTOK TEPLA, T. E.@u@n ���y=0 = u1(x):iSTO^NIKOW TEPLA NET.18.42. nAJTI RASPREDELENIE POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGOPOLQ WNUTRI DWUGRANNOGO UGLA PRI USLOWII, ^TO EGO GRANICA ZARQVENADO POTENCIALA V0 = const DLQ SLEDU@]IH SLU^AEW:1) x> 0; y > 0; �1<z<1; 2) 0<'<'0; '0< �2 ; 0� r<1:18.43. s POMO]X@ POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^UdIRIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI I WNE [ARA jxj < R:18.44. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W [AREr < R PRI USLOWII, ^TO W [ARE WYDELQETSQ TEPLO S PLOTNOSTX@ f INA GRANICE r = R PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA u�0 DLQ SLEDU@]IH fI u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0;2) f = r; u�0 = a;3) f = pr; u�0 = 27 R5=2; k = 1:18.45. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE WNUTRENNEJ ZADA^I nEJMANA DLQURAWNENIQ lAPLASA DLQ [ARA r < R OPREDELQETSQ FORMULOJU(r; �; ') = �R rZ0 u(�; �; ') d�� ;GDE u | INTEGRAL pUASSONA DLQ [ARA, T. E.u(�; �; ') = R4� 2�Z0 �Z0 u�0 (R; �1; '1) R2 � �2(R2 + �2 � 2R� cos 
)3=2 sin �1 d�1 d'1;GDE 
 | UGOL MEVDU RADIUSAMI-WEKTORAMI TO^EK (�; �; ') I (R; �1; '1)I u�0 = @U@n ���r=R= uj�=R:u K A Z A N I E. dOKAZATX, ^TO ESLI u(�; �; '); u(0) = 0 | GARMONI-^ESKAQ FUNKCIQ W OBLASTI, SODERVA]EJ NA^ALO KOORDINAT, TO I FUNK-CIQ U(r; �; ') = �R rZ0 u(�; �; ') d�� QWLQETSQ GARMONI^ESKOJ. dALEE WOS-POLXZOWATXSQ USLOWIEM RAZRE[IMOSTI ZADA^I, A IMENNO Zr=Ru�0 dS = 0:18.46. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I nEJMANA DLQURAWNENIQ lAPLASA DLQ [ARA OPREDELQETSQ FORMULOJU(r; �; ') = R rZ1 u(�; �; ') d�� ;GDE u(�; �; ') | RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I dIRIHLE DLQ [ARA, T. E.



222 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAu(�; �; ') = R4� 2�Z0 �Z0 u+0 (R; �1; '1) �2 �R2(�2 +R2 � 2�R cos 
)3=2 sin �1 d�1 d'1;u+0 = @U@n ���r=R= uj�=R:u K A Z A N I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 18.45.18.47. rE[ITX WNUTRENN@@ I WNE[N@@ ZADA^I nEJMANA DLQr < R DLQ u�0 = u+0 = a = const:18.48. s POMO]X@ POWERHNOSTNYH POTENCIALOW RE[ITX ZADA^IdIRIHLE I nEJMANA DLQ URAWNENIQ lAPLASA DLQ POLUPROSTRANSTWAx3 > 0:18.49. nAJTI u(x1;x2;x3) | PLOTNOSTX DIFFUNDIRU@]EGO WE]EST-WA PRI STACIONARNOM PROCESSE PRI USLOWII, ^TO ISTO^NIKI WE]EST-WA OTSUTSTWU@T I KO\FFICIENT DIFFUZII D = const DLQ SLEDU@]IHOBLASTEJ G I GRANI^NYH USLOWIJ ujS :1) x3 > 0; ujx3=0 = u0 = const;2) x3 > 0; ujx3=0 = ��1; x1 < 0;+1; x1 > 0;3) x2; x3 > 0; �1 < x1 <1; ujS = u0 = const:kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ gELXMGOLXCA �u+ k2u = �f(x) I�u � k2u = �f(x) W PROSTRANSTWE STAWQTSQ TAK VE, KAK I DLQ URAW-NENIQ pUASSONA. pRI \TOM RE[ENIQ WNE[NIH ZADA^ NA BESKONE^NOS-TI DOLVNY UDOWLETWORQTX USLOWI@ IZLU^ENIQ (SM. FORMULU (8)) DLQURAWNENIQ �u+ k2u = �f I OBRA]ATXSQ W NULX DLQ �u� k2u = �f:18.50. rE[ITX ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ �u + k2u = 0WNUTRI I WNE SFERY jxj = R PRI USLOWII ujjxj=R = a:18.51. rE[ITX ZADA^U nEJMANA DLQ URAWNENIQ �u + k2u = 0WNUTRI I WNE SFERY jxj = R PRI USLOWII @u@n ���jxj=R = a:18.52. rE[ITX ZADA^U�u+ k2u = �f(x); ujjxj=R = u�0 (x)WNUTRI SFERY jxj = R DLQ SLEDU@]IH f I u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0; k = R = 1;2) f = 1; u�0 =p2ei(1��=4) sin 1�1; k = R = 1:18.53. rE[ITX ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ �u � k2u = 0WNUTRI I WNE SFERY jxj = R PRI USLOWII ujjxj=R = a:18.54. rE[ITX ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ �u � k2u = 0WNUTRI I WNE SFERY jxj = R PRI USLOWII ujjxj=R = a cos �; 0 � � � �:18.55. rE[ITX ZADA^U nEJMANA DLQ URAWNENIQ �u � k2u = 0WNUTRI I WNE SFERY jxj = R PRI USLOWII @u@n ���jxj=R = a:

x 18. mETOD POTENCIALOW 22318.56. rE[ITX ZADA^U�u� k2u = �f(x); ujjxj=R = u�0 (x)WNUTRI SFERY jxj = R DLQ SLEDU@]IH f I u�0 :1) f = f0= const; u�0 = 0; k = R = 1;2) f = 1; u�0 = 1�2e�1sh 1; k = R = 1:18.57. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE KONCENTRACII NEUSTOJ-^IWOGO GAZA WNUTRI BESKONE^NOGO CILINDRA RADIUSA R, ESLI NA POWERH-NOSTI CILINDRA PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ KONCENTRACIQ u0:oTWETY K x1818.3. r E [ E N I E. w SILU FORMULY (7) IZ x 8 I OPREDELENIQ PROS-TOGO SLOQ IZ x 6�V (0)3 ; '� = � 1j�j � �(y) �S(y); �(y)'(� + y)� == � 1j�j ; (�(y) �S(y); �(y)'(� + y))� == ZR3 1j�j� ZS �(y)'(� + y) dSy�d� = ZR3 � ZS �(y)jx� yj dSy�'(x) dx:18.5. 1) w SILU FORMULY (5): 4�R; jxj � R; 4�R2=jxj; jxj � R;2) � 2� lnR; jxj � R; �2� ln jxj; jxj � R:18.6. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (3) I WWESTI SFE-RI^ESKIE KOORDINATY.1) 4�jxj RZ0 �(r)r2 dr; jxj �R; 4�jxj jxjZ0 �(r) r2 dr+4� RZjxj �(r) r dr; jxj �R;2) 4�R3�03jxj ; jxj � R; 2�R2�0 � 23 �jxj2�0; jxj � R;3) �R4jxj ; jxj � R; �3 (4R3 � jxj3); jxj � R;4) 4�R55jxj ; jxj � R; ��R4 � jxj45 �; jxj � R;5) 8�R7=27jxj ; jxj � R; 8�35 (7R5=2 � 2jxj5=2); jxj � R;6) 4�jxj �2� e�R(2 + 2R+R2)�; jxj � R;4� �2(1� e�jxj)jxj � e�R(1 +R)� e�jxj�; jxj � R;7) 4�jxj (R� arctgR); jxj�R; 4��1� arctg jxjjxj +lnr 1+R21+ jxj2 �; jxj�R;
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224 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA8) 4�jxj �(2�R2) cosR� 2(1�R sinR)�; jxj � R;4�� 2jxj (cos jxj � 1) + sin jxj+ sinR�R cosR�; jxj � R;9) 4�jxj �2R cosR+ (R2 � 2) sinR�; jxj � R;4��cos jxj � 2 sin jxjjxj +R sinR+ cosR�; jxj � R;10) 2�R39jxj (12 ln 2� 5); jxj � R;�3 ��2R3jxj +3R2�jxj2� ln�1+ jxjR �2+ 53 jxj2+2jxj(R�3)�R2�; jxj�R:18.7. 1) 2�(R22 �R21) �0; jxj � R1; 2�R22�0 � 23 ��0 �jxj2 + 2R31jxj �;R1 � jxj � R2; 4��03jxj (R32 �R31); jxj � R2;2) 4� R2ZR1 �(r) r dr; jxj � R1; 4�jxj jxjZR1 �(r) r2 dr + 4� R2Zjxj �(r) r dr;R1 � jxj � R2; 4�jxj R2ZR1 �(r) r2 dr; jxj � R2:18.8. 1) 415 �R4C�Rr + 27 R3r3�; r�R; 2�C�R46 + 215 R2r2� 970 r4�;r � R; C | KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI;2) �R43r2 ; r � R; 43 �Rr � �r2; r � R;3) 0;4) 2R33r 2�Z0 �(') d'; r � R; �R2� r23 � 2�Z0 �(') d'; r � R:18.9. � h(H � x3)pR2 + (H � x3)2 + x3pR2 + x23 +H2 � 2Hx3++ R2 ln�H�x3+pR2+(H�x3)2��R2 ln��x3+pR2+x23�i:18.10. 1) RZ0 2�Z0 �(r1) ln 1pr2 + r21 � 2rr1 cos ('1 � ') r1 dr1 d';2) ��R2�0 ln r; r � R; ���0�R2 lnR� R2 � r22 �; r � R:r E [ E N I E. pUSTX r � R: tOGDAV2(r;') = �0 RZ0 r1 dr1 2�Z0 " ln 1r +ln 1q1+(r1r )2�2 r1r cos ('1�')# d'1 == ���0R2 ln r;TAK KAK

x 18. mETOD POTENCIALOW 2252�Z0 ln �1+�2�2� cos('1�')�d' = 2�Z0 " �Z0 2��2 cos ('1�')1+�2�2� cos ('1�') d�#d' == 2�Z0 " �Z0 � 2� Re �ei('1�')1� �ei('1�') d�#d' == �2 2�Z0 " 1Xn=1 �nn cosn('1 � ')#d'1 = 0;GDE � = r1r < 1;3) �23 �R2 ln r; r � R; 2�9 �R3(1� 3 lnR)� r3�; r � R;4) ��2 R4 ln r; r � R; �8 �R4(1� 4 lnR)� r4�; r � R;5) �2� �1� (1 +R) e�R� ln r; r � R;�2� "e�r � e�R + ln r � (1 +R) e�R lnR+ RZr e�r1r1 dr1#; r � R;6) �2� ln r ln p1 +R2; r � R;�2� "lnR lnp1 +R2 � 12 RZr ln(1 + r21)r1 dr1#; r � R;7) �45 �R5=2 ln r; r � R; �45 � hR5=2 lnR+ 25 �r5=2 �R5=2�i; r�R;8) 2�(R cosR � sinR) ln r; r � R;2� R lnR cosR� lnR sinR+sin r� sinR+ RZr sin r1r1 dr1!; r�R;9) 2� ln r(1�R sinR� cosR); r � R;2�"ln r� lnR(R sinR+cosR)+ cos r� cosR+ RZr cos r1r1 dr1#; r�R;10) �R3 sin'3r ; r � R; ��rR � 2r23 � sin'; r � R;11) �R3 cos'3r ; r � R; ��rR � 2r23 cos'�; r � R;12) ��R22 ln r 2�Z0 �(')d'; r�R; �R2�r24 � R22 lnR� 2�Z0 �(')d'; r�R:15 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA
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x 18. mETOD POTENCIALOW 2252�Z0 ln �1+�2�2� cos('1�')�d' = 2�Z0 " �Z0 2��2 cos ('1�')1+�2�2� cos ('1�') d�#d' == 2�Z0 " �Z0 � 2� Re �ei('1�')1� �ei('1�') d�#d' == �2 2�Z0 " 1Xn=1 �nn cosn('1 � ')#d'1 = 0;GDE � = r1r < 1;3) �23 �R2 ln r; r � R; 2�9 �R3(1� 3 lnR)� r3�; r � R;4) ��2 R4 ln r; r � R; �8 �R4(1� 4 lnR)� r4�; r � R;5) �2� �1� (1 +R) e�R� ln r; r � R;�2� "e�r � e�R + ln r � (1 +R) e�R lnR+ RZr e�r1r1 dr1#; r � R;6) �2� ln r ln p1 +R2; r � R;�2� "lnR lnp1 +R2 � 12 RZr ln(1 + r21)r1 dr1#; r � R;7) �45 �R5=2 ln r; r � R; �45 � hR5=2 lnR+ 25 �r5=2 �R5=2�i; r�R;8) 2�(R cosR � sinR) ln r; r � R;2� R lnR cosR� lnR sinR+sin r� sinR+ RZr sin r1r1 dr1!; r�R;9) 2� ln r(1�R sinR� cosR); r � R;2�"ln r� lnR(R sinR+cosR)+ cos r� cosR+ RZr cos r1r1 dr1#; r�R;10) �R3 sin'3r ; r � R; ��rR � 2r23 � sin'; r � R;11) �R3 cos'3r ; r � R; ��rR � 2r23 cos'�; r � R;12) ��R22 ln r 2�Z0 �(')d'; r�R; �R2�r24 � R22 lnR� 2�Z0 �(')d'; r�R:15 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



226 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA18.11. u K A Z A N I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 18.10, 2).1) ��0(R21�R22) ln r; r�R2; ��0�R21 ln r�R22 lnR2+ R22� r22 �;R1 � r � R2; ��0 �R21 lnR1 �R22 lnR2 + R22 �R212 �; r � R1;2) �2� ln r R2ZR1 �(x)dx; r�R2; �2� ln r rZR1�(x)xdx + R2Zr �(x)x lnxdx!;R1 � r � R2; �2� R2ZR1 �(x)x ln x dx; r � R1:18.16. 4��0R2jxj ; jxj � R; 4��0R; jxj � R:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (5).18.17. 1) 4�R2C3r �1 + 2R25r2 �; r � R; 43 �RC �1 + 2r25R2�; r � R;C | KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI;2) �Rr �r +R � (r�R)22prR ln pr+pRpr�pR�; r � R;�Rr �r +R� (r �R)22prR ln pR+prpR�pr�; r � R;3) 2R2r (e� � 1); r � R; 2R(e� � 1); r � R:18.18. 1) 2��0 �px33 +R2 � x3�;2) �Rpx23 +R2 � �x23 ln R+px23 +R2jx3j ;3) 4�3 �x33+�R22 �x23�px23+R2�; 4) �px23+R2�jx3j� 2�Z0 �(') d':18.19. 1) 2�R�0 ln H � x3 +pR2 + (H � x3)2�x3 +pR2 + x23 ;2) Rhln�H�x3+pR2+(H�x3)2�� ln��x3+pR2+x23�i 2�Z0 �(')d':18.20. 0; jxj > R; �4��0; jxj < R; �2��0; jxj = R:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (5).18.21. 1) 4�R23r2 ; r > R; �8�r3R ; r < R; �2�3 ; r = R;2) �2r �R� 3r + (R+ 3r)�q rR �rRr � ln pr +pRpr �pR �; r > R;�2r �R� 3r + (R+ 3r)�q rR �rRr � ln pR+prpR�pr �; r < R;

x 18. mETOD POTENCIALOW 2273) 0; r > R; �4(e� � 1); r < R; �2(e� � 1); r = R;4) 0; r > R; �2 2�Z0 �(') d'; r < R; � 2�Z0 �(') d'; r = R;5) 16�R515r3 ; r > R; �4�R23 �1 + 6r25R2�; r < R; �2�; r = R:18.22. 1) 2��0x3� 1pR2 + x23 � 1jx3j�; x3 6= 0;2) � 2�x3 RZ0 �(r) r dr(x23 + r2)3=2 ; x3 6= 0;3) x3� 1pR2 + x23 � 1jx3j� 2�Z0 �(') d'; x3 6= 0;4) �x3� �+2RpR2+x23 � �jx3j �2 ln R+pR2+x23jx3j �; x3 6= 0:18.23. 1) �2�R�0 lnR; r�R; �2�R�0 ln r; r�R;2) �2� ln 2+ �8 r2 cos 2'; r� 2; �2� ln r+ 2�r2 cos 2'; r�R:18.24. 1) 0; r > R; ���0; r = R; �2��0; r < R;2) V (1)2 (r;') =8>>>><>>>>:r2�R22Rr ��� sin'+ R2+r2r2�R2 arctg�R+rr�R 2 ctg'��; r >R;r2�R22Rr ��� sin'+ R2+r2R2�r2 arctg�R+rR�r 2 ctg'��; r <R;0; r=R:18.25. 1) �0 �2a� y arctg 2ayx2+ y2�a2 � (a+x)2 ln �(a+x)2+ y2��� (a� x)2 ln �(a� x)2 + y2��;2) �0 ha+ x2 ln �(a+ x)2 + y2�� a� x2 ln �(a� x)2 + y2��� x ln �x2 + y2�+ 1y arctg 2x(a2 � x2)y(x2 + y2 � a2)�;3) a2 � x2 + y24 ln (a+ x)2 + y2(a� x)2 + y2 � xyarctg 2ayx2 + y2 � a2 :18.26. 1) ��0 �arctg a� xy + arctg a+ xy �; y 6= 0; 0 PRI y = 0;lim V (1)2 = ��0�; y �! �0; �a < x < a;2) ��0 �2arctg xy � arctg a+ xy + arctg a� xy �; y 6= 0; 0 PRI y = 0;limV (1)2 =��0�; y�!�0; 0<x<a; limV (1)2 =��0�; y�!�0; �a<x<0;15�



226 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA18.11. u K A Z A N I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 18.10, 2).1) ��0(R21�R22) ln r; r�R2; ��0�R21 ln r�R22 lnR2+ R22� r22 �;R1 � r � R2; ��0 �R21 lnR1 �R22 lnR2 + R22 �R212 �; r � R1;2) �2� ln r R2ZR1 �(x)dx; r�R2; �2� ln r rZR1�(x)xdx + R2Zr �(x)x lnxdx!;R1 � r � R2; �2� R2ZR1 �(x)x ln x dx; r � R1:18.16. 4��0R2jxj ; jxj � R; 4��0R; jxj � R:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (5).18.17. 1) 4�R2C3r �1 + 2R25r2 �; r � R; 43 �RC �1 + 2r25R2�; r � R;C | KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI;2) �Rr �r +R � (r�R)22prR ln pr+pRpr�pR�; r � R;�Rr �r +R� (r �R)22prR ln pR+prpR�pr�; r � R;3) 2R2r (e� � 1); r � R; 2R(e� � 1); r � R:18.18. 1) 2��0 �px33 +R2 � x3�;2) �Rpx23 +R2 � �x23 ln R+px23 +R2jx3j ;3) 4�3 �x33+�R22 �x23�px23+R2�; 4) �px23+R2�jx3j� 2�Z0 �(') d':18.19. 1) 2�R�0 ln H � x3 +pR2 + (H � x3)2�x3 +pR2 + x23 ;2) Rhln�H�x3+pR2+(H�x3)2�� ln��x3+pR2+x23�i 2�Z0 �(')d':18.20. 0; jxj > R; �4��0; jxj < R; �2��0; jxj = R:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (5).18.21. 1) 4�R23r2 ; r > R; �8�r3R ; r < R; �2�3 ; r = R;2) �2r �R� 3r + (R+ 3r)�q rR �rRr � ln pr +pRpr �pR �; r > R;�2r �R� 3r + (R+ 3r)�q rR �rRr � ln pR+prpR�pr �; r < R;

x 18. mETOD POTENCIALOW 2273) 0; r > R; �4(e� � 1); r < R; �2(e� � 1); r = R;4) 0; r > R; �2 2�Z0 �(') d'; r < R; � 2�Z0 �(') d'; r = R;5) 16�R515r3 ; r > R; �4�R23 �1 + 6r25R2�; r < R; �2�; r = R:18.22. 1) 2��0x3� 1pR2 + x23 � 1jx3j�; x3 6= 0;2) � 2�x3 RZ0 �(r) r dr(x23 + r2)3=2 ; x3 6= 0;3) x3� 1pR2 + x23 � 1jx3j� 2�Z0 �(') d'; x3 6= 0;4) �x3� �+2RpR2+x23 � �jx3j �2 ln R+pR2+x23jx3j �; x3 6= 0:18.23. 1) �2�R�0 lnR; r�R; �2�R�0 ln r; r�R;2) �2� ln 2+ �8 r2 cos 2'; r� 2; �2� ln r+ 2�r2 cos 2'; r�R:18.24. 1) 0; r > R; ���0; r = R; �2��0; r < R;2) V (1)2 (r;') =8>>>><>>>>:r2�R22Rr ��� sin'+ R2+r2r2�R2 arctg�R+rr�R 2 ctg'��; r >R;r2�R22Rr ��� sin'+ R2+r2R2�r2 arctg�R+rR�r 2 ctg'��; r <R;0; r=R:18.25. 1) �0 �2a� y arctg 2ayx2+ y2�a2 � (a+x)2 ln �(a+x)2+ y2��� (a� x)2 ln �(a� x)2 + y2��;2) �0 ha+ x2 ln �(a+ x)2 + y2�� a� x2 ln �(a� x)2 + y2��� x ln �x2 + y2�+ 1y arctg 2x(a2 � x2)y(x2 + y2 � a2)�;3) a2 � x2 + y24 ln (a+ x)2 + y2(a� x)2 + y2 � xyarctg 2ayx2 + y2 � a2 :18.26. 1) ��0 �arctg a� xy + arctg a+ xy �; y 6= 0; 0 PRI y = 0;lim V (1)2 = ��0�; y �! �0; �a < x < a;2) ��0 �2arctg xy � arctg a+ xy + arctg a� xy �; y 6= 0; 0 PRI y = 0;limV (1)2 =��0�; y�!�0; 0<x<a; limV (1)2 =��0�; y�!�0; �a<x<0;15�



228 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA3) �x �arctg a� xy + arctg a+ xy �+ y2 ln (a+ x)2 + y2(a� x)2 + y2 ; y 6= 0;0 PRI y = 0; limV (1)2 (x; y) = �x�; y �! �0; �a < x < a;4) �y2�x2��arctg a� xy + arctg a+ xy �+ xy ln (a+ x)2+ y2(a� x)2+ y2; y 6= 0;0 PRI y = 0; limV (1)2 (x; y) = �x2�; y �! �0; �a < x < a:18.28. 1) 4�kjxj eikjxj RZ0 r�(r) sin kr dr; jxj � R;4�kjxj eikjxj jxjZ0 r�(r) sin kr dr + sin kjxj RZjxj r�(r) eikr dr!; jxj � R;2) 4��0k2jxj eikjxj ��R cos kR+ sin kRk �; jxj � R;4��0k2jxj hsin kjxj��iR+ 1k� eikR � jxji; jxj � R;3) 4��0kjxj eikjxj�� Re�Rk2 + 1 (sin k + k cos k)++ 1(1+k2)2�2k �1�e�R cos k�� (1�k2)e�R sink��; jxj �R;�2��0ijxj �e�1cos(1�jxj)� 2e�1sin(1�jxj) + ieijxj�p5ei(jxj+1+i+arctg 2)�;jxj � 1; k = R = 1:18.29. 4��0k2jxj eikjxj�R1 coskR1�R2 cos kR2+ sin kR2�sin kR1k �; jxj�R2;4��0k2jxj sin kjxjh�iR2eikR2 + iR1eikR1 + 1k �eikR2 � eikR1�i; jxj�R1;4��0k2jxj heikjxj�R1 cos kR1 � jxj cos kjxj � sin kR1k + ijxj sin kjxj�++ eikR2� sin kjxjk � iR2 sin kjxj�i; R1 � jxj � R2:18.30. 1) 4�R�0kjxj eikjxj sin kR; jxj � R; 4�R�0kjxj eikR sin kjxj; jxj � R;2) 4��0R eikjxj�R cos kR� 1k sin kR�; jxj > R;4��0R eikR�iR sin kjxj � 1k sin kjxj�; jxj < R;4��0R eikR� iR2 sin kR+ R2 cos kR� 1k sin kR�; jxj = R:

x 18. mETOD POTENCIALOW 22918.31. 1) 4�e�kjxjkjxj RZ0 r�(r) sh kr dr; jxj � R;4�kjxj e�kjxj jxjZ0 r�(r) sh kr dr + sh kjxj RZjxj r�(r) e�kr dr!; jxj � R;2) 4��0k2jxj e�kjxj�Rch kR� 1k sh kR�; jxj � R;4��0k2jxj hjxj � �R+ 1k� e�kR sh kjxji; jxj � R;3) 4�kjxj � Rk2 � 1 e�(R+kjxj)(kch kR+ sh kR) + shR(k + 1)2 e�k(R+jxj)�;jxj � R; k 6= �1:18.32. 1) 4�R�0kjxj e�kjxj sh kR; jxj �R; 4�R�0kjxj e�kR sh kjxj; jxj �R;2) 4��0jxj e�kjxj�Rch kR� 1k sh kR�; jxj > R;4��02R e�kRhRch kR� �R + 2k� sh kRi; jxj = R;�4��0jxj e�kR�R+ 1k� sh kjxj; jxj < R:18.35. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (1), (91) I (4)IZ x 8.12�R Zjyj=Ru�0 (y) R2�jxj2jx�yj2 dSy; jxj<R; 12�R Zjyj=Ru+0 (y) jxj2�R2jx�yj2 dSy; jxj>R:18.36. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 18.35.1) u0; r � R; u0; r � R; 2) rR sin'; r � R; Rr sin'; r � R;3) rR cos'; r � R; Rr cos'; r � R;4) c2 �1+ 2� arctg Rr cos'R2�r2 �; r�R; c2 �1+ 2� arctg Rr cos'r2�R2 �; r�R:18.37. 1) r E [ E N I E. zADA^A �u(x) = �f0k ; jxj < R; ujjxj=R == u�0 = 0; GDE x = (x1; x2) I k | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI,PODSTANOWKOJ u = v + V2; GDEV2(x) = 12�k Zjyj�Rf0 ln 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 dy1 dy2;SWODITSQ K ZADA^E �v(x) = 0; jxj < R; vjjxj=R = (u� V2)jjxj=R: w SILUZADA^I 18.11, 2) IMEEM



228 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA3) �x �arctg a� xy + arctg a+ xy �+ y2 ln (a+ x)2 + y2(a� x)2 + y2 ; y 6= 0;0 PRI y = 0; limV (1)2 (x; y) = �x�; y �! �0; �a < x < a;4) �y2�x2��arctg a� xy + arctg a+ xy �+ xy ln (a+ x)2+ y2(a� x)2+ y2; y 6= 0;0 PRI y = 0; limV (1)2 (x; y) = �x2�; y �! �0; �a < x < a:18.28. 1) 4�kjxj eikjxj RZ0 r�(r) sin kr dr; jxj � R;4�kjxj eikjxj jxjZ0 r�(r) sin kr dr + sin kjxj RZjxj r�(r) eikr dr!; jxj � R;2) 4��0k2jxj eikjxj ��R cos kR+ sin kRk �; jxj � R;4��0k2jxj hsin kjxj��iR+ 1k� eikR � jxji; jxj � R;3) 4��0kjxj eikjxj�� Re�Rk2 + 1 (sin k + k cos k)++ 1(1+k2)2�2k �1�e�R cos k�� (1�k2)e�R sink��; jxj �R;�2��0ijxj �e�1cos(1�jxj)� 2e�1sin(1�jxj) + ieijxj�p5ei(jxj+1+i+arctg 2)�;jxj � 1; k = R = 1:18.29. 4��0k2jxj eikjxj�R1 coskR1�R2 cos kR2+ sin kR2�sin kR1k �; jxj�R2;4��0k2jxj sin kjxjh�iR2eikR2 + iR1eikR1 + 1k �eikR2 � eikR1�i; jxj�R1;4��0k2jxj heikjxj�R1 cos kR1 � jxj cos kjxj � sin kR1k + ijxj sin kjxj�++ eikR2� sin kjxjk � iR2 sin kjxj�i; R1 � jxj � R2:18.30. 1) 4�R�0kjxj eikjxj sin kR; jxj � R; 4�R�0kjxj eikR sin kjxj; jxj � R;2) 4��0R eikjxj�R cos kR� 1k sin kR�; jxj > R;4��0R eikR�iR sin kjxj � 1k sin kjxj�; jxj < R;4��0R eikR� iR2 sin kR+ R2 cos kR� 1k sin kR�; jxj = R:

x 18. mETOD POTENCIALOW 22918.31. 1) 4�e�kjxjkjxj RZ0 r�(r) sh kr dr; jxj � R;4�kjxj e�kjxj jxjZ0 r�(r) sh kr dr + sh kjxj RZjxj r�(r) e�kr dr!; jxj � R;2) 4��0k2jxj e�kjxj�Rch kR� 1k sh kR�; jxj � R;4��0k2jxj hjxj � �R+ 1k� e�kR sh kjxji; jxj � R;3) 4�kjxj � Rk2 � 1 e�(R+kjxj)(kch kR+ sh kR) + shR(k + 1)2 e�k(R+jxj)�;jxj � R; k 6= �1:18.32. 1) 4�R�0kjxj e�kjxj sh kR; jxj �R; 4�R�0kjxj e�kR sh kjxj; jxj �R;2) 4��0jxj e�kjxj�Rch kR� 1k sh kR�; jxj > R;4��02R e�kRhRch kR� �R + 2k� sh kRi; jxj = R;�4��0jxj e�kR�R+ 1k� sh kjxj; jxj < R:18.35. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI (1), (91) I (4)IZ x 8.12�R Zjyj=Ru�0 (y) R2�jxj2jx�yj2 dSy; jxj<R; 12�R Zjyj=Ru+0 (y) jxj2�R2jx�yj2 dSy; jxj>R:18.36. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ ZADA^EJ 18.35.1) u0; r � R; u0; r � R; 2) rR sin'; r � R; Rr sin'; r � R;3) rR cos'; r � R; Rr cos'; r � R;4) c2 �1+ 2� arctg Rr cos'R2�r2 �; r�R; c2 �1+ 2� arctg Rr cos'r2�R2 �; r�R:18.37. 1) r E [ E N I E. zADA^A �u(x) = �f0k ; jxj < R; ujjxj=R == u�0 = 0; GDE x = (x1; x2) I k | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI,PODSTANOWKOJ u = v + V2; GDEV2(x) = 12�k Zjyj�Rf0 ln 1p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 dy1 dy2;SWODITSQ K ZADA^E �v(x) = 0; jxj < R; vjjxj=R = (u� V2)jjxj=R: w SILUZADA^I 18.11, 2) IMEEM



230 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAV2(r; ') = f02k �R2 � r22 �R2 lnR�;GDE (r; ') | POLQRNYE KOORDINATY TO^KI x: tOGDA IZ FORMULY ZADA-^I 18.35 SLEDUET V (r; ') = f02k R2 lnR: iTAK, u(r; ') = v + V2 = f04k �� (R2 � r2);2) R3 � r39k ; 3) a+ R4 � r416k ;4) rR sin'+ 1k �e�R � e�r + lnR� ln r � RZr e��� d��;5) rR cos'+ 1k � sin r � sinR+ RZr sin �� d��;6) rR sin�'+ �4�+ �rR2k � r23k� sin';7) rR cos�'� �4 �+ �rR2k � r23k� cos':18.38. u K A Z A N I E. rE[ENIE ISKATX W WIDE POTENCIALA PROS-TOGO SLOQ (SM. FORMULU (6)). zATEM WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (2) IUSLOWIEM RAZRE[IMOSTI ZADA^I Zr=Ru�1 (y) dSy = 0:1� Zjyj=Ru�1 (y) ln 1jx� yj dSy + const; jxj � R; x = (x1; x2);1� Zjyj=Ru+1 (y) ln jx� yj dSy + const; jxj � R:18.39. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI ZADA^I 18.38.1) nERAZRE[IMA, TAK KAK Zr=Ru1 dS 6= 0;2) r sin'+ const; r < R; �R2r sin'+ const; r > R;3) r cos'+ const; r < R; �R2r cos'+ const; r > R:18.40. u K A Z A N I E. zADA^A �u = �fk ; r � R; @u@n ���r=R = u�1PODSTANOWKOJ u = v + V2 (SM. RE[ENIE ZADA^I 18.37) SWODITSQ K KRAE-WOJ ZADA^E �v = 0; r < R; @v@n ���r=R= @(u� V2)@n ���r=R:1) f02k�R2�r22 �R2 lnR�+const; 2) 19 �R3�r3�3R2 lnR�+const;3) lnR lnp1 +R2 � 12 RZr ln(1 + �2)� d�+ const;

x 18. mETOD POTENCIALOW 2314) �r+ 23 rR� r23�sin'+ const; 5) �r+ 23 rR� r23�cos'+ const:18.41. 1) y� 1Z�1 u0(�) d�(x��)2+y2; 2) 1� 1Z�1u1(�) ln 1p(x��)2+y2 d�:18.42. 1) 2v0� �arctg xy + arctg yx�;2) v02� �� + sin'0x + arctg xy� PRI yx = tg '0;v0� arctg (y2�x2) sin'0+2xy cos'0(y2�x2) cos'0�2xy sin'0 = v0� F (x; y; '0) PRI yx < tg '0;v0� (� + F (x; y; '0)) PRI yx > tg '0:18.43. 14�R Zjyj=RR2� jxj2jx� yj3 u�0 (y) dSy; jxj < R;14�R Zjyj=R jxj2�R2jx� yj3 u+0 (y) dSy; jxj > R:18.44. sM. UKAZANIQ K ZADA^E 18.37 I REZULXTATY ZADA^I 18.6.1) f06k (R2 � r2); 2) a+ R3 � r312k ; 3) 0:18.47. u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 18.45I 18.46.�R2ar ; r > R; W OBLASTI r < R ZADA^A NERAZRE[IMA.18.48. x32� Zy3=0 u0(y)jx� yj3 dSy; 12� Zy3=0 u1(y)jx� yj dSy:18.49. 1) u0; 2) 2� arctg x1x3; 3) u0� ��2 + arctg x2x3 + arctg x3x2�:18.50. aRjxj sin kjxjsin kR ; jxj � R; aRjxj eikjxjeikR ; jxj � R:u K A Z A N I E. rE[ENIQ ZADA^ I]EM W WIDE POTENCIALOW DWOJNOGOSLOQ u(x) = V (1)(x) = Zr=R �(y) @@ny eikjx�yjjx� yj dSy: (�)iSKOMAQ PLOTNOSTX NAHODITSQ IZ INTEGRALXNYH URAWNENIJujr=R = V (1)� (x) = �2��(x) + Zr=R�(y) @@ny eikjx�yjjx�yj dSy = a; x2 fr=Rg:iMEEM �(x) = akR4�(kR+ i) sin kR DLQ WNUTRENNEJ ZADA^I I �(x) == ae�ikR4� �cos kR� 1kR sin kR� DLQ WNE[NEJ.
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232 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA18.51. u K A Z A N I E. rE[ENIE ISKATX W WIDE POTENCIALA PROSTOGOSLOQ.aR2jxj sin kjxj(kR cos kR� sin kR) ; jxj � R; aR2jxj eikjxj(ikR� 1) ; jxj � R:18.52. sM. UKAZANIQ K ZADA^E 18.37 I REZULXTATY ZADA^I 18.28, 2).1) f0jxj �sin jxjsin 1 � jxj�; 2) p2ei(1��=4) sin jxjjxj � 1:18.53. sM. UKAZANIQ K ZADA^E 18.50.aRjxj sh kjxjsh kR ; jxj � R; aRjxj e�kjxje�kR ; jxj � R:18.54. a� Rjxj�2 kjxj ch kjxj � shkjxjkR chkR� sh kR cos �; jxj � R;a� Rjxj�3 kjxj+ 1kR+ 1 � chkjxj � shkjxjchkR� shkR cos �; jxj � R:18.55. aR2jxj sh kjxjkR chkR� shkR ; jxj � R; �aR2jxj ek(R�jxj)1 + kR ; jxj � R:18.56. 1) f0�1� sh jxjjxj sh 1�; 2) 1� 2e�1 sh jxjjxj :18.57. u(x; y) = u0 J0(kr)J0(kR) :u K A Z A N I E. u ESTX RE[ENIE ZADA^I �u � k2u = 0; r < R;ujr=R = u0: x19. wARIACIONNYE METODYpUSTX W OGRANI^ENNOJ OBLASTI Q � Rn ZADANO URAWNENIE pUASSONA��u = f; (1)A NA GLADKOJ GRANICE � | ODNO IZ GRANI^NYH USLOWIJuj� = g; (I)@u@n ���� = g; (II)�@u@n + �u����� = g; (III)GDE � 2 C(�): fUNKCIQ u 2 H1(Q) NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEMZADA^I (1) PRI GRANI^NOM USLOWII (I), ESLI EE SLED NA � RAWEN g I ONAUDOWLETWORQET PRI WSEH v 2 Ho 1(Q) INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ (gradu � grad v) dx = ZQ fv dx: (2)s^ITAEM, ^TO FUNKCIQ g QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCIIIZ H1(Q), A f 2 L2(Q). fUNKCIQ u 2 H1(Q) NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM

x 19. wARIACIONNYE METODY 233RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (1) PRI GRANI^NOM USLOWII (III) (ILI USLO-WII (II)), GDE g 2 L2(�) I f 2 L2(Q), ESLI PRI WSEH v 2 H1(Q) ONAUDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ (gradu � grad v) dx+ Z� �uv dS = ZQ fv dx+ Z� gv dS: (3)eSLI FUNKCII f; g; � DOSTATO^NO GLADKIE (NAPRIMER, NEPRERYWNODIFFERENCIRUEMYE), TO OBOB]ENNYE RE[ENIQ QWLQ@TSQ KLASSI^ESKI-MI RE[ENIQMI SOOTWETSTWU@]IH ZADA^.wAVNU@ ROLX PRI ISSLEDOWANII OBOB]ENNYH RE[ENIJ KRAEWYHZADA^ IGRAET SLEDU@]AQt E O R E M A r I S S A. pUSTX NA GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE HZADAN LINEJNYJ OGRANI^ENNYJ FUNKCIONAL l(u): sU]ESTWUET EDIN-STWENNYJ \LEMENT h 2 H TAKOJ, ^TO l(u) = (h; u) (ZDESX ^EREZ(h; u) OBOZNA^AETSQ SKALQRNOE PROIZWEDENIE W H \LEMENTOW h; u):19.1. pUSTX u(x) | KLASSI^ESKOE RE[ENIE ZADA^I (1), (I). pOKA-ZATX, ^TO ESLI u 2 C1(Q); TO u(x) QWLQETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEMZADA^I (1), (I).19.2. pUSTX u(x) | KLASSI^ESKOE RE[ENIE ZADA^I (1), (III)(ILI (II)). pOKAZATX, ^TO ESLI u 2 C1(Q); TO u(x) QWLQETSQ OBOB]EN-NYM RE[ENIEM ZADA^I (1), (III) (ILI (II)).19.3. eSLI u(x) | OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (I) I u 22 C2(Q) \ C(Q); TO u(x) QWLQETSQ KLASSI^ESKIM RE[ENIEM \TOJ ZA-DA^I.19.4. eSLI u(x) | OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (III) (ILI (II))I u 2 C2(Q) \ C1(Q); TO u(x) QWLQETSQ KLASSI^ESKIM RE[ENIEM \TOJZADA^I.19.5. dOKAZATX EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGO RE[ENIQ ZADA-^I (1), (I) PRI g = 0:19.6. pOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCIQ g QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKO-TOROJ FUNKCII IZ H1(Q) (W ^ASTNOSTI, g 2 C1(�)); TO OBOB]ENNOERE[ENIE ZADA^I (1), (I) SU]ESTWUET.19.7. pUSTX W OBLASTI Q ZADANO \LLIPTI^ESKOE URAWNENIEL(u) = �div (p gradu) + q(x)u = f(x); (4)GDE p 2 C1(Q); min p(x) = p0 > 0; q 2 C(Q); f 2 L2(Q): pRINAD-LEVA]AQ PROSTRANSTWU H1(Q) FUNKCIQ u(x) NAZYWAETSQ OBOB]ENNYMRE[ENIEM ZADA^I (4), (I), ESLI PRI WSEH v(x) 2 Ho 1(Q) ONA UDOWLETWO-RQET INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ (p gradu gradv + quv) dx = ZQ fv dxI SLED EE NA � RAWEN g: dOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]EE H1(Q) KLASSI-^ESKOE RE[ENIE ZADA^I (4), (I) QWLQETSQ OBOB]ENNYM.
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234 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA19.8. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGO RE-[ENIQ ZADA^I (4), (I) PRI q � 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.106.19.9. pUSTX W OBLASTI Q ZADANO \LLIPTI^ESKOE URAWNENIEL(u) = � nXi;j=1 @@xj �pij(x) @u@xi�+ q(x)u = f(x); (5)GDE WE]ESTWENNYE FUNKCII pij 2 C1(Q); pij(x) = pji(x) (i; j = 1; . . .; n)I DLQ WSEH x 2 Q I L@BYH WE]ESTWENNYH (�1; . . .; �n) SPRAWEDLIWONERAWENSTWO nPi;j=1 pij(x) �i�j � 
0j�j2 S POSTOQNNOJ 
0 > 0; q 2 C(Q);f 2L2(Q): pRINADLEVA]AQ PROSTRANSTWUH1(Q) FUNKCIQ u(x) NAZYWA-ETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (5), (I), ESLI PRI WSEH v(x) 2 Ho 1(Q)ONA UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ �X pij(x)uxivxj + quv� dx = ZQ fv dxI EE SLED NA � RAWEN g: dOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]EE H1(Q) KLASSI-^ESKOE RE[ENIE ZADA^I (5), (I) QWLQETSQ OBOB]ENNYM.19.10. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGORE[ENIQ ZADA^I (5), (I), ESLI q � 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.112.19.11. oBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (4), (III) (ILI (II)) NAZYWA-ETSQ PRINADLEVA]AQ H1(Q) FUNKCIQ u(x); UDOWLETWORQ@]AQ PRI WSEHv(x) 2 2 H1(Q) INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ (p gradu gradv + quv) dx+ Z� p�uv ds = ZQ fv dx+ Z� pgv ds:dOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]EE C1(Q) KLASSI^ESKOE RE[ENIE ZADA-^I (4), (III) (ILI (II)) QWLQETSQ OBOB]ENNYM.19.12. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGORE[ENIQ ZADA^I (4), (III) (ILI (II)) W PREDPOLOVENII, ^TO f 2 L2(Q);g 2 L2(�), �(x) � 0 NA �; q(x) � 0 W Q; PRI^EM LIBO �(x) 6� 0; LIBOq(x) 6� 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.117.19.13. pUSTX eL2(Q) I eH1(Q) | PODPROSTRANSTWA PROSTRANSTWL2(Q) I H1(Q); SOSTOQ]IE IZ TEH FUNKCIJ IZ L2(Q) I H1(Q) SOOT-WETSTWENNO, DLQ KOTORYH ZQ f dx = 0: dOKAZATX, ^TO PRI g(x) � 0;q(x) � 0; f 2 eL2(Q) SU]ESTWUET EDINSTWENNOE OBOB]ENNOE RE[ENIEZADA^I (4), (II), PRINADLEVA]EE eH1(Q):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.121.

x 19. wARIACIONNYE METODY 235pUSTX p 2 C(Q); q 2 C(Q), � 2 C(�); min p(x) = p0 > 0; �(x) � 0;q(x) � 0 I ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0: tOGDA (SM. ZADA^I 4.105 I 4.113)W Ho 1(Q) I H1(Q) MOVNO WWESTI SKALQRNYE PROIZWEDENIQ, \KWIWALENT-NYE OBY^NYM, SLEDU@]IMI SPOSOBAMI:(f; g)Ho1 = ZQ [p(x)(grad f � grad g) + q(x) fg] dx; (�)(f; g)H1 = ZQ [p(x)(grad f � grad g) + qfg] dx+ Z� p�fg dS: (��)fUNKCIQ u 2 Ho 1(Q); NA KOTOROJ FUNKCIONALE(v) = kvk2Ho1 � 2(f; v)L2 ;RASSMATRIWAEMYJ DLQ v 2 Ho 1(Q); DOSTIGAET SWOEGO MINIMALXNOGO ZNA-^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (I) PRI g � 0; ESLI NORMAPOROVDAETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM (�).fUNKCIQ u 2 H0(Q); NA KOTOROJ FUNKCIONALE(v) = kvk2H1 � 2(f; v)L2 ;RASSMATRIWAEMYJ DLQ v 2 H1(Q); DOSTIGAET SWOEGO MINIMALXNOGO ZNA-^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (III), PRI g(x) = 0; ESLINORMA kvkH1 POROVDAETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM (��):oBOZNA^IM ^EREZ �1; . . .; �n; . . . RASPOLOVENNYE W PORQDKE NEUBYWA-NIQ SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, A ^EREZ u1; . . .; um; . . . | SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII ZADA^I�div (p(x) gradu) + q(x)u = �u; x 2 Q; uj� = 0:aNALOGI^NO ^EREZ �1; . . .; �m; . . . I v1; . . .; vm; . . . OBOZNA^IM SOBSTWEN-NYE FUNKCII ZADA^I�div (p(x) gradu) + q(x)u = �u; x 2 Q; �@u@n + �u�����= 0:tOGDA inff2Ho1(Q) kfk2Ho1(Q)kfk2L2(Q) = �1 I inff2H1(Q) kfk2H1(Q)kfk2L2(Q) = �1:kROME TOGO, PRI L@BOM m � 1inff2Ho1(Q)(f;ui)L2(Q)=0kfk2Ho1(Q)kfk2L2(Q) = �m+1 I inff2H1(Q)(f;vi)L2(Q)=0kfk2H1(Q)kfk2L2(Q) = �m+1; i= 1; . . .;m:19.14. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q) FUNKCIONALE1(v) = ZQ (grad v)2dx� 2 ZQ fv dx



234 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPA19.8. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGO RE-[ENIQ ZADA^I (4), (I) PRI q � 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.106.19.9. pUSTX W OBLASTI Q ZADANO \LLIPTI^ESKOE URAWNENIEL(u) = � nXi;j=1 @@xj �pij(x) @u@xi�+ q(x)u = f(x); (5)GDE WE]ESTWENNYE FUNKCII pij 2 C1(Q); pij(x) = pji(x) (i; j = 1; . . .; n)I DLQ WSEH x 2 Q I L@BYH WE]ESTWENNYH (�1; . . .; �n) SPRAWEDLIWONERAWENSTWO nPi;j=1 pij(x) �i�j � 
0j�j2 S POSTOQNNOJ 
0 > 0; q 2 C(Q);f 2L2(Q): pRINADLEVA]AQ PROSTRANSTWUH1(Q) FUNKCIQ u(x) NAZYWA-ETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (5), (I), ESLI PRI WSEH v(x) 2 Ho 1(Q)ONA UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ �X pij(x)uxivxj + quv� dx = ZQ fv dxI EE SLED NA � RAWEN g: dOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]EE H1(Q) KLASSI-^ESKOE RE[ENIE ZADA^I (5), (I) QWLQETSQ OBOB]ENNYM.19.10. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGORE[ENIQ ZADA^I (5), (I), ESLI q � 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.112.19.11. oBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (4), (III) (ILI (II)) NAZYWA-ETSQ PRINADLEVA]AQ H1(Q) FUNKCIQ u(x); UDOWLETWORQ@]AQ PRI WSEHv(x) 2 2 H1(Q) INTEGRALXNOMU TOVDESTWUZQ (p gradu gradv + quv) dx+ Z� p�uv ds = ZQ fv dx+ Z� pgv ds:dOKAZATX, ^TO PRINADLEVA]EE C1(Q) KLASSI^ESKOE RE[ENIE ZADA-^I (4), (III) (ILI (II)) QWLQETSQ OBOB]ENNYM.19.12. dOKAZATX SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX OBOB]ENNOGORE[ENIQ ZADA^I (4), (III) (ILI (II)) W PREDPOLOVENII, ^TO f 2 L2(Q);g 2 L2(�), �(x) � 0 NA �; q(x) � 0 W Q; PRI^EM LIBO �(x) 6� 0; LIBOq(x) 6� 0:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.117.19.13. pUSTX eL2(Q) I eH1(Q) | PODPROSTRANSTWA PROSTRANSTWL2(Q) I H1(Q); SOSTOQ]IE IZ TEH FUNKCIJ IZ L2(Q) I H1(Q) SOOT-WETSTWENNO, DLQ KOTORYH ZQ f dx = 0: dOKAZATX, ^TO PRI g(x) � 0;q(x) � 0; f 2 eL2(Q) SU]ESTWUET EDINSTWENNOE OBOB]ENNOE RE[ENIEZADA^I (4), (II), PRINADLEVA]EE eH1(Q):u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATOM ZADA^I 4.121.

x 19. wARIACIONNYE METODY 235pUSTX p 2 C(Q); q 2 C(Q), � 2 C(�); min p(x) = p0 > 0; �(x) � 0;q(x) � 0 I ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0: tOGDA (SM. ZADA^I 4.105 I 4.113)W Ho 1(Q) I H1(Q) MOVNO WWESTI SKALQRNYE PROIZWEDENIQ, \KWIWALENT-NYE OBY^NYM, SLEDU@]IMI SPOSOBAMI:(f; g)Ho1 = ZQ [p(x)(grad f � grad g) + q(x) fg] dx; (�)(f; g)H1 = ZQ [p(x)(grad f � grad g) + qfg] dx+ Z� p�fg dS: (��)fUNKCIQ u 2 Ho 1(Q); NA KOTOROJ FUNKCIONALE(v) = kvk2Ho1 � 2(f; v)L2 ;RASSMATRIWAEMYJ DLQ v 2 Ho 1(Q); DOSTIGAET SWOEGO MINIMALXNOGO ZNA-^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (I) PRI g � 0; ESLI NORMAPOROVDAETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM (�).fUNKCIQ u 2 H0(Q); NA KOTOROJ FUNKCIONALE(v) = kvk2H1 � 2(f; v)L2 ;RASSMATRIWAEMYJ DLQ v 2 H1(Q); DOSTIGAET SWOEGO MINIMALXNOGO ZNA-^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (III), PRI g(x) = 0; ESLINORMA kvkH1 POROVDAETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM (��):oBOZNA^IM ^EREZ �1; . . .; �n; . . . RASPOLOVENNYE W PORQDKE NEUBYWA-NIQ SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, A ^EREZ u1; . . .; um; . . . | SOOTWETSTWU@]IESOBSTWENNYE FUNKCII ZADA^I�div (p(x) gradu) + q(x)u = �u; x 2 Q; uj� = 0:aNALOGI^NO ^EREZ �1; . . .; �m; . . . I v1; . . .; vm; . . . OBOZNA^IM SOBSTWEN-NYE FUNKCII ZADA^I�div (p(x) gradu) + q(x)u = �u; x 2 Q; �@u@n + �u�����= 0:tOGDA inff2Ho1(Q) kfk2Ho1(Q)kfk2L2(Q) = �1 I inff2H1(Q) kfk2H1(Q)kfk2L2(Q) = �1:kROME TOGO, PRI L@BOM m � 1inff2Ho1(Q)(f;ui)L2(Q)=0kfk2Ho1(Q)kfk2L2(Q) = �m+1 I inff2H1(Q)(f;vi)L2(Q)=0kfk2H1(Q)kfk2L2(Q) = �m+1; i= 1; . . .;m:19.14. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q) FUNKCIONALE1(v) = ZQ (grad v)2dx� 2 ZQ fv dx



236 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPANA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x); NA KOTOROJ FUNKCIONAL E(v) DOSTIGAET MINIMALX-NOGO ZNA^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (I).19.15. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q), p 2 C(Q); q 2 C(Q); min p(x) == p0 > 0; q(x) � 0 FUNKCIONALE1(v) = ZQ pjgradvj2dx+ ZQ q(x) v2dx� 2 ZQ fv dxNA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL DOSTIGAET MINIMUMA, ESTXOBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (I).19.16. pUSTX pij ; i; j = 1; . . .; n; q; f | FUNKCII, WWEDENNYE W ZADA-^E 19.9. rASSMOTRIM FUNKCIONALE2(v) = ZQ " nXi;j=1 pijvxivxj#dx+ ZQ qv2dx� 2 ZQ fv dxNA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL E2(v) DOSTIGAET MINIMUMA,ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (5), (I).19.17. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q); g(x) 2 L2(�); � 2 C(�); � � 0NA �; �(x) 6� 0; FUNKCIONALeE1(v) = ZQ jgrad vj2dx + Z� �v2dS � 2 ZQ fv dx� 2 Z� gv dS; v 2 H1(Q):pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL eE1(v) DOSTIGAETMINIMUMA, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (III).19.18. pUSTX f 2L2(Q); g(x)2L2(�); p2C(Q); q 2 C(Q); �2C(�);min p(x) = p0 > 0; q(x) � 0; �(x) � 0 I ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0:rASSMOTRIM NA H1(Q) FUNKCIONALE2(v) = ZQ pjgradvj2dx+ ZQ qv2dx+ Z� �pv2dS � 2 ZQ fvdx� 2 Z� pgv dS:pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ \TOT FUNKCIONAL DOSTIGAETMINIMALXNOGO ZNA^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (III)(ILI (II)).u K A Z A N I E. sM. ZADA^U 4.117.19.19. rASSMOTRIM PRI f 2 eL2(Q); ZQ f dx = 0; p2C(Q); min p(x) == p0 > 0 FUNKCIONALE1(v) = ZQ pjgrad vj2dx� 2 ZQ fv dx

x 19. wARIACIONNYE METODY 237NA PODPROSTRANSTWE eH1(Q) (OPREDELENIQ MNOVESTW eL2(Q) I eH1(Q) SM.W ZADA^E 19.13; SM. TAKVE ZADA^I 4.118{4.120) PROSTRANSTWA H1(Q):pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u 2 eH1(Q); NA KOTOROJ \TOT FUNKCIONALDOSTIGAET MINIMUMA, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (II).19.20. nAJTI FUNKCI@ v0, REALIZU@]U@ MINIMUM FUNKCIONALA1Z0 �v02 + v2�dx + 2 1Z0 v dx W KLASSE Ho 1(0; 1):19.21. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH v 2 C1([0; 1]) SPRAWEDLIWO NERAWEN-STWO 1Z0 �v02 + 2xv�dx + v2(0) + v2(1) � � 41270 : iMEET LI MESTO ZNAKRAWENSTWA DLQ KAKOJ-LIBO FUNKCII?19.22. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ v 2 C1[0; 1]; v(1) = 0 IMEETMESTO NERAWENSTWO 1Z0 v dx � 524 + v2(0)4 + 14 1Z0 v02dx: nAJTI FUNKCI@ IZ\TOGO KLASSA, DLQ KOTOROJ DOSTIGAETSQ RAWENSTWO.19.23. nAJTI infv2Ho1(Q)�ZQ �(grad v)2+ 2 sinx1 sinx2 v� dx�; GDE Q == f0 � x1 � �; 0 � x2 � �g:19.24. nAJTI infv2Ho1(jxj<1)� Zjxj<1�(gradv)2+ 2jxj2v� dx�; GDE x == (x1; x2):19.25. nAJTI infv2H1(jxj<1) Zjxj<1jgradvj2dx; GDE x = (x1; x2); x1 == jxj cos'; x2 = jxj sin'; vjjxj=1 = '(� � ')(2� � '); 0 � ' � 2�:19.26. nAJTI inf Zjxj<1 jgrad vj2 dx NA MNOVESTWE FUNKCIJ v 22 H1(jxj < 1); x = (x1; x2); x1 = jxj cos'; x2 = jxj sin'; UDOWLE-TWORQ@]IH USLOWI@ vjjxj=1 = '2 ; �� < ' � �:19.27. mOVET LI ZADANNAQ NA OKRUVNOSTI jxj = 1; x1 = cos';x2=sin'; FUNKCIQ  (') BYTX GRANI^NYM ZNA^ENIEM KAKOJ-LIBO FUNK-CII IZ H1(jxj < 1); ESLI:A)  (') = sign'; �� < ' � �; B)  (') = 1Pn=0 2�n cos 22n';W)  (') = 1Pn=1 cos n4'n5 :19.28. pUSTX Q | KWADRAT f0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1g: dOKAZATX,^TO DLQ L@BOJ f 2 Ho 1(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWO



236 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPANA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x); NA KOTOROJ FUNKCIONAL E(v) DOSTIGAET MINIMALX-NOGO ZNA^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (I).19.15. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q), p 2 C(Q); q 2 C(Q); min p(x) == p0 > 0; q(x) � 0 FUNKCIONALE1(v) = ZQ pjgradvj2dx+ ZQ q(x) v2dx� 2 ZQ fv dxNA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL DOSTIGAET MINIMUMA, ESTXOBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (I).19.16. pUSTX pij ; i; j = 1; . . .; n; q; f | FUNKCII, WWEDENNYE W ZADA-^E 19.9. rASSMOTRIM FUNKCIONALE2(v) = ZQ " nXi;j=1 pijvxivxj#dx+ ZQ qv2dx� 2 ZQ fv dxNA MNOVESTWE FUNKCIJ v 2 H1(Q); DLQ KOTORYH vj� = g; GDE FUNK-CIQ g(x) QWLQETSQ SLEDOM NA � NEKOTOROJ FUNKCII IZH1(Q): pOKAZATX,^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL E2(v) DOSTIGAET MINIMUMA,ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (5), (I).19.17. rASSMOTRIM PRI f 2 L2(Q); g(x) 2 L2(�); � 2 C(�); � � 0NA �; �(x) 6� 0; FUNKCIONALeE1(v) = ZQ jgrad vj2dx + Z� �v2dS � 2 ZQ fv dx� 2 Z� gv dS; v 2 H1(Q):pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ FUNKCIONAL eE1(v) DOSTIGAETMINIMUMA, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1), (III).19.18. pUSTX f 2L2(Q); g(x)2L2(�); p2C(Q); q 2 C(Q); �2C(�);min p(x) = p0 > 0; q(x) � 0; �(x) � 0 I ILI q(x) 6� 0; ILI �(x) 6� 0:rASSMOTRIM NA H1(Q) FUNKCIONALE2(v) = ZQ pjgradvj2dx+ ZQ qv2dx+ Z� �pv2dS � 2 ZQ fvdx� 2 Z� pgv dS:pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u(x), NA KOTOROJ \TOT FUNKCIONAL DOSTIGAETMINIMALXNOGO ZNA^ENIQ, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (III)(ILI (II)).u K A Z A N I E. sM. ZADA^U 4.117.19.19. rASSMOTRIM PRI f 2 eL2(Q); ZQ f dx = 0; p2C(Q); min p(x) == p0 > 0 FUNKCIONALE1(v) = ZQ pjgrad vj2dx� 2 ZQ fv dx

x 19. wARIACIONNYE METODY 237NA PODPROSTRANSTWE eH1(Q) (OPREDELENIQ MNOVESTW eL2(Q) I eH1(Q) SM.W ZADA^E 19.13; SM. TAKVE ZADA^I 4.118{4.120) PROSTRANSTWA H1(Q):pOKAZATX, ^TO FUNKCIQ u 2 eH1(Q); NA KOTOROJ \TOT FUNKCIONALDOSTIGAET MINIMUMA, ESTX OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (4), (II).19.20. nAJTI FUNKCI@ v0, REALIZU@]U@ MINIMUM FUNKCIONALA1Z0 �v02 + v2�dx + 2 1Z0 v dx W KLASSE Ho 1(0; 1):19.21. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH v 2 C1([0; 1]) SPRAWEDLIWO NERAWEN-STWO 1Z0 �v02 + 2xv�dx + v2(0) + v2(1) � � 41270 : iMEET LI MESTO ZNAKRAWENSTWA DLQ KAKOJ-LIBO FUNKCII?19.22. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ v 2 C1[0; 1]; v(1) = 0 IMEETMESTO NERAWENSTWO 1Z0 v dx � 524 + v2(0)4 + 14 1Z0 v02dx: nAJTI FUNKCI@ IZ\TOGO KLASSA, DLQ KOTOROJ DOSTIGAETSQ RAWENSTWO.19.23. nAJTI infv2Ho1(Q)�ZQ �(grad v)2+ 2 sinx1 sinx2 v� dx�; GDE Q == f0 � x1 � �; 0 � x2 � �g:19.24. nAJTI infv2Ho1(jxj<1)� Zjxj<1�(gradv)2+ 2jxj2v� dx�; GDE x == (x1; x2):19.25. nAJTI infv2H1(jxj<1) Zjxj<1jgradvj2dx; GDE x = (x1; x2); x1 == jxj cos'; x2 = jxj sin'; vjjxj=1 = '(� � ')(2� � '); 0 � ' � 2�:19.26. nAJTI inf Zjxj<1 jgrad vj2 dx NA MNOVESTWE FUNKCIJ v 22 H1(jxj < 1); x = (x1; x2); x1 = jxj cos'; x2 = jxj sin'; UDOWLE-TWORQ@]IH USLOWI@ vjjxj=1 = '2 ; �� < ' � �:19.27. mOVET LI ZADANNAQ NA OKRUVNOSTI jxj = 1; x1 = cos';x2=sin'; FUNKCIQ  (') BYTX GRANI^NYM ZNA^ENIEM KAKOJ-LIBO FUNK-CII IZ H1(jxj < 1); ESLI:A)  (') = sign'; �� < ' � �; B)  (') = 1Pn=0 2�n cos 22n';W)  (') = 1Pn=1 cos n4'n5 :19.28. pUSTX Q | KWADRAT f0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1g: dOKAZATX,^TO DLQ L@BOJ f 2 Ho 1(Q) IMEET MESTO NERAWENSTWO



238 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAZQ f2dx � 12�2 ZQ jgradf j2dx;I USTANOWITX, ^TO POSTOQNNAQ W NERAWENSTWE TO^NAQ.19.29. pUSTX Q | KUB f0< x1 < 1; 0< x2 < 1; 0< x3 < 1g: dOKA-ZATX, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 Ho 1(Q) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOkfk2L2 � 13�2 kgradfk2L2 :19.30. pUSTX Q | KOLXCO f1 < jxj < 2g: nAJTIinff2H1(Q)f jjxj=1=0 � Z1<jxj<2�(grad f)2+ 4f � dx+ Zjxj=2 f2ds�; x = (x1; x2):19.31. pUSTX Q | KWADRAT f0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1g: nAJTIFUNKCI@, DA@]U@ MINIMUM FUNKCIONALUinfu2H1( ZQ �(gradu)2 + 4 sinx1 sinx2u� dx+ 2 �Z0 sinx1u(x1; �) dx1)W KLASSE FUNKCIJ u 2 H1(Q); ujx2=0 = ujx1=0 = ujx1=� = 0:19.32. pUSTX Q | KRUG fjxj < 1g; x = (x1; x2): dOKAZATX, ^TO DLQL@BOJ FUNKCII u 2 Ho (Q) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOkuk2L2 � 12�2 kgraduk2L2 :19.33. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ u 2 C1(0 < x1 < 1; 0 << x2 < 1); UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYM USLOWIQMujx1=0 = ujx2=0 = 0; ujx1=1 = x2; ujx2=1 = x1;SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO1Z0 1Z0 (gradu)2dx1 dx2 � 23 :iMEET LI MESTO RAWENSTWO DLQ KAKOJ-NIBUDX IZ \TIH FUNKCIJ?19.34. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ u 2 Co 1(jxj < 1); x == (x1; x2) IMEET MESTO NERAWENSTWO2 Zjxj<1x1x2u(x) dx � �1152 + Zjxj<1(gradu)2 dx:19.35. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ u 2 Co 1(jxj < 1); x == (x1; x2; x3) IMEET MESTO NERAWENSTWOZjxj<1 �(gradu)2 + u� dx � � �45 :iMEET LI MESTO RAWENSTWO DLQ KAKOJ-LIBO IZ OPISANNYH WY[E FUNK-CIJ?

x 19. wARIACIONNYE METODY 23919.36. pOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ v 2 C1(jxj � 1); x1 == jxj cos'; x2 = jxj sin'; UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ vjjxj=1 = sin';GDE x = (x1; x2); SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOZjxj<1 �2jxj2v + (grad v)2� dx � 6364 �:iMEET LI MESTO RAWENSTWO DLQ KAKOJ-LIBO IZ OPISANNYH WY[E FUNK-CIJ?19.37. dOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ u 2 C1(0 < x1 < 1; 0 << x2 < 1; 0 < x3 < 1); x = (x1; x2; x3); UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYMUSLOWIQMujx1=0 = x2x3; ujx2=0 = x1x3; ujx3=0 = x1x2;ujx1=1 = x2 + x3 + x2x3; ujx2=1 = x1 + x3 + x1x3;ujx3=1 = x1 + x2 + x1x2;SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO1Z0 1Z0 1Z0 jgraduj2 dx1 dx2 dx3 � 72 :iMEET LI MESTO RAWENSTWO DLQ KAKOJ-LIBO IZ OPISANNYH WY[EFUNKCIJ?19.38. pOKAZATX, ^TO DLQ WSEH FUNKCIJ v 2 C1(jxj � 1); x == (x1; x2; x3); x1 = jxj cos' sin �; x2 = jxj sin' sin �; x3 = jxj cos �;UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ vjjxj=1 = cos �; SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOZjxj<1 �2v + (grad v)2� dx � 56�45 :iMEET LI MESTO RAWENSTWO DLQ KAKOJ-LIBO IZ OPISANNYH WY[E FUNK-CIJ?19.39. pUSTX Q | KWADRAT f0 < x1 < 1; 0 < x2 < 1g: dOKAZATX,^TO DLQ L@BOJ FUNKCII v 2 Ho 1(Q); UDOWLETWORQ@]EJ USLOWI@ZQ sin�x1 sin�x2v(x) dx = 0;SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOkvk2L2 � 15�2 kgradvk2L2 :19.40. pUSTX Q | KUB f0< x1 < 1; 0 < x2 < 1; 0 < x3 < 1g: dOKA-ZATX, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII v 2 Ho 1(Q); UDOWLETWORQ@]EJ USLOWI@ZQ sin�x1 sin�x2 sin�x3v(x) dx = 0;SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO kvk2L2 � 16�2 kgradvk2L2 :19.41. pUSTX Q | KUB f0 < x1 < �; 0 < x2 < �; 0 < x3 < �g:sREDI FUNKCIJ u 2 H1(Q); PRINIMA@]IH GRANI^NYE ZNA^ENIQ
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240 gL. V. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ \LLIPTI^ESKOGO TIPAujx1=0 = ujx2=0 = ujx3=0 = ujx1=� = ujx2=� = 0;NAJTI TU, KOTORAQ DAET MINIMUM FUNKCIONALUE(u) = ZQ (gradu)2 dx+ �Z0 �Z0 sinx1 sinx2u(x1; x2; �) dx1 dx2:19.42. pUSTX Q | [AROWOJ SLOJ f1 < jxj < 2g; x = (x1; x2; x3):sREDI FUNKCIJ u 2 H1(Q); PRINIMA@]IH GRANI^NYE ZNA^ENIQujjxj=2 = 0; NAJTI TU, KOTORAQ DAET MINIMUM FUNKCIONALUE(u) = ZQ �(gradu)2 + 2u� dx+ Zjxj=1u2dS:oTWETY K x1919.20. �1 + 2pee+ 1 ch�x� 12�:19.21. dA, DLQ x36 � 29 (x+ 1):19.22. �x2 + x+ 12 :19.23. ��28 :19.24. � �64 :19.25. 144� 1P1 k�5:19.26. 16� 1P1 k�3:19.27. A) nET; B) NET; W) DA.19.30. �2(1 + ln 4) (51� 94 ln 2):19.31. � sinx1 sinx2 � 2 sinx1 chx2sh� :19.33. dA.19.35. dA, DLQ FUNKCII jxj2 � 112 :19.36. dA, DLQ r sin'+ r4 � 116 :19.37. dA, DLQ x1x2 + x1x3 + x2x3:19.38. dA, DLQ r cos � + r2 � 16 :19.41. � 1p2 ch �p2�� sinx1 sinx2 sh �p2x3�:19.42. jxj26 + 59jxj � 1718 :



g L A W A VIsme{annaq zada~ax20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA. iZLOVIM KRATKO SU-]ESTWO METODA fURXE ILI METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH, RASSMATRI-WAQ ZADA^U O KOLEBANIQH STRUNY, ZAKREPLENNOJ NA KONCAH. |TA ZADA^ASWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ@2u@t2 = a2 @2u@x2 (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQHujt=0 = u0(x); @u@t ���t=0 = u1(x) (2)I GRANI^NYH USLOWIQHujx=0 = 0; ujx=l = 0: (3)bUDEM SNA^ALA ISKATX ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (1), NE RAWNYETOVDESTWENNO NUL@ I UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM (3), W WIDEu(x; t) = X(x) T (t): (4)pODSTAWLQQ (4) W (1), PRIHODIM K URAWNENIQMT 00(t) + a2�T (t) = 0; (5)X 00(x) + �X(x) = 0; (6)GDE � = const, PRI^EM DLQ POLU^ENIQ NETRIWIALXNYH (NE RAWNYH TOV-DESTWENNO NUL@) RE[ENIJ WIDA (4) NEOBHODIMO NAJTI NETRIWIALXNYERE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQMX(0) = 0; X(l) = 0: (7)mY PRIHODIM K ZADA^E {TURMA{lIUWILLQ (6); (7) (SM. S. 184).sOBSTWENNYMI ZNA^ENIQMI \TOJ ZADA^I QWLQ@TSQ ^ISLA�k = ��kl �2 (k = 1; 2; . . .)(I TOLXKO ONI), \TIM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM SOOTWETSTWU@T (NORMI-ROWANNYE) SOBSTWENNYE FUNKCIIXk(x) =r2l sin �kxl :pRI � = �k URAWNENIE (5) IMEET OB]EE RE[ENIE16 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



242 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^ATk(t) = ak cos k�atl + bk sin k�atl ;PO\TOMU FUNKCIQuk(x; t) = Xk(x)Tk(t) = �ak cos k�atl + bk sin k�atl � sin k�xlUDOWLETWORQET URAWNENI@ (1) I GRANI^NYM USLOWIQM (3) PRI L@BYH akI bk.rE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM (2), (3), I]EMW WIDE RQDAu(x; t) = 1Xk=1 �ak cos k�atl + bk sin k�atl � sin k�xl : (8)eSLI \TOT RQD SHODITSQ RAWNOMERNO I EGO MOVNO DWAVDY PO^LENNODIFFERENCIROWATX, TO SUMMA RQDA BUDET UDOWLETWORQTX URAWNENI@ (1)I GRANI^NYM USLOWIQM (3).oPREDELQQ POSTOQNNYE ak I bk TAK, ^TOBY SUMMA RQDA (8) UDOWLE-TWORQLA I NA^ALXNYM USLOWIQM (2), PRIHODIM K RAWENSTWAMu0(x) = 1Xk=1 ak sin k�xl ; (9)u1(x) = 1Xk=1 k�al bk sin k�xl ; (10)FORMULY (9), (10) DA@T RAZLOVENIE FUNKCIJ u0(x) I u1(x) W RQDfURXE PO SINUSAM W INTERWALE (0; l). kO\FFICIENTY \TIH RAZLOVENIJWY^ISLQ@TSQ PO IZWESTNYM FORMULAMak = 2l lZ0 u0(x) sin k�xl dx; bk = 2k�a lZ0 u1(x) sin k�xl dx:w ZADA^AH 20.1, 20.2 NUVNO NAJTI S POMO]X@ METODA fURXE KOLE-BANIQ STRUNY, PREDPOLAGAQ, ^TO WNE[NIE SILY OTSUTSTWU@T.20.1. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANII STRUNY 0 < x < l S ZAKREPLEN-NYMI KONCAMI, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI TO^EK STRUNY RAWNY NUL@,A NA^ALXNOE OTKLONENIE u0 IMEET FORMU:1) SINUSOIDY u0(x) = A sin �nxl (n CELOE);2) PARABOLY, OSX@ SIMMETRII KOTOROJ SLUVIT PRQMAQ x = l2 , AWER[INOJ | TO^KA M� l2 ; h�;3) LOMANOJ OAB, GDE O(0; 0); A(c; h); B(l; 0); 0 < c < l: rASSMOT-RETX SLU^AJ c = l2 :20.2. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANII STRUNY 0 < x < l S ZAKREPLEN-NYMI KONCAMI, ESLI W NA^ALXNOM POLOVENII STRUNA NAHODITSQ W POKOE(u0 = 0); A NA^ALXNAQ SKOROSTX u1 ZADAETSQ FORMULOJ:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2431) u1(x) = v0 = const; x 2 [0; l];2) u1(x) = �v0; ESLI x 2 [�; �];0; ESLI x 2 [�; �]; GDE 0 � � < � � l;3) u1(x) = (A cos �(x� x0)2� ; ESLI x 2 [x0 � �; x0 + �];0; ESLI x 2 [x0 � �; x0 + �];GDE 0 � x0 � � < x0 + � � l:uRAWNENIE (1) OPISYWAET SWOBODNYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERV-NQ. w ZADA^AH 20.3, 20.4 TREBUETSQ NAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQSTERVNQ, PRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH.20.3. rE[ITX ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH ODNORODNOGOSTERVNQ PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYH DANNYH W KAVDOM IZ SLE-DU@]IH SLU^AEW:1) ODIN KONEC STERVNQ (x = 0) VESTKO ZAKREPLEN, A DRUGOJ KONEC(x = l) SWOBODEN;2) OBA KONCA STERVNQ SWOBODNY;3) ODIN KONEC STERVNQ (x = l) ZAKREPLEN UPRUGO, A DRUGOJ KONEC(x = 0) SWOBODEN.20.4. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ, ESLI ODIN EGO KONEC(x = 0) VESTKO ZAKREPLEN, A K DRUGOMU KONCU (x = l) PRILOVENA SILA P(W MOMENT WREMENI t = 0 SILA PERESTAET DEJSTWOWATX).20.5. nAJTI SILU TOKA i(x; t) W PROWODE DLINY l; PO KOTOROMU TE^ETPEREMENNYJ TOK, ESLI UTE^KA TOKA OTSUTSTWUET I OMI^ESKIM SOPRO-TIWLENIEM MOVNO PRENEBRE^X. pREDPOLAGAETSQ, ^TO NA^ALXNYJ TOK WPROWODE (PRI t = 0) RAWEN NUL@, A NA^ALXNOE NAPRQVENIE ZADAETSQFORMULOJ vjt=0 = E0 sin �x2l : lEWYJ KONEC PROWODA (x = 0) IZOLIROWAN,A PRAWYJ KONEC (x = l) ZAZEMLEN.zADA^A O NAHOVDENII WYNUVDENNYH KOLEBANIJ ODNORODNOJ STRUNY0 < x < l, VESTKO ZAKREPLENNOJ NA KONCAH, POD DEJSTWIEM WNE[NEJSILY S PLOTNOSTX@ p PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ@2u@t2 = a2 @2u@x2 + g(x; t) (11)(g = p=�; GDE � | LINEJNAQ PLOTNOSTX STRUNY) PRI GRANI^NYH USLO-WIQH (3) I NA^ALXNYH USLOWIQH (2).rE[ENIE ZADA^I (11), (2), (3) I]UT W WIDE SUMMYu = v + w;GDE v | RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ (11), UDOWLETWORQ@]EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (3) I NULEWYM NA^ALXNYM USLOWIQvjt=0 = 0; @v@t ���t=0 = 0;16�
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244 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^AA w ESTX RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ@]EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (3) I NA^ALXNYM USLOWIQM (2).rE[ENIE v PREDSTAWLQET WYNUVDENNYE KOLEBANIQ STRUNY (\TIKOLEBANIQ SOWER[A@TSQ POD DEJSTWIEM WNE[NEJ WOZMU]A@]EJ SILYPRI OTSUTSTWII NA^ALXNYH WOZMU]ENIJ), A RE[ENIE w PREDSTAWLQETSWOBODNYE KOLEBANIQ STRUNY (ONI OBUSLOWLENY NA^ALXNYMI WOZMU]E-NIQMI).fUNKCI@ v OTYSKIWAEM W WIDE RQDAv(x; t) = 1Xk=1Tk(t) sin k�xl (12)PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM ZADA^I (6), (7).pODSTAWLQQ (12) W (11), POLU^AEM1Xk=1 �T 00k (t) + �k�al �2Tk(t)� sin k�xl = g(x; t): (13)rAZLAGAQ FUNKCI@ g(x; t) W INTERWALE (0; l) W RQD fURXE PO SINUSAMg(x; t) = 1Xk=1 gk(t) sin k�xl (14)I SRAWNIWAQ (13) I (14), NAHODIM DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQT 00k (t) + �k�al �2Tk(t) = gk(t); (15)GDE gk(t) = 2l lZ0 g(�; t) sin k��l d� (k = 1; 2; . . .):rE[AQ URAWNENIQ (15) PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQHTk(0) = 0; T 0k(0) = 0 (k = 1; 2; . . .); (16)NAHODIM Tk(t), A ZATEM OPREDELQEM v S POMO]X@ FORMULY (12). zA-METIM, ^TO RE[ENIQ Tk(t) URAWNENIJ (15) PRI USLOWIQH (16) MOVNOPREDSTAWITX W WIDETk(t) = 2k�a tZ0 " lZ0 g(�; �) sin k�al (t� �) sin k��l d�#d�: (17)rE[ENIE ZADA^I (11), (2), (3) PREDSTAWLQETSQ W WIDEu(x; t) = 1Xk=1Tk(t) sin k�xl + 1Xk=1�ak cos k�atl + bk sin k�atl � sin k�xl ;GDE FUNKCII Tk(x) OPREDELQ@TSQ FORMULOJ (17), A KO\FFICIENTY akI bk | FORMULAMIak = 2l lZ0 u0(x) sin k�xl dx; bk = 2k�a lZ0 u1(x) sin k�xl dx:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 24520.6. rE[ITX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH SLEDU@]IE SME-[ANNYE ZADA^I:1) utt = uxx + 2b (b = const; 0 < x < l); ujx=0 = 0; ujx=l = 0;ujt=0 = utjt=0 = 0;2) utt = uxx + cos t (0 < x < �); ujx=0 = ujx=� = 0; ujt=0 == utjt=0 = 0:20.7. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANIQH ODNORODNOJ STRUNY (0<x< l);ZAKREPLENNOJ NA KONCAH x = 0 I x = l; POD DEJSTWIEM WNE[NEJNEPRERYWNO RASPREDELENNOJ SILY S PLOTNOSTX@ �(x; t) = A� sin!t;! 6= k�al (k = 1; 2; . . .): nA^ALXNYE USLOWIQ | NULEWYE.20.8. rE[ITX ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH STERVNQ, PODWE-[ENNOGO ZA KONEC x = 0 (KONEC x = l SWOBODEN), SOWER[AEMYH PODWLIQNIEM SILY TQVESTI.zADA^A O WYNUVDENNYH KOLEBANIQH OGRANI^ENNOJ STRUNY PODDEJSTWIEM WNE[NEJ SILY W SLU^AE, KOGDA KONCY STRUNY DWIGA@TSQPO NEKOTOROMU ZAKONU, PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ (11) PRIGRANI^NYH USLOWIQH WIDAujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t) (18)I NA^ALXNYH USLOWIQH (2). rE[ENIE ZADA^I (11), (2), (18) I]EM W WIDEu = v + w;GDE w = �1(t) + xl (�2(t)� �1(t)) | FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@]AQ ZADAN-NYM GRANI^NYM USLOWIQM (18).tOGDA FUNKCIQ v(x; t) UDOWLETWORQET NULEWYM GRANI^NYM USLO-WIQM vjx=0 = vjx=l = 0; URAWNENI@ vtt � a2vxx = g1; GDE g1(x; t) == g(x; t)� (wtt � a2wxx); I SLEDU@]IM NA^ALXNYM USLOWIQM:vjt=0 = u0(x) � wjt=0; vtjt=0 = u1(x) � wtjt=0: (19)mY PRI[LI K ZADA^E TIPA (11), (2); (3) DLQ FUNKCII v:z A M E ^ A N I E. iNOGDA UDAETSQ NAJTI FUNKCI@ v; UDOWLETWO-RQ@]U@ NEODNORODNOMU URAWNENI@ (11) I ZADANNYM GRANI^NYMUSLOWIQM (18). tOGDA, OTYSKIWAQ RE[ENIE ZADA^I (11), (2), (18) WWIDE u = v + w; NAHODIM, ^TO FUNKCIQ w UDOWLETWORQET ODNORODNOMUURAWNENI@ (1), NULEWYM GRANI^NYM I NA^ALXNYM USLOWIQM (19).20.9. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) uxx = utt; 0 < x < l; ujx=0 = 0; ujx=l = t; ujt=0 = utjt=0 = 0;2) uxx = utt; 0 < x < 1; ujx=0 = t + 1; ujx=1 = t3 + 2; ujt=0 == x+ 1; @u@t ���t=0 = 0:20.10. rE[ITX ZADA^U O WYNUVDENNYH POPERE^NYH KOLEBANIQHSTRUNY, ZAKREPLENNOJ NA ODNOM KONCE (x = 0) I PODWERVENNOJ NA DRU-
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246 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^AGOM KONCE (x = l) DEJSTWI@ WOZMU]A@]EJ SILY, KOTORAQ WYZYWAETSME]ENIE, RAWNOE A sin!t; GDE ! 6= k�al (k = 1; 2; . . .): w MOMENT WRE-MENI t = 0 SME]ENIQ I SKOROSTI RAWNY NUL@.20.11. pUSTX STERVENX DLINOJ l, KONEC KOTOROGO x = 0 VESTKOZAKREPLEN, NAHODITSQ W SOSTOQNII POKOQ. w MOMENT t = 0 K EGO SWO-BODNOMU KONCU x = l PRILOVENA SILA Q = const; DEJSTWU@]AQ WDOLXSTERVNQ. nAJTI SME]ENIE u(x; t) STERVNQ.20.12. rE[ITX ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH ODNORODNOGO CI-LINDRI^ESKOGO STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO ZADELAN, A K DRUGOMUKONCU PRILOVENA SILA Q = A sin!t; NAPRAWLENIE KOTOROJ SOWPADAET SOSX@ STERVNQ �! 6= a�(2k + 1)2l ; k = 0; 1; 2; . . .�:20.13. rE[ITX ZADA^U O SWOBODNYH KOLEBANIQH ODNORODNOJ STRUNYDLINOJ l; ZAKREPLENNOJ NA KONCAH I KOLEBL@]EJSQ W SREDE, SOPROTIW-LENIE KOTOROJ PROPORCIONALXNO PERWOJ STEPENI SKOROSTI. nA^ALXNYEUSLOWIQ NULEWYE.20.14. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) utt = uxx � 4u (0 < x < 1); ujx=0 = ujx=1 = 0; ujt=0 = x2 � x;utjt=0 = 0;2) utt + 2ut = uxx � u (0 < x < �); ujx=0 = ujx=� = 0; ujt=0 == �x� x2; utjt=0 = 0;3) utt+2ut= uxx� u (0<x<�); uxjx=0 = 0; ujx=� = 0; ujt=0 = 0;utjt=0 = x;4) utt + ut = uxx (0 < x < 1); ujx=0 = t; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0;utjt=0 = 1� x;5) utt = uxx + u (0 < x < 2); ujx=0 = 2t; ujx=2 = 0; ujt=0 == utjt=0 = 0;6) utt = uxx + u (0 < x < l); ujx=0 = 0; ujx=l = t; ujt=0 = 0;utjt=0 = xl :20.15. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) utt = uxx + x (0 < x < �); ujx=0 = ujx=� = 0; ujt=0 = sin 2x;utjt=0 = 0;2) utt + ut = uxx + 1 (0 < x < 1); ujx=0 = ujx=1 = 0; ujt=0 == utjt=0 = 0:20.16. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) utt � uxx + 2ut = 4x + 8et cosx (0 < x < �=2); uxjx=0 = 2t;ujx=�=2 = �t; ujt=0 = cosx; utjt=0 = 2x;2) utt�uxx�2ut = 4t(sinx�x) (0<x<�=2); ujx=0 = 3; uxjx=�=2 == t2 + t; ujt=0 = 3; utjt=0 = x+ sinx;

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2473) utt � 3ut = uxx + u � x(4 + t) + cos 3x2 (0 < x < �); uxjx=0 == t+ 1; ujx=� = �(t+ 1); ujt=0 = utjt=0 = x;4) utt� 7ut = uxx+2ux� 2t� 7x� e�x sin 3x (0<x<�); ujx=0 = 0;ujx=� = �t; ujt=0 = 0; utjt=0 = x;5) utt+2ut = uxx+8u+2x(1�4t)+cos3x (0<x<�=2); uxjx=0 = t;ujx=�=2 = �t2 ; ujt=0 = 0; utjt=0 = x;6) utt = uxx + 4u + 2 sin2 x (0 < x < �); uxjx=0 = uxjx=� = 0;ujt=0 = utjt=0 = 0;7) utt = uxx+10u+2 sin 2x cosx (0<x<�=2); ujx=0 = uxjx=�=2 = 0;ujt=0 = utjt=0 = 0;8) utt � 3ut = uxx + 2ux � 3x� 2t (0 < x < �); ujx=0 = 0; ujx=� == �t; ujt=0 = e�x sinx; utjt=0 = x:w ZADA^AH 20.17{20.20 TREBUETSQ PRIMENQTX METOD RAZDELENIQ PE-REMENNYH DLQ IZU^ENIQ KOLEBANIJ MEMBRANY. zADA^A O KOLEBANIQHODNORODNOJ MEMBRANY SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt = a2�u+ fPRI NEKOTORYH NA^ALXNYH I GRANI^NYH USLOWIQH (SM. S. 14{16).w ^ASTNOSTI, ZADA^A O SWOBODNYH KOLEBANIQH PRQMOUGOLXNOJ MEM-BRANY (0 < x < p; 0 < y < q); ZAKREPLENNOJ PO KONTURU, SWODITSQ KRE[ENI@ WOLNOWOGO URAWNENIQ@2u@t2 = a2�@2u@x2 + @2u@y2�PRI GRANI^NYH USLOWIQHujx=0 = ujx=p = ujy=0 = ujy=q = 0I NA^ALXNYH USLOWIQHujt=0 = u0(x; y); @u@t ���t=0 = u1(x; y):20.17. rE[ITX ZADA^U O SWOBODNYH KOLEBANIQH KWADRATNOJ MEM-BRANY (0 < x < p; 0 < y < p); ZAKREPLENNOJ WDOLX KONTURA, ESLIujt=0 = A sin �xp sin �yp ; @u@t ���t=0 = 0:20.18. rE[ITX SLEDU@]U@ SME[ANNU@ ZADA^U:utt = �u (0 < x < �; 0 < y < �);ujx=0 = ujx=� = ujy=0 = ujy=� = 0;ujt=0 = 3 sinx sin 2y; utjt=0 = 5 sin 3x sin 4y:20.19. rE[ITX ZADA^U O SWOBODNYH KOLEBANIQH PRQMOUGOLXNOJMEMBRANY (0 < x < p; 0 < y < q); ZAKREPLENNOJ WDOLX KONTURA,ESLI ujt=0 = Axy(x� p)(y � q); @u@t ���t=0 = 0:
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248 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^AzADA^A O SWOBODNYH KOLEBANIQH KRUGLOJ MEMBRANY RADIUSA R, ZA-KREPLENNOJ PO KRA@, PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ1a2 @2u@t2 = @2u@r2 + 1r @u@r + 1r2 @2u@'2 (20)PRI GRANI^NOM USLOWII ujr=R = 0 (21)I NA^ALXNYH USLOWIQHujt=0 = u0(r; '); @u@t ���t=0 = u1(r; '): (22)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH, POLOVIMu(r; '; t) = T (t) v(r; '): (23)pODSTAWIW (23) W (20), POLU^IM URAWNENIE DLQ T (t)T 00(t) + a2�2T (t) = 0 (24)I SLEDU@]U@ KRAEWU@ ZADA^U DLQ v(r; '):@2v@r2 + 1r @v@r + 1r2 @2v@'2 + �2v = 0: (25)iZ FIZI^ESKOGO SMYSLA ZADA^I WYTEKAET, ^TO FUNKCIQ v(r; ') QWLQETSQ2�-PERIODI^ESKOJ FUNKCIEJ OT '; T. E.v(r; ') = v(r; '+ 2�); (26)I ^TO \TA FUNKCIQ OGRANI^ENA W CENTRE KRUGA, T. E.��vjr=0�� <1: (27)kROME TOGO, IZ USLOWIQ (21) SLEDUET, ^TOvjr=R = 0: (28)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH K ZADA^E (25){(28) POLO-VIM v(r; ') = �(')Z(r) (29)I IZ (25) NAJDEM, ^TO �00(') + �2�(') = 0; (30)Z 00(r) + 1r Z 0(r) + ��2 � �2r2 �Z(r) = 0; (31)PRI^EM W SILU (27) I (28) DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQZ(R) = 0; (32)jZ(0)j <1: (33)iZ (30) I (26) NAHODIM (� = n CELOE):�n(') = An cosn'+Bn sinn': (34)uRAWNENIE (31) PODSTANOWKOJ �r = x(Z(r) � y(x)) PRIWODITSQ K URAW-NENI@ bESSELQ

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 249x2y00 + xy0 + (x2 � �2) y = 0;OB]EE RE[ENIE KOTOROGO IMEET SLEDU@]IJ WID:y�(x) = C1J�(x) + C2Y�(x);GDE J�(x) I Y�(x) | FUNKCII bESSELQ 1-GO I 2-GO RODOW �-GO PORQDKA.sWOJSTWA FUNKCIJ J�(x):1) KORNI URAWNENIQ J�(�) = 0 (35)PRI � > �1 | WE]ESTWENNYE I PROSTYE (KROME, BYTX MOVET, KORNQ� = 0); ONI SIMMETRI^NO RASPOLOVENY NA OSI � OTNOSITELXNO TO^KI� = 0 I NE IME@T KONE^NYH PREDELXNYH TO^EK;2) RZ0 xJ���ixR � J���jxR � dx =8<:0 i 6= jR22 [J 0�(�i)]2 = R22 J2�+1(�i); i = j;(36)GDE �i I �j | RAZLI^NYE POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ (35);3) FUNKCIQ f(x) PRI NEKOTORYH USLOWIQH RAZLAGAETSQ W RAWNO-MERNO SHODQ]IJSQ RQD fURXE PO SISTEME FUNKCIJ J�(�kx=R) (k == 1; 2; . . .); GDE �1; �2; . . . | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ (35).wERNEMSQ K URAWNENI@ (31); EGO OB]EE RE[ENIE PRI � = n IMEETWID Zn(r) = CnJn(�r) +DnYn(�r):tAK KAK W OKRESTNOSTI TO^KI x = 0 FUNKCIQ Jn(x) OGRANI^ENA, AFUNKCIQ Yn(x) QWLQETSQ NEOGRANI^ENNOJ, TO W SILU (33) Dn = 0; T. E.Zn(r) = CnJn(�r): (37)iZ USLOWIQ (32) NAHODIM Jn(�R) = 0: pOLAGAQ�R = �; (38)PRIHODIM K URAWNENI@ (35); PUSTX �(n)1 ; �(n)2 ; . . . | EGO POLOVITELXNYEKORNI, T. E. Jn��(n)m � = 0; (m = 1; 2; . . .): (39)tOGDA IZ (37){(39) POLU^AEM, ^TO FUNKCIIZnm(r) = Jn��(n)m rR � (40)QWLQ@TSQ RE[ENIQMI ZADA^I (31){(33).fUNKCIIunm(r; '; t) = ��Anm cos a�(n)m tR +Bnm sin a�(n)m tR � cosn'++ �Cnm cos a�(n)m tR +Dnm sin a�(n)m tR � sinn'� Jn��(n)m rR � (41)
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250 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^AW SILU (23), (24), (29), (34), (38), (40) QWLQ@TSQ ^ASTNYMI RE[ENIQMIURAWNENIQ (20) I UDOWLETWORQ@T GRANI^NOMU USLOWI@ (21).rE[ENIE ZADA^I (20){(22) I]EM W WIDE FORMALXNOGO RQDAu(r; '; t) = 1Xn=0 1Xm=1unm(r; '; t);GDE FUNKCII unm OPREDELQ@TSQ FORMULAMI (41).zADA^A SWODITSQ K RAZLOVENI@ NEKOTORYH FUNKCIJ W RQD POSISTEME FUNKCIJ Jn��(n)m r=R� (m = 1; 2; . . .):w SILU (36) KO\FFICIENTY am RAZLOVENIQg(r) = 1Xm=1 amJn��(n)m rR �OPREDELQ@TSQ FORMULAMIam = 2R2J2n+1(�(n)m ) RZ0 rg(r) Jn ��(n)m rR � dr:20.20. rE[ITX ZADA^U O SWOBODNYH KOLEBANIQH ODNORODNOJ KRUG-LOJ MEMBRANY RADIUSA R, ZAKREPLENNOJ PO KRA@, W SLEDU@]IH SLU-^AQH:1) NA^ALXNOE OTKLONENIE OPREDELQETSQ RAWENSTWOM ujt=0=AJ0��krR �;GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0; NA^ALXNAQSKOROSTX RAWNA NUL@;2) NA^ALXNOE OTKLONENIE I NA^ALXNAQ SKOROSTX ZAWISQT TOLXKOOT r, T. E. ujt=0 = f(r); utjt=0 = F (r);3) NA^ALXNOE OTKLONENIE IMEET FORMU PARABOLOIDA WRA]ENIQ, ANA^ALXNAQ SKOROSTX RAWNA NUL@.20.21. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^Iutt = uxx + 1x ux + f(t) J0(�kx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0; 0 < x < 1;ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0; jujx=0j <1;ESLI:1) f(t) = t2 + 1; 2) f(t) = sin t+ cos t:20.22. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^Iutt = uxx + 1x ux; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = g(t); ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI:1) g(t) = sin2 t; u0(x) = 12h1� J0(2x)J0(2) i; u1(x) = 0;2) g(t) = cos 2t; u0(x) = J0(2x)J0(2) ; u1(x) = 0;

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2513) g(t) = t� 1; u0(x) = J0(�1x) � 1; GDE �1 | POLOVITELXNYJKORENX URAWNENIQ J0(�) = 0; u1(x) = 1:20.23. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^Iutt + f(t) = uxx + 1x ux; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = g(t); ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI:1) f(t) = cos t; u0(x) = 1� J0(x)J0(1) ; u1(x) = 0;2) f(t) = sin 3t; g(t) = u0(x) = 1; u1(x) = 13 h1� J0(3x)J0(3) i;3) f(t) = �2 cos 2t; g(t) = u1(x) = 0; u0(x) = 12 hJ0(2x)J0(2) � 1i++ J0(�1x); GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0:20.24. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uuxx + 1x ux = utt + u; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = cos 2t+ sin 3t;ujt=0 = J0 �xp3�J0 �p3� ; utjt=0 = 3J0 �2xp2�J0 �2p2� :20.25. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANIQH ODNORODNOJ KRUGLOJ MEMBRA-NY RADIUSA R, ZAKREPLENNOJ PO KRA@, ESLI \TI KOLEBANIQ WYZWANYRAWNOMERNO RASPREDELENNYM DAWLENIEM p = p0 sin!t; PRILOVENNYM KODNOJ STORONE MEMBRANY. pREDPOLAGAETSQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SO-PROTIWLENIQ I ^TO ! 6= a�nR ; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYEKORNI URAWNENIQ J0(�) = 0 (NET REZONANSA).20.26. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI:1) u0(x) = J1(�kx) + J1(�mx); u1(x) = 0;2) u0(x) = J1(�kx); u1(x) = J1(�mx):zDESX �k I �m | DWA RAZLI^NYH POLOVITELXNYH KORNQ URAWNENIQJ1(�) = 0:20.27. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � ux2 + etJ1(�kx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0; 0 < x < 1;
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252 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Ajujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0:20.28. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = sin 2t cos t; ujt=0 = 0;utjt=0 = J1(x)2J1(1) + 32 J1(3x)J1(3) :20.29. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 4ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI:1) u0(x) = u1(x) = J2(�kx);2) u0(x) = 12 J2(�kx); u1(x) = 32 J2(�kx):zDESX �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0:20.30. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 4ux2 + f(t) J2(�1x); 0 < x < 1;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;ESLI:1) f(t) = t; 2) f(t) = cos t:20.31. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 9ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; utjt=0 = J3(�1x);GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQJ3(�) = 0; ujt=0 = u0(x);ESLI:1) u0(x) = 0; 2) u0(x) = J3(�1x):20.32. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 9ux2 + f(t) J3(�kx); 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J3(�) = 0; ESLI:1) f(t) = e�t; 2) f(t) = t� t2:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 25320.33. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^U(xux)x = utt; 0 < x < 14 ;jujx=0j <1; ujx=1=4 = 0; ujt=0 = J0 (2�1px); utjt=0 = 0;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0:20.34. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, PODWE[ENNAQ ZA ODINIZ SWOIH KONCOW (x = l); WYWODITSQ IZ POLOVENIQ RAWNOWESIQ I OTPUS-KAETSQ BEZ NA^ALXNOJ SKOROSTI. iZU^ITX KOLEBANIQ NITI, KOTORYE ONASOWER[AET POD DEJSTWIEM SILY TQVESTI; PREDPOLAGAETSQ, ^TO SREDA NEOKAZYWAET SOPROTIWLENIQ.20.35. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, ZAKREPLENNAQ WERHNIMKONCOM (x = l) NA WERTIKALXNOJ OSI, WRA]AETSQ WOKRUG \TOJ OSI SPOSTOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ !: nAJTI OTKLONENIE u(x; t) NITI OTPOLOVENIQ RAWNOWESIQ.20.36. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = (xux)x; 0 < x < 1;jujx=0j <1; uxjx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J0 (�kpx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0:20.37. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux + f(t) J0 (�1px); 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0; ESLI:1) f(t) = t; 2) f(t) = sin t:20.38. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux � ux ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J2 (�kpx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0:20.39. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux � 9u4x ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J3 (�1px);GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J3(�) = 0:2. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA.A) zADA^A O RASPROSTRANENII TEPLA W TONKOM ODNORODNOM STERVNE0 < x < l; BOKOWAQ POWERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA, A KONCYx = 0 I x = l PODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, PRIWODITSQK RE[ENI@ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTIut = a2uxx (1)PRI GRANI^NYH USLOWIQH



252 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Ajujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0:20.28. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = sin 2t cos t; ujt=0 = 0;utjt=0 = J1(x)2J1(1) + 32 J1(3x)J1(3) :20.29. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 4ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x);ESLI:1) u0(x) = u1(x) = J2(�kx);2) u0(x) = 12 J2(�kx); u1(x) = 32 J2(�kx):zDESX �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0:20.30. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 4ux2 + f(t) J2(�1x); 0 < x < 1;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;ESLI:1) f(t) = t; 2) f(t) = cos t:20.31. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 9ux2 ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; utjt=0 = J3(�1x);GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQJ3(�) = 0; ujt=0 = u0(x);ESLI:1) u0(x) = 0; 2) u0(x) = J3(�1x):20.32. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = uxx + 1x ux � 9ux2 + f(t) J3(�kx); 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J3(�) = 0; ESLI:1) f(t) = e�t; 2) f(t) = t� t2:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 25320.33. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^U(xux)x = utt; 0 < x < 14 ;jujx=0j <1; ujx=1=4 = 0; ujt=0 = J0 (2�1px); utjt=0 = 0;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0:20.34. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, PODWE[ENNAQ ZA ODINIZ SWOIH KONCOW (x = l); WYWODITSQ IZ POLOVENIQ RAWNOWESIQ I OTPUS-KAETSQ BEZ NA^ALXNOJ SKOROSTI. iZU^ITX KOLEBANIQ NITI, KOTORYE ONASOWER[AET POD DEJSTWIEM SILY TQVESTI; PREDPOLAGAETSQ, ^TO SREDA NEOKAZYWAET SOPROTIWLENIQ.20.35. tQVELAQ ODNORODNAQ NITX DLINOJ l, ZAKREPLENNAQ WERHNIMKONCOM (x = l) NA WERTIKALXNOJ OSI, WRA]AETSQ WOKRUG \TOJ OSI SPOSTOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX@ !: nAJTI OTKLONENIE u(x; t) NITI OTPOLOVENIQ RAWNOWESIQ.20.36. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = (xux)x; 0 < x < 1;jujx=0j <1; uxjx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J0 (�kpx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0:20.37. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux + f(t) J0 (�1px); 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = ujt=0 = utjt=0 = 0;GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0; ESLI:1) f(t) = t; 2) f(t) = sin t:20.38. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux � ux ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J2 (�kpx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J2(�) = 0:20.39. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^Uutt = xuxx + ux � 9u4x ; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0; utjt=0 = J3 (�1px);GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J3(�) = 0:2. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA.A) zADA^A O RASPROSTRANENII TEPLA W TONKOM ODNORODNOM STERVNE0 < x < l; BOKOWAQ POWERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA, A KONCYx = 0 I x = l PODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, PRIWODITSQK RE[ENI@ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTIut = a2uxx (1)PRI GRANI^NYH USLOWIQH



254 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Aujx=0 = 0; ujx=l = 0 (2)I PRI NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(x): (3)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH, I]EM ^ASTNYE RE[ENIQURAWNENIQ (1) W WIDE u(x; t) = X(x)T (t): (4)pODSTAWLQQ u IZ (4) W (1), POLU^AEM DWA URAWNENIQT 00(t) + a2�T (t) = 0; (5)X 00(x) + �X(x) = 0: (6)dLQ NAHOVDENIQ NETRIWIALXNYH RE[ENIJ URAWNENIJ (1) WIDA (4),UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYM USLOWIQM (2), NUVNO NAJTI NETRIWIALX-NYE RE[ENIQ URAWNENIQ (6), UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM (2).dLQ ZNA^ENIJ �; RAWNYH (SM. x 20, P. 1)�n = �n�l �2 (n = 1; 2; . . .);I TOLXKO DLQ \TIH ZNA^ENIJ, SU]ESTWU@T NETRIWIALXNYE RE[ENIQXn(x) ZADA^I (6), (2) I PRI \TOMXn(x) =r2l sin �nxl :zNA^ENIQM � = �n SOOTWETSTWU@T SLEDU@]IE RE[ENIQ URAWNENIQ (5):Tn(t) = ane�(�na=l)2t:tOGDA FUNKCIIun(x; t) = Xn(x)Tn(t) = ane�(�na=l)2t sin �nxlUDOWLETWORQ@T URAWNENI@ (1) I GRANI^NYM USLOWIQM (2) PRI L@BYHPOSTOQNNYH an.rE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ@]EE USLOWI@ (3), I]EM W WIDEFORMALXNOGO RQDAu(x; t) = 1Xn=1un(x; t) = 1Xn=1ane�(�na=l)2t sin �nxl : (7)iZ (7) I (3) NAHODIMu0(x) = 1Xn=1 an sin �nxl ; GDE an = 2l lZ0 u0(x) sin �nxl dx:B) zADA^A O TEMPERATURE ODNORODNOGO STERVNQ DLINOJ l; BOKOWAQPOWERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA, A NA KONCAH EGO PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDAMI, IME@]IMI SOOTWETSTWENNO PO-STOQNNYE TEMPERATURY u1 I u2, SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ (1)PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) I GRANI^NYH USLOWIQH WIDA

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 255uxjx=0 � h1 [ujx=0 � u1] = 0;uxjx=l + h2 [ujx=l � u2] = 0; (8)GDE h1 > 0; h2 > 0:eSLI h1 = h2 = 0; TO USLOWIQ (8) PRINIMA@T WIDuxjx=0 = uxjx=l = 0: (9)uSLOWIQ (9) OZNA^A@T, ^TO KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY.rE[ENIE ZADA^I (1), (3), (8) I]EM W WIDEu(x; t) = v(x) + w(x; t);GDE v(x) | RE[ENIE URAWNENIQ (1) (v00(x) = 0); UDOWLETWORQ@]EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (8). uRAWNENIE v00(x) = 0 IMEET OB]EE RE[ENIEv(x) = C1x+ C2: (10)oPREDELQQ C1 I C2 IZ USLOWIJ (8); POLU^AEMC1 = h1(u2 � u1)h1 + h2 + h1h2l ; C2 = u1 + C1h1 : (11)fUNKCIQ w(x; t) UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ (1), NA^ALXNOMU USLOWI@wjt=0 = ujt=0 � vjt=0 = u0(x) � v(x) = eu0(x); (12)GDE v(x) OPREDELQETSQ IZ FORMUL (10), (11), I SLEDU@]IM ODNORODNYMGRANI^NYM USLOWIQM:(wx � h1w)x=0 = (wx + h2w)x=l = 0: (13)rE[AQ ZADA^U (1); (12), (13) METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, POLU-^AEM wn(x; t) = Ane�a2�2ntXn(x);GDE �2n = �2nl2 ; �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQctg � = 1l(h1 + h2) ��� h1h2l2� �;Xn(x) = �nl cos �nl x+ h1 sin �nl x:tOGDA w(x; t) = 1Xn=1Ane�a2�2ntXn(x);GDE KO\FFICIENTY An NAHODIM IZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (12), ISPOLXZUQORTOGONALXNOSTX FUNKCIJ Xn(x) NA [0; l]:An = 1k�nk2 lZ0 eu0(x)��nl cos �nl x+ h1 sin �nl x� dx;k�nk2 = lZ0 ��nl cos �nl x+ h1 sin �nl x�2 dx:



254 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Aujx=0 = 0; ujx=l = 0 (2)I PRI NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(x): (3)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH, I]EM ^ASTNYE RE[ENIQURAWNENIQ (1) W WIDE u(x; t) = X(x)T (t): (4)pODSTAWLQQ u IZ (4) W (1), POLU^AEM DWA URAWNENIQT 00(t) + a2�T (t) = 0; (5)X 00(x) + �X(x) = 0: (6)dLQ NAHOVDENIQ NETRIWIALXNYH RE[ENIJ URAWNENIJ (1) WIDA (4),UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYM USLOWIQM (2), NUVNO NAJTI NETRIWIALX-NYE RE[ENIQ URAWNENIQ (6), UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM (2).dLQ ZNA^ENIJ �; RAWNYH (SM. x 20, P. 1)�n = �n�l �2 (n = 1; 2; . . .);I TOLXKO DLQ \TIH ZNA^ENIJ, SU]ESTWU@T NETRIWIALXNYE RE[ENIQXn(x) ZADA^I (6), (2) I PRI \TOMXn(x) =r2l sin �nxl :zNA^ENIQM � = �n SOOTWETSTWU@T SLEDU@]IE RE[ENIQ URAWNENIQ (5):Tn(t) = ane�(�na=l)2t:tOGDA FUNKCIIun(x; t) = Xn(x)Tn(t) = ane�(�na=l)2t sin �nxlUDOWLETWORQ@T URAWNENI@ (1) I GRANI^NYM USLOWIQM (2) PRI L@BYHPOSTOQNNYH an.rE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ@]EE USLOWI@ (3), I]EM W WIDEFORMALXNOGO RQDAu(x; t) = 1Xn=1un(x; t) = 1Xn=1ane�(�na=l)2t sin �nxl : (7)iZ (7) I (3) NAHODIMu0(x) = 1Xn=1 an sin �nxl ; GDE an = 2l lZ0 u0(x) sin �nxl dx:B) zADA^A O TEMPERATURE ODNORODNOGO STERVNQ DLINOJ l; BOKOWAQPOWERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA, A NA KONCAH EGO PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDAMI, IME@]IMI SOOTWETSTWENNO PO-STOQNNYE TEMPERATURY u1 I u2, SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ (1)PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) I GRANI^NYH USLOWIQH WIDA

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 255uxjx=0 � h1 [ujx=0 � u1] = 0;uxjx=l + h2 [ujx=l � u2] = 0; (8)GDE h1 > 0; h2 > 0:eSLI h1 = h2 = 0; TO USLOWIQ (8) PRINIMA@T WIDuxjx=0 = uxjx=l = 0: (9)uSLOWIQ (9) OZNA^A@T, ^TO KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY.rE[ENIE ZADA^I (1), (3), (8) I]EM W WIDEu(x; t) = v(x) + w(x; t);GDE v(x) | RE[ENIE URAWNENIQ (1) (v00(x) = 0); UDOWLETWORQ@]EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (8). uRAWNENIE v00(x) = 0 IMEET OB]EE RE[ENIEv(x) = C1x+ C2: (10)oPREDELQQ C1 I C2 IZ USLOWIJ (8); POLU^AEMC1 = h1(u2 � u1)h1 + h2 + h1h2l ; C2 = u1 + C1h1 : (11)fUNKCIQ w(x; t) UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ (1), NA^ALXNOMU USLOWI@wjt=0 = ujt=0 � vjt=0 = u0(x) � v(x) = eu0(x); (12)GDE v(x) OPREDELQETSQ IZ FORMUL (10), (11), I SLEDU@]IM ODNORODNYMGRANI^NYM USLOWIQM:(wx � h1w)x=0 = (wx + h2w)x=l = 0: (13)rE[AQ ZADA^U (1); (12), (13) METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, POLU-^AEM wn(x; t) = Ane�a2�2ntXn(x);GDE �2n = �2nl2 ; �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQctg � = 1l(h1 + h2) ��� h1h2l2� �;Xn(x) = �nl cos �nl x+ h1 sin �nl x:tOGDA w(x; t) = 1Xn=1Ane�a2�2ntXn(x);GDE KO\FFICIENTY An NAHODIM IZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (12), ISPOLXZUQORTOGONALXNOSTX FUNKCIJ Xn(x) NA [0; l]:An = 1k�nk2 lZ0 eu0(x)��nl cos �nl x+ h1 sin �nl x� dx;k�nk2 = lZ0 ��nl cos �nl x+ h1 sin �nl x�2 dx:



256 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A20.40. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX 0 < x < l; BOKOWAQ PO-WERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA. nAJTI RASPREDELENIE TEMPE-RATURY u(x; t) W STERVNE, ESLI:1) KONCY STERVNQ x = 0 I x = l PODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJTEMPERATURE, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ujt=0 = u0(x); RASSMOTRETXSLU^AI:A) u0(x) = A = const; B) u0(x) = Ax(l � x); A = const;2) KONEC x = 0 PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, A NAKONCE x = l PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ NULEWOJTEMPERATURY, NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ ujt=0 = u0(x);3) NA OBOIH KONCAH STERVNQ (x = 0 I x = l) PROISHODIT TEP-LOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQujt=0 = u0(x);4) KONCY STERVNQ (x = 0 I x = l) TEPLOIZOLIROWANY, A NA^ALXNAQTEMPERATURA ujt=0 = u0 = const;5) KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY, A NA^ALXNOE RASPREDELENIETEMPERATURY ZADAETSQ FORMULOJujt=0 =8<:u0 = const; ESLI 0 < x < l2 ;0; ESLI l2 < x < l;IZU^ITX POWEDENIE u(x; t) PRI t �!1;6) KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY, Aujt=0 =8><>: 2u0l x; ESLI 0 < x < l2 ;2u0l (l � x); ESLI l2 � x < l;GDE u0 = const; NAJTI limt!1 u(x; t):20.41. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut = uxx; 0 < x < 1; uxjx=0 = 0; uxjx=1 = 0; ujt=0 = x2 � 1;2) uxx = ut + u; 0 < x < l; ujx=0 = ujx=l = 0; ujt=0 = 1;3) ut = uxx � 4u; 0 < x < �; ujx=0 = ujx=� = 0; ujt=0 = x2 � �x:20.42. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX 0 < x < l; BOKOWAQ PO-WERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA. nAJTI RASPREDELENIE TEMPE-RATURY u(x; t) W STERVNE, ESLI:1) KONCY STERVNQ PODDERVIWA@TSQ PRI POSTOQNNYH TEMPERATU-RAH ujx=0 = u1; ujx=l = u2; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA ujt=0 == u0 = const; NAJTI limt!1u(x; t);2) KONCY STERVNQ IME@T POSTOQNNU@ TEMPERATURU ujx=0= ujx=l== u1; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ZADAETSQ FORMULOJujt=0 = u0(x) = Ax(l � x);GDE A = const; NAJTI limt!1u(x; t);

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2573) LEWYJ KONEC STERVNQ TEPLOIZOLIROWAN, PRAWYJ PODDERVIWAET-SQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE ujx=l = u2; NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA ujt=0 = Al x; GDE A = const;4) LEWYJ KONEC STERVNQ PODDERVIWAETSQ PRI ZADANNOJ POSTOQNNOJTEMPERATURE ujx=0 = u1; A NA PRAWYJ KONEC PODAETSQ IZWNE ZADANNYJPOSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK; NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ ujt=0 == u0(x):20.43. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX DLINY l; S BOKOWOJ PO-WERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT LU^EISPUSKANIE TEPLA W OKRUVA@]U@SREDU, IME@]U@ NULEWU@ TEMPERATURU; LEWYJ KONEC STERVNQ PODDER-VIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE ujx=0 = u1: oPREDELITX TEM-PERATURU u(x; t) STERVNQ, ESLI:1) PRAWYJ KONEC STERVNQ x = l PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATUREujx=l = u2 = const; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA ujt=0 = u0(x);2) NA PRAWOM KONCE PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SRE-DOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL@; NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNANUL@.w ZADA^E O RASPROSTRANENII TEPLA W STERVNE, KONCY KOTOROGO POD-DERVIWA@TSQ PRI ZADANNYH TEMPERATURAH, ZAWISQ]IH, WOOB]E GOWORQ,OT t, GRANI^NYE USLOWIQ IME@T WIDujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t): (8A)w \TOM SLU^AE RE[ENIE ZADA^I (1); (3), (8A) MOVNO ISKATX W WIDEu = v + w; GDE FUNKCIQ w OPREDELQETSQ FORMULOJ w = �1(t) + xl �� (�2(t)� �1(t)):20.44. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 � x � l STEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX@, ESLI NA EGO PRAWOM KONCEx = l PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL@, A NA LEWOM KONCETEMPERATURA RAWNA ujx=0 = At; GDE A = const: nA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ RAWNA NUL@.20.45. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut = uxx; 0 < x < l; uxjx=0 = 1; ujx=l = 0; ujt=0 = 0;2) ut = uxx + u + 2 sin 2x sinx; 0 < x < �=2; uxjx=0 = ujx=�=2 == ujt=0 = 0;3) ut = uxx � 2ux + x + 2t; 0 < x < 1; ujx=0 = ujx=l = t; ujt=0 == ex sin�x;4) ut = uxx + u � x + 2 sin 2x cosx; 0 < x < �=2; ujx=0 = 0;uxjx=�=2 = 1; ujt=0 = x;5) ut = uxx + 4u+ x2 � 2t� 4x2t+ 2 cos2 x; 0 < x < �; uxjx=0 = 0;uxjx=� = 2�t; ujt=0 = 0;17 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



256 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A20.40. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX 0 < x < l; BOKOWAQ PO-WERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA. nAJTI RASPREDELENIE TEMPE-RATURY u(x; t) W STERVNE, ESLI:1) KONCY STERVNQ x = 0 I x = l PODDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJTEMPERATURE, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ujt=0 = u0(x); RASSMOTRETXSLU^AI:A) u0(x) = A = const; B) u0(x) = Ax(l � x); A = const;2) KONEC x = 0 PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, A NAKONCE x = l PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ NULEWOJTEMPERATURY, NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ ujt=0 = u0(x);3) NA OBOIH KONCAH STERVNQ (x = 0 I x = l) PROISHODIT TEP-LOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQujt=0 = u0(x);4) KONCY STERVNQ (x = 0 I x = l) TEPLOIZOLIROWANY, A NA^ALXNAQTEMPERATURA ujt=0 = u0 = const;5) KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY, A NA^ALXNOE RASPREDELENIETEMPERATURY ZADAETSQ FORMULOJujt=0 =8<:u0 = const; ESLI 0 < x < l2 ;0; ESLI l2 < x < l;IZU^ITX POWEDENIE u(x; t) PRI t �!1;6) KONCY STERVNQ TEPLOIZOLIROWANY, Aujt=0 =8><>: 2u0l x; ESLI 0 < x < l2 ;2u0l (l � x); ESLI l2 � x < l;GDE u0 = const; NAJTI limt!1 u(x; t):20.41. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut = uxx; 0 < x < 1; uxjx=0 = 0; uxjx=1 = 0; ujt=0 = x2 � 1;2) uxx = ut + u; 0 < x < l; ujx=0 = ujx=l = 0; ujt=0 = 1;3) ut = uxx � 4u; 0 < x < �; ujx=0 = ujx=� = 0; ujt=0 = x2 � �x:20.42. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX 0 < x < l; BOKOWAQ PO-WERHNOSTX KOTOROGO TEPLOIZOLIROWANA. nAJTI RASPREDELENIE TEMPE-RATURY u(x; t) W STERVNE, ESLI:1) KONCY STERVNQ PODDERVIWA@TSQ PRI POSTOQNNYH TEMPERATU-RAH ujx=0 = u1; ujx=l = u2; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA ujt=0 == u0 = const; NAJTI limt!1u(x; t);2) KONCY STERVNQ IME@T POSTOQNNU@ TEMPERATURU ujx=0= ujx=l== u1; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ZADAETSQ FORMULOJujt=0 = u0(x) = Ax(l � x);GDE A = const; NAJTI limt!1u(x; t);

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2573) LEWYJ KONEC STERVNQ TEPLOIZOLIROWAN, PRAWYJ PODDERVIWAET-SQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE ujx=l = u2; NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA ujt=0 = Al x; GDE A = const;4) LEWYJ KONEC STERVNQ PODDERVIWAETSQ PRI ZADANNOJ POSTOQNNOJTEMPERATURE ujx=0 = u1; A NA PRAWYJ KONEC PODAETSQ IZWNE ZADANNYJPOSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK; NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ ujt=0 == u0(x):20.43. dAN TONKIJ ODNORODNYJ STERVENX DLINY l; S BOKOWOJ PO-WERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT LU^EISPUSKANIE TEPLA W OKRUVA@]U@SREDU, IME@]U@ NULEWU@ TEMPERATURU; LEWYJ KONEC STERVNQ PODDER-VIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE ujx=0 = u1: oPREDELITX TEM-PERATURU u(x; t) STERVNQ, ESLI:1) PRAWYJ KONEC STERVNQ x = l PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATUREujx=l = u2 = const; A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA ujt=0 = u0(x);2) NA PRAWOM KONCE PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SRE-DOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL@; NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNANUL@.w ZADA^E O RASPROSTRANENII TEPLA W STERVNE, KONCY KOTOROGO POD-DERVIWA@TSQ PRI ZADANNYH TEMPERATURAH, ZAWISQ]IH, WOOB]E GOWORQ,OT t, GRANI^NYE USLOWIQ IME@T WIDujx=0 = �1(t); ujx=l = �2(t): (8A)w \TOM SLU^AE RE[ENIE ZADA^I (1); (3), (8A) MOVNO ISKATX W WIDEu = v + w; GDE FUNKCIQ w OPREDELQETSQ FORMULOJ w = �1(t) + xl �� (�2(t)� �1(t)):20.44. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 � x � l STEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX@, ESLI NA EGO PRAWOM KONCEx = l PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL@, A NA LEWOM KONCETEMPERATURA RAWNA ujx=0 = At; GDE A = const: nA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ RAWNA NUL@.20.45. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut = uxx; 0 < x < l; uxjx=0 = 1; ujx=l = 0; ujt=0 = 0;2) ut = uxx + u + 2 sin 2x sinx; 0 < x < �=2; uxjx=0 = ujx=�=2 == ujt=0 = 0;3) ut = uxx � 2ux + x + 2t; 0 < x < 1; ujx=0 = ujx=l = t; ujt=0 == ex sin�x;4) ut = uxx + u � x + 2 sin 2x cosx; 0 < x < �=2; ujx=0 = 0;uxjx=�=2 = 1; ujt=0 = x;5) ut = uxx + 4u+ x2 � 2t� 4x2t+ 2 cos2 x; 0 < x < �; uxjx=0 = 0;uxjx=� = 2�t; ujt=0 = 0;17 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



258 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A6) ut�uxx+2ux�u = ex sinx�t; 0 < x < �; ujx=0 = 1+t; ujx=� == 1+ t; ujt=0 = 1 + ex sin 2x:20.46. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut� uxx� u = xt(2� t) + 2 cos t; 0<x<�; uxjx=0 = t2; uxjx=� == t2; ujt=0 = cos 2x;2) ut � uxx � 9u = 4 sin2 t cos 3x � 9x2 � 2; 0 < x < �; uxjx=0 = 0;uxjx=� = 2�; ujt=0 = x2 + 2;3) ut = uxx + 6u + 2t(1 � 3t) � 6x + 2 cosx cos 2x; 0 < x < �=2;uxjx=0 = 1; ujx=�=2 = t2 + �=2; ujt=0 = x;4) ut = uxx + 6u + x2(1 � 6t) � 2(t + 3x) + sin 2x; 0 < x < �;uxjx=0 = 1; uxjx=� = 2�t+ 1; ujt=0 = x;5) ut = uxx + 4ux + x � 4t+ 1 + e�2x cos2�x; 0 < x < 1; ujx=0 = t;ujx=1 = 2t; ujt=0 = 0:zADA^A O RASPROSTRANENII TEPLA W ODNORODNOM [ARE RADIUSA RS CENTROM W NA^ALE KOORDINAT W SLU^AE, KOGDA TEMPERATURA L@BOJTO^KI [ARA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ \TOJ TO^KI OT CENTRA [ARA,PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI@u@t = a2�@2u@r2 + 2r @u@r� (14)PRI NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(r): (15)eSLI NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJSREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, TO GRANI^NOE USLOWIE IMEET WID(ur + hu)jr=R = 0: (16)pOLAGAQ v = ru; POLU^AEM@v@t = a2 @2v@r2 ; (17)vjr=0 = 0; hvr + �h� 1R� vi���r=R = 0; (18)vjt=0 = ru0(r): (19)tAKIM OBRAZOM, ZADA^A (14){(16) PRIWODITSQ K ZADA^E (17){(19) ORASPROSTRANENII TEPLA W STERVNE, ODIN KONEC KOTOROGO (r = 0) POD-DERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, A NA DRUGOM KONCE (r = R)PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ (SM. ZADA^U 20.43).20.47. dAN ODNORODNYJ [AR RADIUSA R S CENTROM W NA^ALE KOOR-DINAT. oPREDELITX TEMPERATURU WNUTRI [ARA, ESLI:1) WNE[NQQ POWERHNOSTX [ARA PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEM-PERATURE, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ OTCENTRA [ARA, T. E. ujt=0 = u0(r);

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2592) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN POZAKONU nX@TONA SO SREDOJ, IME@]EJ NULEWU@ TEMPERATURU, A ujt=0 == u0(r);3) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, IME@]EJ TEMPERATURU u1 = const; A ujt=0 = u0 = const;4) WNUTRX [ARA, NA^INAQ S MOMENTA t = 0; ^EREZ EGO POWERHNOSTXPODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK PLOTNOSTI q = const; A NA^ALX-NAQ TEMPERATURA ujt=0 = u0 = const:20.48. dANA TONKAQ KWADRATNAQ PLASTINKA (0 < x < l; 0 < y < l);DLQ KOTOROJ IZWESTNO NA^ALXNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY ujt=0 == u0(x; y): bOKOWYE STORONY x = 0; x = l I STORONY OSNOWANIJy = 0; y = l WO WSE WREMQ NABL@DENIQ UDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJTEMPERATURE. nAJTI TEMPERATURU L@BOJ TO^KI PLASTINKI W MOMENTWREMENI t > 0:nAHOVDENIE RE[ENIJ ZADA^ 20.48{20.52 TREBUET PRIMENENIQ BES-SELEWYH FUNKCIJ (SM. S. 249).w ^ASTNOSTI, ZADA^A O RADIALXNOM RASPROSTRANENII TEPLA W BES-KONE^NOM KRUGOWOM CILINDRE RADIUSA R; BOKOWAQ POWERHNOSTX KOTORO-GO PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, PRIWODITSQ K RE[ENI@URAWNENIQ @u@t = a2�@2u@r2 + 1r @u@r� (20)PRI GRANI^NOM USLOWII ujr=R = 0 (21)I NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(r): (22)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH, NAJDEM, ^TO RE[ENIEZADA^I (20){(22) MOVNO POLU^ITX W WIDEu(r; t) = 1Xn=1 anJ0��nrR � e�(a�n=R)2t;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0; A KO\FFICIEN-TY an OPREDELQ@TSQ IZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (22).20.49. dAN NEOGRANI^ENNYJ KRUGOWOJ CILINDR RADIUSA R. nAJTIRASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA W MOMENT WREMENI t;ESLI:1) NA POWERHNOSTI CILINDRA PODDERVIWAETSQ WSE WREMQ NULEWAQTEMPERATURA, A TEMPERATURA WNUTRI CILINDRA W NA^ALXNYJ MOMENTRAWNA ujt=0 = AJ0��krR �; GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQJ0(�) = 0;2) POWERHNOSTX CILINDRA PODDERVIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPE-RATURE u0, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA WNUTRI CILINDRA RAWNA NUL@;17�



258 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A6) ut�uxx+2ux�u = ex sinx�t; 0 < x < �; ujx=0 = 1+t; ujx=� == 1+ t; ujt=0 = 1 + ex sin 2x:20.46. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut� uxx� u = xt(2� t) + 2 cos t; 0<x<�; uxjx=0 = t2; uxjx=� == t2; ujt=0 = cos 2x;2) ut � uxx � 9u = 4 sin2 t cos 3x � 9x2 � 2; 0 < x < �; uxjx=0 = 0;uxjx=� = 2�; ujt=0 = x2 + 2;3) ut = uxx + 6u + 2t(1 � 3t) � 6x + 2 cosx cos 2x; 0 < x < �=2;uxjx=0 = 1; ujx=�=2 = t2 + �=2; ujt=0 = x;4) ut = uxx + 6u + x2(1 � 6t) � 2(t + 3x) + sin 2x; 0 < x < �;uxjx=0 = 1; uxjx=� = 2�t+ 1; ujt=0 = x;5) ut = uxx + 4ux + x � 4t+ 1 + e�2x cos2�x; 0 < x < 1; ujx=0 = t;ujx=1 = 2t; ujt=0 = 0:zADA^A O RASPROSTRANENII TEPLA W ODNORODNOM [ARE RADIUSA RS CENTROM W NA^ALE KOORDINAT W SLU^AE, KOGDA TEMPERATURA L@BOJTO^KI [ARA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ \TOJ TO^KI OT CENTRA [ARA,PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI@u@t = a2�@2u@r2 + 2r @u@r� (14)PRI NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(r): (15)eSLI NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJSREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, TO GRANI^NOE USLOWIE IMEET WID(ur + hu)jr=R = 0: (16)pOLAGAQ v = ru; POLU^AEM@v@t = a2 @2v@r2 ; (17)vjr=0 = 0; hvr + �h� 1R� vi���r=R = 0; (18)vjt=0 = ru0(r): (19)tAKIM OBRAZOM, ZADA^A (14){(16) PRIWODITSQ K ZADA^E (17){(19) ORASPROSTRANENII TEPLA W STERVNE, ODIN KONEC KOTOROGO (r = 0) POD-DERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, A NA DRUGOM KONCE (r = R)PROISHODIT TEPLOOBMEN S OKRUVA@]EJ SREDOJ (SM. ZADA^U 20.43).20.47. dAN ODNORODNYJ [AR RADIUSA R S CENTROM W NA^ALE KOOR-DINAT. oPREDELITX TEMPERATURU WNUTRI [ARA, ESLI:1) WNE[NQQ POWERHNOSTX [ARA PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEM-PERATURE, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ OTCENTRA [ARA, T. E. ujt=0 = u0(r);

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2592) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN POZAKONU nX@TONA SO SREDOJ, IME@]EJ NULEWU@ TEMPERATURU, A ujt=0 == u0(r);3) NA POWERHNOSTI [ARA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, IME@]EJ TEMPERATURU u1 = const; A ujt=0 = u0 = const;4) WNUTRX [ARA, NA^INAQ S MOMENTA t = 0; ^EREZ EGO POWERHNOSTXPODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK PLOTNOSTI q = const; A NA^ALX-NAQ TEMPERATURA ujt=0 = u0 = const:20.48. dANA TONKAQ KWADRATNAQ PLASTINKA (0 < x < l; 0 < y < l);DLQ KOTOROJ IZWESTNO NA^ALXNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY ujt=0 == u0(x; y): bOKOWYE STORONY x = 0; x = l I STORONY OSNOWANIJy = 0; y = l WO WSE WREMQ NABL@DENIQ UDERVIWA@TSQ PRI NULEWOJTEMPERATURE. nAJTI TEMPERATURU L@BOJ TO^KI PLASTINKI W MOMENTWREMENI t > 0:nAHOVDENIE RE[ENIJ ZADA^ 20.48{20.52 TREBUET PRIMENENIQ BES-SELEWYH FUNKCIJ (SM. S. 249).w ^ASTNOSTI, ZADA^A O RADIALXNOM RASPROSTRANENII TEPLA W BES-KONE^NOM KRUGOWOM CILINDRE RADIUSA R; BOKOWAQ POWERHNOSTX KOTORO-GO PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE, PRIWODITSQ K RE[ENI@URAWNENIQ @u@t = a2�@2u@r2 + 1r @u@r� (20)PRI GRANI^NOM USLOWII ujr=R = 0 (21)I NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = u0(r): (22)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH, NAJDEM, ^TO RE[ENIEZADA^I (20){(22) MOVNO POLU^ITX W WIDEu(r; t) = 1Xn=1 anJ0��nrR � e�(a�n=R)2t;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0; A KO\FFICIEN-TY an OPREDELQ@TSQ IZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (22).20.49. dAN NEOGRANI^ENNYJ KRUGOWOJ CILINDR RADIUSA R. nAJTIRASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA W MOMENT WREMENI t;ESLI:1) NA POWERHNOSTI CILINDRA PODDERVIWAETSQ WSE WREMQ NULEWAQTEMPERATURA, A TEMPERATURA WNUTRI CILINDRA W NA^ALXNYJ MOMENTRAWNA ujt=0 = AJ0��krR �; GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQJ0(�) = 0;2) POWERHNOSTX CILINDRA PODDERVIWAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPE-RATURE u0, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA WNUTRI CILINDRA RAWNA NUL@;17�



260 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A3) S POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT LU^EISPUSKANIE W OKRU-VA@]U@ SREDU, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL@, A NA^ALXNAQ TEM-PERATURA RAWNA ujt=0 = u0(r):20.50. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^Iut = uxx + 1x ux � 1x2 u+ f(t) J1(�kx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0;ESLI:1) f(t) = sin t; 2) f(t) = e�t:20.51. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^Iut = urr + 1r ur + tJ0(�1r);GDE �1 | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0; 0 < r < 1;jujr=0j <1; ujr=1 = 0; ujt=0 = 0:20.52. rE[ITX SLEDU@]IE SME[ANNYE ZADA^I:1) ut = xuxx + ux � 14x u+ tJ1 (�kpx);GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = 0:2) ut = xuxx + ux � 94x u; 0 < x < 1;jujx=0j <1; ujx=1 = 0; ujt=0 = J3 ��kpx�;GDE �k | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ J3(�) = 0:oTWETY K x2020.1. 1) A sin �nxl cos �natl ;2) 32h�3 1Pk=0 1(2k + 1)3 sin (2k + 1) �xl cos (2k + 1) �atl �u K A Z A-N I E. u0(x) = 4hl2 x(l � x):�;3) 2hl2�2c(l � c) 1Pk=1 1k2 sin k�cl sin k�xl cos k�atl ; 8h�2 1Pk=0 (�1)k(2k + 1)2 �� sin (2k+1)�xl cos (2k+1)�atl �PRI c= l2� �u K A Z A N I E. u0(x) == hxc PRI 0 � x � c; u0(x) = h(l� x)l� c PRI c � x � l:�:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 26120.2. 1) 4lv0�2a 1Pk=0 1(2k + 1)2 sin (2k + 1)�xl sin (2k + 1)�atl ;2) 2lv0�2a 1Pk=1 cos k��l � cos k��lk2 sin k�xl sin k�atl ;3) 8A��2a 1Pk=1 cos �k�l sin �kx0lk[1� (2�k)2=l2] sin �kxl sin �katl :20.3. 1) 1Pk=0 �ak cos (2k+1)�at2l + bk sin (2k+1)�at2l � sin (2k+1)�x2l ;GDE ak = 2l lZ0 u0(x) sin (2k + 1) �x2l dx; bk = 4�a(2k + 1) lZ0 u1(x) �� sin (2k + 1)�x2l dx �u K A Z A N I E. ujx=0 = 0; uxjx=l = 0; ujt=0 == u0(x); utjt=0 = u1(x):�;2) 1l lZ0 [u0(�)+ tu1(�)] d�+ 1Pk=1 �ak cos k�atl + bk sin k�atl � cos k�xl ;GDE ak = 2l lZ0 u0(x) cos k�xl dx; bk = 2�ak lZ0 u1(x) cos k�xl dx �u K A-Z A N I E. uxjx=0 = uxjx=l = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):�;3) 1Pn=1(an cos�nat + bn sin�nat) cos�nx; GDE �n (n = 1; 2; . . .) |SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, A Xn(x) = cos�nx | SOBSTWENNYE FUNKCIIKRAEWOJ ZADA^I: X 00(x) + �2X = 0; X 0(0) = 0; X 0(l) + hX(l) = 0 (�n |POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg �l = h=�);an = 1kXnk2 lZ0 u0(x) cos�nx dx; bn = 1kXnk2a�n lZ0 u1(x) cos�nx dx;kXnk2 = l2 �1 + hl(�2n + h2)��u K A Z A N I E. uxjx=0 = 0; uxjx=l = �hujx=l; h = kE� ; GDE E |MODULX `NGA, � | PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, k | KO-\FFICIENT, HARAKTERIZU@]IJ VESTKOSTX ZAKREPLENIQ; ujt=0 = u0(x);utjt=0 = u1(x):�:20.4. u(x; t) = 8P lE��2 1Pk=1(�1)k sin (2k+1) �x2l cos (2k+1)�at2l(2k + 1)2 ; GDE � |PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, E | MODULX `NGA.u K A Z A N I E. ujx=0 = 0; uxjx=l = 0; ujt=0 = PxE� ; @u@t ���t=0 = 0:
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x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 26120.2. 1) 4lv0�2a 1Pk=0 1(2k + 1)2 sin (2k + 1)�xl sin (2k + 1)�atl ;2) 2lv0�2a 1Pk=1 cos k��l � cos k��lk2 sin k�xl sin k�atl ;3) 8A��2a 1Pk=1 cos �k�l sin �kx0lk[1� (2�k)2=l2] sin �kxl sin �katl :20.3. 1) 1Pk=0 �ak cos (2k+1)�at2l + bk sin (2k+1)�at2l � sin (2k+1)�x2l ;GDE ak = 2l lZ0 u0(x) sin (2k + 1) �x2l dx; bk = 4�a(2k + 1) lZ0 u1(x) �� sin (2k + 1)�x2l dx �u K A Z A N I E. ujx=0 = 0; uxjx=l = 0; ujt=0 == u0(x); utjt=0 = u1(x):�;2) 1l lZ0 [u0(�)+ tu1(�)] d�+ 1Pk=1 �ak cos k�atl + bk sin k�atl � cos k�xl ;GDE ak = 2l lZ0 u0(x) cos k�xl dx; bk = 2�ak lZ0 u1(x) cos k�xl dx �u K A-Z A N I E. uxjx=0 = uxjx=l = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):�;3) 1Pn=1(an cos�nat + bn sin�nat) cos�nx; GDE �n (n = 1; 2; . . .) |SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, A Xn(x) = cos�nx | SOBSTWENNYE FUNKCIIKRAEWOJ ZADA^I: X 00(x) + �2X = 0; X 0(0) = 0; X 0(l) + hX(l) = 0 (�n |POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg �l = h=�);an = 1kXnk2 lZ0 u0(x) cos�nx dx; bn = 1kXnk2a�n lZ0 u1(x) cos�nx dx;kXnk2 = l2 �1 + hl(�2n + h2)��u K A Z A N I E. uxjx=0 = 0; uxjx=l = �hujx=l; h = kE� ; GDE E |MODULX `NGA, � | PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, k | KO-\FFICIENT, HARAKTERIZU@]IJ VESTKOSTX ZAKREPLENIQ; ujt=0 = u0(x);utjt=0 = u1(x):�:20.4. u(x; t) = 8P lE��2 1Pk=1(�1)k sin (2k+1) �x2l cos (2k+1)�at2l(2k + 1)2 ; GDE � |PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, E | MODULX `NGA.u K A Z A N I E. ujx=0 = 0; uxjx=l = 0; ujt=0 = PxE� ; @u@t ���t=0 = 0:



262 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A20.5. i(x; t) = �E0rCL cos �x2l sin �at2l ; a = 1pLC :u K A Z A N I E. sILA TOKA i(x; t) UDOWLETWORQET URAWNENI@ LCitt == ixx; GDE L | SAMOINDUKCIQ, C | EMKOSTX, OTNESENNAQ K EDINICEDLINY PROWODA. nA^ALXNYE USLOWIQ IME@T WID ijt=0 = 0; itjt=0 == �E0�2lL cos �x2l ; A GRANI^NYE USLOWIQ TAKOWY: ixjx=0 = 0; ijx=l = 0:20.6. 1) bx(l � x) + 4l2b�2 1Pk=1 (�1)k sin k�xl cos k�l tk2 �u K A Z A-N I E. rE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDE FUNKCIQ v == bx(l � x) UDOWLETWORQET NEODNORODNOMU URAWNENI@ I NULEWYMGRANI^NYM USLOWIQM, A FUNKCIQ w UDOWLETWORQET ODNORODNOMU URAW-NENI@, NULEWYM GRANI^NYM I SLEDU@]IM NA^ALXNYM USLOWIQM:vjt=0 = bx(x� l); vtjt=0 = 0:�;2) 2� t sin t sinx+ 1Pk=2 4k�(1� k2) (cos t� cos kt) sin kx:20.7. 4A� 1Pk=0 (2k + 1) sin!t� lwa� sin (2k+1) �atl(2k + 1)2(�2k � !2) sin (2k + 1) �xl ; GDE!k = (2k + 1)�al :20.8. u(x; t) = gx(2l� x)2a2 � 16gl2�3a2 1Pk=0 cos (2k+1)�at2l sin (2k+1) �x2l(2k + 1)3 :u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt == a2uxx + g; GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI, PRI SLEDU@]IH USLO-WIQH: ujx=0 = @u@x ���x=l = 0; ujt=0 = @u@t ���t=0 = 0: rE[ENIE \TOJ ZADA^IMOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDE u = Ax2 + Bx + C (A;B;CWYBRATX TAK, ^TOBY FUNKCIQ UDOWLETWORQLA NEODNORODNOMU URAWNE-NI@ I ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM).20.9. 1) xtl + 1Pk=1 (�1)k2l(k�)2 sin k�xl sin k�tl ;2) t+ 1 + x(t3 � t+ 1)++ 1Pk=1� 2(�k)2 �6(�1)k+1(�k)2 � 1� sin�kt+ (�1)k12t�3k3 � sin�kx:20.10. A sin !xasin !la sin!t+ 2A!al 1Pk=1 (�1)k�1 sin k�atl sin k�xl!2 � (k�a=l)2 :u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt = a2uxxPRI NULEWYH NA^ALXNYH I SLEDU@]IH GRANI^NYH USLOWIQH: ujx=0 = 0;ujx=l = A sin!t: rE[ENIE \TOJ ZADA^I ISKATX W WIDE u = v + w; GDE
x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 263v = X(x) sin!t: fUNKCI@ v PODOBRATX TAK, ^TOBY ONA UDOWLETWORQLAURAWNENI@ I ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM.20.11. u(x;t) = QE� x� 8Ql�2E� 1Pk=0 (�1)k(2k+1)2 cos (2k+1)�at2l sin (2k+1)�x2l ;GDE E | MODULX UPRUGOSTI, � | PLO]ADX POPERE^NOGO SE^ENIQSTERVNQ.u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt = a2uxxPRI NULEWYH NA^ALXNYH I SLEDU@]IH GRANI^NYH USLOWIQH: ujx=0 = 0;uxjx=l = QE� : pOLOVITX u = v+w; GDE v = Ax (A WYBRATX TAK, ^TOBYFUNKCIQ v UDOWLETWORQLA ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM).20.12. u(x; t) = AaE�! sin !a x sin!tcos !la ++ 2Aa!E�l 1Pk=0 (�1)k�12l(2k + 1)� sin (2k+1) �2l x!2 � [(2k + 1)�a=(2l)]2 sin a (2k + 1)�t2l :u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt = a2uxxPRI NULEWYH NA^ALXNYH I SLEDU@]IH GRANI^NYH USLOWIQH: ujx=0 = 0;ujx=l= AE� sin!t: rE[ENIE \TOJ ZADA^I MOVNO ISKATX W WIDE u= v+w;GDE v = f(x) sin!t; f(x) WYBRATX TAK, ^TOBY FUNKCIQ v UDOWLETWORQLAURAWNENI@ I ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM.20.13. u(x; t) = e��t 1Pk=1 (ak cos�kt+ bk sin�kt) sin k�xl ; GDE�k =ra2�2k2l2 � �2;ak = 2l lZ0 u0(x) sin �kxl dx; bk = ��k ak + 2l�k lZ0 u1(x) sin k�xl dx:u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt+2�ut == a2uxx (� > 0 MALO) PRI SLEDU@]IH USLOWIQH: ujx=0 = ujx=l = 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):20.14. 1) � 8�3 1Pk=0 sin (2k + 1)�x(2k + 1)3 cos�p(2k + 1)2�2 + 4 t�;2) �8e�t� 1Pk=0 1(2k+1)3hcos(2k+1) t+ 12k+1 sin (2k+1) tisin (2k+1)x;3) 8e�t 1Pk=0 1(2k + 1)2 h(�1)k � 2�(2k + 1)i sin 2k + 12 t cos 2k + 12 x;4) t(1� x) + 1Pk=1 e�t=2 1(k�)3 h2 cos�kt+ 1�k sin�kt� 2i sin�kx;�k =r(k�)2 � 14 ;
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264 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A5) (2� x) t+ 1Pk=1 � 4tk��2k � k��3k sin�kt� sin k�x2 ; �k =r�k�2 �2 � 1;6) xtl + 1Pk=1 2(�1)k+1k��2k �t� sin�kt�k � sin k�xl ; �k =r�k�l �2 � 1:20.15. 1) sin 2x cos 2t+ 1Pk=1(�1)k 2k3 (1� cos kt) sin kx;2) � 1Pk=0 ckh�1 + e�t=2� cos�kt+ 12�k sin�kt�i sin (2k + 1)�x; GDEck = 4(2k + 1)3�3 ; �k =r(2k + 1)2�2 � 14 :u K A Z A N I E. iSKATX RE[ENIE W WIDE RQDA u(x; t) = 1Pk=1 Tk(t)�� sin k�x:z A M E ^ A N I E K 2). mOVNO ISKATX RE[ENIE W WIDE SUMMY u == v + w; GDE FUNKCIQ v = 12 x(1 � x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ IZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM. tOGDAu(x; t) = x(1� x)2 � 1Xk=0�cos�kt+ 12�k sin�kt� e�t=2 sin (2k + 1)�x:20.16. 1) 2xt+ (2et � e�t � 3te�t) cosx;2) 3 + x(t+ t2) + (5tet � 8et + 4t+ 8) sinx;3) x(t+ 1) + �15 e5t=2 � et=2 + 45� cos 32 x;4) xt+ � 110 � 16 e2t + 115 e5t� e�x sin 3x;5) xt+ (1� e�t � te�t) cos 3x;6) 18 (e2t + e�2t)� 14 � t22 cos 2x;7) 19 sinx(ch 3t� 1) + sin 3x(ch t� 1);8) xt+ (2et � e2t) e�x sinx:20.17. A cos a�p2p t sin �xp sin �yp :20.18. 3 cosp5 t sinx sin 2y + sin 5t sin 3x sin 4y:20.19. 16Ap2q2�6 1Pk;l=0 sin (2k+1) �xp sin (2l+1) �yq(2k + 1)3(2l+ 1)3 cos �a�k;l t; GDE�k;l =r (2k + 1)2p2 + (2l + 1)2q2 :

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 26520.20. 1) A cos a�ktR J0��krR �;2) 1Pn=1�an cos �nR at+ bn sin �nR at� J0��nrR �; GDEan = 2R2J21(�n) RZ0 rf(r)J0��nrR �dr; bn = 2a�nRJ21 (�n) RZ0 rF (r)J0��nrR �dr(�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0);3) u(r; t) = 8A 1Xn=1 J0 ��nrR ��3nJ1(�n) cos a�ntR ; (�)GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0:�u K A Z A N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ urr+ 1r ur == 1a2 utt PRI USLOWIQH ujr=R = 0; jujr=0j < 1; ujt=0 = A�1� r2R2�;A= const; utjt=0 =0: pRI WY^ISLENII KO\FFICIENTOW RQDA (�) WOSPOLX-ZOWATXSQ SLEDU@]IMI FORMULAMI: xZ0 �J0(�) d� = xJ1(x); xZ0 �3J0(�) d� == 2x2J0(x) + (x3 � 4x) J1(x):�:20.21. 1) u(x;t) = ���4k (2��2k) cos�kt+��2k t2+��4k (�2k�2)�J0(�kx)�u K A Z A N I E. rE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDE v == (at2+ c) J0(�kx) | ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ, w |RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ, wjt=0 = �vjt=0; wtjt=0 = �vtjt=0:�;2) u(x; t) = (�2k � 1)�1(cos t + sin t � cos�kt � ��1k sin�kt) J0(�kx)�u K A Z A N I E. rE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDEv = (a sin t+b cos t) J0(�kx) | ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNE-NIQ, w = (A cos�kt+B sin�kt) J0(�kx) | RE[ENIE ODNORODNOGO URAW-NENIQ, wjt=0 = �vjt=0; wtjt=0 = �vtjt=0 :�:20.22. 1) 12 �1� J0(2x)J0(2) cos 2t�; 2) J0(2x)J0(2) cos 2t;3) t� 1 + J0(�1x) cos�1t:20.23. 1) �1� J0(x)J0(1)� cos t; 2) 1 + 19 sin 3t �1� J0(3x)J0(3) �;3) 12 �J0(2x)J0(2) � 1� cos 2t+ J0(�1x) cos�1t:20.24. J0 �xp3�J0 �p3� cos 2t+ J0 �2xp2�J0 �2p2� sin 3t:
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x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 26520.20. 1) A cos a�ktR J0��krR �;2) 1Pn=1�an cos �nR at+ bn sin �nR at� J0��nrR �; GDEan = 2R2J21(�n) RZ0 rf(r)J0��nrR �dr; bn = 2a�nRJ21 (�n) RZ0 rF (r)J0��nrR �dr(�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0);3) u(r; t) = 8A 1Xn=1 J0 ��nrR ��3nJ1(�n) cos a�ntR ; (�)GDE �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0:�u K A Z A N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ urr+ 1r ur == 1a2 utt PRI USLOWIQH ujr=R = 0; jujr=0j < 1; ujt=0 = A�1� r2R2�;A= const; utjt=0 =0: pRI WY^ISLENII KO\FFICIENTOW RQDA (�) WOSPOLX-ZOWATXSQ SLEDU@]IMI FORMULAMI: xZ0 �J0(�) d� = xJ1(x); xZ0 �3J0(�) d� == 2x2J0(x) + (x3 � 4x) J1(x):�:20.21. 1) u(x;t) = ���4k (2��2k) cos�kt+��2k t2+��4k (�2k�2)�J0(�kx)�u K A Z A N I E. rE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDE v == (at2+ c) J0(�kx) | ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ, w |RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ, wjt=0 = �vjt=0; wtjt=0 = �vtjt=0:�;2) u(x; t) = (�2k � 1)�1(cos t + sin t � cos�kt � ��1k sin�kt) J0(�kx)�u K A Z A N I E. rE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE u = v + w; GDEv = (a sin t+b cos t) J0(�kx) | ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNE-NIQ, w = (A cos�kt+B sin�kt) J0(�kx) | RE[ENIE ODNORODNOGO URAW-NENIQ, wjt=0 = �vjt=0; wtjt=0 = �vtjt=0 :�:20.22. 1) 12 �1� J0(2x)J0(2) cos 2t�; 2) J0(2x)J0(2) cos 2t;3) t� 1 + J0(�1x) cos�1t:20.23. 1) �1� J0(x)J0(1)� cos t; 2) 1 + 19 sin 3t �1� J0(3x)J0(3) �;3) 12 �J0(2x)J0(2) � 1� cos 2t+ J0(�1x) cos�1t:20.24. J0 �xp3�J0 �p3� cos 2t+ J0 �2xp2�J0 �2p2� sin 3t:



266 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A20.25. p0!2�24 J0�!a r�J0�!a R��135 sin!t + 2p0!R3a� 1Pn=1 J0��nrR � sin ��ntR�2n(!2R2�a2�2n)J1(�n);GDE � | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MEMBRANY.u K A Z A N I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ1a2 utt = urr + r�1ur + ��1 sin!t; 0 < r < R;jujr=0j <1; ujr=R = 0; ujt=0 = utjt=0 = 0:20.26. 1) J1(�kx) cos�kt+ J1(�mx) cos�mt;2) J1(�kx) cos�kt+ ��1m J1(�mx) sin�mt:20.27. (1 + �2k)�1(et � cos�kt� ��1k sin�kt) J1(�kx):20.28. 12J1(1) J1(x) sin t+ 12J1(3) J1(3x) sin 3t:20.29. 1) (cos�kt+ ��1k sin�kt) J2(�kx);2) �12 cos�kt+ 32 ��1k sin�kt�J2(�kx):20.30. 1) ���21 t� ��31 sin�1t�J2(�1x);2) (�21 � 1)�1(cos t� cos�1t) J2(�1x):20.31. 1) ��11 J3(�1x) sin�1t; 2) (cos�1t+ ��11 sin�1t) J3(�1x):20.32. 1) [�k(1 + �2k)]�1(sin�kt� �k cos�kt+ �ke�t) J3(�kx);2) ��2k �2��2k + t� t2 � ��1k sin�kt� 2��2k cos�kt� J3(�kx):20.33. J0 (2�1px) cos�1t:u K A Z A N I E. pOLAGAQ u = X(x)T (t); POLU^ITX URAWNENIQX 00 + X 0x + �2x X = 0; (�)T 00 + �2T = 0:uRAWNENIE (�) PODSTANOWKOJ � = 2�px SWESTI K URAWNENI@ bESSELQX 00(�) + 1� X 0(�) +X(�) = 0;IME@]EMU OB]EE RE[ENIE X(�) = aJ0(�) + bY0(�):20.34. 1l 1Pn=1 An J0 ��npx=l�J21 (�n) cos �nat2pl ; GDE An = lZ0 u0 (x)�� J0��nqxl � dx; �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNE-NIQ J0(�) = 0:

x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 267u K A Z A N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt == a2(xux)x; 0 < x < l; a = pg; PRI USLOWIQH jujx=0j <1; ujx=l = 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0:20.35. 1Pn=1(An cosa�nt+Bn sin a�nt) J0��nqxl �; GDE�n =r�2n4l � �!a�2; An = 1lJ21 (�n) lZ0 u0(x) J0��nqxl � dx;Bn = 1a�nlJ21 (�n) lZ0 u1(x) J0��nqxl � dx;�n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0:u K A Z A N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ utt == a2(xux)x + !2u; 0 < x < l; a = pg; PRI USLOWIQH jujx=0j < 1;ujx=l = 0; ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x):20.36. 2�k J0 (�kpx) sin �k2 t:20.37. 1) �4��21 t� 8��31 sin �12 t� J0(�1px);2) 4(�21 � 4)�1 �sin t� 2��11 sin �1t2 �J0(�1px):20.38. 2�k sin �k2 tJ2(�kpx):20.39. 2�1 sin �12 tJ3(�1px):20.40. 1) 1Pn=1anexp���n�al �2t� sin �nxl ; GDE an= 2l lZ0 u0(x) sin �nxl dx;ESLI u0(x) = A = const; TOu(x; t) = 4A� 1Xk=0 12k + 1 exp���(2k+1)�al �2t� sin (2k + 1)�xl ;ESLI u0(x) = Ax(x � l); TOu(x; t) = 8Al2�3 1Xk=0 1(2k + 1)3 exp���(2k+1)�al �2t� sin (2k + 1)�xl ;2) 2l 1Pn=1 an �2+ �2n�(�+1)+�2n exp����nal �2t� sin �nxl ; GDE an = lZ0 u0(x)�� sin �nxl dx; �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg � = ��� ; � = hl > 0 �u K A Z A N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@TWID ujx=0=0; (ux + hu)jx=l = 0:�;
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268 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A3) 2l 1Pn=1 bnexp����nal �2t� �n cos �nxl +� sin �nxl�(�+2)+�2n ; GDE bn = lZ0 u0(x)�� ��n cos �nxl + � sin �nxl � dx; �n (n = 1; 2; . . .) | POLOVITELX-NYE KORNI URAWNENIQ ctg � = 12 ��� � ���; � = hl; u0(x) = ujt=0�u K A Z A N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@T WID (ux � hu)jx=0 == (ux + hu)jx=l = 0:�;4) u0 �u K A Z A N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@T WID uxjx=0 == uxjx=l = 0:�;5) u02 + 2u0� 1Pk=0(�1)k 12k + 1 exp���(2k+1)�al �2t� cos (2k + 1)�xl ;limt!1 u(x; t) = u02 ;6) u02 � 4u0�2 1Pk=0 1(2k + 1)2 exp���2(2k+1)�al �2t� cos 2(2k + 1)�xl ;limt!1 u(x; t) = u02 :20.41. 1) 32�3 1Pn=0 (�1)n(2n+1)3 exp���2n+12 ��2 t� cos 2n+12 �x;2) 4� 1Pk=0 12k + 1 exp����(2k + 1)�l �2+1�t� sin (2k + 1)�xl ;3) � 8� 1Pk=0 1(2k + 1)2 exp��(2k + 1)2	 sin (2k + 1)x:20.42. 1) u1 + u2 � u1l x+ 2� 1Pn=1 1n �(u0 � u1)[1� (�1)n] ++ (�1)n(u2�u0)	 exp���n�al �2t� sin �nxl ;limt!1u(x; t) = u1 + (u2 � u1) xl ;2) u1 + 8Al2�2 1Pk=0 1(2k + 1)2 exp���(2k+1)�al �2t� sin (2k + 1)�xl �� 4u1 1Pk=0 exp���(2k+1)�al �2t� sin (2k+1)�xl ; limt!1u(x; t) = u1;3) u2 + 4(A�u2)� 1Pk=0 (�1)k2k+1 exp���(2k+1)�a2l �2t� cos (2k+1)�x2l �� 8A�2 1Pk=0 1(2k + 1)2 exp���(2k+1)�a2l �2t� cos (2k + 1)�x2l ;
x 20. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 2694) qxk +u1+ 1Pn=0 �an� 4�2 (2n+ 1)�u1+ lq=k(2n+ 1)2 � exp���(2n+1) �a2l �2t��� sin (2n+ 1)�x2l ; GDE an = 2l lZ0 u0(x) sin (2n+ 1)�x2l dx �u K A Z A-N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@T WID ujx=0=u1; kuxjx=l = q:�:20.43. 1) u2 sh ha x�u1 sh ha (x� l)sh ha l + 2l 1Pn=1��nl � (�1)nu2�u1�2n +an��� exp��(a�n)2 t	 sin �nxl ; GDE �2n = ��nl �2+ �ha�2; an = lZ0 u0(x)�� sin �nxl dx �u K A Z A N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAW-NENIQ ut = a2uxx � h2u (�)PRI GRANI^NYH USLOWIQH ujx=0 = u1; ujx=l = u2 I NA^ALXNOM USLOWIIujt=0 = u0(x). rE[ENIE \TOJ ZADA^I ISKATX W WIDE u(x; t) = v(x)++w(x; t); GDE v | RE[ENIE URAWNENIQ a2v00(x) � h2v = 0; UDOWLE-TWORQ@]EE ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIQM, A w(x; t) | RE[ENIEURAWNENIQ (�) PRI NULEWYH GRANI^NYH USLOWIQH I NA^ALXNOM USLOWIIwjt=0 = u0(x) � v(x):�;2) u1 h ch ha (l � x) + h1 a sh ha (l � x)h ch hla + h1a sh hla � 2u1a2 1Pn=1 �n (�2n + h21)(a2�2n + h2) �� 1[l(�2n+h21)+h1] exp���a2�2n+h2� t	 sin�nx; GDE �n (n = 1;2; . . .) |POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg l� = � �h1 �u K A Z A N I E. gRA-NI^NYE USLOWIQ IME@T WID ujx=0 = u1; (ux+ h1u)jx=l = 0: rE[ENIEISKATX W WIDE u(x; t) = v(x) + w(x; t); GDE v(x) | RE[ENIE URAWNENIQa2v00(x) � h2v = 0; UDOWLETWORQ@]EE KRAEWYM USLOWIQM vjx=0 = u1;(vx + h1v)jx=l = 0; A w(x; t) | RE[ENIE URAWNENIQ (�) (SM. ZADA-^U 40.43, 1)) PRI USLOWIQH wjx=0 =0; (wx+hw)jx=l=0; wjt=0 =�v(x):�:20.44. At l� xl � 2Al2�3a2 1Pn=1 1n3 �1�exp���n�al �2 t�� sin n�xl :20.45. 1) x� l+ 8l�2 1Pk=0 e��2kt(2k + 1)2 cos�kx; �k = �(2k + 1)2l ;2) t cosx+ 18 (e�8t� 1) cos 3x; 3) xt+ sin�x ex�t��2t;4) x+ t sinx+ 18 (1�e�8t) sin 3x; 5) tx2+ 14 (e4t�1)+ t cos 2x;6) t+ 1 + (1� e�t) ex sinx+ ex�4t sin 2x:20.46. 1) xt2 + et + sin t� cos t+ e�3t cos 2x;2) x2 + 2e9t + (2t� sin 2t) cos 3x;
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270 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A3) x+ t2 + 15 (e5t � 1) cosx+ 13 (1� e�3t) cos 3x;4) x2t+ x+ 1Pk=1 C2k�1(2k � 1)2 � 6 f1� e�6(2k�1)2tg sin(2k � 1)x;C2k�1 = 2� � 12k + 1 � 12k � 3�;5) t(x+ 1) + e�2x 1Pk=1 Ckk2�2 + 4 [1� e�(k2�2+4) t] sin k�x;Ck = ( 0; ESLI k = 2m;1� � 22m�1+ 12m+1 + 12m�3�; ESLI k = 2m� 1:20.47. 1) 2Rr 1Pn=1 ane�(�na=R)2t sin �nrR ; an = RZ0 ru0(r) sin �nrR dr;2) 2Rr 1Pn=1 an �2+�2n�(�+1)+�2n e�(�na=R)2t sin �nrR ; an = RZ0 ru0(r) sin �nrR dr;�n (n = 1; 2; 3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = ��� ;� = hR� 1 (� > �1);3) u1 + 2(u1 � u0) hR2r 1Pn=1(�1)nan e�(a�n=R)2t sin �nrR ; �n | POLO-VITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = ��� ; � = hR � 1 (� >�1); h |KO\FFICIENT TEPLOOBMENA W KRAEWOM USLOWII [ur + h(u� u1)]jr=R = 0;an = p�2n + �2�n[�2n + �(� + 1)] ;4) u0+ qk�3a2R t+ 5r2�3R210R � 2R2r � 1Pn=1 e�(a�n=R)2t�3n cos�n sin �nrR ; �n (n == 1; 2; 3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = � �u K A Z A-N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ (14) (S. 258) PRI GRA-NI^NYH USLOWIQH jujr=0j <1; urjr=R = qk :�:20.48. 1Pj=1 1Pk=1 ajk e�(a�=l)2(j2+k2) t sin j�xl sin k�yl ;ajk = 4l2 lZ0 lZ0 u0(x; y) sin j�xl sin k�yl dx dy:u K A Z A N I E. pRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ URAW-NENIQ ut = a2�u PRI USLOWIQH ujx=0 = ujx=l = ujy=0 = ujy=l = 0;ujt=0 = u0(x; y):20.49. 1) Ae�(a�k=R)2tJ0��krR �;2) u0�1 + 2 1Pn=1 J0(�nr=R)�nJ 00(�n) e�(a�n=R)2t�; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | PO-LOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0;

x 21. dRUGIE METODY 2713) 2R2 1Pn=1 an�2n�2n + h2R2 e�(a�n=R)2tJ0��nrR �; an = 1J20 (�n) RZ0 ru0(r)�� J0��nrR � dr; GDE �n (n= 1;2;3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNE-NIQ �J 00(�)+hRJ0(�) = 0 �u K A Z A N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@TWID jujr=0j<1; (ur + hu)jr=R = 0:�:20.50. 1) (1 + �4k)�1�e��2kt + �2k sin t� cos t�J1(�kx);2) (�2k � 1)�1�e�t � e��2kt�J1(�kx):20.51. ���21 t+ ��41 �e��21t � 1��J0(�1r):20.52. 1) �16��4k e��2kt=4 + 4��2k t� 16��4k �J1��kpx�;2) e��2kt=4J3��kpx�:x21. dRUGIE METODY21.1. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = ( 0; x � at;g�t� xa�; x < at;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.2. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 8>>>><>>>>: 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] + 12a x+atZx�at u1(�) d�; x � at;12 [u0(x+ at)� u0(at� x)] + 12a at+xZat�x u1(�) d�; x < at;ESLI u0 2 C2 (x � 0); u1 2 C1 (x � 0); u0(0) = u000(0) = u1(0) = 0:pOKAZATX, ^TO \TO RE[ENIE MOVNO POLU^ITX IZ FORMULY dALAM-BERA (S. 137), ESLI FUNKCII u0(x) I u1(x) PRODOLVITX NE^ETNYMOBRAZOM DLQ x < 0:21.3. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; uxjx=0 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE



270 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A3) x+ t2 + 15 (e5t � 1) cosx+ 13 (1� e�3t) cos 3x;4) x2t+ x+ 1Pk=1 C2k�1(2k � 1)2 � 6 f1� e�6(2k�1)2tg sin(2k � 1)x;C2k�1 = 2� � 12k + 1 � 12k � 3�;5) t(x+ 1) + e�2x 1Pk=1 Ckk2�2 + 4 [1� e�(k2�2+4) t] sin k�x;Ck = ( 0; ESLI k = 2m;1� � 22m�1+ 12m+1 + 12m�3�; ESLI k = 2m� 1:20.47. 1) 2Rr 1Pn=1 ane�(�na=R)2t sin �nrR ; an = RZ0 ru0(r) sin �nrR dr;2) 2Rr 1Pn=1 an �2+�2n�(�+1)+�2n e�(�na=R)2t sin �nrR ; an = RZ0 ru0(r) sin �nrR dr;�n (n = 1; 2; 3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = ��� ;� = hR� 1 (� > �1);3) u1 + 2(u1 � u0) hR2r 1Pn=1(�1)nan e�(a�n=R)2t sin �nrR ; �n | POLO-VITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = ��� ; � = hR � 1 (� >�1); h |KO\FFICIENT TEPLOOBMENA W KRAEWOM USLOWII [ur + h(u� u1)]jr=R = 0;an = p�2n + �2�n[�2n + �(� + 1)] ;4) u0+ qk�3a2R t+ 5r2�3R210R � 2R2r � 1Pn=1 e�(a�n=R)2t�3n cos�n sin �nrR ; �n (n == 1; 2; 3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg � = � �u K A Z A-N I E. zADA^A PRIWODITSQ K RE[ENI@ URAWNENIQ (14) (S. 258) PRI GRA-NI^NYH USLOWIQH jujr=0j <1; urjr=R = qk :�:20.48. 1Pj=1 1Pk=1 ajk e�(a�=l)2(j2+k2) t sin j�xl sin k�yl ;ajk = 4l2 lZ0 lZ0 u0(x; y) sin j�xl sin k�yl dx dy:u K A Z A N I E. pRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ URAW-NENIQ ut = a2�u PRI USLOWIQH ujx=0 = ujx=l = ujy=0 = ujy=l = 0;ujt=0 = u0(x; y):20.49. 1) Ae�(a�k=R)2tJ0��krR �;2) u0�1 + 2 1Pn=1 J0(�nr=R)�nJ 00(�n) e�(a�n=R)2t�; GDE �n (n = 1; 2; . . .) | PO-LOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0;

x 21. dRUGIE METODY 2713) 2R2 1Pn=1 an�2n�2n + h2R2 e�(a�n=R)2tJ0��nrR �; an = 1J20 (�n) RZ0 ru0(r)�� J0��nrR � dr; GDE �n (n= 1;2;3; . . .) | POLOVITELXNYE KORNI URAWNE-NIQ �J 00(�)+hRJ0(�) = 0 �u K A Z A N I E. gRANI^NYE USLOWIQ IME@TWID jujr=0j<1; (ur + hu)jr=R = 0:�:20.50. 1) (1 + �4k)�1�e��2kt + �2k sin t� cos t�J1(�kx);2) (�2k � 1)�1�e�t � e��2kt�J1(�kx):20.51. ���21 t+ ��41 �e��21t � 1��J0(�1r):20.52. 1) �16��4k e��2kt=4 + 4��2k t� 16��4k �J1��kpx�;2) e��2kt=4J3��kpx�:x21. dRUGIE METODY21.1. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = ( 0; x � at;g�t� xa�; x < at;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.2. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 8>>>><>>>>: 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] + 12a x+atZx�at u1(�) d�; x � at;12 [u0(x+ at)� u0(at� x)] + 12a at+xZat�x u1(�) d�; x < at;ESLI u0 2 C2 (x � 0); u1 2 C1 (x � 0); u0(0) = u000(0) = u1(0) = 0:pOKAZATX, ^TO \TO RE[ENIE MOVNO POLU^ITX IZ FORMULY dALAM-BERA (S. 137), ESLI FUNKCII u0(x) I u1(x) PRODOLVITX NE^ETNYMOBRAZOM DLQ x < 0:21.3. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; uxjx=0 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE



272 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Au(x; t) = 8><>: 0; x � at;�at�x=aZ0 g(�) d�; x < at;ESLI g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.4. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); uxjx=0 = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) =8>>>>>>><>>>>>>>: 12 [u0(x + at) + u0(x� at)] + 12a x+atZx�at u1(�) d�; x � at;12 [u0(x + at) + u0(at� x)] ++ 12a" x+atZ0 u1(�) d� + at�xZ0 u1(�) d�#; x < at;ESLI u0 2 C2 (x � 0); u1 2 C1 (x � 0); u00(0) = u01(0) = 0: pOKA-ZATX, ^TO \TO RE[ENIE MOVNO POLU^ITX IZ FORMULY dALAMBERA, ESLIFUNKCII u0(x) I u1(x) PRODOLVITX ^ETNYM OBRAZOM DLQ x < 0:21.5. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t); ujx=l = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 1Xn=0 �eg �t� xa � 2nla �� eg�t+ xa � 2(n+ 1) la ��;eg(t) = �g(t); t � 0;0; t < 0;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.6. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0; ujx=l = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 12 [eu(x+ at) + eu0(x � at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�;GDE FUNKCII eu0(x); eu1(x) | NE^ETNYE, 2l-PERIODI^ESKIE I SOWPADA@-]IE S FUNKCIQMI u0(x); u1(x) PRI 0 � x � l; ESLI u0 2 C2 [0; l];u1 2 C1 [0; l]; u0(0) = u0(l) = u1(0) = u1(l) = u000(0) = u000(l) = 0:

x 21. dRUGIE METODY 273w ZADA^AH 21.7{21.23 TREBUETSQ DOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET EDINST-WENNOE RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I; NAJTI \TO RE[ENIE.21.7. utt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; (ux � �u)jx=0 = g(t);g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.8. utt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0; (ux � �u)jx=0 = 0;u0 2 C2 (x � 0); u00(0)� �u0(0) = 0:21.9. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; uxjx=0 = g(t); uxjx=l = 0;g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.10. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); uxjx=0 = 0; uxjx=l = 0;u0 2 C2 ([0; l]); u1 2 C1 ([0; l]);u00(0) = u01(0) = u00(l) = u01(l) = 0:21.11. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t); uxjx=l = 0;g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.12. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0; uxjx=l = 0;u0 2 C2 ([0; l]); u1 2 C1 ([0; l]);u0(0) = u000(0) = u1(0) = u00(l) = u01(l) = 0:21.13. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = x; ujx=0 = t2 :21.14. utt = 4uxx + 16t2; t > 0; x > 0;ujt=0 = 16 x4; utjt=0 = 2 sinx; ujx=0 = 4t4:21.15. 9utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 27x3; utjt=0 = 0; ujx=0 = t3:21.16. utt = uxx + 2; t > 0; x > 0;ujt=0 = x+ cosx; utjt=0 = 1; uxjx=0 = 1:21.17. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x; utjt=0 = 1; uxjx=0 = cos t:18 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



272 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^Au(x; t) = 8><>: 0; x � at;�at�x=aZ0 g(�) d�; x < at;ESLI g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.4. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); uxjx=0 = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) =8>>>>>>><>>>>>>>: 12 [u0(x + at) + u0(x� at)] + 12a x+atZx�at u1(�) d�; x � at;12 [u0(x + at) + u0(at� x)] ++ 12a" x+atZ0 u1(�) d� + at�xZ0 u1(�) d�#; x < at;ESLI u0 2 C2 (x � 0); u1 2 C1 (x � 0); u00(0) = u01(0) = 0: pOKA-ZATX, ^TO \TO RE[ENIE MOVNO POLU^ITX IZ FORMULY dALAMBERA, ESLIFUNKCII u0(x) I u1(x) PRODOLVITX ^ETNYM OBRAZOM DLQ x < 0:21.5. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t); ujx=l = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 1Xn=0 �eg �t� xa � 2nla �� eg�t+ xa � 2(n+ 1) la ��;eg(t) = �g(t); t � 0;0; t < 0;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.6. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0; ujx=l = 0IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 12 [eu(x+ at) + eu0(x � at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�;GDE FUNKCII eu0(x); eu1(x) | NE^ETNYE, 2l-PERIODI^ESKIE I SOWPADA@-]IE S FUNKCIQMI u0(x); u1(x) PRI 0 � x � l; ESLI u0 2 C2 [0; l];u1 2 C1 [0; l]; u0(0) = u0(l) = u1(0) = u1(l) = u000(0) = u000(l) = 0:

x 21. dRUGIE METODY 273w ZADA^AH 21.7{21.23 TREBUETSQ DOKAZATX, ^TO SU]ESTWUET EDINST-WENNOE RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I; NAJTI \TO RE[ENIE.21.7. utt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; (ux � �u)jx=0 = g(t);g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.8. utt = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = 0; (ux � �u)jx=0 = 0;u0 2 C2 (x � 0); u00(0)� �u0(0) = 0:21.9. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; uxjx=0 = g(t); uxjx=l = 0;g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:21.10. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); uxjx=0 = 0; uxjx=l = 0;u0 2 C2 ([0; l]); u1 2 C1 ([0; l]);u00(0) = u01(0) = u00(l) = u01(l) = 0:21.11. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujx=0 = g(t); uxjx=l = 0;g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0:21.12. utt = a2uxx; t > 0; 0 < x < l;ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); ujx=0 = 0; uxjx=l = 0;u0 2 C2 ([0; l]); u1 2 C1 ([0; l]);u0(0) = u000(0) = u1(0) = u00(l) = u01(l) = 0:21.13. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = x; ujx=0 = t2 :21.14. utt = 4uxx + 16t2; t > 0; x > 0;ujt=0 = 16 x4; utjt=0 = 2 sinx; ujx=0 = 4t4:21.15. 9utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 27x3; utjt=0 = 0; ujx=0 = t3:21.16. utt = uxx + 2; t > 0; x > 0;ujt=0 = x+ cosx; utjt=0 = 1; uxjx=0 = 1:21.17. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x; utjt=0 = 1; uxjx=0 = cos t:18 pOD RED. w.s. wLADIMIROWA



274 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A21.18. utt = 9uxx + et; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1 + x; utjt=0 = 4� 3 cos x3 ; uxjx=0 = 2 � cos t:21.19. utt = 3uxx + 2(1� 6t2) e�2x; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1; utjt=0 = x; (ux � 2u)jx=0 = �2 + t� 4t2:21.20. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; (ux + u)jx=0 = 1� cos t:21.21. utt = uxx + 4; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1� x; utjt=0 = 0; (ux + u)jx=0 = 32 t2:21.22. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = 0; (ut � u)jx=0 = 2t� t2:21.23. 1) utt = uxx � 6; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = 0; (ut + 2ux)jx=0 = �4t;2) utt = 4uxx + 2; t > 0; x > 0;ujt=0 = 2� x; utjt=0 = 2; (ut + 3ux)jx=0 = 3t� et:21.24. nAJTI NAIBOLX[U@ OBLASTX, W KOTOROJ POSTAWLENNAQ ZADA-^A IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE, I NAJTI \TO RE[ENIE:1) utt = uxx;ujt=0 = x3; utjt=0 = 0 0 � x � 2; ujx=0 = t3; 0 � t � 2;2) utt = uxx;ujt=0 = 2x3; utjt=0 = 0; 0 � x � 4; ujt=3x = 0; 0 � x � 1:21.25. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2�u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujjxj=1 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 8<: 0; jxj � 1 + at;1jxj g�t+ 1� jxja �; 1 < jxj < 1 + at;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0: pOKAZATX, ^TO ES-LI g(t) | FINITNAQ FUNKCIQ, TO u(x; t) = 0 DLQ L@BOGO FIKSIROWAN-NOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t: w SLU^AE, KOGDA g(t) 6= 0PRI 0 < t < T ; g(t) = 0 PRI t � T; NAJTI MOMENT WREMENI tx; WKOTORYJ ^EREZ TO^KU x; jxj > 1 PROJDET ZADNIJ FRONT WOLNY.21.26. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = a2�u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = �(jxj); utjt=0 = �(jxj); ujjxj=1 = 0;

x 21. dRUGIE METODY 275GDE �(r) 2 C2 (r � 1); �(r) 2 C1 (r � 1); �(1) = 0; �00(1) + 2�0(1) = 0;�(1) = 0: dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII �(r) I �(r) FINITNYE, TOu(x; t) = 0 DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NOBOLX[IH t:21.27. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; @u@n ���jxj=1 = g(t);GDE g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:dOKAZATX, ^TO ESLI g(t) | FINITNAQ FUNKCIQ, TO SU]ESTWUET TAKAQFUNKCIQ c(x), ^TO ju(x; t)j � c(x) e�t; A DLQ TOGO ^TOBY u(x; t) = 0DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t;NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY 1Z0 etg(t) dt = 0:21.28. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = �(jxj); utjt=0 = �(jxj); @u@n ���jxj=1 = 0;GDE � 2 C2 (r � 1); � 2 C1 (r � 1); �0(1) = �0(1) = 0:dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII �(r) I �(r) FINITNYE, TO SU]ESTWUETTAKAQ FUNKCIQ c(x), ^TO ju(x; t)j � c(x)e�t; A DLQ TOGO ^TOBY u(x; t)= 0DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t;NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY 1Z0 rer[�(r) � �(r)] dr = 0:21.29. rE[ITX ZADA^Uutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; �ku+ @u@n����jxj=1 = g(t); k = const:rE[ITX ZADA^I 21.30{21.36.21.30. ut = a2uxx + f(x; t); t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); ujx=0 = 0:21.31. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; ujx=0 = g(t):21.32. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); uxjx=0 = 0:21.33. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; uxjx=0 = g(t):18�



274 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A21.18. utt = 9uxx + et; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1 + x; utjt=0 = 4� 3 cos x3 ; uxjx=0 = 2 � cos t:21.19. utt = 3uxx + 2(1� 6t2) e�2x; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1; utjt=0 = x; (ux � 2u)jx=0 = �2 + t� 4t2:21.20. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; (ux + u)jx=0 = 1� cos t:21.21. utt = uxx + 4; t > 0; x > 0;ujt=0 = 1� x; utjt=0 = 0; (ux + u)jx=0 = 32 t2:21.22. utt = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = 0; (ut � u)jx=0 = 2t� t2:21.23. 1) utt = uxx � 6; t > 0; x > 0;ujt=0 = x2; utjt=0 = 0; (ut + 2ux)jx=0 = �4t;2) utt = 4uxx + 2; t > 0; x > 0;ujt=0 = 2� x; utjt=0 = 2; (ut + 3ux)jx=0 = 3t� et:21.24. nAJTI NAIBOLX[U@ OBLASTX, W KOTOROJ POSTAWLENNAQ ZADA-^A IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE, I NAJTI \TO RE[ENIE:1) utt = uxx;ujt=0 = x3; utjt=0 = 0 0 � x � 2; ujx=0 = t3; 0 � t � 2;2) utt = uxx;ujt=0 = 2x3; utjt=0 = 0; 0 � x � 4; ujt=3x = 0; 0 � x � 1:21.25. dOKAZATX, ^TO ZADA^Autt = a2�u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; ujjxj=1 = g(t)IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIEu(x; t) = 8<: 0; jxj � 1 + at;1jxj g�t+ 1� jxja �; 1 < jxj < 1 + at;ESLI g 2 C2 (t � 0); g(0) = g0(0) = g00(0) = 0: pOKAZATX, ^TO ES-LI g(t) | FINITNAQ FUNKCIQ, TO u(x; t) = 0 DLQ L@BOGO FIKSIROWAN-NOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t: w SLU^AE, KOGDA g(t) 6= 0PRI 0 < t < T ; g(t) = 0 PRI t � T; NAJTI MOMENT WREMENI tx; WKOTORYJ ^EREZ TO^KU x; jxj > 1 PROJDET ZADNIJ FRONT WOLNY.21.26. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = a2�u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = �(jxj); utjt=0 = �(jxj); ujjxj=1 = 0;

x 21. dRUGIE METODY 275GDE �(r) 2 C2 (r � 1); �(r) 2 C1 (r � 1); �(1) = 0; �00(1) + 2�0(1) = 0;�(1) = 0: dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII �(r) I �(r) FINITNYE, TOu(x; t) = 0 DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NOBOLX[IH t:21.27. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; @u@n ���jxj=1 = g(t);GDE g 2 C1 (t � 0); g(0) = g0(0) = 0:dOKAZATX, ^TO ESLI g(t) | FINITNAQ FUNKCIQ, TO SU]ESTWUET TAKAQFUNKCIQ c(x), ^TO ju(x; t)j � c(x) e�t; A DLQ TOGO ^TOBY u(x; t) = 0DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t;NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY 1Z0 etg(t) dt = 0:21.28. nAJTI RE[ENIE ZADA^Iutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = �(jxj); utjt=0 = �(jxj); @u@n ���jxj=1 = 0;GDE � 2 C2 (r � 1); � 2 C1 (r � 1); �0(1) = �0(1) = 0:dOKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII �(r) I �(r) FINITNYE, TO SU]ESTWUETTAKAQ FUNKCIQ c(x), ^TO ju(x; t)j � c(x)e�t; A DLQ TOGO ^TOBY u(x; t)= 0DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO x; jxj � 1; PRI DOSTATO^NO BOLX[IH t;NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY 1Z0 rer[�(r) � �(r)] dr = 0:21.29. rE[ITX ZADA^Uutt = �u; t > 0; jxj > 1; x 2 R3;ujt=0 = 0; utjt=0 = 0; �ku+ @u@n����jxj=1 = g(t); k = const:rE[ITX ZADA^I 21.30{21.36.21.30. ut = a2uxx + f(x; t); t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); ujx=0 = 0:21.31. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; ujx=0 = g(t):21.32. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); uxjx=0 = 0:21.33. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; uxjx=0 = g(t):18�



276 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A21.34. ut = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; (u� ux)jx=0 = g(t):21.35. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); (ux � hu)jx=0 = 0; h � 0:21.36. @2u@t2 + @4u@x4 = 0; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); @u@t ���t=0 = 0; ujx=0 = g(t); @2u@x2 ���x=0 = 0:21.37. rE[ITX ZADA^Uut = �2(x)uxx; t > 0; x 6= 0;GDE �(x) = a PRI x < 0; �(x) = b PRI x > 0;ujt=0 = �(x); ujx=�0 = ujx=+0; uxjx=�0 = kuxjx=+0:oTWETY K x2121.7. 0 PRI x � at; �ae�(x�at) t�x=aZ0 ea��g(�) d� PRI x < at:21.8. 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] PRI x � at;12 [u0(x+ at) + u0(at� x)]� �e�(x�at) at�xZ0 u0(�) e�� d� PRI x < at:21.9. 1Pn=0 �f �t� xa � 2nla �� f�t+ xa � 2(n+ 1) la ��; GDE f(x) = 0PRI x � 0; f(x) = �a xZ0 g(�) d� PRI x > 0:21.10. 12 [eu0(x + at) + eu0(x� at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�; GDE FUNKCIIeu0(x); eu1(x) ^ETNYE, 2l-PERIODI^ESKIE I SOWPADA@]IE S FUNKCIQMIu0(x); u1(x) PRI 0 � x � l.21.11. 1Pn=0(�1)n�eg �t� xa � 2lna �+ eg�t+ xa � 2l(n+ 1)a ��; eg(t) = 0;t < 0; eg(t) = g(t); t � 0:21.12. 12 [eu0(x + at) + eu0(x� at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�; GDE FUNKCIIeu0(x); eu1(x) NE^ETNYE, SOWPADA@]IE S FUNKCIQMI u0(x); u1(x) PRI0 � x � l; A eu0(x� l); eu1(x� l) |^ETNYE FUNKCII.21.13. x2 + xt+ t2:

x 21. dRUGIE METODY 27721.14. 4t4 + 4t2x2 + 16 x4 + sin 2t sinx:21.15. 9xt2 + 27x3 PRI x � 13 t; t3 + 27tx2 PRI x < 13 t:21.16. x+ t+ t2 + cosx cos t:21.17. x+ t PRI x � t; 2t+ sin (x� t) PRI x < t:21.18. x+ 3t+ et � 3 sin t cos x3 PRI x � 3t;2x+ et � 3 cos t sin x3 PRI x < 3t:21.19. 1 + xt+ t2e�2x:21.20. 0 PRI x� t; 1� 12 et�x� 12 [sin(x� t)+cos(x� t)] PRI x< t:21.21. 1�x+2t2 PRI x � t; 2t2� t� 12 (x� t)2+ et�x PRI x < t:21.22. x2 + t2:21.23. 1) x2 � 2t2;2) 2 + 2t� x+ t2 PRI x � 2t; xt� 14 x2 + 2et�x=2 PRI x < 2t:21.24. 1) x3 + 3xt2 PRI 0 � x + t � 2; 0 � x � t � 2; 3x2t + t3PRI 0 � x+ t � 2; �2 � x� t � 0;2) 2x3 + 6xt2 PRI 0 � x + t � 4; 0 � x � t � 4; (x + t)3 + 8(x� t)3PRI 0 � x+ t � 4; �2 � x� t � 0:21.25. tx = T + jxj � 1a :21.26. 12jxj [(jxj + at)�(jxj+ at) + (jxj � at)�(jxj � at)] ++ 12ajxj jxj+atZjxj�at ��(�) d� PRI jxj � 1 + at;12jxj [(jxj + at)�(jxj + at)� (2� jxj+ at)�(2� jxj+ at)] ++ 12ajxj jxj+atZ2�jxj+at��(�) d� PRI 1 < jxj < 1 + at:21.27. 0 PRI jxj�1 + t;1jxj ejxj�t�1 t+1�jxjZ0 e�g(�) d� PRI 1< jxj<1+ t:21.28. 12jxj [(jxj + t)�(jxj + t) + (jxj � t)�(jxj � t)] ++ 12jxj jxj+tZjxj�t ��(�) d� PRI jxj � 1 + t;12jxj [(jxj+ t)�(jxj+ t)+(2�jxj+t)�(2�jxj+t)]+ 12jxj jxj+tZ2�jxj+t��(�)d��� 1jxj ejxj�t�2 2�jxj+tZ1 �e�[�(�) � �(�)] d� PRI 1 < jxj < 1 + t:



276 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A21.34. ut = uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = 0; (u� ux)jx=0 = g(t):21.35. ut = a2uxx; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); (ux � hu)jx=0 = 0; h � 0:21.36. @2u@t2 + @4u@x4 = 0; t > 0; x > 0;ujt=0 = u0(x); @u@t ���t=0 = 0; ujx=0 = g(t); @2u@x2 ���x=0 = 0:21.37. rE[ITX ZADA^Uut = �2(x)uxx; t > 0; x 6= 0;GDE �(x) = a PRI x < 0; �(x) = b PRI x > 0;ujt=0 = �(x); ujx=�0 = ujx=+0; uxjx=�0 = kuxjx=+0:oTWETY K x2121.7. 0 PRI x � at; �ae�(x�at) t�x=aZ0 ea��g(�) d� PRI x < at:21.8. 12 [u0(x+ at) + u0(x� at)] PRI x � at;12 [u0(x+ at) + u0(at� x)]� �e�(x�at) at�xZ0 u0(�) e�� d� PRI x < at:21.9. 1Pn=0 �f �t� xa � 2nla �� f�t+ xa � 2(n+ 1) la ��; GDE f(x) = 0PRI x � 0; f(x) = �a xZ0 g(�) d� PRI x > 0:21.10. 12 [eu0(x + at) + eu0(x� at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�; GDE FUNKCIIeu0(x); eu1(x) ^ETNYE, 2l-PERIODI^ESKIE I SOWPADA@]IE S FUNKCIQMIu0(x); u1(x) PRI 0 � x � l.21.11. 1Pn=0(�1)n�eg �t� xa � 2lna �+ eg�t+ xa � 2l(n+ 1)a ��; eg(t) = 0;t < 0; eg(t) = g(t); t � 0:21.12. 12 [eu0(x + at) + eu0(x� at)] + 12a x+atZx�at eu1(�) d�; GDE FUNKCIIeu0(x); eu1(x) NE^ETNYE, SOWPADA@]IE S FUNKCIQMI u0(x); u1(x) PRI0 � x � l; A eu0(x� l); eu1(x� l) |^ETNYE FUNKCII.21.13. x2 + xt+ t2:

x 21. dRUGIE METODY 27721.14. 4t4 + 4t2x2 + 16 x4 + sin 2t sinx:21.15. 9xt2 + 27x3 PRI x � 13 t; t3 + 27tx2 PRI x < 13 t:21.16. x+ t+ t2 + cosx cos t:21.17. x+ t PRI x � t; 2t+ sin (x� t) PRI x < t:21.18. x+ 3t+ et � 3 sin t cos x3 PRI x � 3t;2x+ et � 3 cos t sin x3 PRI x < 3t:21.19. 1 + xt+ t2e�2x:21.20. 0 PRI x� t; 1� 12 et�x� 12 [sin(x� t)+cos(x� t)] PRI x< t:21.21. 1�x+2t2 PRI x � t; 2t2� t� 12 (x� t)2+ et�x PRI x < t:21.22. x2 + t2:21.23. 1) x2 � 2t2;2) 2 + 2t� x+ t2 PRI x � 2t; xt� 14 x2 + 2et�x=2 PRI x < 2t:21.24. 1) x3 + 3xt2 PRI 0 � x + t � 2; 0 � x � t � 2; 3x2t + t3PRI 0 � x+ t � 2; �2 � x� t � 0;2) 2x3 + 6xt2 PRI 0 � x + t � 4; 0 � x � t � 4; (x + t)3 + 8(x� t)3PRI 0 � x+ t � 4; �2 � x� t � 0:21.25. tx = T + jxj � 1a :21.26. 12jxj [(jxj + at)�(jxj+ at) + (jxj � at)�(jxj � at)] ++ 12ajxj jxj+atZjxj�at ��(�) d� PRI jxj � 1 + at;12jxj [(jxj + at)�(jxj + at)� (2� jxj+ at)�(2� jxj+ at)] ++ 12ajxj jxj+atZ2�jxj+at��(�) d� PRI 1 < jxj < 1 + at:21.27. 0 PRI jxj�1 + t;1jxj ejxj�t�1 t+1�jxjZ0 e�g(�) d� PRI 1< jxj<1+ t:21.28. 12jxj [(jxj + t)�(jxj + t) + (jxj � t)�(jxj � t)] ++ 12jxj jxj+tZjxj�t ��(�) d� PRI jxj � 1 + t;12jxj [(jxj+ t)�(jxj+ t)+(2�jxj+t)�(2�jxj+t)]+ 12jxj jxj+tZ2�jxj+t��(�)d��� 1jxj ejxj�t�2 2�jxj+tZ1 �e�[�(�) � �(�)] d� PRI 1 < jxj < 1 + t:



278 gL. VI. sME[ANNAQ ZADA^A21.29. 0 PRI jxj � 1 + t;1jxj e(k+1)(jxj�t�1) t+1�jxjZ0 e(k+1)�g(�) d� PRI 1 < jxj < 1 + t:21.30. 12ap�t 1Z0 u0(�)�exp�� (x� �)24a2t �� exp�� (x+ �)24a2t �� d�++ 12ap� tZ0 1Z0 f(�; �)pt� � �exp�� (x� �)24a2(t� �)�� exp�� (x+ �)24a2(t� �)�� d� d�:21.31. x2ap� tZ0 g(t� �)�3=2 exp�� x24a2��d�:21.32. x2ap�t 1Z0 u0(�)� exp �� (x� �)24a2t �+ exp �� (x+ �)24a2t ��d�:21.33. � ap� tZ0 g(t� �)p� exp�� x24a2��d�:21.34. � 1p� tZ0 g(t� �)p� e�x2=(4�)d� ++ 2p� ex tZ0 g(t� �) e� 1Zp�+x=(2p�)e��2 d� d�:21.35. 12ap�t 1Z0 u0(�)� exp�� (x� �)24a2t �+ exp�� (x+ �)24a2t ��� 2h 1Z0 exp�� (x+ � + �)24a2t � h�� d��d�:21.36. 12p�t 1Z0 u0(�)�cos� (x��)24t � �4 �� cos� (x+�)24t � �4 �� d�++ x2p� tZ0 g(t� �)� 3=2 cos�x24� � �4� d�:21.37. 2ka(b+ ka)p� 1Z�x=(2apt )e��2 d� PRI x < 0;kab+ ka(1 + 2bkap�x=(2bpt )Z0 e��2 d�) PRI x > 0:

d O P O L N E N I Eprimery re{enij nekotoryhtipowyh zada~x1. mETOD HARAKTERISTIKzADA^A 1. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQy2uxy + uyy � 2y uy = 0 (1)W POLUPLOSKOSTI y > 0; UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQMujy=1 = 1� x; uyjy=1 = 3: (2)r E [ E N I E. sNA^ALA NAJDEM OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1) WPOLUPLOSKOSTI y > 0: dLQ \TOGO PRIWEDEM URAWNENIE (1) K KANONI-^ESKOMU WIDU. hARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE �y2dx dy + (dx)2 = 0RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ dx = 0; �y2dy + dx = 0; DLQ KOTORYHx = C; 3x�y3 = C QWLQ@TSQ OB]IMI INTEGRALAMI. sLEDOWATELXNO, WURAWNENII (1) NUVNO SDELATX ZAMENU PEREMENNYH � = x; � = 3x� y3:tOGDA uy = �3y2u�; uxy = �3y2u�� � 9y2u�� ; uyy = 9y4u�� � 6yu� IURAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU u�� = 0: iNTEGRIRUQ\TO URAWNENIE, NAHODIM u = f(�) + g(�) = f(x) + g(3x� y3):tEPERX WOSPOLXZUEMSQ NA^ALXNYMI USLOWIQMI (2):f(x) + g(3x� 1) = 1� x;�3g0(3x� 1) = 3:rE[AQ \TU SISTEMU, POLU^AEM f(x) = 2x + C; g(x) = �x � C: sLEDO-WATELXNO, RE[ENIEM ZADA^I (1), (2) QWLQETSQ FUNKCIQu(x; y) = 2x+ C + (�3x+ y3 � C); T. E. u(x; y) = y3 � x:zADA^A 2. nAJTI RE[ENIE ZADA^I gURSA DLQ URAWNENIQuxx + 3uxy � 4uyy � ux + uy = 0 (1)WO WSEJ PLOSKOSTI, UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQMujy=4x = 5x+ ex; ujy=�x = 1: (2)r E [ E N I E. nAJDEM OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1). hARAKTERIS-TI^ESKOE URAWNENIE (dy)2 � 3dx dy � 4(dx)2 = 0 RASPADAETSQ NA DWAURAWNENIQ dy + dx = 0; dy � 4dx = 0; DLQ KOTORYH y + x = C;
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d O P O L N E N I Eprimery re{enij nekotoryhtipowyh zada~x1. mETOD HARAKTERISTIKzADA^A 1. nAJTI RE[ENIE ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQy2uxy + uyy � 2y uy = 0 (1)W POLUPLOSKOSTI y > 0; UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQMujy=1 = 1� x; uyjy=1 = 3: (2)r E [ E N I E. sNA^ALA NAJDEM OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1) WPOLUPLOSKOSTI y > 0: dLQ \TOGO PRIWEDEM URAWNENIE (1) K KANONI-^ESKOMU WIDU. hARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE �y2dx dy + (dx)2 = 0RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ dx = 0; �y2dy + dx = 0; DLQ KOTORYHx = C; 3x�y3 = C QWLQ@TSQ OB]IMI INTEGRALAMI. sLEDOWATELXNO, WURAWNENII (1) NUVNO SDELATX ZAMENU PEREMENNYH � = x; � = 3x� y3:tOGDA uy = �3y2u�; uxy = �3y2u�� � 9y2u�� ; uyy = 9y4u�� � 6yu� IURAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU u�� = 0: iNTEGRIRUQ\TO URAWNENIE, NAHODIM u = f(�) + g(�) = f(x) + g(3x� y3):tEPERX WOSPOLXZUEMSQ NA^ALXNYMI USLOWIQMI (2):f(x) + g(3x� 1) = 1� x;�3g0(3x� 1) = 3:rE[AQ \TU SISTEMU, POLU^AEM f(x) = 2x + C; g(x) = �x � C: sLEDO-WATELXNO, RE[ENIEM ZADA^I (1), (2) QWLQETSQ FUNKCIQu(x; y) = 2x+ C + (�3x+ y3 � C); T. E. u(x; y) = y3 � x:zADA^A 2. nAJTI RE[ENIE ZADA^I gURSA DLQ URAWNENIQuxx + 3uxy � 4uyy � ux + uy = 0 (1)WO WSEJ PLOSKOSTI, UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQMujy=4x = 5x+ ex; ujy=�x = 1: (2)r E [ E N I E. nAJDEM OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1). hARAKTERIS-TI^ESKOE URAWNENIE (dy)2 � 3dx dy � 4(dx)2 = 0 RASPADAETSQ NA DWAURAWNENIQ dy + dx = 0; dy � 4dx = 0; DLQ KOTORYH y + x = C;



280 dOPOLNENIEy � 4x = C QWLQ@TSQ OB]IMI INTEGRALAMI. zAMENOJ PEREMENNYH � =y + x; � = y � 4x URAWNENIE (1) PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDUu�� � 15 u� = 0: iNTEGRIRUQ \TO URAWNENIE, NAHODIMu = f(�) e��=5 + g(�) = f(y � 4x) e�(y+x)=5 + g(y + x):wOSPOLXZUEMSQ USLOWIQMI (2):f(0) e�x + g(5x) = 5x+ ex;f(�5x) + g(0) = 1: (3)rE[AQ \TU SISTEMU, POLU^AEM f(x) = 1 � g(0); g(x) = x + ex=5�� f(0) e�x=5: sLEDOWATELXNO,u(x; y) = [1� g(0)] e�(x+y)=5 + x+ y + e(x+y)=5 � f(0) e�(x+y)=5:u^ITYWAQ, ^TO IZ SISTEMY (3) PRI x = 0 SLEDUET RAWENSTWO f(0) ++ g(0) = 1; OKON^ATELXNO NAHODIM RE[ENIE ZADA^I (1), (2): u(x; y) == x+ y + e(x+y)=5:zADA^A 3. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQutt � 4uxx = 6xt (1)W OBLASTI x > 0; t > 0; UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQMujt=0 = x3; utjt=0 = 0; ujx=0 = t3: (2)r E [ E N I E. oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1) IMEET WID u(x; t) == f(x+ 2t) + g(x� 2t) + xt3: iZ USLOWIJ (2) POLU^AEMf(x) + g(x) = x3; x � 0;f 0(x) � g0(x) = 0; x � 0;f(2t) + g(�2t) = t3; t � 0: (3)iZ PERWYH DWUH URAWNENIJ \TOJ SISTEMY NAHODIM f(x) = 12 x3 + C;g(x) = 12 x3 � C; x � 0: pODSTAWLQQ NAJDENNU@ FUNKCI@ f(x) W TRE-TXE URAWNENIE SISTEMY (3), POLU^AEM g(x) = 38 x3 � C; x � 0: sLEDO-WATELXNO, RE[ENIEM ZADA^I (1), (2) QWLQETSQ FUNKCIQu(x; t) = 8><>: 12 (x+ 2t)3 + 12 (x� 2t)3 + xt3; x � 2t;12 (x+ 2t)3 + 38 (x� 2t)3 + xt3; x < 2t:zADA^A 4. nAJTI RE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQutt � 9uxx = 2 (1)W OBLASTI x > 0; t > 0; UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQMujt=0 = x+ x3; utjt=0 = �9x2; (u� ux)jx=0 = t2 � 1: (2)
x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 281r E [ E N I E. oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (1) IMEET WID u(x; t) == f(x+ 3t) + g(x� 3t) + t2: iZ USLOWIJ (2) POLU^AEMf(x) + g(x) = x+ x3; x � 0;3f 0(x)� 3g0(x) = �9x2; x � 0;f(3t) + g(�3t)� f 0(3t)� g0(�3t) = �1; t � 0: (3)iZ PERWYH DWUH URAWNENIJ \TOJ SISTEMY NAHODIM f(x) = 12 x + C;g(x) = 12 x + x3 � C; x � 0: pODSTAWLQQ NAJDENNU@ FUNKCI@ f(x) WTRETXE URAWNENIE SISTEMY (3), POLU^AEM g0(x) � g(x) = C + 12 � 12 x;OTKUDA g(x) = C1ex + 12 x � C; x � 0: iZ USLOWIQ NEPRERYWNOSTIFUNKCII g(x) PRI x = 0 NAHODIM C1 = 0; T. E. g(x) = 12 x � C; x � 0:sLEDOWATELXNO, RE[ENIEM ZADA^I (1), (2) QWLQETSQ FUNKCIQu(x; t) = ((x� 3t)2 + x+ t2; x � 3t;x+ t2; x < 3t:x2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYHzADA^A 5. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^U DLQ NEODNORODNOGO URAWNE-NIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPAutt � uxx = 2t; 0 < x < 1; t > 0 (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQHujt=0 = 0; utjt=0 = x (2)I GRANI^NYH USLOWIQHujx=0 = 0; uxjx=1 = t: (3)r E [ E N I E. pODBEREM SNA^ALA TAKU@ FUNKCI@ w, ^TOBY ONAUDOWLETWORQLA GRANI^NYM USLOWIQM (3). pUSTX, NAPRIMER, w = xt:tOGDA wtt�wxx=0; wjt=0 =0; wtjt=0 =x: sLEDOWATELXNO, FUNKCIQv(x; t) = u(x; t) � xt (4)UDOWLETWORQET URAWNENI@ vtt � vxx = 2t; (5)ODNORODNYM GRANI^NYM USLOWIQMvjx=0 = 0; vxjx=1 = 0 (6)I NULEWYM NA^ALXNYM USLOWIQMvjt=0 = 0; vtjt=0 = 0: (7)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ RE[ENIQ ODNORODNOGOURAWNENIQ vtt � vxx = 0 PRI USLOWIQH (6), (7), POLOVIM v(x; t) == X(x)T (t): pRIHODIM K SLEDU@]EJ ZADA^E {TURMA{lIUWILLQ:
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282 dOPOLNENIEX 00(x) + �2X = 0; X(0) = 0; X 0(1) = 0:rE[AQ \TU ZADA^U, NAHODIM EE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n = �2 + �n;n = 0; 1; 2; . . .; I SOOTWETSTWU@]IE SOBSTWENNYE FUNKCIIXn(x) = sin�nx: (8)rE[ENIE ZADA^I (5){(7) I]EM W WIDE RQDAv(x; t) = 1Xn=0Tn(t) sin�nx; (9)GDE Tn(0) = 0; T 0n(0) = 0: (10)pODSTAWLQQ v(x; t) IZ (9) W (5), POLU^AEM1Xn=0(T 00n (t) + �2nTn(t)) sin�nx = 2t: (11)dLQ NAHOVDENIQ FUNKCIJ Tn(t) RAZLOVIM FUNKCI@ 1 W RQD fURXEPO SISTEME FUNKCIJ (8) NA INTERWALE (0; 1):1 = 1Xn=0 an sin�nx: (12)tAK KAK 1Z0 sin2 �nx dx = 12 ; TO an = 1Z0 sin�nx dx = 2�n ;I IZ (11) I (12) POLU^AEMT 00n (t) + �2nTn(t) = 4t�n : (13)oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (13) IMEET WIDTn(t) = 4t�3n +A sin�nt+B cos�nt:iSPOLXZUQ USLOWIE (10), POLU^AEM B = 0; A = �4=�4n: pODSTAWLQQTn(t) = 4t�3n � 4�4n sin�ntW FORMULU (9) I ISPOLXZUQ (4), NAHODIM ISKOMOE RE[ENIE ZADA-^I (1){(3): u = xt+ 4 1Xn=0 1�4n (�nt� sin�nt) sin�nx;GDE �n = �2 + �n:zADA^A 6. rE[ITX SME[ANNU@ ZADA^U DLQ NEODNORODNOGO URAWNE-NIQ PARABOLI^ESKOGO TIPAut � uxx = t(x+ 1); 0 < x < 1; t > 0 (1)PRI NA^ALXNOM USLOWII ujt=0 = 0 (2)I GRANI^NYH USLOWIQH

x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 283uxjx=0 = t2; ujx=1 = t2: (3)r E [ E N I E. fUNKCIQ w = xt2 UDOWLETWORQET KRAEWYM USLOWI-QM (3), URAWNENI@ wt � wxx = 2xt I NA^ALXNOMU USLOWI@ wjt=0 = 0:pO\TOMU FUNKCIQ v = u� xt2 (4)UDOWLETWORQET URAWNENI@vt � vxx = (1� x) t (5)I USLOWIQM vjt=0 = 0; vxjx=0 = 0; vjx=1 = 0: (6)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ RE[ENIQ ODNORODNOGOURAWNENIQ vt � vxx = 0 PRI USLOWIQH (6), POLOVIM v = X(x)T (t):pOLU^IM ZADA^U {TURMA{lIUWILLQX 00(x) + �2X(x) = 0; X 0(0) = 0; X(1) = 0;SOBSTWENNYMI ZNA^ENIQMI KOTOROJ QWLQ@TSQ ^ISLA �n = �2 + �n;n = 0; 1; 2; . . .; A SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI | FUNKCIIXn(x) = cos�nx: (7)rE[ENIE ZADA^I (5), (6) I]EM W WIDEv(x; t) = 1Xn=0Tn(t) cos�nx: (8)pODSTAWLQQ v(x; t) IZ (8) W URAWNENIE (5), POLU^AEM1Xn=0(T 0n(t) + �2nTn(t)) cos�nx = (1� x) t: (9)rAZLOVIM FUNKCI@ 1 � x W RQD fURXE PO SISTEME FUNKCIJ (7) NAINTERWALE (0; 1): 1� x = 1Xn=0 an cos�nx: (10)tAK KAK an = 2 1Z0 (1� x) cos�nx dx = 2�2n ;TO IZ (9) I (10) NAHODIMT 0n(t) + �2nT (t) = 2t�2n : (11)rE[ENIEM URAWNENIQ (11) PRI USLOWII Tn(0) = 0 QWLQETSQ FUNKCIQTn(t) = 2��6n �e��2nt + �2nt� 1�: (12)iZ (4), (8) I (12) NAHODIM RE[ENIE ZADA^I (1){(3):u = xt2 + 2 1Xn=0��6n �e��2nt + �2nt� 1� cos�nx;GDE �n = �2 + �n:
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x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 283uxjx=0 = t2; ujx=1 = t2: (3)r E [ E N I E. fUNKCIQ w = xt2 UDOWLETWORQET KRAEWYM USLOWI-QM (3), URAWNENI@ wt � wxx = 2xt I NA^ALXNOMU USLOWI@ wjt=0 = 0:pO\TOMU FUNKCIQ v = u� xt2 (4)UDOWLETWORQET URAWNENI@vt � vxx = (1� x) t (5)I USLOWIQM vjt=0 = 0; vxjx=0 = 0; vjx=1 = 0: (6)pRIMENQQ METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ RE[ENIQ ODNORODNOGOURAWNENIQ vt � vxx = 0 PRI USLOWIQH (6), POLOVIM v = X(x)T (t):pOLU^IM ZADA^U {TURMA{lIUWILLQX 00(x) + �2X(x) = 0; X 0(0) = 0; X(1) = 0;SOBSTWENNYMI ZNA^ENIQMI KOTOROJ QWLQ@TSQ ^ISLA �n = �2 + �n;n = 0; 1; 2; . . .; A SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI | FUNKCIIXn(x) = cos�nx: (7)rE[ENIE ZADA^I (5), (6) I]EM W WIDEv(x; t) = 1Xn=0Tn(t) cos�nx: (8)pODSTAWLQQ v(x; t) IZ (8) W URAWNENIE (5), POLU^AEM1Xn=0(T 0n(t) + �2nTn(t)) cos�nx = (1� x) t: (9)rAZLOVIM FUNKCI@ 1 � x W RQD fURXE PO SISTEME FUNKCIJ (7) NAINTERWALE (0; 1): 1� x = 1Xn=0 an cos�nx: (10)tAK KAK an = 2 1Z0 (1� x) cos�nx dx = 2�2n ;TO IZ (9) I (10) NAHODIMT 0n(t) + �2nT (t) = 2t�2n : (11)rE[ENIEM URAWNENIQ (11) PRI USLOWII Tn(0) = 0 QWLQETSQ FUNKCIQTn(t) = 2��6n �e��2nt + �2nt� 1�: (12)iZ (4), (8) I (12) NAHODIM RE[ENIE ZADA^I (1){(3):u = xt2 + 2 1Xn=0��6n �e��2nt + �2nt� 1� cos�nx;GDE �n = �2 + �n:



284 dOPOLNENIEx3. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ S WYROVDENNYM QDROMzADA^A 7. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z�� (x sin y + y cosx)'(y) dy + a sinx+ bx (1)PRI WSEH DOPUSTIMYH ZNA^ENIQH a; b; �:r E [ E N I E. oBOZNA^IMC1 = �Z�� sin y � '(y) dy; C2 = �Z�� y'(y) dy; (2)TOGDA URAWNENIE (1) PRIMET WID'(x) = �C1x+ �C2 cosx+ a sinx+ bx: (3)iZ (2) I (3) POLU^AEMC1 = �Z�� sin y (�C1y + �C2 cos y + a sin y + by) dy;C2 = �Z�� y (�C1y + �C2 cos y + a sin y + by) dy;OTKUDA NAHODIM C1 = �C1 � 2� + a� + 2�b;C2 = �C1 2�33 + a � 2� + b 2�33 : (4)sISTEMU (4) ZAPI[EM W SLEDU@]EM WIDE:C1(1� 2��) = a� + 2�b;��2�33 C1 + C2 =2a� + 2�3b3 : (5)oPREDELITELX �(�) SISTEMY (5) RAWEN �(�) = 1�2��: eSLI �(�) 6= 0;T. E. � 6= 12� ; TO SISTEMA (5) IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE PRI L@BYH aI b: C1 = a� + 2�b1� 2�� ; C2 = 2�3�(a� + 2�b)3(1� 2��) + 2a� + 2�3b3 : (6)pODSTAWLQQ C1 I C2 IZ (6) W (3), NAJDEM PRI x 6= 12� EDINSTWENNOERE[ENIE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1).pUSTX � = 12� ; TOGDA SISTEMA (5) PRIMET WIDC1 � 0 = (a+ 2b)�;��23 C1 + C2 = 2a� + 2�3b3 : (7)sISTEMA (7) IMEET RE[ENIE TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNQETSQUSLOWIE

x 4. wARIACIONNYE ZADA^I 285a+ 2b = 0: (8)uSLOWIE (8) QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM RAZRE-[IMOSTI URAWNENIQ (1) PRI � = 12� : zDESX 12� | HARAKTERISTI^ESKOE^ISLO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � �Z�� (x sin y + y cosx)'(y) dy:oB]EE RE[ENIE ODNORODNOJ LINEJNOJ SISTEMYC1 � 0 = 0;��23 C1 + C2 = 0;SOOTWETSTWU@]EJ SISTEME (7); IMEET WIDeC1 = C; eC2 = �23 C;GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.w KA^ESTWE ^ASTNOGO RE[ENIQ SISTEMY (7) MOVNO WZQTXC01 = 0; C02 = 2a� � a�33 :pO\TOMU OB]EE RE[ENIE SISTEMY (7) IMEET WIDC1 = C; C2 = �23 C + a��2� �23 �: (9)pODSTAWLQQ C1 I C2 IZ (9) W (3), NAJDEM WSE RE[ENIQ URAWNENIQ (1)PRI � = 12� PRI USLOWII (8). |TI RE[ENIQ MOVNO ZAPISATX FORMULOJ'(x) = �A� a2�x+ �A�22 + a�1� �26 �� cosx+ a sinx;GDE A | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.x4. wARIACIONNYE ZADA^IzADA^A 8. nAJTI MINIMUM FUNKCIONALAI(v) = ZG �jgrad vj2 + 4vpx21 + x22 � dx1 dx2 (1)SREDI FUNKCIJ, PRINADLEVA]IH KLASSU Co 1(G); GDE G = f1 < jxj < 3g;x = (x1; x2):r E [ E N I E. iZWESTNO, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ v0(x1; x2) 22 Co 1(G); DA@]AQ MINIMUM FUNKCIONALU (1). fUNKCIQ v0(x) QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u = 2r ; ujjxj=1 = ujjxj=3 = 0;ZAPISAW LAPLASIAN W POLQRNYH KOORDINATAH, POLU^IM



284 dOPOLNENIEx3. iNTEGRALXNYE URAWNENIQ S WYROVDENNYM QDROMzADA^A 7. rE[ITX INTEGRALXNOE URAWNENIE'(x) = � �Z�� (x sin y + y cosx)'(y) dy + a sinx+ bx (1)PRI WSEH DOPUSTIMYH ZNA^ENIQH a; b; �:r E [ E N I E. oBOZNA^IMC1 = �Z�� sin y � '(y) dy; C2 = �Z�� y'(y) dy; (2)TOGDA URAWNENIE (1) PRIMET WID'(x) = �C1x+ �C2 cosx+ a sinx+ bx: (3)iZ (2) I (3) POLU^AEMC1 = �Z�� sin y (�C1y + �C2 cos y + a sin y + by) dy;C2 = �Z�� y (�C1y + �C2 cos y + a sin y + by) dy;OTKUDA NAHODIM C1 = �C1 � 2� + a� + 2�b;C2 = �C1 2�33 + a � 2� + b 2�33 : (4)sISTEMU (4) ZAPI[EM W SLEDU@]EM WIDE:C1(1� 2��) = a� + 2�b;��2�33 C1 + C2 =2a� + 2�3b3 : (5)oPREDELITELX �(�) SISTEMY (5) RAWEN �(�) = 1�2��: eSLI �(�) 6= 0;T. E. � 6= 12� ; TO SISTEMA (5) IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE PRI L@BYH aI b: C1 = a� + 2�b1� 2�� ; C2 = 2�3�(a� + 2�b)3(1� 2��) + 2a� + 2�3b3 : (6)pODSTAWLQQ C1 I C2 IZ (6) W (3), NAJDEM PRI x 6= 12� EDINSTWENNOERE[ENIE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ (1).pUSTX � = 12� ; TOGDA SISTEMA (5) PRIMET WIDC1 � 0 = (a+ 2b)�;��23 C1 + C2 = 2a� + 2�3b3 : (7)sISTEMA (7) IMEET RE[ENIE TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNQETSQUSLOWIE

x 4. wARIACIONNYE ZADA^I 285a+ 2b = 0: (8)uSLOWIE (8) QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM RAZRE-[IMOSTI URAWNENIQ (1) PRI � = 12� : zDESX 12� | HARAKTERISTI^ESKOE^ISLO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ'(x) = � �Z�� (x sin y + y cosx)'(y) dy:oB]EE RE[ENIE ODNORODNOJ LINEJNOJ SISTEMYC1 � 0 = 0;��23 C1 + C2 = 0;SOOTWETSTWU@]EJ SISTEME (7); IMEET WIDeC1 = C; eC2 = �23 C;GDE C | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.w KA^ESTWE ^ASTNOGO RE[ENIQ SISTEMY (7) MOVNO WZQTXC01 = 0; C02 = 2a� � a�33 :pO\TOMU OB]EE RE[ENIE SISTEMY (7) IMEET WIDC1 = C; C2 = �23 C + a��2� �23 �: (9)pODSTAWLQQ C1 I C2 IZ (9) W (3), NAJDEM WSE RE[ENIQ URAWNENIQ (1)PRI � = 12� PRI USLOWII (8). |TI RE[ENIQ MOVNO ZAPISATX FORMULOJ'(x) = �A� a2�x+ �A�22 + a�1� �26 �� cosx+ a sinx;GDE A | PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.x4. wARIACIONNYE ZADA^IzADA^A 8. nAJTI MINIMUM FUNKCIONALAI(v) = ZG �jgrad vj2 + 4vpx21 + x22 � dx1 dx2 (1)SREDI FUNKCIJ, PRINADLEVA]IH KLASSU Co 1(G); GDE G = f1 < jxj < 3g;x = (x1; x2):r E [ E N I E. iZWESTNO, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ v0(x1; x2) 22 Co 1(G); DA@]AQ MINIMUM FUNKCIONALU (1). fUNKCIQ v0(x) QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u = 2r ; ujjxj=1 = ujjxj=3 = 0;ZAPISAW LAPLASIAN W POLQRNYH KOORDINATAH, POLU^IM



286 dOPOLNENIE(rur)0 = 2; ujjxj=1 = ujjxj=3 = 0: (2)rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (2) QWLQETSQ FUNKCIQ v0 = 2(r�1)� 4ln 3 ln r:tAK KAK v0 NE ZAWISIT OT '; TOjgradv0j2 = ���@v0@r ���2 = �2� 4ln 3 1r�2:tOGDAI(v0) = 2�Z0 3Z1 ��2� 4ln 3 1r�2 + h8(r � 1)� 16ln 3 ln ri 1r� r dr d' == 2� 3Z1 �4r � 16ln 3 + 16ln2 3 1r + 8r � 8� 16ln 3 ln r� dr == 2� 3Z1 �12r� 16ln 3 � 8+ 16ln2 3 1r � 16ln 3 ln r� dr = 32�� 1ln 3 � 1�:iTAK, MINIMUM FUNKCIONALA (1) RAWEN 32� � 1ln 3 � 1�:
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