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Вступ
Наведемо декiлька основних визначень теорiї диференцiальних рiвнянь, що
будуть використовуватися надалi.

Означення 0.1. Рiвняння, що мiстять похiднi вiд шуканої функцiї та можуть
мiстити шукану функцiю та незалежну змiнну, називаються диференцiальними
рiвняннями.

Означення 0.2. Якщо в диференцiальному рiвняннi невiдомi функцiї є фун-
кцiями однiєї змiнної:

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0,

то диференцiальне рiвняння називається звичайним.

Означення 0.3. Якщо невiдома функцiя, що входить в диференцiальне рiвня-
ння, є функцiєю двох або бiльшої кiлькостi незалежних змiнних:

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y
, . . . ,

∂kz

∂x`∂yk−`
, . . . ,

∂nz

∂yn

)
= 0,

то диференцiальне рiвняння називається рiвнянням у частинних похiдних.

Означення 0.4. Порядком диференцiального рiвняння називається максималь-
ний порядок похiдної вiд невiдомої функцiї, що входить в диференцiальне рiв-
няння.

Означення 0.5. Розв’язком диференцiального рiвняння називається функцiя,
що має необхiдний ступiнь гладкостi, i яка при пiдстановцi в диференцiальне
рiвняння обертає його в тотожнiсть.

Означення 0.6. Процес знаходження розв’язку диференцiального рiвняння
називається iнтегруванням диференцiального рiвняння.

1 Рiвняння першого порядку
Рiвняння першого порядку, що розв’язане вiдносно похiдної, має вигляд

dy

dx
= f(x, y).
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Диференцiальне рiвняння встановлює зв’язок мiж координатами точки та ку-
товим коефiцiєнтом дотичної dy/ dx до графiка розв’язку в цiй же точцi. Якщо
знати x та y, то можна обчислити f(x, y) тобто dy/ dx.

Таким чином, диференцiальне рiвняння визначає поле напрямкiв, i задача iн-
тегрування рiвнянь зводиться до знаходження кривих, що звуться iнтеграль-
ними кривими, напрям дотичних до яких в кожнiй точцi збiгається з напрямом
поля.

1.1 Рiвняння зi змiнними, що роздiляються

1.1.1 Загальна теорiя

Рiвняння вигляду
dy

dx
= f(x)g(y),

або бiльш загального вигляду

f1(x)f2(y) dx+ g1(x)g2(y) dy = 0

називаються рiвняннями зi змiнними, що роздiляються. Роздiлимо його на
f2(y)g1(x) i одержимо рiвняння з роздiленими змiнними:

f1(x)

g1(x)
dx+

g2(y)

f2(y)
dy = 0.

Узявши iнтеграли, отримаємо∫
f1(x)

g1(x)
dx+

∫
g2(y)

f2(y)
dy = C,

або
Φ(x, y) = C.

Означення 1.1. Це кiнцеве рiвняння, що визначає розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння як неявну функцiю вiд x, називається iнтегралом розглянутого
рiвняння.

Означення 1.2. Це ж рiвняння, що визначає всi без винятку розв’язки даного
диференцiального рiвняння, називається загальним iнтегралом.
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Бувають випадки (в основному), що невизначенi iнтеграли з рiвняння з роз-
дiленими змiнними не можна записати в елементарних функцiях. Попри це,
задача iнтегрування вважається виконаною. Кажуть, що диференцiальне рiв-
няння розв’язне у квадратурах.

Можливо, що iнтеграл рiвняння розв’язується вiдносно y:

y = y(x,C).

Тодi, завдяки вибору C, можна одержати всi розв’язки.

Означення 1.3. Ця залежнiсть, що тотожно задовольняє вихiдному диферен-
цiальному рiвнянню, де C — довiльна стала, називається загальним розв’язком
диференцiального рiвняння.

Геометрично загальний розв’язок являє собою сiм’ю кривих, що не перетина-
ються, якi заповнюють деяку область. Iнодi треба видiлити одну криву сiм’ї,
що проходить через задану точку M(x0, y0).

Означення 1.4. Знаходження розв’язку y = y(x), що проходить через задану
точку M(x0, y0), називається розв’язком задачi Кошi.

Означення 1.5. Розв’язок, який записаний у виглядi y = y(x, x0, y0) i задо-
вольняє умовi y(x, x0, y0) = y0, називається розв’язком у формi Кошi.

1.1.2 Рiвняння, що зводяться до рiвнянь зi змiнними, що роздiля-
ються

Розглянемо рiвняння вигляду

dy

dx
= f(ax+ by + c)

де a, b, c — сталi.

Зробимо замiну ax+ by + c = z. Тодi

a dx+ b dy = dz,
dy

dx
=

1

b

(
dz

dx
− a
)
.

Пiдставивши в початкове рiвняння, одержимо

1

b

(
dz

dx
− a
)

= f(z),
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або
dz

dx
= a+ bf(z).

Роздiливши змiннi, запишемо

dz

a+ bf(z)
− dx = 0

i ∫
dz

a+ bf(z)
− x = C.

Загальний iнтеграл має вигляд Φ(ax+ by + c, x) = C.

1.1.3 Вправи для самостiйної роботи

Рiвняння зi змiнними, що роздiляються можуть бути записанi у виглядi

y′ = f(x)g(y)

або
f1(x)f2(y) dx+ g1(x)g2(y) dy.

Для розв’язкiв такого рiвняння необхiдно обидвi частини помножити або роз-
дiлити на такий вираз, щоб в одну частину входило тiльки x, а в другу —
тiльки y. Тодi обидвi частини рiвняння можна проiнтегрувати.

Якщо дiлити на вираз, що мiстить x та y, може бути загублений розв’язок,
що обертає цей вираз в нуль.

Приклад 1.6
Розв’язати рiвняння

x2y2y′ + y = 1.

Розв’язок. Пiдставивши y = dy/ dx в рiвняння, отримаємо

x2y2 dy

dx
+ y = 1.

Помножимо обидвi частини рiвняння на dx i роздiлимо на x2(y − 1). Перевi-
римо, що y = 1 при цьому є розв’язком, а x = 0 цим розв’язком не є:

y2

y − 1
dy = −dx

x2
.
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Проiнтегруємо обидвi частини рiвняння:∫
y2

y − 1
dy = −

∫
dx

x2
.

y2

2
+ y + ln |y − 1| = 1

x
+ C

Приклад 1.7
Розв’язати рiвняння

y′ =
√

4x+ 2y − 1.

Розв’язок. Введемо замiну змiнних z = 4x+ 2y− 1. Тодi x′ = 4 + 2y′. Рiвняння
перетвориться до вигляду

z′ − 4 = 2
√
z

z′ = 4 + 2
√
z

dz

2 +
√
z

= 2 dx.

Проiнтегруємо обидвi частини рiвняння:∫
dz

2 +
√
z

=

∫
2 dx

Обчислимо iнтеграл, що стоїть злiва. При обчисленнi будемо використовувати
таку замiну: √

z = t, dz = 2t dt, 2 +
√
z = 2 + t,

тодi∫
dz

2 +
√
z

=

∫
2t dt

2 + t
= 2

∫
t+ 2− 2

t+ 2
dt =

= 2t− 4 ln |2 + t| = 2
√
z − 4 ln

(
2 +
√
z
)
.

Пiсля iнтегрування отримаємо

2
√
z − 4 ln

(
2 +
√
z
)

= 2x+ 2C.

Зробимо обернену замiну, z = 4x+ 2y − 1:√
4x+ 2y − 1− 2 ln

(
2 +

√
4x+ 2y − 1

)
= x+ C.

Розв’язати рiвняння:
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Задача 1.1.

xy dx+ (x+ 1) dy = 0;

Задача 1.2.

x(1 + y) dx = y(1 + x2) dy;

Задача 1.3.

y′ = 10x+y;

Задача 1.4.

y′ − xy2 = 2xy;

Задача 1.5.√
y2 + 1 dx = xy dy;

Задача 1.6.

y′ = x tan y;

Задача 1.7.

yy′ + x = 1;

Задача 1.8.

3y2y′ + 15x = 2xy3;

Задача 1.9.

y′ = cos(y − x);

Задача 1.10.

y′ − y = 2x− 3;

Задача 1.11.

xy′ + y = y2;

Задача 1.12.

e−y(1 + y′) = 1;

Задача 1.13.

2x2yy′ + y2 = 2;

Задача 1.14.

y′ − xy3 = 2xy2.

Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють заданим початковим умовам:

Задача 1.15.
(x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1;

Задача 1.16.
y′ cotx+ y = 2, y(0) = −1;

Задача 1.17.
y′ = 3 3

√
y2, y(2) = 0.

1.2 Однорiднi рiвняння

1.2.1 Загальна теорiя

Нехай рiвняння має вигляд

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0.
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Якщо функцiї M(x, y) та N(x, y) однорiднi одного ступеня, то рiвняння на-
зивається однорiдним. Нехай функцiї M(x, y) та N(x, y) однорiднi ступеня k,
тобто

M(tx, ty) = tkM(x, y), N(tx, ty) = tkN(x, y).

Робимо замiну
y = ux, dy = u dx+ x du.

Пiсля пiдстановки одержуємо

M(x, ux) dx+N(x, ux)(u dx+ x du) = 0,

або
xkM(1, u) dx+ xkN(1, u)(u dx+ x du) = 0.

Скоротивши на xk i розкривши дужки, запишемо

M(1, u) dx+N(1, u)u dx+N(1, u)x du = 0.

Згрупувавши, одержимо рiвняння зi змiнними, що роздiляються

(M(1, u) +N(1, u)u) dx+N(1, u)x du = 0,

або ∫
dx

x
+

∫
N(1, u) du

M(1, u) +N(1, u)u
= C.

Явно узявши iнтеграли та замiняючи u = y/x, отримаємо загальний iнтеграл
Φ (x, y/x) = C.

1.2.2 Рiвняння, що зводяться до однорiдних

Нехай маємо дробово-лiнiйне рiвняння вигляду

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)
.

Розглянемо два випадки

1.
∆ =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0.

Тодi система алгебраїчних рiвнянь{
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0,
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має єдиний розв’язок (x0, y0). Проведемо замiну{
x = x1 + x0,

y = y1 + y0

та отримаємо

dy1

dx1

= f

(
a1(x1 + x0) + b1(y1 + y0) + c1

a2(x1 + x0) + b2(y1 + y0) + c2

)
=

= f

(
a1x1 + b1y1 + (a1x0 + b1y0 + c1)

a2x1 + b2y1 + (a2x0 + b2y0 + c2)

)
Оскiльки (x0, y0) — розв’язок алгебраїчної системи, то диференцiальне
рiвняння набуде вигляду

dy1

dx1

= f

(
a1x1 + b1y1

a2x1 + b2y1

)
i є однорiдним нульового ступеня. Робимо замiну

y1 = ux1, dy1 = u dx1 + x1 du.

Пiдставимо в рiвняння

u+ x1
du

dx1

= f

(
a1x1 + b1ux1

a2x1 + b2ux1

)
.

Одержимо

x1 du+

(
u− f

(
a1x1 + b1ux1

a2x1 + b2ux1

))
dx1 = 0.

Роздiливши змiннi, маємо∫
du

u− f
(
a1x1+b1ux1
a2x1+b2ux1

) + ln(x1) = C.

I загальний iнтеграл рiвняння має вигляд Φ(u, x1) = C. Повернувшись
до вихiдних змiнних, запишемо

Φ

(
y − y0

x− x0

, x− x0

)
= C.
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2. Нехай
∆ =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = 0,

тобто коефiцiєнти рядкiв лiнiйно залежнi i

a1x+ b1y = α(a2x+ b2y).

Робимо замiну a2x+ b2y = z. Звiдси

dy

dx
=

1

b2

(
dz

dx
− a2

)
Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержимо

1

b2

(
dz

dx
− a2

)
= f

(
αz + c1

z + c2

)
,

або
dz

dx
= a2 + b2f

(
αz + c1

z + c2

)
,

Роздiливши змiннi, отримаємо∫
dz

a2 + b2f
(
αz+c1
z+c2

) − x = C,

Загальний iнтеграл має вигляд Φ(a2x+ b2y, x) = C.

1.2.3 Вправи для самостiйної роботи

Однорiднi рiвняння можуть бути записанi у виглядi

y′ = f
(y
x

)
або

M(x, y) dy +N(x, y) dy = 0,

де M(x, y) i N(x, y) — однорiднi функцiї одного й того ж ступеня. Для того,
щоб розв’язати однорiдне рiвняння, необхiдно провести замiну

y = ux, dy = u dx+ x du,

в результатi якої отримаємо рiвняння зi змiнними, що роздiляються.
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Приклад 1.8
Розв’язати рiвняння x dy = (x+ y) dy.

Розв’язок. Дане рiвняння однорiдне, оскiльки x та x + y є однорiдними фун-
кцiями першого ступеня.

Проведемо замiну: y = ux. Тодi dy = u dx+x dy. Пiдставивши y та dy в задане
рiвняння, отримаємо

x(x du+ u dx) = (x+ xu) dx,

x2 du = x dx

Розв’яжемо це рiвняння зi змiнними, що роздiляються:

du =
dx

x
,

u = ln |x|+ C.

Повернувшись до вихiдних змiнних u = y/x, отримаємо

y = x(ln |x|+ C).

Крiм того розв’язком є x = 0, що було загублене при подiленнi рiвняння на x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 1.18.

(x+ 2y) dx− x dy = 0;

Задача 1.19.

(x− y) dx+ (x+ y) dy = 0;

Задача 1.20.

y2 + x2y′ = xyy′;

Задача 1.21.

(x2 + y2)y′ = 2xy;

Задача 1.22.

xy′ − y = x tan
(y
x

)
;

Задача 1.23.

xy′ = y − xey/x;

Задача 1.24.

xy′ − y = (x+ y) ln

(
x+ y

x

)
;

Задача 1.25.

(3x+ y) dx− (2x+ 3y) dy = 0;

Задача 1.26.

xy′ = y cos
(

ln
(y
x

))
;
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Задача 1.27.

(y +
√
xy) dx = x dy;

Задача 1.28.

xy′ =
√
x2 − y2 + y;

Задача 1.29.

x2y′ = y(x+ y);

Задача 1.30.

y(−y + xy′) =
√
x4 + y4;

Задача 1.31.

x dy − y dx =
√
x2 + y2 dx;

Задача 1.32.

(y2 − 2xy) dx+ x2 dy = 0;

Задача 1.33.

2x3y′ = y(2x2 − y2);

Задача 1.34.

(x− y cos (y/x)) dx = −x cos (y/x) dy;

Задача 1.35.

y′(xy − x2) = y2;

Задача 1.36.

2xyy′ = x2 + y2;

Задача 1.37.

(6x+ 3y) dx = (7x− 2y) dy;

Задача 1.38.

y2x dx = y(xy − 2y2) dy;

Задача 1.39.

x2y dx = y(xy − 2y2) dy;

Задача 1.40.

2y3 = xy′(2y2 − x2);

Задача 1.41.

(x+
√
xy) dy = y dx;

Задача 1.42.

y =
(√

y2 − x2 + x
)
y′;

Задача 1.43.

(3x− 2y) dx− (2x+ y) dy = 0;

Задача 1.44.

(7x+ 6y) dx− (x+ 3y) dy = 0;

Задача 1.45.

xy′ = y + x cot
(y
x

)
.

Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють заданi початковi умови:

Задача 1.46.
xy′ = 4

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 2;

Задача 1.47.
(2y2 + 3x2)xy′ = 3y3 + 6yx2, y(2) = 1;
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Задача 1.48.
y′(x2 − 2xy) = x2 + xy − y2, y(3) = 0;

Задача 1.49.

2y′ =
y2

x2
+

8y

x
+ 8, y(1) = 1;

Задача 1.50.
y′(x2 − 4xy) = x2 + xy − 3y2, y(1) = 1;

Задача 1.51.
xy′ = 3

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 1;

Задача 1.52.
(2y2 + 7x2)xy′ = 3y3 + 14yx2, y(1) = 1;

Задача 1.53.

2y′ =
y2

x2
+

6y

x
+ 3, y(3) = 1;

Задача 1.54.
x2y′ = y2 + 4xy + 2x2, y(1) = 1;

Задача 1.55.
xy′ =

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 1;

Задача 1.56.
xy′ = 3

√
x2 + y2 + y, y(3) = 4;

Задача 1.57.
xy′ = 2

√
x2 + y2 + y, y(4) = 3;

Задача 1.58.

y′ =
x+ 2y

2x− y
, y(3) = 8.

1.3 Лiнiйнi рiвняння першого порядку

1.3.1 Загальна теорiя

Рiвняння, що є лiнiйним вiдносно невiдомої функцiї та її похiдної, називається
лiнiйним диференцiальним рiвнянням. Його загальний вигляд такий:

dy

dx
+ p(x)y = q(x).
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Якщо q(x) ≡ 0, тобто рiвняння має вигляд

dy

dx
+ p(x)y = 0,

то воно зветься однорiдним. Однорiдне рiвняння є рiвнянням зi змiнними, що
роздiляються i розв’язується таким чином:

dy

y
= −p(x) dx,∫

dy

y
= −

∫
p(x) dx,

ln y = −
∫
p(x) dx+ lnC.

Нарештi

y = C exp

{
−
∫
p(x) dx

}
Розв’язок неоднорiдного рiвняння будемо шукати методом варiацiї довiльних
сталих (методом невизначених множникiв Лагранжа). Вiн складається в то-
му, що розв’язок неоднорiдного рiвняння шукається в такому ж виглядi, як
i розв’язок однорiдного, але C вважається невiдомою функцiєю вiд x, тобто
C = C(x) i

y = C(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
Для знаходження C(x) пiдставимо y у рiвняння

dC(x)

dx
exp

{
−
∫
p(x) dx

}
= −C(x)p(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
+

+ p(x)C(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
= q(x).

Звiдси

dC(x) = q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx.

Проiнтегрувавши, одержимо

C(x) =

∫
q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx+ C.

I загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

y = exp

{
−
∫
p(x) dx

}(∫
q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx+ C

)
.
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Якщо використовувати початковi умови y(x0) = y0, то розв’язок можна запи-
сати у формi Кошi:

y(x, x0, y0) = exp

{
−
∫ x

x0

p(t) dt

}(∫ x

x0

q(t) exp

{∫ x

t

p(ξ) dξ

}
dt+ y0

)
.

1.3.2 Рiвняння Бернуллi

Рiвняння вигляду
dy

dx
+ p(x)y = q(x)ym, m 6= 1

називається рiвнянням Бернуллi. Роздiлимо на ym i одержимо

y−m
dy

dx
+ p(x)y1−m = q(x).

Зробимо замiну:

y1−m = z, (1−m)y−m
dy

dx
= dz.

Пiдставивши в рiвняння, отримаємо

1

1−m
· dz

dx
+ p(x)z = q(x).

Одержали лiнiйне диференцiальне рiвняння. Його розв’язок має вигляд

z = exp

{
−(1−m)

∫
p(x) dx

}
·

·
(

(1−m)

∫
q(x) exp

{
(1−m)

∫
p(x) dx

}
dx+ C

)
.

1.3.3 Рiвняння Рiкаттi

Рiвняння вигляду
dy

dx
+ p(x)y + r(x)y2 = q(x)

називається рiвнянням Рiкаттi. В загальному випадку рiвняння Рiкаттi не iн-
тегрується. Вiдомi лише деякi частиннi випадки рiвнянь Рiкаттi, що iнтегру-
ються в квадратурах. Розглянемо один з них. Нехай вiдомий один частинний
розв’язок y = y1(x). Робимо замiну y = y1(x) + z i одержуємо

dy1(x)

dx
+

dz

dx
+ p(x)(y1(x) + z) + r(x)(y1(x) + z)2 = q(x).
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Оскiльки y1(x) — частинний розв’язок, то

dy1(x)

dx
+ p(x)y1 + r(x)y2

1 = q(x).

Розкривши в попереднiй рiвностi дужки i використовуючи останнє зауважен-
ня, одержуємо

dz

dx
+ p(x)z + 2r(x)y1(x)z + r(x)z2 = 0.

Перепишемо одержане рiвняння у виглядi

dz

dx
+ (p(x) + 2r(x)y1(x)) z = −r(x)z2,

це рiвняння Бернуллi з m = 2.

1.3.4 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 1.9
Розв’язати рiвняння

y′ − y tanx = cosx.

Розв’язок. Використовуючи вигляд загального розв’язку, отримаємо

y = exp

{∫
tanx dx

}(∫
exp

{
−
∫

tanx dx

}
cosx dx+ C

)
.

Оскiльки ∫
tanx dx = − ln | cosx|,

то отримаємо

y = e− ln | cosx|
(∫

eln | cosx| cosx dx+ C

)
=

=
1

cosx

(∫
cos2 x dx+ C

)
=

=
1

cosx

(
x

2
+

sin 2x

4
+ C

)
.

Або
y =

C

cosx
+

x

2 cosx
+

sinx

2
.
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Приклад 1.10
Знайти частинний розв’язок рiвняння

y′ − y

x
= x2,

що задовольняє початковiй умовi y(2) = 2.

Розв’язок. Використовуючи вигляд загального розв’язку, отримаємо

y = exp

{∫
1

x
dx

}(∫
exp

{
−
∫

1

x
dx

}
x2 dx+ C

)
=

= eln |x|
(∫

e− ln |x|x2 dx+ C

)
=

= x

(∫
x dx+ C

)
=

= x

(
x2

2
+ C

)
.

Таким чином
y = Cx+

x3

2
.

Пiдставивши початковi умови y(2) = 2, одержимо 2 = 2C + 4. Звiдси C = −1
i частинний розв’язок має вигляд

yчаст. =
x3

2
− x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 1.59.

xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x;

Задача 1.60.

(2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

Задача 1.61.

y′ = 2x(x2 + y);

Задача 1.62.

x2y′ + xy + 1 = 0;

Задача 1.63.

y′ + y tanx = secx;

Задача 1.64.

x(y′ − y) = ex;

Задача 1.65.

(xy′ − 1) lnx = 2y;
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Задача 1.66.

(y + x2) dx = x dy;

Задача 1.67.

(2ex − y) dx = dy;

Задача 1.68.

sin2 y + x cot y =
1

y2
;

Задача 1.69.

(x+ y2)y′ = y;

Задача 1.70.

(3ey − x)y′ = 1;

Задача 1.71.

y = x(y′ − x cosx).

Знайти частиннi розв’язки рiвняння з заданими початковими умовами:

Задача 1.72.

y′ − y

x
= − lnx

x
, y(1) = 1;

Задача 1.73.

y′ − 2xy

1 + x2
= 1 + x2, y(1) = 3;

Задача 1.74.

y′ − 2y

x+ 1
= ex(x+ 1)2, y(0) = 1;

Задача 1.75.

xy′ + 2y = x64, y(1) = −5

8
;

Задача 1.76.
y′ − y

x
= x sinx, y

(π
2

)
= 1;

Задача 1.77.

y′ +
y

x
= sinx, y(π) =

1

π
;

Задача 1.78.
(13y3 − x)y′ = 4y, y(5) = 1;

Задача 1.79.
2(x+ ln2 y − ln y)y′ = y, y(2) = 1.

Розв’язати рiвняння Бернуллi:
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Задача 1.80.

y′ + xy = (1 + x)e−xy2;

Задача 1.81.

xy′ + y = 2y2 lnx;

Задача 1.82.

2(2xy′ + y) = xy2;

Задача 1.83.

3(xy′ + y) = y2 lnx;

Задача 1.84.

2(y′ + y) = xy2.

Розв’язати рiвняння Рiкаттi:

Задача 1.85.

x2y′ + xy + x2y2 = 4;

Задача 1.86.

3y′ + y2 +
2

x
= 0;

Задача 1.87.

xy′ − (2x+ 1)y + y2 = 5− x2;

Задача 1.88.

y′ − 2xy + y2 = 5− x2;

Задача 1.89.

y′ + 2yex − y2 = e2x + ex.

1.4 Рiвняння в повних диференцiалах

1.4.1 Загальна теорiя

Якщо лiва частина диференцiального рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0,

є повним диференцiалом деякої функцiї u(x, y), тобто

du(x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy,

i, таким чином, рiвняння набуває вигляду du(x, y) = 0 то рiвняння називається
рiвнянням в повних диференцiалах. Звiдси вираз

u(x, y) = C

є загальним iнтегралом диференцiального рiвняння.

Критерiєм того, що рiвняння є рiвнянням в повних диференцiалах, тобто не-
обхiдною та достатньою умовою, є виконання рiвностi

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.
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Нехай маємо рiвняння в повних диференцiалах. Тодi

∂u(x, y)

∂x
= M(x, y),

∂u(x, y)

∂y
= N(x, y).

Звiдси

u(x, y) =

∫
M(x, y) dx+ ϕ(y),

де ϕ(y) — невiдома функцiя. Для її визначення продиференцiюємо спiввiдно-
шення по y i прирiвняємо N(x, y):

∂u(x, y)

∂y
=

∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

)
+

dϕ(y)

dy
= N(x, y).

Звiдси

ϕ(y) =

∫ (
N(x, y)− ∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

))
dy.

Остаточно, загальний iнтеграл має вигляд∫
M(x, y) dx+

∫ (
N(x, y)− ∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

))
dy = C.

Як вiдомо з математичного аналiзу, якщо вiдомий повний диференцiал, то
функцiю u(x, y) можна визначити, взявши криволiнiйний iнтеграл по довiль-
ному контуру, що з’єднує фiксовану точку (x0, y0) i точку iз змiнними коор-
динатами (x, y).

Бiльш зручно брати криву, що складається iз двох вiдрiзкiв прямих. В цьому
випадку криволiнiйний iнтеграл розпадається на два простих iнтеграла

u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

M(x, y) dx+N(x, y) dy =

=

∫ (x,y0)

(x0,y0)

M(x, y) dx+

∫ (x,y)

(x,y0)

N(x, y) dy =

=

∫ x

x0

M(ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

N(x, η) dη.

У цьому випадку одразу одержуємо розв’язок задачi Кошi.∫ x

x0

M(ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

N(x, η) dη = 0.
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1.4.2 Множник, що iнтегрує

В деяких випадках рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0,

не є рiвнянням в повних диференцiалах, але iснує функцiя µ = µ(x, y) така,
що рiвняння

µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0,

вже буде рiвнянням в повних диференцiалах. Необхiдною та достатньою умо-
вою цього є рiвнiсть

∂

∂y
(µ(x, y)M(x, y)) =

∂

∂x
(µ(x, y)N(x, y)),

або
∂µ

∂y
M + µ

∂M

∂y
=
∂µ

∂x
N + µ

∂N

∂x
.

Таким чином замiсть звичайного диференцiального рiвняння вiдносно фун-
кцiї y(x) одержимо диференцiальне рiвняння в частинних похiдних вiдносно
функцiї µ(x, y).

Задача iнтегрування його значно спрощується, якщо вiдомо в якому виглядi
шукати функцiю µ(x, y), наприклад µ = µ(ω(x, y)) де ω(x, y) — вiдома фун-
кцiя. В цьому випадку одержуємо

∂µ

∂y
=

dµ

dω
· ∂ω
∂y
,

∂µ

∂x
=

dµ

dω
· ∂ω
∂x

Пiсля пiдстановки в попереднє рiвняння маємо

dµ

dω
· ∂ω
∂y
·M + µ

∂M

∂y
=

dµ

dω
· ∂ω
∂x
·N + µ

∂N

∂x
.

або
dµ

dω

(
∂ω

∂x
N − ∂ω

∂y
M

)
= µ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
.

Роздiлимо змiннi
dµ

µ
=

∂M
∂y
− ∂N

∂x

∂ω
∂x
N − ∂ω

∂y
M

dω.

Проiнтегрувавши i поклавши сталу iнтегрування одиницею, одержимо:

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

∂ω
∂x
N − ∂ω

∂y
M

dω

}
.

Розглянемо частиннi випадки.
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1. Нехай ω(x, y) = x. Тодi ∂ω/∂x = 1, ∂ω/∂y = 0, dω = dx i формула має
вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

N
dx

}
.

2. Нехай ω(x, y) = y. Тодi ∂ω/∂x = 0, ∂ω/∂y = 1, dω = dy i формула має
вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

−M
dy

}
.

3. Нехай ω(x, y) = x2 ± y2. Тодi ∂ω/∂x = 2x, ∂ω/∂y = ±2y, dω = d(x2 ± y2)
i формула має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

2xN ∓ 2yM
d(x2 ± y2)

}
.

4. Нехай ω(x, y) = xy. Тодi ∂ω/∂x = y, ∂ω/∂y = x, dω = d(xy) i формула
має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

yN − xM
d(xy)

}
.

1.4.3 Вправи для самостiйної роботи

Як вже було сказано, рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

буде рiвнянням в повних диференцiалах, якщо його лiва частина є повним
диференцiалом деякої функцiї. Це має мiсце при

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.

Приклад 1.11
Розв’язати рiвняння

(2x+ 3x2y) dx+ (x3 − 3y2) dy = 0.
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Розв’язок. Перевiримо, що це рiвняння є рiвнянням в повних диференцiалах.
Обчислимо

∂

∂y
(2x+ 3x2y) = 3x2,

∂

∂x
(x3 − 3y2) = 3x2.

Таким чином iснує функцiя u(x, y), що

∂u(x, y)

∂x
= 2x+ 3x2y.

Проiнтегруємо по x. Отримаємо

u(x, y) =

∫
(2x+ 3x2y) dx+ Φ(y) = x2 + x3y + Φ(y).

Для знаходження функцiї Φ(y) вiзьмемо похiдну вiд u(x, y) по y i прирiвняємо
до x3 − 3y2. Отримаємо

∂u(x, y)

∂y
= x3 + Φ′(y) = x3 − 3y2.

Звiдси Φ′(y) = −3y2 i Φ(y) = −y3. Таким чином,

u(x, y) = x2 + x3y − y3

i загальний iнтеграл диференцiального рiвняння має вигляд

x2 + x3y − y3 = C.

Перевiрити, що данi рiвняння є рiвняннями в повних диференцiалах, i роз-
в’язати їх:

Задача 1.90.
2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0;

Задача 1.91.
(2− 9xy2)x dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0;

Задача 1.92.
e−y dx− (2y + xe−y) dy = 0;

Задача 1.93.
y

x
dx+ (y3 + lnx) dy = 0;

Задача 1.94.
3x2 + y2

y2
dx− 2x3 + 5y

y3
dy = 0;
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Задача 1.95.
2x
(

1 +
√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0;

Задача 1.96.
(1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0;

Задача 1.97.

3x2(1 + ln y) dx =

(
2y − x3

y

)
dy;

Задача 1.98. (
x

sin y
+ 2

)
dx+

(x2 + 1) cos y

cos 2y − 1
dy = 0;

Задача 1.99.
(2x+ yexy) dx+ (xexy + 3y2) dy = 0;

Задача 1.100. (
2 +

1

x2 + y2

)
x dx+

y

x2 + y2
dy = 0;

Задача 1.101. (
3y2 − y

x2 + y2

)
dx+

(
6xy +

x

x2 + y2

)
dy = 0.

Розв’язати, використовуючи множник, що iнтегрує:

Задача 1.102. µ = µ(x− y),

(2x3 + 3x2y + y2 − y3) dx+ (2y3 + 3xy2 + x2 − x3) dx = 0;

Задача 1.103. (
y − ay

x
+ x
)

dx+ a dy = 0, µ = µ(x+ y);

Задача 1.104.

(x2 + y) dy + x(1− y) dx = 0, µ = µ(xy);

Задача 1.105.
(x2 − y2 + y) dx+ x(2y − 1) dy = 0;

Задача 1.106.
(2x2y2 + y) dx+ (x3y − x) dy = 0.
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1.5 Рiвняння першого порядку, не розв’язанi вiдносно
похiдної

Диференцiальне рiвняння першого порядку, не розв’язане вiдносно похiдної,
має такий вигляд

F (x, y, y′) = 0.

1.5.1 Частиннi випадки рiвнянь, що iнтегруються в квадратурах

Розглянемо ряд диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в квадратурах.

1. Рiвняння вигляду
F (y′) = 0.

Нехай алгебраїчне рiвняння F (k) = 0 має принаймнi один дiйсний корiнь
k = k0. Тодi, iнтегруючи y′ = k0, одержимо y = k0x+C. Звiдси знаходимо
k0 = (y − C)/x i вираз

F

(
y − c
x

)
= 0

мiстить всi розв’язки вихiдного диференцiального рiвняння.

2. Рiвняння вигляду
F (x, y′) = 0.

Нехай це рiвняння можна записати у параметричному виглядi{
x = ϕ(t),

y′ = ψ(t).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

dy = ψ(t)ϕ′(t) dt.

Проiнтегрувавши, запишемо

y =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C.

I загальний розв’язок в параметричнiй формi має вигляд
x = ϕ(t),

y =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C.
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3. Рiвняння вигляду
F (y, y′) = 0.

Нехай це рiвняння можна записати у параметричному виглядi{
y = ϕ(t),

y′ = ψ(t).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

ϕ′(t) dt = ψ(t) dx

i
dx =

ϕ′(t)

ψ(t)
dt

Проiнтегрувавши, запишемо

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C.

I загальний розв’язок в параметричнiй формi має виглядx =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C,

y = ϕ(t).

4. Рiвняння Лагранжа
y = ϕ(y′)x+ ψ(y′).

Введемо параметр y′ = dy/ dx = p i отримаємо

y = ϕ(p)x+ ψ(p).

Продиференцiювавши, запишемо

dy = ϕ′(p)x dp+ ϕ(p) dx+ ψ′(p) dp.

Замiнивши dy = p dx одержимо

p dx = ϕ′(p)x dp+ ϕ(p) dx+ ψ′(p) dp.
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Звiдси
(p− ϕ(p)) dx− ϕ′(p)x dp = ψ′(p) dp.

I отримали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

dx

dp
+

ϕ′(p)

ϕ(p)− p
x =

ϕ′(p)

p− ϕ(p)
.

Його розв’язок

x = exp

{∫
ϕ′(p)

p− ϕ(p)
dp

}
·

·
(∫

ϕ′(p)

p− ϕ(p)
exp

{∫
ϕ′(p)

ϕ(p)− p
dp

}
dp+ C

)
= Ψ(p, C).

I остаточний розв’язок рiвняння Лагранжа в параметричнiй формi за-
пишеться у виглядi {

x = Ψ(p, C),

y = ϕ(p)Φ(p, C) + ψ(p).

5. Рiвняння Клеро.

Частинним випадком рiвняння Лагранжа, що вiдповiдає ϕ(y′) = y′ є
рiвняння Клеро

y = y′x+ ψ(y′).

Поклавши y′ = dy/ dx = p, отримаємо y = px+ψ(p). Продиференцiюємо

dy = p dx+ x dp+ ψ′(p) dp.

Оскiльки dy = p dx, то

p dx = p dx+ x dp+ ψ′(p) dp.

Скоротивши, одержимо

(x+ ψ′(p)) dp = 0.

Можливi два випадки.
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(а) x+ ψ′(p)− 0 i розв’язок має вигляд{
x = −ψ′(p),
y = −pψ′(p) + ψ(p).

(б) dp = 0, p = C i розв’язок має вигляд

y = Cx+ ψ(C).

Загальним розв’язком рiвняння Клеро буде сiм’я “прямих”. Її огинає осо-
блива крива.

6. Параметризацiя загального вигляду. Нехай диференцiальне рiвняння

F (x, y, y′) = 0

вдалося записати у виглядi системи рiвнянь з двома параметрами

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), y′ = θ(u, v).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

∂ψ(u, v)

∂u
du+

∂ψ(u, v)

∂v
dv = θ(u, v)

(
∂ϕ(u, v)

∂u
du+

∂ϕ(u, v)

∂v
dv

)
Перегрупувавши члени, одержимо(

∂ψ(u, v)

∂u
− θ(u, v)

∂ϕ(u, v)

∂u

)
du =

(
θ(u, v)

∂ϕ(u, v)

∂v
− ∂ψ(u, v)

∂v

)
dv.

Звiдси
du

dv
=
θ(u, v) · ∂ϕ(u,v)

∂v
− ∂ψ(u,v)

∂v
∂ψ(u,v)
∂u
− θ(u, v) · ∂ϕ(u,v)

∂u

.

Або отримали рiвняння вигляду

du

dv
= f(u, v).

Параметризацiя загального вигляду не дає iнтеграл диференцiального
рiвняння. Вона дозволяє звести диференцiальне рiвняння, не розв’язане
вiдносно похiдної, до диференцiального рiвняння, розв’язаного вiдносно
похiдної.
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7. Нехай рiвняння F (x, y, y′) = 0 можна розв’язати вiдносно y′ i воно має n
коренiв, тобто його можна записати у виглядi

n∏
i=1

(y′ − fi(x, y)) = 0.

Розв’язавши кожне з рiвнянь y′ = fi(x, y), i = 1, n, отримаємо n загаль-
них розв’язкiв (або iнтервалiв) y = ϕi(x,C), i = 1, n (або ϕu(x, y) = C,
i = 1, n). I загальний розв’язок вихiдного рiвняння, не розв’язаного вiд-
носно похiдної має вигляд

n∏
i=1

(y − ϕi(x,C)) = 0,

або
n∏
i=1

(ϕi(x, y)− C) = 0.

1.5.2 Вправи для самостiйної роботи

1. Розв’язати рiвняння вигляду F (y′) = 0:

Приклад 1.12
(y′)3 − 1 = 0;

Розв’язок. Рiвняння має дiйсний розв’язок, тобто воно поставлене коре-
ктно. Тому його розв’язком буде(

y − C
x

)3

− 1 = 0.

Задача 1.107.

(y′)2 − 2y′ + 1 = 0;

Задача 1.108.

(y′)4 − 16 = 0.

2. Розв’язати рiвняння вигляду F (x, y′) = 0:

Приклад 1.13
x = (y′)3 + y′;
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Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, x = t3 + t. Використовуючи
основну форму запису dy = y′ dx одержимо

dy = t(3t2 + 1) dt.

Звiдси

y =

∫
t(3t2 + 1) dt =

3t4

4
+
t2

2
+ C.

Остаточний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = t3 + t, y =
3t4

4
+
t2

2
+ C.

Задача 1.109.

x((y′)2 − 1) = 2y′;

Задача 1.110.

x = y′
√

(y′)2 − 1;

Задача 1.111.

y′(x− ln y′)− 1.

3. Розв’язати рiвняння вигляду F (y, y′) = 0:

Приклад 1.14
y = (y′)2 + 2(y′)3;

Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, y = t2 + 2t3. Використовуючи
основну форму запису dy = y′ dx, одержуємо

(2t+ 6t2) dt = t dx.

Звiдси

dx = (2 + 6t) dt, x =

∫
(2 + 6t) dt = 2t+ 3t2 + C.

Остаточний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = 2t+ 3t2, y = t2 + 2t.

Крiм того за рахунок скорочення втрачено y ≡ 0.
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Задача 1.112.

y = ln(1 + (y′)2);

Задача 1.113.

y = (y′ − 1)ey
′
;

Задача 1.114.

(y′)4 − (y′)2 = y2.

4. Розв’язати рiвняння Лагранжа

Приклад 1.15
y = −xy′ + 4

√
y′;

Розв’язок. Робимо параметризацiю

y′ = t, y = −xt+ 4
√
t.

Диференцiюємо друге рiвняння.

dy = −x dt− t dx+
2√
t

dt.

Оскiльки зроблено замiну dy = t dx, то одержимо

t dx = −x dt− t dx+
2 dt√
t
,

або
2t dx = −x dt+

2 dt√
t
.

Звiдси
dx

dt
+
x

2t
=

1

t
√
t
.

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння може бути представлений у
виглядi

x = exp

{
−
∫

dt

2t

}(∫
exp

{∫
dt

2t

}
1

t
√
t

+ C

)
=

=
1√
t

(∫
dt

t
+ C

)
=

ln |t|+ C√
t

.

Остаточно маємо

x =
ln |t|+ C√

t
, y = −

√
t(ln |t|+ C) + 4

√
t.

Крiм того при дiленнi на t втратили y ≡ 0.
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Задача 1.115.

y = 2xy′ − 4(y′)3;

Задача 1.116.

y = x(y′)2 − 2(y′)3;

Задача 1.117.

xy′(y′ + 2) = y;

Задача 1.118.

2xy′ − y = ln y′.

5. Розв’язати рiвняння Клеро

Приклад 1.16
y = xy′ − (y′)2;

Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, y = xt − t2. Диференцiюємо
друге рiвняння:

dy = x dt+ t dx− 2t dt.

Оскiльки зроблено замiну dy = t dx, то одержимо

t dx = x dt+ t dx− 2t dt.

Звiдси (x− 2t) dt = 0. I маємо двi гiлки

(а) Особливий розв’язок x = 2t, y = t2, або y = x2/4.

(б) Загальний розвозок y = Cx− C2.

Задача 1.119.

y = xy′ + 4
√
y′;

Задача 1.120.

y = xy′ + 2− y′;

Задача 1.121.

y = xy′ − ln y′;

Задача 1.122.

y = xy′ + sin y′;

Задача 1.123.

y = xy′ +
√

1 + (y′)2;

Задача 1.124.

y = xy′ + (y′)3;

Задача 1.125.

y = xy′ + cos(2 + y′);

Задача 1.126.

y = xy′ − ln
√

1 + (y′)2;

Задача 1.127.

y = xy′ − y′ − (y′)3;
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Задача 1.128.

y = xy′ −
√

2− (y′)2;

Задача 1.129.

y = xy′ +
√

2y′ + 2;

Задача 1.130.

y = xy′ − ey′ ;

Задача 1.131.

y = xy′ − tan y′;

Задача 1.132.

(y′)3 = 3(xy′ − y).

6. Розв’язати рiвняння параметризацiєю загального виду

Приклад 1.17
(y′)2 − 2xy′ = x2 − 4y;

Розв’язок. Введемо параметризацiю рiвняння

x = u, y′ = v, y =
u2 + 2uv − v2

4
.

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо рiвняння

1

u
(2u du+ 2u dv + 2v du− 2v dv) = v du.

Перепишемо його у виглядi

(u+ v) du+ (u− v) dv = 2v du,

або
(u− v) du+ (u− v) dv = 0,

Воно роздiляється на два

(а) du+ dv = 0 =⇒ v = −u+ C.

Пiдставивши в параметризовану систему, одержуємо

x = u, y =
u2 + 2u(−u+ C)− (−u+ C)2

4
,

або

y =
x2 + 2x(−x+ C)− (−x+ C)2

4
=
−2x2 + 4Cx− C2

4
.

(б) u− v = 0 =⇒ v = u. I розв’язок має вигляд y = x2/2.
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Задача 1.133.

5y + (y′)2 = x(x+ y′);

Задача 1.134.

x2(y′)2 = xyy′ + 1;

Задача 1.135.

(y′)3 + y2 = xyy′;

Задача 1.136.

y = x(y′)2 − 2(y′)3;

Задача 1.137.

2xy′ − y = y′ ln(yy′);

Задача 1.138.

y′ = exy
′/y.

7. Розв’язати рiвняння

Приклад 1.18
(y′)2 − y2 = 0;

Розв’язок. Це рiвняння розв’язується вiдносно y′. Маємо

y′ = y, y′ = −y.

Розв’язок першого має вигляд y = cex, другого Ce−x. Загальний розв’яз-
ок має вигляд

(y − cex)(y − Ce−x) = 0.

Задача 1.139.

y2((y′)2 + 1) = 1;

Задача 1.140.

(y′)2 − 4y3 = 0;

Задача 1.141.

x(y′)2 = y;

Задача 1.142.

(y′)2 + xy = y2 + xy′;

Задача 1.143.

xy′(xy′ + y) = 2y2.

1.6 Iснування та єдинiсть розв’язкiв рiвнянь першого по-
рядку. Неперервна залежнiсть та диференцiйованiсть

Клас диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в квадратурах, досить неве-
ликий, тому мають велике значення наближенi методи розв’язку диференцi-
альних рiвнянь. Але, щоб використовувати цi методи, треба бути впевненим
в iснуваннi розв’язку шуканого рiвняння та в його єдиностi.
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Зараз значна частина теорем iснування та єдиностi розв’язкiв не тiльки ди-
ференцiальних, але й рiвнянь iнших видiв доводиться методом стискаючих
вiдображень.

Означення 1.19. ПростiрM називається метричним, якщо для довiльних двох
точок x, y ∈M визначена функцiя ρ(x, y), що задовольняє аксiомам:

1. ρ(x, y) ≥ 0, причому ρ(x, y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = y;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) (комутативнiсть);

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) (нерiвнiсть трикутника).

Функцiя ρ(x, y) називається вiдстанню (метрикою) в просторi M .

Приклад 1.20
Векторний n-вимiрний простiр Rn.

Нехай x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). За метрику можна взяти:

ρ(x, y) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)2

)1/2

,

або
ρ(x, y) = max

i=1,n
|xi − yi|.

Приклад 1.21
Простiр неперервних функцiй на вiдрiзку [a, b] позначається C([a, b]). За
метрику можна взяти

ρ(x(t), y(t)) =

(∫ b

a

(x(t)− y(t))2 dt

)1/2

,

або
ρ(x(t), y(t)) = max

t∈[a,b]
|x(t)− y(t)|.
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Означення 1.22. Послiдовнiсть {xn}∞n=1 називається фундаментальною, якщо
для довiльного ε > 0 iснує n ≥ N(ε) таке, що при n ≥ N(ε) i довiльному m ∈ N
буде ρ(xn, xn+m) < ε.

Означення 1.23. Метричний простiр називається повним, якщо довiльна фун-
даментальна послiдовнiсть точок простору збiгається до деякої точки простору.

Теорема 1.24 (принцип стискаючих вiдображень)
Нехай в повному метричному просторi M задано оператор A, що задо-
вольняє умовам.

1. Оператор A переводить точки просторуM в точки цього ж простору,
тобто якщо x ∈M , то i Ax ∈M .

2. Оператор A є оператором стиску, тобто ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y), де ста-
ла 0 < α < 1, а x, y — довiльнi точки M .

Тодi iснує єдина нерухома точка x̄ ∈ M , яка є розв’язком операторного
рiвняння Ax̄ = x̄ i вона може бути знайдена методом послiдовних вiд-
ображень, тобто x = limn→∞ xn, де xn+1 = Axn, причому x0 вибирається
довiльно.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈M i побудуємо послiдовнiсть Anx0.
Покажемо, що побудована послiдовнiсть є фундаментальною. Дiйсно

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) ≤ αρ(x1, x0),

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) ≤ αρ(x2, x1) ≤ α2ρ(x1, x0),

ρ(xn+1, xn) = ρ(Axn, Axn−1) ≤ αρ(xn, xn−1) ≤ . . . ≤ αnρ(x1, x0).

Оцiнимо ρ(xn, xn+m). Застосувавши m− 1 раз нерiвнiсть трикутника, отриму-
ємо

ρ(xn, xn+m) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+m−1, xn+m) ≤
≤ αnρ(x1, x0) + αn+1ρ(x1, x0) + αn+m−1ρ(x1, x0) =

= (αn + αn+1 + . . .+ αn+m)ρ(x1, x0) <
αn

1− α
ρ(x1, x0) −−−→

n→∞
0.

Тобто послiдовнiсть {xn} є фундаментальною i, в силу повноти простору M ,
збiгається до деякого елемента цього ж простора x.
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Покажемо, що x є нерухомою точкою A, тобто Ax = x.

Нехай вiд супротивного Ax = x̄ i x 6= x̄. Застосувавши нерiвнiсть трикутника,
одержимо ρ(x, x̄) < ρ(x, xn+1) + ρ(xn+1, x̄). Оцiнимо кожний з доданкiв.

1. ρ(x, xn+1) −−−→
n→∞

0.

2. ρ(xn+1, x̄) = ρ(Axn, Ax) ≤ αρ(xn, x) −−−→
n→∞

0.

Таким чином ρ(x, x̄) ≤ 0, а в силу невiд’ємностi метрики це значить, що x = x̄.

Покажемо, що нерухома точка єдина. Нехай, вiд супротивного, iснують двi
точки x i y: Ax = x i Ay = y. Але тодi

ρ(x, y) = ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y) < ρ(x, y),

що суперечить припущенню про стислiсть оператора. Таким чином, припуще-
ння про неєдинiсть нерухомої точки помилкове.

З використанням теореми про нерухому точку доведемо теорему про iснуван-
ня та єдинiсть розв’язку задачi Кошi диференцiального рiвняння, розв’язаного
вiдносно похiдної.

Теорема 1.25 (про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi)
Нехай у диференцiальному рiвняннi dy/ dx = f(x, y) функцiя f(x, y) ви-
значена в прямокутнику

D = {(x, y) : x0 − a ≤ x ≤ x0 + a, y0 − b ≤ y ≤ y0 + b},

i задовольняє умовам:

1. f(x, y) неперервна по x та y у D;

2. f(x, y) задовольняє умовi Лiпшиця по змiннiй y, тобто

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ N |y1 − y2|, N = const.

Тодi iснує єдиний розв’язок y = y(x) диференцiального рiвняння, який
визначений при x0 − h ≤ x ≤ x0 + h, i задовольняє умовi y(x0) = y0, де
позначено h < min{a, b/M, 1/N}, M = max(x,y)∈D |f(x, y)|.
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Доведення. Розглянемо простiр, елементами якого є функцiї y(x), неперерв-
нi на вiдрiзку [x0 − h, x0 + h] й обмеженi |y(x) − y0| ≤ b. Введемо метрику
ρ(y(x), z(x)). Одержимо повний метричний простiр C([x0−h, x0 +h]). Замiни-
мо диференцiальне рiвняння

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0

еквiвалентним iнтегральним рiвнянням

y(x) =

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt+ y0 = Ay.

Розглянемо оператор A. Через те, що∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, y(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t, y(t))| dt ≤M |x− x0| ≤Mh ≤ b,

то оператор A ставить у вiдповiднiсть кожнiй неперервнiй функцiї y(x), ви-
значенiй при x ∈ [x0 − h, x0 + h] й обмеженiй |y(x)− y0| ≤ b також неперервну
функцiю Ay, визначену при x ∈ [x0 − h, x0 + h] й обмежену |y(x)− y0| ≤ b.

Перевiримо, чи є оператор A оператором стиску:

ρ(Ay,Az) = max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dy − y0 −
∫ x

x0

f(t, z(t)) dt

∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈[x0−h,x0+h]

∫ x

x0

|f(t, y(t))− f(t, z(t))| dt ≤

≤ N max
x∈[x0−h,x0+h]

∫ x

x0

|y(t)− z(t)| dt ≤

≤ N max
x∈[x0−h,x0+h]

|y(t)− z(t)|
∫ x

x0

dt ≤ Nρ(y, z)h.

Оскiльки Nh < 1, то оператор A є оператором стиску. Вiдповiдно до принципу
стискаючих вiдображень операторне рiвняння Ay = y має єдиний розв’язок.
Тобто iнтегральне рiвняння чи початкова задача Кошi також має єдиний роз-
в’язок.

Зауваження 1.26 — Умову Лiпшиця можна замiнити iншою, бiльш гру-
бою, але легше перевiряємою умовою iснування обмеженої по модулю ча-
стинної похiдної f ′y(x, y) в областi D. Дiйсно,

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |f ′y(x, ξ)||y1 − y2| ≤ N |y1 − y2|,
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де N = max(x,y)∈D |f ′y(x, y)|.

Використовуючи доведену теорему про iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi розглянемо ряд теорем, що описують якiсну поведiнку розв’язкiв.

Теорема 1.27 (про неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд параметру)
Якщо права частина диференцiального рiвняння

dy

dx
= f(x, y, µ)

неперервна по µ при µ ∈ [µ1, µ2] i при кожному фiксованому µ задоволь-
няє умовам теореми iснування й єдиностi, причому стала Лiпшиця N не
залежить вiд µ, то розв’язок y = y(x, µ), що задовольняє початковiй умовi
y(x0) = y0, неперервно залежить вiд µ.

Доведення. Оскiльки члени послiдовностi

yn(x, µ) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn(t, µ)) dt

є неперервними функцiями змiнних x i µ, а стала N не залежить вiд µ, то
послiдовнiсть {yn} збiгається до y рiвномiрно по µ. I, як випливає з математи-
чного аналiзу, якщо послiдовнiсть неперервних функцiй збiгається рiвномiрно,
то вона збiгається до неперервної функцiї, тобто y = y(x, µ) — функцiя, непе-
рервна по µ.

Теорема 1.28 (про неперервну залежнiсть вiд початкових умов)
Нехай виконанi умови теореми про iснування та єдинiсть розв’язкiв рiв-
няння

dy

dx
= f(x, y)

з початковими умовами y(x0) = y0. Тодi, розв’язки y = y(x0, y0, x), що
записанi у формi Кошi, неперервно залежать вiд початкових умов.

Доведення. Роблячи замiну x = y(x0, y0, x) − y0, t = x − x0 одержимо дифе-
ренцiальне рiвняння

dz

dt
= f(t+ x0, z + y0)

з нульовими початковими умовами. На пiдставi попередньої теореми маємо
неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд x0, y0 як вiд параметрiв.
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Теорема 1.29 (про диференцiйованiсть розв’язкiв)
Якщо в околi деякої точки (x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi змiшанi
похiднi до k-го порядку, то розв’язок y(x) рiвняння

dy

dx
= f(x, y)

з початковими умовами y(x0) = y0 в деякому околi точки (x0, y0) буде k
разiв неперервно диференцiйований.

Доведення. Пiдставивши y(x) в рiвняння, одержимо тотожнiсть

dy(x)

dx
≡ f(x, y(x)),

яку можна диференцiювати

d2y

dx2 =
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
f.

Якщо k > 1, то праворуч функцiя неперервно диференцiйована. Продиферен-
цiюємо її ще раз

d3y

dx3 =
∂2f

∂x2 +
∂2f

∂x∂y

dy

dx
+

(
∂2f

∂y∂x
+
∂2f

∂y2

dy

dx

)
f +

∂f

∂y

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

)
,

або
d3y

dx3 =
∂2f

∂x2 + 2
∂2f

∂x∂y
f +

∂2f

∂y2 f
2 +

∂f

∂y

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y
F

)
,

Проробивши це k разiв, отримаємо твердження теореми.

Розглянемо диференцiальне рiвняння, не розв’язане вiдносно похiдної

F (x, y, y′) = 0.

Нехай (x0, y0) — точка на площинi. Пiдставивши її в рiвняння, одержимо вiд-
носно y′ алгебраїчне рiвняння

F (x0, y0, y
′) = 0.

Це рiвняння має коренi y′0, y′1, . . . , y′n. Задача Кошi для диференцiального рiв-
няння, не розв’язаного вiдносно похiдної, ставиться в такий спосiб.

Потрiбно знайти розв’язок y = y(x) диференцiального, що задовольняє умо-
вам y(x0) = y0, y′(x0) = y′i, де x0, y0 — довiльнi значення, а y′i — один з вибраних
наперед коренiв алгебраїчного рiвняння.

42



Теорема 1.30 (iснування й єдинiсть розв’язку задачi Кошi рiвняння, не роз-
в’язаного вiдносно похiдної)
Нехай у замкненому околi точки (x0, y0, y

′
i) функцiя F (x, y, y′) задовольняє

умовам:

1. F (x, y, y′) — неперервна по всiх аргументах;

2. ∂F/∂y′ iснує i вiдмiнна вiд нуля;

3. |∂F/∂y| ≤ N0.

Тодi при x ∈ [x0−h, x0+h], де h — досить мале, iснує єдиний розв’язок y =
y(x) рiвняння F (x, y, y′) = 0, що задовольняє початковiй умовi y(x0) = y0,
y′(x0) = y′i.

Доведення. Як випливає з математичного аналiзу вiдповiдно до теореми про
неявну функцiю можна стверджувати, що умови 1) i 2) гарантують iснування
єдиної неперервної в околi точки (x0, y0, y

′
i) функцiї y′ = f(x, y), обумовленої

рiвнянням F (x, y, y′) = 0, для якої y′(x0) = y′i. Перевiримо, чи задовольняє
функцiя f(x, y) умовi Лiпшиця чи бiльш грубiй |∂f/∂y| ≤ N . Диференцiюємо
F (x, y, y′) = 0 по y. Оскiльки y′ = f(x, y), то одержуємо

∂F

∂y
+
∂F

∂y′
∂f

∂y
= 0.

Звiдси
∂f

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂y′

З огляду на умови 2), 3), одержимо, що в деякому околi точки (x0, y0) буде
|∂f/∂y| ≤ N i для рiвняння y′ = f(x, y) виконанi умови теореми iснування й
єдиностi розв’язку задачi Кошi.

1.6.1 Особливi розв’язки

Означення 1.31. Розв’язок y = ϕ(x) диференцiального рiвняння, в кожнiй
точцi якого M(x, y) порушена єдинiсть розв’язку задачi Кошi, називається осо-
бливим розв’язком.

Очевидно, особливi розв’язки треба шукати в тих точках областi D, де по-
рушенi умови теореми про iснування й єдинiсть розв’язку задачi Кошi. Але,
оскiльки умови теореми носять достатнiй характер, то їхнє не виконання для
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iснування особливих розв’язкiв, носить необхiдний характер. I точки N(x, y)
областiD, у яких порушенi умови теореми про iснування та єдинiсть розв’язку
диференцiального рiвняння, є лише “пiдозрiлими” на особливi розв’язки.

Розглянемо рiвняння
y′ = f(x, y).

Неперервнiсть f(x, y) в областi D зазвичай виконується, i особливi розв’язки
варто шукати там, де ∂f/∂y = +±∞.

Для диференцiального рiвняння, не розв’язаного вiдносно похiдної

F (x, y, y′) = 0,

умови неперервностi F (x, y, y′) й обмеженостi ∂F/∂y зазвичай виконуються. I
особливi розв’язки варто шукати там, де задовольняється остання рiвнiсть i

∂F (x, y, y′)

∂y′
= 0.

Вилучаючи iз системи y′, одержимо Φ(x, y) = 0. Однак не в кожнiй точцi
M(x, y), у якiй Φ(x, y), порушується єдинiсть розв’язку, тому що умови тео-
реми мають лише достатнiй характер i не є необхiдними. Якщо ж яка-небудь
гiлка y = ϕ(x) кривої Φ(x, y) є iнтегральною кривою, то y = ϕ(x) називається
особливим розв’язком.

Таким чином, для знаходження особливого розв’язку F (x, y, y′) = 0 треба

1. знайти p-дискримiнантну криву на якiй виконується F (x, y, y′) = 0 та
∂F (x, y, y′)/∂y′ = 0.

2. з’ясувати шляхом пiдстановки чи є серед гiлок p-дискримiнантної кривої
iнтегральнi кривi;

3. з’ясувати чи порушена умова одиничностi в точках цих кривих.

1.6.2 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 1.32
Побудувати послiдовнi наближення y0(x), y1(x), y2(x) для рiвняння y′ =
x− y2, y(0) = 0.
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Розв’язок. Вiзьмемо початкову функцiю y0(0) ≡ 0. Пiдставивши в iтерацiйну
залежнiсть

yn+1(x) = y(x0) +

∫ x

x0

f(s, yn(s)) ds

отримаємо

y1(x) =

∫ x

0

s ds =
x2

2
,

y2(x) =

∫ x

0

(s− y2
1(s)) ds =

∫ x

0

(
s− s4

4

)
ds =

x2

2
− x5

20
.

Побудувати послiдовнi наближення y0(x), y1(x), y2(x) для рiвнянь

Задача 1.1.
y′ = y2 + 3x2 − 1, y(0) = 1;

Задача 1.2.
y′ = y + ey−1, y(0) = 1;

Задача 1.3.
y′ = 1 + x sin y, y(π) = 2π.

Приклад 1.33
Вказати на промiжок з a = 1, b = 1, на якому гарантується iснування
та єдинiсть розв’язку диференцiального рiвняння y′ = y3 + x за умови
y(0) = 1.

Розв’язок. Як випливає з теореми про iснування та єдинiсть розв’язку, про-
мiжок, на якому гарантується iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi
дорiвнює h = min {a, b/M, 1/L}, де

M = max
(x,y)∈D

|f(x, y)|, L = max
(x,y)∈D

∣∣∣∣∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣ .
Для цiєї задачi отримаємо D = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}, M = 2, L = 3. Тому
h = 1/3.

Вказати промiжки, де гарантується iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi рiвняння

Задача 1.4.

y′ = y + ey, x0 = 0, y0 = 0, a = 1, b = 2;
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Задача 1.5.

y′ = 2xy + y3, x0 = 1, y0 = 1, a = 2, b = 1;

Задача 1.6.

y′ = 2 + 3
√
y − 2x, x0 = 0, y0 = 1, a = 1, b = 1.

Приклад 1.34
Знайти особливий розв’язок рiвняння y′ −√y.

Розв’язок. Особливий розв’язок слiд шукати там, де ∂f(x, y)/∂y = ±∞.

Оскiльки
∂f(x, y)

∂y
=

1

2
√
y
,

то отримаємо ȳ(x) = 0 — крива, що пiдозрiла на особливу. Перевiрка показує,
що це дiйсно iнтегральна крива. Щоб до кiнця переконатися, що ця крива
особлива, розв’язуємо рiвняння

y′ =
√
y =⇒ dy

√
y

= dx =⇒ 2
√
y = x+ C =⇒ y(x) =

(x+ c)2

4
.

Легко переконатися, що ȳ(x) = 0 є кривою, що огинає сiм’ю iнтегральних
кривих y(x) = (x+ c)2/4.

Приклад 1.35
Знайти особливий розв’язок рiвняння y = x+ y′ − ln y′.

Розв’язок. Складаємо рiвняння p-дискриминантної кривої

y = x+ p− ln p, 0 = 1− 1

p
.

Iз другого рiвняння p = 1. Пiдставивши в перше, отримаємо, що крива, що є
пiдозрiлою як особлива, має вигляд ȳ(x) = x+ 1.

Пiдставивши у рiвняння, отримаємо x+ 1 = x+ 1− ln 1, тобто впевнились, що
ȳ(x) = x+ 1 є iнтегральною кривою.
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Розв’яжемо рiвняння методом введення параметру. Його загальний розв’язок
має вигляд

y = Cex − lnC.

Можна переконатися, що ȳ(x) = x+1 є кривою, що огинає сiм’ю iнтегральних
кривих.

Щоб перевiрити це аналiтично, запишемо умову дотику кривої y = x + 1 та
y = Cex − lnC в точцi (x0, y0). Вона має вигляд:

ȳ(x0) = y(x0, C), ȳ′(x0) = y′(x0, C).

Тобто
x0 + 1 = Cex0 − lnC, 1 = Cex0 .

З другого рiвняння отримаємо C = e−x0 . Пiдставивши у перше рiвняння, ма-
ємо x0 + 1 = 1 − ln e−x0 , тобто x0 + 1 = x0 + 1 — тотожнiсть. Таким чином
при кожному x0 вiдбувається дотик iнтегральних кривих та ȳ(x) = x + 1, що
огинає сiм’ю iнтегральних кривих.
Знайти особливi розв’язки та зробити рисунок.

Задача 1.7.

8(y′)3 − 27y = 0;

Задача 1.8.

(y′ + 1)3 − 27(x+ y)2 = 0;

Задача 1.9.

y2((y′)2 + 1) = 1;

Задача 1.10.

(y′)2 − 4y3 = 0.

2 Нелiнiйнi рiвняння вищих порядкiв

2.1 Загальнi визначення. Iснування та єдинiсть розв’яз-
кiв рiвнянь

Диференцiальне рiвняння n-го порядку має вигляд

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

Рiвняння розв’язане вiдносно старшої похiдної має вигляд

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0.

Його називають рiвнянням у нормальнiй формi. Для рiвняння, розв’язаного
вiдносно похiдної, задача Кошi ставиться таким чином: знайти функцiю y =
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y(x), n разiв неперервно диференцiйовану яка задовольняє останнє рiвняння
(тотожно) i початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Для рiвняння, не розв’язаного вiдносно похiдної, задача Кошi полягає в зна-
ходженнi розв’язку y = y(x), що задовольняє початковим даним

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , y(n)(x0) = y

(n)
0 ,

де x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 довiльнi, а y(n)

0 корiнь F
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n)
0

)
= 0.

Теорема 2.1 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi рiвняння, розв’язаного
вiдносно похiдної)

Нехай у деякому замкненому околi точки
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
функцiя

f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
задовольняє умовам:

1. вона визначена i неперервна по всiм змiнним;

2. лiпшицева по всiм змiнним, починаючи з другої.

Тодi при x0−h ≤ x ≤ x0 +h, де h — досить мала величина, iснує i єдиний
розв’язок y = y(x) рiвняння

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0,

що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .
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Теорема 2.2 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi рiвняння, не
розв’язаного вiдносно похiдної)

Нехай у деяком замкненому околi точки
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 , y

(n)
0

)
фун-

кцiя F
(
x, y, y′, . . . , y(n−1), y(n)

)
задовольняє умовам:

1. вона визначена i неперервна по всiм змiнним;

2. її частиннi похiднi по всiм змiнним з другої до пердеостанньої обме-
женi: ∣∣∣∣∂F∂y

∣∣∣∣ < M0,

∣∣∣∣∂F∂y′
∣∣∣∣ < M1, . . . ,

∣∣∣∣ ∂F

∂y(n−1)

∣∣∣∣ < Mn−1.

3. її частинна похiдна по останнiй змiннiй не обертаєтсья на нуль:∣∣∣∣ ∂F∂y(n)

∣∣∣∣ 6= 0.

Тодi при x0−h ≤ x ≤ x0 +h, де h — досить мала величина, iснує i єдиний
розв’язок y = y(x) рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , y(n)(x0) = y

(n)
0 .

Означення 2.3. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння n-го поряд-
ку називається n разiв неперервно диференцiйована функцiя вигляду y = y(x,
C1, C2, . . . , Cn), що обертає при пiдстановцi рiвняння в тотожнiсть, у якiй ви-
бором сталих C1, C2, . . . , Cn можна одержати розв’язок довiльної задачi Кошi в
областi iснування та єдиностi розв’язкiв.

2.2 Рiвняння вищих порядкiв, що iнтегруються в квадратурах

Розглянемо деякi типи диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в квадра-
турах.

1. Рiвняння вигляду
y(n) = f(x).
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Проiнтегрувавши його n разiв одержимо загальний розв’язок у виглядi

y =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n

f(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
n

+ C1x
n−1 + C2x

n−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn.

Якщо заданi умови Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

то розв’язок має вигляд

y =

∫ x

x0

· · ·
∫ x

x0︸ ︷︷ ︸
n

f(t) dt · · · dt︸ ︷︷ ︸
n

+
y0

(n− 1)!
(x− x0)n−1+

+
y′0

(n− 2)!
(x− x0)n−2 + . . .+ y

(n−2)
0 (x− x0) + y

(n−1)
0 .

2. Рiвняння вигляду
F
(
x, y(n)

)
= 0.

Нехай це рiвняння вдалося записати в параметричному виглядi{
x = ϕ(t),

y(n) = ψ(t).

Використовуючи основне спiввiдношення dy(n−1) = y(n) dx, одержимо

dy(n−1) = ψ(t)ϕ(t) dt

Проiнтегрувавши його, маємо

y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ(t) dt+ C1 = ψ1(t, C1).

I одержимо параметричний запис рiвняння (n− 1)-го порядку:{
x = ϕ(t),

y(n−1) = ψ1(t, C1).

Проробивши зазначений процес ще (n − 1) раз, одержимо загальний
розв’язок рiвняння в параметричному виглядi{

x = ϕ(t),

y = ψn(t, C1, . . . , Cn).
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3. Рiвняння вигляду
F
(
y(n−1), y(n)

)
= 0.

Нехай це рiвняння вдалося записати в параметричному виглядi{
y(n−1) = ϕ(t),

y(n) = ψ(t).

Використовуючи основне спiввiдношення dy(n−1) = y(n) dx, одержуємо

dx =
dy(n−1)

y(n)
=
ϕ′(t)

ψ(t)
dt.

Проiнтегрувавши, маємо

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C1 = ψ1(t, C1).

I одержали параметричний запис майже з попереднього пункту.

Використовуючи попереднiй пункт, запишемо загальний розв’язок у па-
раметричному виглядi: {

x = ψ(t, C1),

y = ϕn(t, C2, . . . , Cn).

4. Нехай рiвняння вигляду

F
(
y(n−2), y(n)

)
= 0

можна розв’язати вiдносно старшої похiдної

y(n) = f
(
y(n−2)

)
.

Домножимо його на 2y(n−1) dx й одержимо

2y(n−1)y(n) dx = 2f
(
y(n−2)

)
y(n−1) dx.

Перепишемо його у виглядi

d
(
y(n−1)

)2
= 2f

(
y(n−2)

)
dy(n−2).
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Проiнтегрувавши, маємо(
y(n−1)

)2
= 2

∫
f
(
y(n−2)

)
dy(n−2) + C1,

тобто

y(n−1) = ±

√
2

∫
f (y(n−2)) dy(n−2) + C1,

або
y(n−1) = ±ψ1

(
y(n−2), C1

)
.

Таким чином одержали повернулися до третього випадку.

2.3 Найпростiшi випадки зниження порядку у рiвняннях
вищих порядкiв

Розглянемо деякi типи диференцiальних рiвнянь вищого порядку, що допу-
скають зниження порядку.

1. Рiвняння не мiстить шуканої функцiї i її похiдних до (k− 1)-го порядку
включно:

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0.

Зробивши замiну:

y(k) = z, y(k+1) = z′, . . . , y(n) = z(n−k),

одержимо рiвняння (n− k)-го порядку

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0.

2. Рiвняння не мiстить явно незалежної змiнної

F
(
y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

Будемо вважати, що y — нова незалежна змiнна, а y′, . . . , y(n) — функцiї
вiд y. Тодi

y′x = p(y),

y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dx
p(y)

dy

dx
= p′yp(y),

y′′′x3 =
d

dx
y′′x2 =

d

dx
(p′yp)

dy

dx
=
(
p′′y2p+

(
p′y
)2
)
p,
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i так далi до y(n)
xn . Пiсля пiдстановки одержимо

F
(
y, p, p′yp(y),

(
p′′y2p+

(
p′y
)2
)
p, . . . , p(n−1)

)
= 0,

диференцiальне рiвняння (n− 1)-го порядку.

3. Нехай функцiя F диференцiального рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

є однорiдної щодо аргументiв y, y′, . . . , y(n).

Робимо замiну y = e
∫
udx, де u = u(x) — нова невiдома функцiя. Одер-

жимо

y′ = e
∫
udxu,

y′′ = e
∫
udxu2 + e

∫
u dxu′ = e

∫
u dx
(
u2 + u′

)
,

y′′′ = e
∫
udxu

(
u2 + u′

)
+ e

∫
udx (2uu′ + u′′) =

= e
∫
udx
(
u3 + 3uu′ + u′′

)
,

i так далi до y(n). Пiсля пiдстановки одержимо

F
(
x, e

∫
udx, e

∫
u dxu, e

∫
u dx
(
u2 + u′

)
, e

∫
u dx
(
u3 + 3uu′ + u′′

)
, . . .

)
= 0.

Оскiльки наше початкове (а отже i останнє) рiвняння однорiдне вiдносно
e
∫
udx, то цей член можна винести i на нього скоротити. Одержимо

F
(
x, 1, u, u2 + u′, u3 + 3uu′ + u′′, . . .

)
= 0,

диференцiальне рiвняння (n− 1)-го порядку.

4. Нехай лiва частина рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

є похiдної деякого диференцiального виразу ступеня (n− 1), тобто

d

dx
Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.

У цьому випадку легко обчислюється так званий перший iнтеграл

Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C.
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5. Нехай диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

розписано у виглядi диференцiалiв

F
(
x, y, dy, d2y, . . . , dny

)
= 0,

i F — функцiя однорiдна по всiм змiнним. Зробимо замiну x = et, y = uet,
де u, t — новi змiннi. Тодi одержуємо

dx = et dt,

y′x =
y′t
x′y

=
u′te

t + uet

et
= u′t + u,

y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dt
(u′t + u)

dt

dx
=
u′′t2 + u′t
et

,

y′′′x3 =
d

dx
y′′x2 =

d

dt

(
u′′t2 + u′t
et

)
dt

dx
=

=

(
u′′′t3 + u′′t2

)
et −

(
u′′t2 + u′t

)
et

e3t
=
u′′′t3 − u′t
e2t

,

i так далi до y(n). Пiдставивши, одержимо

Φ
(
x, y, dy, d2y, . . . , dny

)
=

= Φ
(
et, uet, et dt, (u′t + u)et dt, (u′′t2 + u′t) e

t dt, . . .
)

= 0.

Скоротивши на et одержимо

Φ (1, u, dt, u′t + u, u′′t2 + u′t, . . .) = 0.

Тобто повертаємося до другого випадку.

2.4 Вправи для самостiйної роботи

Розглянемо приклади.

Приклад 2.4
Розв’язати рiвняння: y′′ = x+ sinx.
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Розв’язок. Iнтегруємо два рази

y′ =

∫
(x+ sinx) dx+ C1 =

x2

2
− cosx+ C1;

y =

∫ (
x2

2
− cosx+ C1

)
dx =

x3

6
− sinx+ C1x+ C2.

Приклад 2.5
Розв’язати рiвняння (y′′)3 − 2y′′ − x = 0.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = y, x = t3 − 2t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dy′ = t(3t2 − 2) dt,

або
dy′ = (3t2 − 2t) dt.

Звiдси понижуємо порядок рiвняння на одиницю

y′ =
3t3

4
− t2 + C1, x = t3 − 2t.

Знов використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержуємо

dy =

(
3t3

4
− t2 + C1

)
(3t2 − 2) dt,

або
dy =

(
9t5

4
− 3t4 − 3t3

2
+ (2 + 3C1)t2 − 2C1

)
dt.

Звiдси загальний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = t3 − 2t, y =
3t6

8
− 3t5

5
− 3t4

8
+

(2 + 3C1)t3

3
− 2C1t+ C2.
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Приклад 2.6
Розв’язати рiвняння: (y′′)3 + xy′′ = y′.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = t, y′′′ = e−t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dt = e−t dx.

Звiдси dx = et dt i x = et + C1. Запишемо рiвняння другого порядку

x = er + C1, y′′ = t.

Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = t, x = t3 − 2t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dy′ = tet dt.

Звiдси

y′ =

∫
tet dt = et(t− 1) + C2.

Одержали диференцiальне рiвняння першого порядку

x = et + C1, y′ = et(t− 1) + C2.

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, запишемо

dy = (et(t− 1) + C2)et dt.

Звiдси

y =
e2t(t− 1)

2
− e2t

4
+ C2e

t + C3.

Остаточно загальний розв’язок має вигляд

x = et + C1, y =
e2t(2t− 3)

4
+ C2e

t + C3.

Якщо вилучити параметр t, то одержимо загальний розв’язок

y =
(x− C1)2

4
(2 ln |x− C1| − 3) + C2(x− C1) + C3.
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Приклад 2.7
Розв’язати рiвняння: 3 3

√
yy′′ = 1.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у виглядi

y′′ =
1

3 3
√
y
.

Помножимо обидвi частини на 2y′ dx. Одержимо

2y′′y′ dx =
2y′ dx

3 3
√
y
,

або
d(y′)2 =

2 dy

3 3
√
y
.

Проiнтегруємо i одержимо

(y′)2 = 3
√
y2 + C1.

Звiдси y′ = ±
√
y2/3 + C1. Нехай початковi умови такi, що C1 = C̄2

1 > 0. Тобто
рiвняння має вигляд

dy

dx
= ±

√
y2/3 + C̄2

1 .

Роздiлимо змiннi ∫
dy√

y2/3 + C̄2
1

= ±
∫

dx+ C2.

Робимо замiну
√
y2/3 + C̄2

1 = t. Тодi

y =
(
t2 − C̄2

1

)3/2
, dy = 3

(
t2 − C̄2

1

)1/2
t dt,

i iнтеграл має вигляд∫
dy√

y2/3 + C̄2
1

= 3

∫ √
t2 − C̄2

1 dt = 3.

Розв’язати рiвняння:

Задача 2.1.

y′′x lnx = y′;

Задача 2.2.

y′′′ = x+ cosx;
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Задача 2.3. 2xy′′ = y′ при x0 = 0, y0 = 0, y′0 = 0, y′′0 = 0;

Задача 2.4. xy′′ + y′ = x+ 1 при x0 = 0, y0 = 0, y′0 = 0, y′′0 = 0;

Задача 2.5. y′′ tanx = y′ + 1
sinx

= 0 при x0 = 0, y0 = 2, y′0 = 1, y′′0 = 1;

Задача 2.6.

(y′′)4 + y′′ − x = 0;

Задача 2.7.

y′′ + ln y′′ − x = 0;

Задача 2.8.

y′′ − a(1 + (y′)2)3/2 = 0;

Задача 2.9.

y′′′ − (y′′)3;

Задача 2.10.

y′′′ − y′′ = 0;

Задача 2.11.

y′′ + 2y′′ ln y′ − 1 = 0;

Задача 2.12.

(y′′′)2 + (y′′)2 − 1 = 0;

Задача 2.13.

y′′y3 − 1 = 0;

Задача 2.14.

y3y′′ − y4 + 0;

Задача 2.15.

4
√
yy′′ = 1;

Задача 2.16.

3y′′ = y−5/3;

Задача 2.17.

(y′′)2 + (y′)2 − (y′)4 = 0;

Приклад 2.8
Розв’язати рiвняння: (y′′)3 + xy′′ = y′.

Розв’язок. Позначимо y′ = z, y′′ = z′. Одержимо рiвняння (z′)3+xz′ = z, тобто
рiвняння Клеро, що легко iнтегрується введенням параметра.

Нехай z′ = p. Тодi z = xp+ p3. Продиференцюємо це спiввiдношення:

dz + x dp+ p dx+ 3p2 dp.

Пiдставивши dz = p dz, отримаємо (x+ 3p2) dp = 0. Це рiвняння роздiляється
на два:
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1. x+ 3p2 = 0. Звiдси маємо x = −3p2, z = −2p2. Повертаємось до вихiдних
змiнних x = −3p2, y′ = −2p3. Використовуємо основне спiввiдношення
dy = y′ dx. Одержуємо

dy = 12p4 dp =⇒ y =
12p5

5
+ C1.

Таким чином перша гiлка дає розв’язок

x = −3p2, y =
12p5

5
+ C1.

2. dp = 0. Звiдси маємо z = C1x + C3
1 . Повертаємось до вихiдних змiнних

y′ = C1x+ C3
1 . Проiнтегруємо i отримаємо другу гiлку розв’язкiв

y =
C1x

2

2
+ C3

1x+ C2.

Приклад 2.9
Розв’язати рiвняння: y4 − y3y′′ = 1.

Розв’язок. Вiдсутнiй аргумент x, отже, його порядок знижується замiною:

y′ = p, y′′ = p
dp

dy
.

Звiдси одержуємо

y4 − y3p
dp

dy
= 1.

Роздiлимо змiннi:
y4 − 1

y3
dy = p dp.

Проiнтегруємо
y2

2
+

1

2y2
=
p2

2
− C1

2
.

Звiдси одержали
p2 = y2 + C1 + y−2.

Повертаємось до вихiдних змiнних

(y′)2 = y2 + C1 + y−2.
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Розв’яжемо рiвняння вiдносно похiдної

y′ = ±
√
y2 + C1 + y−2.

Роздiлимо змiннi

± dy√
y2 + C1 + y−2

= dx.

Вiзьмемо iнтеграл

±
∫

dy√
y2 + C1 + y−2

= ±
∫

y dy√
y4 + C1y2 + 1

=

= ±
∫

d
(
y2 + C1

2

)√(
y2 + C1

2

)2
+
(
1− C1

4

) = ±1

2
ln

∣∣∣∣y2 +
C1

2
+
√
y4 + C1y2 + 1

∣∣∣∣ .
Таким чином загальний розв’язок має вигляд:

x = ±1

2
ln
∣∣∣y2 + C1/2 +

√
y4 + C1y2 + 1

∣∣∣ .
Приклад 2.10
Розв’язати рiвняння: yy′′ = (y′)2.

Розв’язок. Оскiльки рiвняння однорiдне по змiнним y, y′, y′′, то робимо замiну

y = e
∫
udx, y′ = e

∫
udxu, y′′ = e

∫
u dx(u2 + u).

Рiвняння буде мати вигляд

e
∫
udxe

∫
u dx(u2 + u) =

(
e
∫
udxu

)2

.

Скоротимо на e
∫
udx. Маємо u2 +u′ = u2, або u′ = 0. Звiдси u′ = C1 i одержимо

загальний розв’язок

y = e
∫
C1xdx = ec1x

2+ln |c2| = c2e
c1x2 .

Приклад 2.11
Розв’язати рiвняння: yy′′ − (y′)2 = y2.
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Розв’язок. Роздiлимо рiвняння на y2:

yy′′ − (y′)2

y2
= 1,

i перепишемо у виглядi:
d

dx

(
y′

y

)
= 1.

Проiнтегрувавши, одержимо загальний розв’зок

y′

y
= x+ C1 =⇒ ln |y| = x2

2
+ C1x+ ln |C2| =⇒ y = C2e

x2/2+C1x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 2.18.

xy′′ = y′ ln

(
y′

x

)
;

Задача 2.19.

2yy′′ − 3(y′)2 = 4y2;

Задача 2.20.

2xy′′ = y′;

Задача 2.21.

xy′′ + y′ = x+ 1;

Задача 2.22.

y′′ tanx− y′ + 1

sinx
= 0;

Задача 2.23.

x2y′′ + xy′ = 1;

Задача 2.24.

y′′ cot 2x+ 2y′ = 0;

Задача 2.25.

x3y′′ + x2y = 0;

Задача 2.26.

y′′ tanx = 2y′;

Задача 2.27.

yy′′ − (y′)2 − y2 ln y = 0;

Задача 2.28.

x4y′′ + x3y′ = 1;

Задача 2.29.

xyy′′ − x(y′)2 − 2yy′ = 0;

Задача 2.30.

xyy′′ − x(y′)2 = yy′ +
x(y′)2

√
1− x2

;

Задача 2.31.

x2y′′′ − x(y′′)2 = 0;

Задача 2.32.

x5y′′ + x4y′ = 1.
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3 Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв
Рiвняння вигляду

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = b(x)

називається лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням n-го поряд-
ку.

Рiвняння вигляду

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0

називається лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням n-го порядку.

Якщо при x ∈ [a, b], a0(x) 6= 0 коефiцiєнти b(x), ai(x), i = 0, n неперервнi, то
для рiвняння

y(n) = −a1(x)

a0(x)
y(n−1) − . . .− an(x)

a0(x)
y +

b(x)

a0(x)
.

виконуються умови теореми iснування та єдиностi i iснує єдиний розв’язок
y = y(x), що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1) = y
(n−1)
0 .

3.1 Лiнiйнi однорiднi рiвняння

3.1.1 Властивостi лiнiйних однорiдних рiвнянь

Теорема 3.1
Лiнiйнiсть i однорiднiсть зберiгаються при довiльному перетвореннi неза-
лежної змiнної x = ϕ(t).

Доведення. Справдi, пiсля замiни x = ϕ(t), одержимо

y′x =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

1

ϕ′(t)
· dy

dt
,

y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dt

(
1

ϕ′(t)
· dy

dt

)
1

ϕ′(t)
=

= − ϕ′′(t)

(ϕ′(t))2
· dy

dt
+

1

(ϕ′(t))2
· d2y

dt2
,
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i так далi до n-го порядку. Пiсля пiдстановки i приведення подiбних, знову
отримуємо лiнiйне однорiдне рiвняння

A0(t)
dny

dtn
+ A1(t)

dn−1y

dtn−1
+ . . .+ An(t)y = 0.

Теорема 3.2
Лiнiйнiсть i однорiднiсть зберiгаються при лiнiйному перетвореннi невiдо-
мої функцiї y = α(x)z.

Доведення. Справдi, пiсля замiни y = α(x)z, одержимо

y′x = α′(x)z + α(x)z′,

y′′x2 = α′′(x)z + 2α′(x)z′ + α(x)z′′,

i так далi до n-го порядку. Пiсля пiдстановки знову отримаємо лiнiйне одно-
рiдне рiвняння

Ā0(x)z(n) + Ā1(x)z(n−1) + . . .+ Ān(x)z = 0.

3.1.2 Властивостi розв’язкiв лiнiйних однорiдних рiвнянь

Теорема 3.3
Якщо y = y1(x) є розв’язком однорiдного лiнiйного рiвняння, то i y =
Cy1(x), де C — довiльна стала, теж буде розв’язком однорiдного лiнiйного
рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y = y1(x) — розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння, тобто

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) ≡ 0.

Тодi i

a0(x)(Cy1)(n)(x) + a1(x)(Cy1)(n−1)(x) + . . .+ an(x)(Cy1)(x) =

= C
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
≡ 0,

оскiльки вираз в дужках дорiвнює нулю.
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Теорема 3.4
Якщо y1(x) i y2(x) є розв’язками лiнiйного однорiдного рiвняння, то i y =
y1(x) + y2(x) теж буде розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y1(x) i y2(x) — розв’язки лiнiйного рiвняння, тобто

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) ≡ 0,

a0(x)y
(n)
2 (x) + a1(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ an(x)y2(x) ≡ 0.

Тодi i

a0(x)(y1 + y2)(n)(x) + a1(x)(y1 + y2)(n−1)(x) + . . .+ an(x)(y1 + y2)(x) =

=
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
+

+
(
a0(x)y

(n)
2 (x) + a1(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ an(x)y2(x)

)
≡ 0,

оскiльки обидвi дужки дорiвнюють нулю.

Теорема 3.5
Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) — розв’язки однорiдного лiнiйного рiвняння,
то i y =

∑n
i=1 Ciyi(x), де Ci — довiльнi сталi, також буде розв’язком лiнiй-

ного однорiдного рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y1(x), y2(x), . . . , yn(x) — розв’язки лiнiйного одно-
рiдного рiвняння, тобто

a0(x)y
(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x) ≡ 0, i = 1, n.

Тодi i

a0(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)(n)

(x) + a1(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)(n−1)

(x) + . . .

. . .+ an−1(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)′
(x) + an(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)
(x) =

=
n∑
i=1

Ci

(
a0(x)y

(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x)

)
≡ 0,

оскiльки кожна дужка дорiвнює нулю.
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Теорема 3.6
Якщо комплексна функцiя дiйсного аргументу, тобто y = u(x) + iv(x) є
розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння, то окремо дiйсна частина u(x)
i уявна v(x) будуть також розв’язками цього рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y = u(x)+iv(x) є розв’язком лiнiйного однорiдного
рiвняння, тобто

a0(x)(u) + iv)(n)(x) + a1(x)(u+ iv)(n−1)(x) + . . .

. . .+ an−1(x)(u+ iv)′(x) + an(x)(u+ iv)(x) ≡ 0.

Розкривши дужки i перегрупувавши члени, одержимо(
a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x)

)
+

+ i
(
a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x)

)
≡ 0.

Комплексний вираз дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють нулю
дiйсна i уявна частини, тобто

a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x) ≡ 0,

a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x) ≡ 0,

або функцiї u(x), v(x) є розв’язками рiвняння, що i було потрiбно довести.

3.1.3 Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть розв’язкiв. Загальний роз-
в’язок лiнiйного однорiдного рiвняння вищого порядку

Означення 3.7. Функцiї y0(x), y1(x), . . . , yn(x) називаються лiнiйно залежними
на вiдрiзку [a, b] якщо iснують не всi рiвнi нулю сталi C0, . . . , Cn такi, що при
всiх x ∈ [a, b]:

C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0.

Якщо ж тотожнiсть справедлива лише коли C0 = C1 = . . . = Cn = 0, то функцiї
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) називаються лiнiйно незалежними.

Приклади:

1. Функцiї 1, x, x2, . . . , xn — лiнiйно незалежнi на будь-якому вiдрiзку [a, b],
тому що вираз C0 + C1x + . . . + Cnx

n є многочленом ступеню n i має не
бiльш, нiж n дiйсних коренiв.
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2. Функцiї eλ1x, eλ2x, . . . , eλnx, де всi λi — дiйснi рiзнi числа — лiнiйно неза-
лежнi.

3. Функцiї 1, sinx, cosx, . . . , sinnx, cosnx — лiнiйно незалежнi.

Теорема 3.8 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi функцiй)
Якщо функцiї y0(x), y1(x), . . . , yn(x) — лiнiйно залежнi, то визначник Врон-
ського W [y0, y1, . . . , yn](x) тотожно дорiвнює нулю при всiх x ∈ [a, b]:

W [y0, y1, . . . , yn](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y0(x) y1(x) · · · yn(x)
y′0(x) y′1(x) · · · y′n(x)
...

... . . . ...
y

(n)
0 (x) y

(n)
1 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Доведення. Нехай y0(x), y1(x), . . . , yn(x) — лiнiйно залежнi. Тодi iснують не всi
рiвнi нулю сталi C0, . . . , Cn такi, що при x ∈ [a, b] буде тотожно виконуватися

C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0.

Продиференцiювавши n разiв, одержимо
C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,
C0y

′
0(x) + C1y

′
1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C0y
(n)
0 (x) + C1y

(n)
1 (x) + . . .+ Cny

(n)
n (x) = 0.

Для кожного фiксованого x ∈ [a, b] одержимо лiнiйну однорiдну систему ал-
гебраїчних рiвнянь, що має ненульовий розв’язок C0, . . . , Cn. А це можливо
тодi i тiльки тодi, коли визначник системи дорiвнює нулю, тобто W [y0, y1, . . . ,
yn](x) = 0 при всiх x ∈ [a, b].

Теорема 3.9 (достатня умова лiнiйної незалежностi розв’язкiв)
Якщо розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння y0(x), y1(x), . . . , yn(x) —
лiнiйно незалежнi, то визначник Вронського W [y0, y1, . . . , yn](x) не дорiв-
нює нулю в жоднiй точцi x ∈ [a, b].
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Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що iснує x0 ∈ [a, b], при якому
W [y0, y1, . . . , yn](x0) = 0. Оскiльки визначник дорiвнює нулю, то iснує ненульо-
вий розв’язок C0

0 , C
0
1 , . . . , C

0
n лiнiйної однорiдної системи алгебраїчних рiвнянь

C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,
C0y

′
0(x) + C1y

′
1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C0y
(n)
0 (x) + C1y

(n)
1 (x) + . . .+ Cny

(n)
n (x) = 0.

Розглянемо лiнiйну комбiнацiю

y(x) = C0
0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x)

з отриманими коефiцiєнтами.

У силу третьої властивостi ця комбiнацiя буде розв’язком. У силу вибору ста-
лих C0

0 , C
0
1 , . . . , C

0
n, розв’язок буде задовольняти умовам

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n)(x0) = 0.

Але цим же умовам, як неважко перевiрити простою пiдстановкою, задоволь-
няє i тотожний нуль, тобто y ≡ 0. I в силу теореми iснування та єдиностi цi
два розв’язки спiвпадають, тобто

y(x) = C0
0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0

при x ∈ [a, b], або система функцiй y0(x), y1(x), . . . , yn(x) лiнiйно залежна, що
суперечить припущенню. Таким чиномW [y0, y1, . . . , yn](x0) 6= 0 у жоднiй точцi
x0 ∈ [a, b], що i було потрiбно довести .

На пiдставi попереднiх двох теорем сформулюємо необхiднi i достатнi умови
лiнiйної незалежностi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.

Теорема 3.10
Для того щоб розв’язки лiнiйного однорiдного диференцiального рiвнян-
ня y0(x), y1(x), . . . , yn(x) були лiнiйно незалежними, необхiдно i достатньо,
щоб визначник Вронського не дорiвнював нулю в жоднiй точцi x ∈ [a, b],
тобто W [y0, y1, . . . , yn](x) 6= 0.
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Теорема 3.11
Загальним розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an−1(x)y′ + any = 0

є лiнiйна комбiнацiя n лiнiйно незалежних розв’язкiв y =
∑n

i=1Ciyi(x).

Доведення. Оскiльки yi(x), i = 1, 2, . . . , n є розв’язками, то в силу третьої
властивостi їхня лiнiйна комбiнацiя також буде розв’язком.

Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто вибором сталих C1, . . . , Cn мо-
жна розв’язати довiльну задачу Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Дiйсно, оскiльки система розв’язкiв лiнiйно незалежна, то визначник Врон-
ського вiдмiнний вiд нуля й алгебраїчна система неоднорiдних рiвнянь

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y′0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n)
n (x0) = y

(n−1)
0 ,

має єдиний розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. I лiнiйна комбiнацiя

y =
n∑
i=1

C0
i yi(x)

є розв’язком, причому, як видно iз системи алгебраїчних рiвнянь, буде задо-
вольняти довiльно обраним умовам Кошi.

Зауважимо, що максимальне число лiнiйно незалежних розв’язкiв дорiвнює
порядку рiвняння. Це випливає з попередньої теореми, тому що будь-який
розв’язок виражається через лiнiйну комбiнацiю n лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Означення 3.12. Будь-якi n лiнiйно незалежних розв’язкiв лiнiйного однорi-
дного рiвняння n-го порядку називаються фундаментальною системою розв’язкiв.
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3.1.4 Формула Остроградського-Лiувiля

Оскiльки максимальне число лiнiйно незалежних розв’язкiв дорiвнює n, то
система y1(x), . . . , yn(x), y(x) буде залежною i W [y1, . . . , yn, y] ≡ 0, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yn y
y′1 · · · y′n y′

... . . . ...
...

y
(n)
1 · · · y

(n)
n y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Розкладаючи визначник по елементах останнього стовпця, одержимо

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y

(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
(n) −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
(n−1) + . . .

. . .+ (−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′′1 y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y

(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
′ + (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y′1 y′2 · · · y′n
y′′1 y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y

(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y ≡ 0.

Порiвнюючи з рiвнянням

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0

одержимо, що

a1(x)

a0(x)
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 (x) y

(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n (x)

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](x)

.

Але оскiльки

d

dx
W [y1, y2, . . . , yn] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y′1 y′2 · · · y′n
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y_1′′ y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .
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. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
то, пiдставивши в попереднiй вираз, одержимо

−a1(x)

a0(x)
=

d
dx
W [y1, y2, . . . , yn](x)

W [y1, y2, . . . , yn](x)
.

Роздiлимо змiннi

−a1(x)

a0(x)
dx =

dW [y1, y2, . . . , yn](x)

W [y1, y2, . . . , yn](x)
.

Проiнтегрувавши, одержимо

lnW [y1, y2, . . . , yn](x)− lnW [y1, y2, . . . , yn](x0) = −
∫ x

x0

a1(x)

a0(x)
dx

або

W [y1, y2, . . . , yn](x) = W [y1, y2, . . . , yn](x0) exp

{
−
∫ x

x0

a1(x)

a0(x)
dx

}
.

Отримана формула називається формулою Остроградського-Лiувiлля. Зокре-
ма, якщо рiвняння має вид

y(n) + p1y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = 0,

то формула запишеться у виглядi

W [y1, y2, . . . , yn](x) = W [y1, y2, . . . , yn](x0) exp

{
−
∫ x

x0

p1(x) dx

}
.

3.1.5 Формула Абеля

Розглянемо застосування формули Остроградського-Лiувiля до рiвняння 2-го
порядку

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0.

Нехай y1(x) — один з розв’язкiв. Тодi∣∣∣∣y1(x) y(x)
y′1(x) y′(x)

∣∣∣∣ = C2 exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
.

70



Розкривши визначник, одержимо

y1(x)y′(x)− y(x)y′1(x) = C2 exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
.

Роздiливши на y2
1(x), запишемо

y1(x)y′(x)− y(x)y′1(x)

y2
1(x)

=
C2

y2
1(x)

exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
,

або
d

dx

(
y(x)

y1(x)

)
=

C2

y2
1(x)

exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
,

Проiнтегрувавши, одержимо

y(x)

y1(x)
= C2

∫ (
1

y2
1(x)

exp

{
−
∫
p1(x) dx

})
dx+ C1,

Остаточно

y(x) = C1y1(x) + C2y1(x)

∫ (
1

y2
1(x)

exp

{
−
∫
p1(x) dx

})
dx,

Отримана формула називається формулою Абеля. Вона дозволяє по одному
вiдомому розв’язку знайти загальний розв’язок однорiдного лiнiйного рiвня-
ння другого порядку.

3.1.6 Вправи для самостiйної роботи

Розв’язати лiнiйне однорядне диференцiальне рiвняння другого порядку, якщо
вiдомий один розв’язок

Приклад 3.13
(x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(x) = x.

Розв’язок. За формулою Абеля маємо

y2(x) = x

∫ (
1

x
exp

{∫
2x dx

x2 + 1

})
dx = x

∫ (
1

x
eln |x2+1|

)
dx =

= x

∫ (
x2 + 1

x

)
dx = x

(
x− 1

x

)
= x2 − 1.

Загальний розв’язок має вигляд

y(x) = C1x+ C2(x2 − 1).
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Розв’язати рiвняння:

Задача 3.1.

x2 · (x+ 1)y′′ − 2y = 0, y1(x) = 1 +
1

x
;

Задача 3.2.

xy′′ + 2y′ − xy = 0, y1(x) =
ex

x
;

Задача 3.3.
y′′ − 2 · (1 + tan2 x)y = 0, y1(x) = tan x;

Задача 3.4.
(ex + 1)y′′ − 2y′ + exy = 0, y1(x) = ex − 1;

Задача 3.5.
y′′ − y′ · tanx+ 2y = 0, y1(x) = sinx;

Задача 3.6.
y′′ + 4xy′ + (4x2 + 2)y = 0, y1(x) = eax

2

.

Знайти загальний розв’язок пiдiбравши один частинний

Задача 3.7.
(2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0;

Задача 3.8.
xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0;

Задача 3.9.
x · (x− 1)y′′ − xy′ + y = 0.

3.2 Лiнiйнi однорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

3.2.1 Загальна теорiя

Розглянемо лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння з сталими коефiцiєн-
тами

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = 0

Розв’язок будемо шукати у виглядi y = eλx. Продиференцiювавши, одержимо

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx, . . . y(n) = λneλx.

Пiдставивши y′, y′′, . . . , y(n) в диференцiальне рiвняння, отримаємо

λneλx + a1λ
n−1eλx + . . .+ ane

λx = 0.
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Скоротивши на eλx, одержимо характеристичне рiвняння

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го степеня має n коренiв. У залежностi вiд їхнього
вигляду будемо мати рiзнi розв’язки.

1. Нехай λ1, λ2, . . . , λn — дiйснi i рiзнi. Тодi функцiї eλ1x, eλ2x, . . . , eλnx є
розв’язками й оскiльки всi λi рiзнi, то eλix — розв’язки лiнiйно неза-
лежнi, тобто

{
eλix
}n
i=1

фундаментальна система розв’язкiв. Загальним
розв’язком буде лiнiйна комбiнацiя y =

∑n
i=1Cie

λix.

2. Нехай маємо комплексно спряженi коренi λ = p+ iq, λ̄ = p− iq. Їм вiдпо-
вiдають розв’язки e(p+iq)x, e(p−iq)x . Розкладаючи їх по формулi Ейлера,
одержимо:

e(p+iq)x = epxeiqx = epx(cos qx+ i sin qx) = u(x) + iv(x),

e(p−iq)x = epxe−iqx = epx(cos qx− i sin qx) = u(x)− iv(x).

I, як випливає з властивостi 4, функцiї u(x) й v(x) будуть окремими
розв’язками. Таким чином, кореням λ = p + iq, λ̄ = p− iq вiдповiдають
два лiнiйно незалежних розв’язки u = epx cos qx, v = epx sin qx. Загальним
розв’язком, що вiдповiдає цим двом кореням, буде y = C1e

px cos qx +
C2e

px sinx.

3. Нехай λ — кратний корiнь, кратностi k, тобто λ1 = λ2 = . . . = λk, k ≤ n.

(а) Розглянемо випадок λ = 0. Тодi характеристичне рiвняння виро-
джується в рiвняння

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−kλ

k = 0.

Диференцiальне рiвняння, що вiдповiдає цьому характеристичному,
запишеться у виглядi

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−ky

(k) = 0

Неважко бачити, що частковими, лiнiйно незалежними розв’язками
цього рiвняння, будуть функцiї 1, x, x2, . . . , xk−1. Загальним розв’я-
зком, що вiдповiдає кореню λ = 0 кратностi k, буде лiнiйна комбi-
нацiя цих функцiй y = C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1.
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(б) Нехай λ = ν 6= 0 — корiнь дiйсний. Зробивши замiну y = eνxz,
на пiдставi властивостi 2 лiнiйних рiвнянь пiсля пiдстановки знову
одержимо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

z(k) + b1z
(k−1) + . . .+ bkz = 0.

Причому, оскiльки yi(x) = eλix а xi(x) = eµix, то показники λi, µi
зв’язанi спiввiдношенням λi = ν+µi. Звiдси кореню λ = ν кратностi
k вiдповiдає корiнь µ = 0 кратностi k. Як випливає з попереднього
пункту, кореню µ = 0 кратностi k вiдповiдає загальний розв’язок
вигляду z = C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1.

З огляду на те, що y = eνxz, одержимо, що кореню λ = ν кратностi
k вiдповiдає розв’язок

y =
(
C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1
)
eνx.

(в) Нехай характеристичне рiвняння має коренi λ = p + iq, λ̄ = p −
iq кратностi k. Проводячи аналогiчнi викладки одержимо, що їм
вiдповiдають лiнiйно незалежнi розв’язки

epx cos qx, xepx cos qx, . . . , xk−1epx cos qx,

epx sin qx, xepx sin qx, . . . , xk−1epx sin qx.

I загальним розв’язком, що вiдповiдає цим кореням буде

y = C1e
px cos qx+ C2xe

px cos qx+ Ckx
k−1epx cos qx+

+ Ck+1e
px sin qx+ Ck+2xe

px sin qx+ . . .+ C2kx
k−1epx sin qx.

3.2.2 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 3.14
Розв’язати рiвняння y′′ + y′ − 2y = 0.

Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + λeλx − 2eλx = 0.
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Скоротивши на eλx, одержуємо характеристичне рiвняння

λ2 + λ− 2 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = 2. Їм вiдповiдають два лiнiйно незалежнi
розв’язки e−x, e2x. I загальним розв’язком диференцiального рiвняння буде

y(x) = C1e
−x + C2e

2x.

Приклад 3.15
Розв’язати рiвняння y′′ + y′ + 2y = 0.

Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + λeλx + 2eλx = 0.

Скоротимо на eλx:
λ2 + λ+ 2 = 0.

Коренями характеристичного рiвняння будуть λ1 = −1 ± i. Їм вiдповiдають
два лiнiйно незалежнi розв’язки

y1(x) = e−x cosx, y2(x) = e−x sinx.

I загальним розв’язком рiвняння буде

y(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx.

Приклад 3.16
Розв’язати рiвняння y′′ + 4y′ + 4y = 0.

Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставляємо в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + 4λeλx + 4eλx = 0.
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Скоротимо на eλx:
λ2 + 4λ+ 4 = 0.

Коренями характеристичного рiвняння будуть λ1 = λ2 = −2. Оскiльки вони
кратнi їм вiдповiдають два лiнiйно незалежнi розв’язки

y1(x) = e−2x, y2(x) = xe−2x.

I загальним розв’язком рiвняння буде

y(x) = C1e
−2x + C2xe

−2x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 3.10.

y′′ − 5y′ + 6y = 0;

Задача 3.11.

y′′ − 9y = 0;

Задача 3.12.

y′′ − y′ = 0;

Задача 3.13.

y′′ + 2y′ + y = 0;

Задача 3.14.

2y′′ + 5y′ + 2y = 0;

Задача 3.15.

y′′ − 4y = 0;

Задача 3.16.

y′′ + 3y′ = 0;

Задача 3.17.

y′′ − y′ − 2y = 0;

Задача 3.18.

y′′ − 4y′ + 2y = 0;

Задача 3.19.

y′′ + 6y′ + 13y = 0;

Задача 3.20.

y′′ − 4y′ + 15y = 0;

Задача 3.21.

y′′ − 6y′ + 34y = 0;

Задача 3.22.

y′′ + 4y = 0;

Задача 3.23.

y′′ + 2y′ + 10y = 0;

Задача 3.24.

y′′ + y = 0.

Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють зазначеним початковим умовам
при x = 0:
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Задача 3.25.
y′′ − 5y′ + 4y = 0, y = 5, y′ = 8;

Задача 3.26.
y′′ + 3y′ + 2y = 0, y = 1, y′ = −1;

Задача 3.27.
y′′ + 4y = 0, y = 0, y′ = 2;

Задача 3.28.
y′′ + 2y′ = 0, y = 1, y′ = 0;

Задача 3.29.
y′′ − 4y′ + 4y = 0, y = 3, y′ = −1;

Задача 3.30.
y′′ + 4y′ + 29y = 0, y = 0, y′ = 15;

Задача 3.31.
y′′ + 3y = 0, y = 0, y′ = 1;

Задача 3.32.
y′′ − 2y′ + y = 0, y = 4, y′ = 2;

Розв’язати рiвняння:

Задача 3.33.

y′′′ − 13y′′ + 12y′ = 0;

Задача 3.34.

y′′ − y′ = 0;

Задача 3.35.

y(4) − 2y′′ = 0;

Задача 3.36.

y′′′ − 3y′′ + 3y − y = 0;

Задача 3.37.

y(4) + 4y = 0;

Задача 3.38.

y′′′ + y = 0;

Задача 3.39.

y(4) + 8y′′ + 16y = 0;

Задача 3.40.

y(4) + y′ = 0;

Задача 3.41.

y(4) − 2y′′ + y = 0;

Задача 3.42.

y(4) − a4y = 0;

Задача 3.43.

y(4) − 6y′′ + 9y = 0;
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Задача 3.44.

y(4) + a2y′′ = 0;

Задача 3.45.

y(4) + 2y′′′ + y′′ = 0;

Задача 3.46.

y(4) + 2y′′ + y = 0;

Задача 3.47.

y′′′ + 9y′ = 0;

Задача 3.48.

y′′′ − 3y′ − 2y = 0;

Задача 3.49.

y(4) + 10y′′ + 9y = 0.

Знайти частиннi розв’язки диференцiальних рiвнянь:

Задача 3.50.

y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;

Задача 3.51.

y(5) − y′ = 0, y(0) = y′′(0) = 0, y′(0) = 1, y′′′(0) = 1, y(4) = 2;

Задача 3.52.

y′′′ + 2y′′ + 10y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.53.

y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1;

Задача 3.54.

y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1.

3.3 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння

Загальний вигляд лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь наступний

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = b(x).

3.3.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних рiвнянь. Загаль-
ний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
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Властивiсть 3.17
Якщо y0(x) — розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння, y1(x) — розв’язок
неоднорiдного рiвняння, то y(x) = y0(x) + y1(x) буде розв’язком лiнiйного
неоднорiдного диференцiального рiвняння.

Доведення. Дiйсно, нехай y0(x) i y1(x) — розв’язки вiдповiдно однорiдного i
неоднорiдного рiвнянь, тобто

a0(x)y
(n)
0 (x) + a1(x)y

(n−1)
0 (x) + . . .+ an(x)y0(x) = 0,

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) = b(x).

Тодi

a0(x)(y0 + y1)(n)(x) + a1(x)(y0 + y1)(n−1)(x) + . . .+ an(x)(y0 + y1)(x) =

=
(
a0(x)y

(n)
0 (x) + a1(x)y

(n−1)
0 (x) + . . .+ an(x)y0(x)

)
+

+
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
=

= 0 + b(x) = b(x),

тобто y(x) = y0(x) + y1(x) — розв’язок неоднорiдного диференцiального рiв-
няння.

Властивiсть 3.18 (Принцип суперпозицiї)
Якщо yi(x), i = 1, n — розв’язки лiнiйних неоднорiдних диференцiальних
рiвнянь

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = bi(x), i = 1, n

то y(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) з довiльними сталими Ci буде розв’язком лiнiйного
неоднорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) =
n∑
i=1

Cibi(x)

Доведення. Дiйсно, нехай yi(x), i = 1, n — розв’язки вiдповiдних неоднорiдних
рiвнянь, тобто

a0(x)y
(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x) = bi(x), i = 1, n
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Склавши лiнiйну комбiнацiю з рiвнянь i їхнiх правих частин з коефiцiєнтами
Ci одержимо

n∑
i=1

Ci

(
a0(x)y

(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x)

)
=

n∑
i=1

Cibi(x),

або, перегрупувавши, запишемо

a0(x)

(
n∑
i=1

Ciy
(n)
i (x)

)
+ a1(x)

(
n∑
i=1

Ciy
(n−1)
i (x)

)
+ . . .

. . .+ an(x)

(
n∑
i=1

Ciyi(x)

)
=

n∑
i=1

Cibi(x),

що i було потрiбно довести.

Властивiсть 3.19
Якщо комплексна функцiя y(x) = u(x) + iv(x) з дiйсними елементами є
розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння з комплексною правою ча-
стиною b(x) = f(x) + ip(x), то дiйсна частина u(x) є розв’язком рiвняння
з правою частиною f(x), а уявна v(x) є розв’язком рiвняння з правою
частиною p(x).

Доведення. Дiйсно, як випливає з умови,

a0(x)(u+ iv)(n)(x) + a1(x)(u+ iv)(n−1)(x) + . . .+ an(x)(u+ iv)(x) =

= f(x) + ip(x).

Розкривши дужки, одержимо(
a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x)

)
+

+ i
(
a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x)

)
=

= f(x) + ip(x).

А комплекснi вирази рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють
окремо дiйснi та уявнi частини, тобто

a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x) = f(x),

a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x) = p(x),

що i було потрiбно довести.
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Теорема 3.20
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння
складається з загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння i ча-
стинного розв’язку неоднорiдного рiвняння.

Доведення. Нехай yhomo(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) — загальний розв’язок однорiдного1

рiвняння, а yhetero(x) — частинний розв’язок неоднорiдного2 рiвняння.

Тодi, як випливає з першої властивостi, y(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) + yhetero(x), буде
розв’язком неоднорiдного рiвняння. Покажемо, що цей розв’язок загальний,
тобто вибором коефiцiєнтiв Ci можна розв’язати довiльну задачу Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Дiйсно, оскiльки yhomo загальний розв’язок однорiдного рiвняння, то система
функцiй yi, i = 1, n лiнiйно незалежна, тому визначник Вронського W [y1, y2,
. . . , yn] 6= 0. Звiдси, неоднорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0 − yhetero(x0),
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) = y′0 − y′hetero(x0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = y0 − y(n−1)

hetero(x0),

має єдиний розв’язок для довiльних наперед обраних y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 . Нехай

розв’язком системи буде C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. Тодi, як випливає з вигляду системи,

функцiя y(x) =
∑n

i=1C
0
i yi(x)+yhetero є розв’язком поставленої задачi Кошi.

Як випливає з теореми для знаходження загального розв’язку лiнiйного нео-
днорiдного рiвняння треба шукати загальний розв’язок однорiдного рiвняння,
тобто будь-якi n лiнiйно незалежнi розв’язки i якийсь частинний розв’язок не-
однорiдного рiвняння. Розглянемо три методи побудови частинного розв’язку
лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

3.3.2 Метод варiацiї довiльної сталої побудови частинного розв’яз-
ку лiнiйного неоднорiдного рiвняння

Метод варiацiї довiльної сталої полягає в тому, що розв’язок неоднорiдного
рiвняння шукається в такому ж виглядi, як i розв’язок однорiдного, але сталi

1Homogeneous equation — однорiдне рiвняння.
2Heterogeneous equation — неоднорiдне рiвняння.
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Ci, i = 1, n вважаються невiдомими функцiями. Нехай загальний розв’язок
лiнiйного однорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = 0.

записано у виглядi y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x).

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = b(x).

шукаємо у виглядi y(x) = C1(x)y1(x)+C2(x)y2(x)+. . .+Cn(x)yn(x), де Ci(x), i =
1, n — невiдомi функцiї. Оскiльки пiдбором n функцiй необхiдно задовольнити
одному рiвнянню, тобто однiй умовi, то n−1 умову можна накласти довiльно.
Розглянемо першу похiдну вiд записаного розв’язку

y′(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y′i(x) +
n∑
i=1

C ′i(x)yi(x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)yi(x) = 0. Розглянемо другу похiдну

y′(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y′′i (x) +
n∑
i=1

C ′i(x)y′i(x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)y′i(x) = 0. Продовжимо процес взяття похiдних

до (n− 1)-ої

y(n−1)(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y
(n−1)
i (x) +

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−2)
i (x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)y

(n−2)
i (x). На цьому (n − 1) умова вичерпалася. I

для n-ої похiдної справедливо

y(n)(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y
(n)
i (x) +

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x).

Пiдставимо взяту функцiю та її похiднi в неоднорiдне диференцiальне рiвня-
ння

a0(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)y
(n)
i (x)

)
+ a0(x)

(
n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x)

)
+

82



+ a1(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)y
(n−1)
i (x)

)
+ . . .+ an(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)yi(x)

)
= b(x).

Оскiльки y(x) =
∑n

i=1Ci(x)yi(x) — розв’язок однорiдного диференцiального
рiвняння, то пiсля скорочення одержимо n-у умову(

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x)

)
=

b(x)

a0(x)
.

Додаючи першi (n− 1) умови, одержимо систему

C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) + . . .+ C ′n(x)yn(x) = 0,
C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) + . . .+ C ′n(x)y′n(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C ′1(x)y
(n−2)
1 (x) + C ′2(x)y

(n−2)
2 (x) + . . .+ C ′n(x)y

(n−2)
n (x) = 0,

C ′1(x)y
(n−1)
1 (x) + C ′2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ C ′n(x)y

(n−1)
n (x) = b(x)

a0(x)
.

Оскiльки визначником системи є визначник Вронського i вiн вiдмiнний вiд
нуля, то система має єдиний розв’язок

C1(x) =

∫

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 y2(x) · · · yn−1(x) y′n(x)
0 y′2(x) · · · y′n−1(x) y′n(x)
...

... . . . ...
...

0 y
(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n−1 (x) y

(n−2)
n (x)

b(x)
a0(x)

y
(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n−1 (x) y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn]

dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn(x) =

∫

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn−1(x) 0
y′1(x) y′2(x) · · · y′n−1(x) 0
...

... . . . ...
...

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n−1 (x) 0

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n−1 (x) b(x)

a0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn]

dx.

I загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння за-
пишеться у виглядi

y(x) = C̄1y1(x) + C̄2y2(x) + . . .+ C̄nyn(x) + yhetero(x),

де C̄i — довiльнi сталi, а

yhetero(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + . . .+ Cn(x)yn(x).
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Якщо розглядати диференцiальне рiвняння другого порядку

a0(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a2(x)y(x) = b(x),

i загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

yhomo(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

то частинний розв’язок неоднорiдного має вигляд

yhetero(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

I для знаходження функцiй C1(x), C2(x) маємо систему
C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0,

C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) =
b(x)

a0(x)
.

Звiдси

C1(x) =

∫
∣∣∣∣∣ 0 y2(x)
b(x)
a0(x)

y′2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ dx, C2(x) =

∫
∣∣∣∣∣y1(x) 0

y′1(x) b(x)
a0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ dx

I одержуємо yhetero(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) з обчисленими функцiями
C1(x) i C2(x).

3.3.3 Метод Кошi

Нехай y(x) = K(x, s) — розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння, що
задовольняє умовам

K(s, s) = K ′x(s, s) = . . . = K
(n−2)

xn−2 (s, s) = 0, K
(n−1)

xn−1 (s, s) = 1.

Тодi функцiя

y(x) =

∫ x

x0

K(x, s)
b(s)

a0(s)
ds

буде розв’язком неоднорiдного рiвняння, що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0.
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Дiйсно, розглянемо похiднi вiд функцiї y(x):

y′(x) =

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds+K(x, x)

b(x)

a0(x)
.

I, оскiльки K(x, x) = 0, то

y′(x) =

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds.

Аналогiчно

y′′(x) =

∫ x

x0

K ′′x2(x, s)
b(s)

a0(s)
ds+K ′x(x, x)

b(x)

a0(x)
=

∫ x

x0

K ′′x2(x, s)
b(s)

a0(s)
ds,

i так далi до

y(n−1)(x) =

∫ x

x0

K
(n−1)

xn−1 (x, s)
b(s)

a0(s)
ds+K

(n−2)

xn−2 (x, x)
b(x)

a0(x)
=

=

∫ x

x0

K
(n−1)

xn−1 (x, s)
b(s)

a0(s)
ds,

y(n)(x) =

∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+K

(n−1)

xn−1 (x, x)
b(x)

a0(x)
.

I, оскiльки K(n−1)

xn−1 (x, x) = 1, то

y(n)(x) =

∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+

b(x)

a0(x)
.

Пiдставивши функцiю y(x) i ї ї похiднi у вихiдне диференцiальне рiвняння,
одержимо

a0(x)

(∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+

b(x)

a0(x)

)
+

+ a1(x)

(∫ x

x0

K
(n−1)

xn−1 (x, s)
b(s)

a0(s)
ds

)
+ . . .+ an(x)

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds =

=

∫ x

x0

(
a0(x)K

(n)
xn (x, s) + a1(x)K

(n−1)

xn−1 (x, s) + . . .+ an(x)K(x, s)
)
.

Оскiльки K(x, s) — є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння i, отже,

a0(x)K
(n)
xn (x, s) + a1(x)K

(n−1)

xn−1 (x, s) + . . .+ an(x)K(x, s) = 0.
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У такий спосiб показано, що

y(x) =

∫ x

x0

K(x, s)
b(s)

a0(s)
ds

є розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

Пiдставляючи x = x0 в значення y(x), y′(x), . . . , y(n)(x) одержимо, що

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0.

Для знаходження функцiї K(x, s) (iнтегрального ядра) можна використати
такий спосiб. Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) лiнiйно незалежнi розв’язки однорi-
дного рiвняння, то загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

yhomo(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x).

Оскiльки K(x, s) є розв’язком однорiдного рiвняння, то його слiд шукати у
виглядi

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x) + . . .+ Cn(s)yn(x).

Вiдповiднi початковi умови мають вигляд

K(s, s) = 0⇒ C1(s)y1(s) + C2(s)y2(s) + . . .+ Cn(s)yn(s) = 0,

K ′x(s, s) = 0⇒ C1(s)y′1(s) + C2(s)y′2(s) + . . .+ Cn(s)y′n(s) = 0,

i так далi до

K
(n−2)

xn−2 (s, s) = 0⇒
⇒ C1(s)y

(n−2)
1 (s) + C2(s)y

(n−2)
2 (s) + . . .+ Cn(s)y(n−2)

n (s) = 0,

i

K
(n−1)

xn−1 (s, s) = 1⇒
⇒ C1(s)y

(n−1)
1 (s) + C2(s)y

(n−1)
2 (s) + . . .+ Cn(s)y(n−1)

n (s) = 0.

Звiдси

C1(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 y2(s) · · · yn(s)
...

... . . . ...
0 y

(n−2)
2 (s) · · · y

(n−2)
n (s)

1 y
(n−1)
2 (s) · · · y

(n−1)
n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds,
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C2(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(s) 0 · · · yn(s)
...

... . . . ...
y

(n−2)
2 0 · · · y

(n−2)
n (s)

y
(n−1)
2 (s) 1 · · · y

(n−1)
n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds,

i так далi до

Cn(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(s) y2(s) · · · 0
...

... . . . ...
y

(n−2)
1 (s) y

(n−2)
2 (s) · · · 0

y
(n−1)
1 (s) y

(n−1)
2 (s) · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds.

I ядро K(x, s) має вигляд

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x) + . . .+ Cn(s)yn(x)

з одержаними функцiями C1(s), C2(s), . . . , Cn(s).

Якщо розглядати диференцiальне рiвняння другого порядку

a0(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a2(x)y(x) = b(x),

то функцiя має вигляд

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x),

де

C1(s) =

∣∣∣∣0 y2(s)
1 y′2(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣y1(s) y2(s)
y′1(s) y′2(s)

∣∣∣∣ , C1(s) =

∣∣∣∣y1(s) 0
y′1(s) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣y1(s) y2(s)
y′1(s) y′2(s)

∣∣∣∣ .
Звiдси

K(x, s) =

∣∣∣∣0 y2(s)
1 y′2(s)

∣∣∣∣ y1(x) +

∣∣∣∣y1(s) 0
y′1(s) 1

∣∣∣∣ y2(x)

W [y1, y2](s)
=
y1(s)y2(x)− y1(x)y2(s)

W [y1, y2](s)
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3.3.4 Метод невизначених коефiцiєнтiв

Якщо лiнiйне диференцiальне рiвняння є рiвнянням з сталими коефiцiєнтами,
а функцiя b(x) спецiального виду, то частинний розв’язок можна знайти за
допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

1. Нехай b(x) має вид многочлена, тобто

b(x) = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As−1x+ As.

(а) Розглянемо випадок, коли характеристичне рiвняння не має нульо-
вого кореня, тобто λ 6= 0. Частинний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння шукаємо виглядi:

ypart = B0x
s +B1x

s−1 + . . .+Bs−1 +Bs,

де B0, . . . , Bs — невiдомi сталi. Тодi

y′part = sB0x
s−1 + (s− 1)B1x

s−2 + . . .+ 1Bs−1,

y′′part = s(s− 1)B0x
s−2 + (s− 1)(s− 2)B1x

s−3 + . . .

. . .+ 2 · 1 ·Bs−2,

i так далi.

Пiдставляючи у вихiдне диференцiальне рiвняння, одержимо

a0 (s!Bs) + . . .

+ an−2

(
s(s− 1)B0x

s−2 + (s− 1)(s− 2)B1x
s−3 + . . .+ 2Bs−1

)
+

+ an−1

(
sB0x

s−1 + (s− 1)B1x
s−2 + . . .+Bs−1

)
+

+ an
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs−1 +Bs

)
=

= A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As−1x+ As.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях x запишемо:

xs anB0 = A0

xs−1 anB1 + san−1B0 = A1

xs−2 anB2 + (s− 1)an−1B1 + s(s− 1)an−2B0 = A2

i так далi.

Оскiльки характеристичне рiвняння не має нульового кореня, то
an 6= 0. Звiдси одержимо B0 = A0

an
, B1 = A1−san−1B0

an
, i так далi.
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(б) Розглянемо випадок, коли характеристичне рiвняння має нульовий
корiнь кратностi r. Тодi диференцiальне рiвняння має вигляд

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−ry
(r) = A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As.

Зробивши замiну y(r) = z одержимо диференцiальне рiвняння

a0z
(n−r) + a1z

(n−r−1) + . . .+ an−rz = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As,

характеристичне рiвняння якого вже не має нульового кореня, тобто
повернемося до попереднього випадку. Звiдси частинний розв’язок
шукається у виглядi

zpart = B̄0x
s + B̄1x

s−1 + . . .+ B̄s.

Проiнтегрувавши його r-разiв, одержимо, що частиний розв’язок
вихiдного однорiдного рiвняння має вигляд

ypart =
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr.

2. Нехай b(x) має вигляд b(x) = epx (A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As).

(а) Розглянемо випадок, коли p не є коренем характеристичного рiвня-
ння. Зробимо замiну

y = epxz,

y′ = pepxz + epxz = epx(pz + z′),

y′′ = pepx(pz + z′) + epx(pz′ + z′′) = epx(p2z + 2pz′ + z′′),

i так далi до

y(n) = epx
(
pnz + npn−1z′ + . . .+ z(n)

)
.

Пiдставивши отриманi вирази у вихiдне диференцiальне рiвняння,
одержимо

epx
(
B0z

(n) +B1z
(n−1) + . . . Bnz

)
=

= epz
(
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
.

де Bi — сталi коефiцiєнти, що виражаються через ai i p. Скоротивши
на epx, одержимо рiвняння

B0z
(n) +B1z

(n−1) + . . . Bnz = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As.
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Причому, оскiльки p не є коренем характеристичного рiвняння, то
пiсля замiни y = epxz, отримане диференцiальне рiвняння не буде
мати коренем характеристичного рiвняння µ = 0. Таким чином,
повернулися до випадку 1.a). Частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння шукаємо у виглядi

zpart = B0x
s +B1x

s−1 + . . .+Bs−1 +Bs,

А частинний розв’язок вихiдного неоднорiдного диференцiального
рiвняння у виглядi:

ypart = epx
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs−1 +Bs

)
,

(б) Розглянемо випадок, коли p — корiнь характеристичного рiвняння
кратностi r. Це значить, що пiсля, замiни y = epxz i скорочення на
epx, вийде диференцiальне рiвняння, що має коренем характеристи-
чного рiвняння, число µ = 0 кратностi r, тобто

B0z
(n) +B1z

(n−1) + . . . Bn−rz
(r) = A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As.

Як випливає з пункту 1.б) частинний розв’язок шукається у виглядi

zpart =
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr,

а частинний розв’язок вихiдного неоднорiдного диференцiального
рiвняння у виглядi

ypart = epx
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr,

3. Нехай b(x) має вигляд:

b(x) = epx (Ps(x) cos(qx) +Q`(x) sin(qx)) ,

де Ps(x), Q`(x) — многочлени степеня s i `, вiдповiдно, i, наприклад,
` ≤ s. Використовуючи формулу Ейлера, перетворимо вираз до вигляду:

b(x) = e(p+iq)xRs(x) + e(p−iq)xTs(x),

де Rs(x), Ts(x) — многочлени степеня не вище, нiж s. Використовую-
чи властивостi 2, 3 розв’язкiв неоднорiдних диференцiальних рiвнянь,
а також випадки 2.а), 2.б) знаходження частинного розв’язку лiнiйних
неоднорiдних рiвнянь, одержимо, що частинний розв’язок шукається у
виглядах:
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(а)

ypart = epx
((
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
cos(qx) +

+
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
sin(qx)

)
,

якщо p± iq не є коренем характеристичного рiвняння;

(б)

ypart = epx
((
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
cos(qx) +

+
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
sin(qx)

)
xr,

якщо p± iq є коренем характеристичного рiвняння кратностi r.

3.3.5 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 3.21
Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ − 2y′ + y = ex

x
.

Розв’язок. Загальний розв’язок складається з суми загального розв’язку одно-
рiдного та частинного розв’язку неоднорiдного рiвнянь.

Розглянемо однорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 1. I загальний розв’язок однорiдного має
вигляд yhomo(x) = C1e

x + C2xe
x.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо методом варiацiї до-
вiльної сталої у виглядi ypart(x) = C1(x)ex + C2(x)xex. Для знаходження фун-
кцiй C1(x), C2(x) отримаємо систему C ′1(x)ex + C ′2(x)xex = 0,

C ′1(x)ex + C ′2(x) (xex + ex) =
ex

x
.
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Звiдси

C1(x) =

∫ ∣∣∣∣ 0 xex
ex

x
xex + ex

∣∣∣∣∣∣∣∣ex xex

ex xex + ex

∣∣∣∣ dx =

∫
e2x

e2x
dx = x+ C̄1,

C2(x) =

∫ ∣∣∣∣ex 0
ex ex

x

∣∣∣∣∣∣∣∣ex xex

ex xex + ex

∣∣∣∣ dx =

∫
e2x

xe2x
dx = ln |x|+ C̄2.

Поклавши (для зручностi) C̄1 = 0, C̄2 = 0, одержимо

ypart(x) = xex + xex ln |x|.

Загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x + xex ln |x|.

Приклад 3.22
Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
.

Розв’язок. Загальний розв’язок складається з суми загального розв’язку одно-
рiдного та частинного розв’язку неоднорiдного. Розглянемо однорiдне рiвня-
ння

y′′ + 3y′ + 2y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 3λ+ 2 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = −2. I загальний розв’язок однорiдного
має вигляд yhomo(x) = C1e

−x + C2e
−2x.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо методом Кошi. Вра-
ховуючи вигляд загального розв’язку однорядного рiвняння функцiю K(x, s)
шукаємо у виглядi

K(x, s) = C1(s)e−x + C2(s)e−2x.
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Початковi умови дають наступне

K(s, s) = 0 =⇒ C1(s)e−x + C2(s)e−2s = 0,

K ′x(s, s) = 1 =⇒ C1(s)e−x − 2C2(s)e−2s = 1,

Звiдси

C1(s) =

∣∣∣∣ e−s 0
−e−s 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ e−s e−2s

−e−s −2e−2s

∣∣∣∣ =
e−s

−e−3s
= −e2s.

Таким чином K(x, s) = es−x − e2(s−x). I частинний розв’язок, що задовольняє
нульовим початковим умовам, має вигляд

ypart(x) =

∫
es−x − e2(s−x)

es + 1
ds = e−x

∫ x

x0

es

es + 1
ds− e−2x e2s

es + 1
ds =

= e−x ln |es + 1||s=xs=x0
− e−2x

∫ x

x0

es + 1− 1

es + 1
d(es) =

= e−x (ln |ex + 1| − ln |ex0 − 1|) +

+ e−2x (ex − ex0 − ln |ex + 1|+ ln |ex0 + 1|) .

Враховуючи, що початковi данi не заданi, остаточно отримаємо

yhetero(x) = C1e
−x + C2e

−2x + e−x ln |ex + 1|+ e−2x ln |ex + 1|.

Розв’язати лiнiйнi неоднорiднi рiвняння

Задача 3.55.

y′′ + y =
1

sinx
;

Задача 3.56.

y′′ + 4y = 2 tan x;

Задача 3.57.

y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+1;

Задача 3.58.

y′′ + y = 2 sec3 x;

Задача 3.59.

y′′ − y =
x2 − 2

x3
.

Якщо рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, а функцiя b(x) спецiального вигля-
ду, то зручнiше використовувати метод невизначених коефiцiєнтiв.

93



Приклад 3.23
Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + y = x2 + 1.

Розв’язок. Спочатку розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = −1. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде yhomo(x) = C1e

−x + C2xe
−x. Оскiльки справа стоїть многочлени

другого ступеня i характеристичне рiвняння не мiстить нульових коренiв, то
частинний розв’язок має вигляд

ypart(x) = ax2 + bx+ c.

Звiдси
y′part(x) = 2ax+ b.

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

2a+ 2(2ax+ b) + (ax2 + bx+ c) = x2 + 1

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях

x2 a = 1
x 4a+ b = 0
1 a+ 2b+ c = 1

Звiдси a = 1, b = −4, c = 7.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
−x + C2xe

−x + x2 − 4x+ 7.

Приклад 3.24
Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′′ + y′′ = x+ 1.
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Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′′ + y′′ = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ3 + λ2 = 0

Його коренями будуть λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде

yhomo(x) = C1 + C2x+ C3e
−x.

Оскiльки справа стоїть многочлен другого порядку, а характеристичне рiвня-
ння має нульовий корiнь кратностi два, то частинний розв’язок має вигляд

ypart(x) = x2(ax+ b),

або
ypart(x) = ax3 + bx2.

Звiдси

y′part(x) = 3ax2 + 2bx,

y′′part(x) = 6ax+ 2b.

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

6a+ (6ax+ 2b) = x+ 1.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових ступенях

x 6a = 1
1 6a+ 2b = 1

Звiдси a = 1
6
, b = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1 + C2x+ C3e
−x +

x3

6
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Приклад 3.25
Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння y′′ + y = exx.

Розв’язок. Розв’язуємо лiнiйне однорiдне рiвняння

y′′ + y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 1 = 0.

Його коренями будуть λ1,2 = ±i. I загальним розв’язком однорiдного рiвняння
буде

yhomo(x) = C1 cosx+ C2 sinx.

Оскiльки справа стоїть многочлен першого порядку, помножений на експо-
ненту, то частинний розв’язок має вигляд

ypart(x) = ex(ax+ b).

Звiдси

y′part(x) = ex(ax+ a+ b),

y′part(x) = ex(ax+ 2a+ b).

Пiдставляємо одержанi вирази у диференцiальне рiвняння

ex(ax+ 2a+ b) + ex(ax+ b) = exx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

xex 2a = 1
ex 2a+ 2b = 0

Звiдси a = 1
2
, b = −1

2
.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1 cosx+ C2 sinx+
ex(x− 1)

2
.
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Приклад 3.26
Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = exx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 1. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
x + C2xe

x.

Оскiльки справа стоїть многочлен першого порядку, а показник при експонен-
тi є двократним коренем характеристичного рiвняння, частинний розв’язок
має вигляд

ypart(x) = x2ex(ax+ b),

або
ypart(x) = ex(ax3 + bx2),

Звiдси

y′part(x) = ex(ax3 + (3a+ b)x2 + 2bx),

y′′part(x) = ex(ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b)x+ 2b).

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

ex(ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b)x+ 2b)− 2ex(ax3 + (3a+ b)x2 + 2bx)+

+ ex(ax3 + bx2) = exx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

xex 6a+ 4b+ 2b = 1
ex 2b = 0

Звiдси a = 1
6
, b = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x +
x3ex

6
. (.1)
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Приклад 3.27
Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ − y = x cosx+ sinx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ − y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = −1. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
x + C2e

−x.

Частинний розв’язок неоднорiдного має вигляд

ypart(x) = (ax+ b) cosx+ (cx+ d) sinx.

Звiдси

y′part(x) = (cx+ a+ d) cosx+ (−ax− b+ c) sinx,

y′′part(x) = (−ax− b+ 2c) cosx+ (−cx− 2a− d) sinx

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

(−ax− b+ 2c) cosx+ (−cx− 2a− d) sinx−
− (ax+ b) cosx− (cx+ d) sinx = x cosx+ sinx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових виразах

x cosx −2a = 1
x sinx −2c = 0
cosx −b+ 2c− b = 0
sinx −2a− d− d = 1

Звiдси a = −1
2
, b = c = d = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x − cosx

2
.
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Приклад 3.28
Розв’язати диференцiальне рiвняння

y′′ + 2y′ + 2y = e−x sinx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + 2y = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 +2λ+2 = 0 має коренi λ1,2 = −1±i. I загальним
розв’язком однорiдного рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx.

Оскiльки λ1 = 1 + i корiнь кратностi один, то частинний розв’язок неоднорi-
дного має вигляд

ypart(x) = xe−x(a cosx+ b sinx).

Звiдси

y′part(x) = e−x((b− ax) sinx+ (a− (a− b)x) cosx)

y′part(x) = −2e−x((a+ b− ax) sinx+ ((a− b) + bx) cosx)

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

− 2e−x((a+ b− ax) sinx+ ((a− b) + bx) cosx)+

+ 2e−x((b− ax) sinx+ (a− (a− b)x) cosx)+

+ 2xe−x(a cosx+ b sinx) = e−x sinx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

e−x cosx 2a+ 2b = 0
e−x sinx −2a− 2b+ c = 1

Звiдси a = −1, b = 1.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx+ xe−x (sinx− cosx) .

Знайти загальний розв’язок рiвнянь:
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Задача 3.60.

y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 2x+ 3;

Задача 3.61.

y′′′ − 3y′ + 2y = e−x(4x2 + 4x− 10);

Задача 3.62.

y(4) + 8y′′ + 16y = cosx;

Задача 3.63.

y(5) + y′′′ = x2 − 1;

Задача 3.64.

y(4) − y = xex + cosx;

Задача 3.65.

y(4) + 2y′′ + y = x2 cosx;

Задача 3.66.

y(4) − y = 5ex sinx+ x4;

Задача 3.67.

y(4) + 5y′′ + 4y = sinx cos 2x;

Задача 3.68.

y′′′ − 4y′′ + 3y′ = x3e2x;

Задача 3.69.

y(4) + y′′ = 7x− 3 cosx;

Задача 3.70.

y′′′ − y′′ − y′ + y = 3ex + 5x sinx;

Задача 3.71.

y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2x sin 2x+ 2x2;

Задача 3.72.

y′′′ + y′ = sinx+ x cosx;

Задача 3.73.

y′′′ − y = x3 − 1;

Задача 3.74.

y′′′ + y′′ = x2 + 1 + 3xex;

Задача 3.75.

y′′′ + y′′ + y′ + y = xex;

Задача 3.76.

y′′′ − 9y′ = −9(e3x − 2 sin 3x+ cos 3x);

Задача 3.77.

y′′′ − y′ = 10 sin x+ 6 cosx+ 4ex;

Задача 3.78.

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 4xex;

Задача 3.79.

y′′′ + 2y′′ − 3y′ = (8x+ 6)ex;

Задача 3.80.

y(4) + y′′ = x2 + x;

Задача 3.81.

y′′′ − 3y′ + 2y = (2x2 − x)ex + cosx;

Задача 3.82.

y(4) − y = 5ex cosx+ 3;

Задача 3.83.

y(5) − y′′′ = x2 + cosx;

Задача 3.84.

y(4) − 2y′′ + y′ = ex;

Задача 3.85.

y(4) − 2y′′′ + y′′ = x3;

Задача 3.86.

y(4) + y′′′ = cos 3x.

100



Знайти частинний розв’язок диференцiальних рiвнянь:

Задача 3.87.

y′′′ − 2y′′ + y′ = 4(sinx+ cosx), y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;

Задача 3.88.

y′′′ + 2y′′ + y′ = −2e−2x, y(0) = 2, y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.89.

y′′′ − 3y′ = 3(2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.90.

y′′′ + 2y′′ + y′ = 5ex, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0;

Задача 3.91.

y′′′ − y′ = 3(2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.92.

y′′′ + 2y′′ + 2y′ + y = x, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

4 Системи рiвнянь

4.1 Загальна теорiя

Спiввiдношення вигляду
F1(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
F2(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fn(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,

називається системою n звичайних диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку.

Якщо система розв’язана вiдносно похiдних i має вигляд
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,

то вона називається системою в нормальнiй формi.
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Означення 4.1. Розв’язком системи диференцiальних рiвнянь називається на-
бiр n неперервно диференцiйованих функцiй x1(t), . . . , xn(t) що тотожно задо-
вольняють кожному з рiвнянь системи.

У загальному випадку розв’язок системи залежить вiд n довiльних сталих
i має вигляд x1(t, C1, . . . , Cn), . . . , xn(t, C1, . . . , Cn) i задача Кошi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку ставиться в такий спо-
сiб. Потрiбно знайти розв’язок, що задовольняє початковим умовам (умовам
Кошi):

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n

Означення 4.2. Розв’язок x1(t, C1, . . . , Cn), . . ., xn(t, C1, . . . , Cn) називається
загальним, якщо за рахунок вибору сталих C1, . . . , Cn можна розв’язати до-
вiльну задачу Кошi.

Для систем звичайних диференцiальних рiвнянь досить важливим є понят-
тя iнтеграла системи. В залежностi вiд гладкостi (тобто диференцiйованостi)
можна розглядати два визначення iнтеграла.

Означення 4.3. 1. Функцiя F (x1, x2, . . . , xn, t) стала уздовж розв’язкiв си-
стеми, називається iнтегралом системи.

2. Функцiя F (x1, x2, . . . , xn, t) повна похiдна, якої в силу системи тотожно
дорiвнює нулю, називається iнтегралом системи.

Для лiнiйних рiвнянь iснує поняття лiнiйної залежностi i незалежностi розв’язкiв.
Для нелiнiйних рiвнянь (систем рiвнянь) аналогiчним поняттям є функцiо-
нальна незалежнiсть.

Означення 4.4. Iнтеграли

F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)

називаються функцiонально незалежними, якщо не iснує функцiї n змiнних
Φ(z1, z2, . . . , zn) такої, що

Φ(F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)) = 0.
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Теорема 4.5
Для того щоб iнтеграли

F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)

системи звичайних диференцiальних рiвнянь були функцiонально неза-
лежними, необхiдно i достатньо, щоб визначник Якобi був вiдмiнний вiд
тотожного нуля, тобто

D(F1, F2, . . . , Fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
6= 0.

Означення 4.6. Якщо F (x1, x2, . . . , xn, t) — iнтеграл системи диференцiальних
рiвнянь, то рiвнiсть F (x1, x2, . . . , xn, t) = C називається першим iнтегралом.

Означення 4.7. Сукупнiсть n функцiонально незалежних iнтегралiв називає-
ться загальним iнтегралом системи диференцiальних рiвнянь.

Власне кажучи загальний iнтеграл — це загальний розв’язок системи дифе-
ренцiальних рiвнянь у неявному виглядi.

Теорема 4.8 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi)
Щоб система диференцiальних рiвнянь, розв’язаних вiдносно похiдної, ма-
ла єдиний розв’язок, що задовольняє умовам Кошi:

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n

досить, щоб:

1. функцiї f1, f2, . . . , fn були неперервними по змiнним x1, x2, . . . , xn, t в
околi точки (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n, t0);

2. функцiї f1, f2, . . . , fn задовольняли умовi Лiпшиця по аргументах x1,
x2, . . . , xn у тому ж околi.

Зауваження 4.9 — Умову Лiпшиця можна замiнити бiльш грубою умо-
вою, але такою, що перевiряється легше, iснування обмежених частинних
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похiдних, тобто ∣∣∣∣ ∂fi∂xj

∣∣∣∣ ≤M, i, j = 1, 2, . . . , n.

4.1.1 Геометрична iнтерпретацiя розв’язкiв

Назвемо (n+1)-вимiрний простiр змiнних x1, x2, . . . , xn, t розширеним фазовим
простором Rn+1. Тодi розв’язок x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) визначає
в просторi Rn+1 деяку криву, що називається iнтегральною кривою. Загаль-
ний розв’язок (чи загальний iнтеграл) визначає сiм’ю iнтегральних кривих,
що всюди щiльно заповнюють деяку область D ⊆ Rn+1 (область iснування
та єдиностi розв’язкiв). Задача Кошi ставиться як видiлення iз сiм’ї iнте-
гральних кривих, окремої кривої, що проходить через задану початкову точку
M (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n, t0) ∈ D.

4.1.2 Механiчна iнтерпретацiя розв’язкiв

В евклiдовому просторi Rn змiнних x1(t), x2(t), . . . , xn(t) розв’язок x1 = x1(t),
x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) визначає закон руху по деякiй траєкторiї в зале-
жностi вiд часу t. При такiй iнтерпретацiї функцiї f1, f2, . . . , fn є складовими
швидкостi руху, простiр змiни перемiнних називається фазовим простором,
система динамiчної, а крива, по якiй вiдбувається рух x1 = x1(t), x2 = x2(t),
. . . , xn = xn(t) – фазовою траєкторiєю. Фазова траєкторiя є проекцiєю iнте-
гральної кривої на фазовий простiр.

4.1.3 Зведення одного рiвняння вищого порядку до системи рiв-
нянь першого порядку

Нехай маємо диференцiальне рiвняння

dny

dxn
= f

(
x, y,

dy

dx
,

d2y

dx2
, . . . ,

dn−1y

dxn−1

)
.

Розглянемо замiну змiнних

x 7→ t, y 7→ x1, ,
dy

dx
7→ x2, . . . ,

dn−1y

dxn−1
7→ xn.

Тодi одержимо систему рiвнянь
ẋ1 = x2,
ẋ2 = x3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn−1 = xn,
ẋn = f(t, x1, x2, . . . , xn).
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4.1.4 Зведення системи рiвнянь до одного рiвняння вищого поряд-
ку

Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).

i заданий її розв’язок x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t). Якщо цей розв’язок
пiдставити в перше рiвняння, то вийде тотожнiсть i її можна диференцiювати

d2x1

dt2
=
∂f1

∂t
+

n∑
i=1

∂f1

∂xi
· dxi(t)

dt
.

Пiдставивши замiсть dxi(t)/ dt їх значення, одержимо

d2x1

dt2
=
∂f1

∂t
+

n∑
i=1

∂f1

∂xi
fi = F2(t, x1, x2, . . . , xn).

Знову диференцiюємо це рiвняння й одержимо

d3x1

dt3
=
∂F2

∂t
+

n∑
i=1

∂F2

∂xi
· dxi(t)

dt
=
∂F2

∂t
+

n∑
i=1

∂F2

∂xi
fi = F3(t, x1, x2, . . . , xn).

Продовжуючи процес далi, одержимо

dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn),

dnx1

dtn
= Fn(t, x1, x2, . . . , xn).

Таким чином, маємо систему

dx1

dt
= f1(x1, x2, . . . , xn, t),

d2x1

dt2
= F2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn),

dnx1
dtn

= Fn(t, x1, x2, . . . , xn).
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Припустимо, що
D(f1, F2, . . . , Fn−1)

D(x2, x3, . . . , xn)
6= 0.

Тодi систему перших (n− 1) рiвнянь

dx1

dt
= f1(x1, x2, . . . , xn, t),

d2x1

dt2
= F2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn).

можна розв’язати вiдносно останнiх (n− 1) змiнних x2, x3, . . . , xn i одержати

x2 = ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

x3 = ϕ3

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

Пiдставивши одержанi вирази в останнє рiвняння, запишемо

dnx1

dtn
= Fn

(
t, x1, ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
, . . . ,

ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

))
.

Або, пiсля перетворень

dnx1

dtn
= Φ

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

одержимо одне диференцiальне рiвняння n-го порядку.

У загальному випадку, одержимо, що система диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку 

ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).
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зводиться до одного рiвняння n-го порядку

dnx1

dtn
= Φ

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

i системи (n− 1) рiвнянь зв’язку

x2 = ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

x3 = ϕ3

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

Зауваження 4.10 — Було зроблене припущення, що

D(f1, F2, . . . , Fn−1)

D(x2, x3, . . . , xn)
6= 0.

Якщо ця умова не виконана, то можна зводити до рiвняння щодо iнших
змiнних, наприклад вiдносно x2.

4.1.5 Комбiнацiї, що iнтегруються

Означення 4.11. Комбiнацiєю, що iнтегрується, називається диференцiальне
рiвняння, отримане шляхом перетворень iз системи, диференцiальних рiвнянь,
але яке вже можна легко iнтегрувати.

dΦ(t, x1, x2, . . . , xn) = 0.

Одна комбiнацiя, що iнтегрується, дає можливiсть одержати одне кiнцеве рiв-
няння

Φ(t, x1, x2, . . . , xn) = C,

яке є першим iнтегралом системи.

Геометрично перший iнтеграл являє собою n-вимiрну поверхню в (n + 1)-
вимiрному просторi, що цiлком складається з iнтегральних кривих.
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Якщо знайдено k комбiнацiй, що iнтегруються, то одержуємо k перших iнте-
гралiв 

Φ1(t, x1, x2, . . . , xn) = C1,
Φ2(t, x1, x2, . . . , xn) = C2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φn(t, x1, x2, . . . , xn) = Cn.

I, якщо iнтеграли незалежнi, то хоча б один з визначникiв

D(Φ1,Φ2, . . . ,Φk)

D(xi1 , xi2 , . . . , xik)
6= 0.

Звiдси з системи можна виразити k невiдомих функцiй xi1 , xi2 , . . . , xik через
iншi i пiдставивши їх у вихiдну систему, понизити порядок до (n − k) рiв-
нянь. Якщо n = k i всi iнтеграли незалежнi, то одержимо загальний iнтеграл
системи.

Особливо поширеним засобом знаходження комбiнацiй, що iнтегруються, є
використання систем у симетричному виглядi.

Систему диференцiальних рiвнянь, що записана в нормальнiй формi
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).

можна переписати у виглядi

dx1

f1(x1, x2, . . . , xn, t)
=

dx2

f2(x1, x2, . . . , xn, t)
= . . . =

dxn
fn(x1, x2, . . . , xn, t)

=
dt

1
.

При такiй формi запису всi змiннi x1, x2, . . . , xn, t рiвнозначнi.

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi

dx1

X1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

X2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
Xn(x1, x2, . . . , xn)

.

називається системою у симетричному виглядi.

При знаходженнi комбiнацiй, що iнтегруються, найбiльш часто використовує-
ться властивiсть “пропорцiйностi”. А саме, для систем в симетричному виглядi
справедлива рiвнiсть
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dx1

X1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

X2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
Xn(x1, x2, . . . , xn)

=

=
k1 dx1 + k2 dx2 + . . . kn dxn

(k1X1 + k2X2 + . . .+ knXn)(x1, x2, . . . , xn)
.

4.1.6 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 4.12
Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь зведенням до одного рiвня-
ння вищого порядку:

dy

dx
=
x

z
,

dz

dx
= −x

y
.

Розв’язок. Диференцiюємо перше рiвняння по змiннiй x:

y′′ =
1

z
− x

z2
z′ =

1

z
+
x

z2
· x
y
.

Таким чином, одержали допомiжну систему:

y′ =
x

z
, y′′ =

1

z
+
x

z2
· x
y
.

З першого рiвняння отримаємо z = x/y′. Пiдставляємо одержане значення в
другу систему

y′′ =
y′

x
+

(y′)2

y
.

Маємо однорiдне (по y, y′, y′′) диференцiальне рiвняння другого порядку. Ро-
бимо замiну

y = exp

{∫
u dx

}
,

y′ = u exp

{∫
u dx

}
,

y′′ = (u2 + u′) exp

{∫
u dx

}
.

Пiсля пiдстановки та скорочення на e
∫
u dx одержуємо

u2 + u′ =
u

x
+ u2,
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або
du

dx
=
u

x
.

Далi
du

u
=

dx

x
=⇒ u =

C1x

2
.

Звiдси

y = exp

{∫
C1x

2
dx

}
= eC1x2+lnC2 ,

або
y2 = C2e

C1x2 .

Змiнна z знаходиться з умови z = x/y′, або

z =
x

2C2C1xeC1x2
=

1

2C1C2

e−C1x2 .

Приклад 4.13
Розв’язати систему в симетричному виглядi за допомогою iнтегрованих
комбiнацiй

dx

y
=

dy

x
=

dz

z
.

Розв’язок. Використовуючи властивостi “пропорцiйностi”, маємо

dx

y
=

dy

x
=

dz

z
=

d(x− y)

−(x− y)
=

d(x+ y + z)

(x+ y + z)
.

1. Вiзьмемо
dz

z
=

d(x− y)

−(x− y)
.

Звiдси
ln |z|+ ln |x− y| = lnC1,

i перший iнтеграл має вигляд z(x− y) = C1.

2. Вiзьмемо
dz

z
=

d(x+ y + z)

(x+ y + z)
.

Звiдси
ln |z|+ ln |x+ y + z| = lnC2,

i ще один iнтеграл має вигляд
x+ y + z

z
= C2.
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Умовою функцiональної незалежностi одержаних iнтегралiв є

D(C1, C2)

D(x, y)
6= 0.

Перевiряємо:

D(C1, C2)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∂C1/∂x
∂C1/∂y

∂C2/∂x
∂C2/∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ z −z
1/z

1/z

∣∣∣∣ = 2 6= 0.

Таким чином
z(x− y) = C1,

x+ y + z

z
= C2

є загальним iнтегралом системи.

Розв’язати системи диференцiальних рiвнянь, зведенням до одного рiвняння
вищого порядку

Задача 4.1.

dy

dx
=

y2

z − x
,

dz

dx
= y + 1;

Задача 4.2.

dy

dx
=
z

x
,

dz

dx
=
z(y + 2z − 1)

x(y − 1)
;

Задача 4.3.

dy

dx
= y2z,

dz

dx
=
z

x
− yz2;

Задача 4.4.

dy

dx
=
y2 − z2 + 1

2z
,

dz

dx
= z + y.

Розв’язати системи диференцiальних рiвнянь за допомогою iнтегрованих ком-
бiнацiй.

Задача 4.5.

dx

y + z
=

dy

x+ z
=

dz

x+ y
;

Задача 4.6.

dx

y − x
=

dy

x+ y + z
=

dz

x− y
;

Задача 4.7.

dx

z
=

dy

xz
=

dz

y
;

Задача 4.8.
dx

z2 − y2
=

dy

z
=

dz

−y
;

Задача 4.9.
dx

x
=

dy

y
=

dz

xy + z
;

Задача 4.10.
dx

x+ y2 + z2
=

dy

y
=

dz

z
;

Задача 4.11.
dx

x(y + z)
=

dy

z(z − y)
=

dz

y(y − z)
;
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Задача 4.12.
dx

−x2
=

dy

xy − 2z2
=

dz

xz
;

Задача 4.13.
dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
;

Задача 4.14.

dx/x

y2 − z2
=

dy/y

−z2 − x2)
=

dz/z

x2 + y2
.

4.2 Системи лiнiйних рiвнянь. Загальнi положення

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + f1(t),
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn + fn(t),

називається лiнiйною неоднорiдною системою диференцiальних рiвнянь. Си-
стема 

ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn,
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn,

називається лiнiйною однорiдною системою диференцiальних рiвнянь. Якщо
ввести векторнi позначення

x =


x1

x2
...
xn

 , f(t) =


f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 , A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
... . . . ...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 ,

то лiнiйну неоднорiдну систему можна переписати у виглядi

ẋ = A(t)x+ f(t),

а лiнiйну однорiдну систему у виглядi

ẋ = A(t)x.

Якщо функцiї aij(t), fi(t), i, j = 1, n неперервнi в околi точки

(x0, t0) = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n, t0),
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то виконанi умови теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi, i iснує
єдиний розв’язок

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t),

системи рiвнянь, що задовольняє початковим даним

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

4.2.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних однорiдних систем

Властивiсть 4.1
Якщо вектор x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T є розв’язком лiнiйної однорi-
дної системи, то i

Cx(t) = (Cx1(t), Cx2(t), . . . , Cxn(t))T ,

де C — стала скалярна величина, також є розв’язком цiєї системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ 0.

Але тодi i

d

dt
(Cx(t))− A(t)(Cx(t)) = = C(ẋ(t)− A(t)x(t)) ≡ 0

оскiльки дорiвнює нулю вираз в дужках. Тобто Cx(t) є розв’язком однорiдної
системи.

Властивiсть 4.2
Якщо двi векторнi функцiї

x1 = (x11(t), x21(t), . . . , xn1(t))T ,

x2 = (x12(t), x22(t), . . . , xn2(t))T

є розв’язками однорiдної системи, то i їхня сума також буде розв’язком
однорiдної системи.
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Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ1(t)− A(t)x1(t) ≡ 0,

ẋ2(t)− A(t)x2(t) ≡ 0.

Але тодi i

d

dt
(x1(t) + x2(t))− A(t)(x1(t) + x2(t)) =

= (ẋ1(t)− A(t)x1(t)) + (ẋ2(t)− A(t)x2(t)) ≡ 0

тому що дорiвнюють нулю вирази в дужках, тобто x1(t) + x2(t) є розв’язком
однорiдної системи.

Властивiсть 4.3
Якщо вектори x1 = (x11(t), x21(t), . . . , xn1(t))T , . . ., xn = (x1n(t), x2n(t), . . . ,
xnn(t))T є розв’язками однорiдної системи, та i їхня лiнiйна комбiнацiя з
довiльними коефiцiєнтами також буде розв’язком однорiдної системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋi(t)− A(t)xi(t) ≡ 0, i = 1, n.

Але тодi i

d

dt

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
− A(t)

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
=

n∑
i=1

Ci (ẋi(t)− A(t)xi(t)) ≡ 0

тому що дорiвнює нулю кожний з доданкiв, тобто
∑n

i=1Cixi(t) є розв’язком
однорiдної системи.

Властивiсть 4.4
Якщо комплексний вектор з дiйсними елементами u(t)+ iv(t) = (u1(t), . . . ,
un(t))T + i(v1(t), . . . , vn(t))T є розв’язком однорiдної системи, то окремо
дiйсна та уявна частини є розв’язками системи.

Доведення. Дiйсно за умовою

d

dt
(u(t) + iv(t))− A(t)(u(t) + iv(t)) ≡ 0.
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Розкривши дужки i зробивши перетворення, одержимо

(u̇(t)− A(t)u(t)) + i(v̇(t)− A(t)v(t)) ≡ 0.

А комплексний вираз дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють нулю
дiйсна i уявна частини, тобто

u̇(t)− A(t)u(t) ≡ 0,

v̇(t)− A(t)v(t) ≡ 0.

що i було потрiбно довести.

Означення 4.5. Вектори

x1 =


x11(t)
x21(t)

...
xn1(t)

 , x2 =


x12(t)
x22(t)

...
xn2(t)

 , . . . , xn =


x1n(t)
x2n(t)

...
xnn(t)


називаються лiнiйно залежними на вiдрiзку t ∈ [a, b], якщо iснують не всi рiвнi
нулю сталi C1, C2, . . . , Cn, такi, що

C1x1(t) + C2x2(t) + . . .+ Cnxn(t) ≡ 0

при t ∈ [a, b].

Якщо тотожнiсть справедлива лише при Ci = 0, i = 1, n, то вектори лiнiйно
незалежнi.

Означення 4.6. Визначник, що складається з векторiв x1(t), x2(t), . . . , xn(t),
тобто

W [x1, x2, . . . , xn](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
...

. . .
...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
називається визначником Вронського.

Теорема 4.7
Якщо векторнi функцiї x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйно залежнi, то визначник
Вронського тотожно дорiвнює нулю.
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Доведення. За умовою iснують не всi рiвнi нулю C1, C2, . . . , Cn, такi, що C1x1(t)+
C2x2(t) + . . .+ Cnxn(t) ≡ 0 при t ∈ [a, b].

Або, розписавши покоординатно, одержимо
C1x11(t) + C2x12(t) + . . .+ Cnx1n(t) ≡ 0,
C1x21(t) + C2x22(t) + . . .+ Cnx2n(t) ≡ 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t) + C2xn2(t) + . . .+ Cnxnn(t) ≡ 0.

А однорiдна система має ненульовий розв’язок C1, C2, . . . , Cn тодi i тiльки тодi,
коли визначник дорiвнює нулю, тобто

W [x1, x2, . . . , xn](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0, t ∈ [a, b].

Теорема 4.8
Якщо розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйної однорiдної системи лiнiйно
незалежнi, то визначник Вронського не дорiвнює нулю в жоднiй точцi
t ∈ [a, b].

Доведення. Нехай, вiд супротивного, iснує точка t0 ∈ [a, b] i

W [x1, x2, . . . , xn](t0) = 0.

Тодi виконується система однорiдних алгебраїчних рiвнянь

C1x1(t0) + C2x2(t0) + . . .+ Cnxn(t0) = 0.

Або, розписавши покоординатно, одержимо
C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = 0,
C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = 0.

має ненульовий розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. Розглянемо лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв

з отриманими коефiцiєнтами

x(t) = C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t).
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Вiдповiдно до властивостi 4, ця комбiнацiя буде розв’язком. Крiм того, як ви-
пливає iз системи алгебраїчних рiвнянь, для отриманих C0

1 , C
0
2 , . . . , C

0
n: x(t0) =

0, t0 ∈ [a, b]. Але розв’язком, що задовольняють таким умовам, є x ≡ 0. I в
силу теореми iснування та єдиностi цi два розв’язки збiгаються, тобто x(t) ≡ 0
при t ∈ [a, b], або

C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t) ≡ 0,

або розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйно залежнi, що суперечить умовi тео-
реми.

Таким чином, W [x1, x2, . . . , xn](t) 6= 0 у жоднiй точцi t ∈ [a, b], що i було потрi-
бно довести.

Теорема 4.9
Для того щоб розв’язки x1(t), . . . , xn(t) були лiнiйно незалежнi, необхiдно
i достатно, щоб W [x1, . . . , xn](t) 6= 0 у жоднiй точцi t ∈ [a, b].

Доведення. Випливає з попереднiх двох теорем.

Теорема 4.10
Загальний розв’язок лiнiйної однорiдної системи представляється у вигля-
дi лiнiйної комбiнацiї n лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Доведення. Як випливає з властивостi 3, лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв також
буде розв’язком. Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто завдяки вибору
коефiцiєнтiв C1, . . . , Cn можна розв’язати будь-яку задачу Кошi x(t0) = x0 або
в координатнiй формi:

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

Оскiльки розв’язки x1(t), . . . , xn(t) лiнiйно незалежнi, то визначник Вронсько-
го вiдмiнний вiд нуля. Отже, система алгебраїчних рiвнянь

C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = x0
1,

C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = x0
2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = x0

n.

має єдиний розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n.
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Тодi лiнiйна комбiнацiя

x(t) = C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t)

є розв’язком поставленої задачi Кошi. Теорема доведена.

Зауваження 4.11 — Максимальне число незалежних розв’язкiв дорiв-
нює кiлькостi рiвнянь n.

Доведення. Це випливає з теореми про загальний розв’язок системи однорi-
дних рiвнянь, тому що будь-який iнший розв’язок може бути представлений
у виглядi лiнiйної комбiнацiї n лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Означення 4.12. Матриця, складена з будь-яких n лiнiйно незалежних роз-
в’язкiв, називається фундаментальною матрицею розв’язкiв системи.

Якщо лiнiйно незалежними розв’язками будуть

x1 =


x11(t)
x21(t)

...
xn1(t)

 , x2 =


x12(t)
x22(t)

...
xn2(t)

 , . . . , xn =


x1n(t)
x2n(t)

...
xnn(t)


то матриця

X(t) =


x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)


буде фундаментальною матрицею розв’язкiв.

Як випливає з попередньої теореми загальний розв’язок може бути представ-
лений у виглядi

xhomo =
n∑
i=1

Cixi(t),

де Ci — довiльнi сталi. Якщо ввести вектор C = (C1, C2, . . . , Cn)T , то загальний
розв’язок можна записати у виглядi xhomo = X(t)C.
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4.2.2 Формула Якобi

Нехай x1(t), . . . , xn(t) — лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдної системи,W [x1,
. . . , xn] — визначник Вронського. Обчислимо похiдну визначника Вронського

d

dt
W [x1, . . . , xn] =

d

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x′21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

x′n1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x′12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x′22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) x′n2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x′1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x′2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · x′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Оскiльки для похiдних виконується спiввiдношення

x′11(t) = α11x11(t) + α12x12(t) + . . .+ α1nx1n(t),
x′12(t) = α11x21(t) + α12x22(t) + . . .+ α1nx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′1n(t) = α11xn1(t) + α12xn2(t) + . . .+ α1nxnn(t),
x′21(t) = α21x11(t) + α22x12(t) + . . .+ α2nx1n(t),
x′22(t) = α21x21(t) + α22x22(t) + . . .+ α2nx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′2n(t) = α21xn1(t) + α22xn2(t) + . . .+ α2nxnn(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n1(t) = αn1x11(t) + αn2x12(t) + . . .+ αnnx1n(t),
x′2n(t) = αn1x21(t) + αn2x22(t) + . . .+ αnnx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′nn(t) = αn1xn1(t) + αn2xn2(t) + . . .+ αnnxnn(t),

то пiсля пiдстановки одержимо

d

dt
W [x1, . . . , xn] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11x11(t) + α12x12(t) + . . .+ α1nx1n(t) x12(t) · · · x1n(t)
α11x21(t) + α12x22(t) + . . .+ α1nx2n(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

α11xn1(t) + α12xn2(t) + . . .+ α1nxnn(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) α21x11(t) + α22x12(t) + . . .+ α2nx1n(t) · · · x1n(t)
x21(t) α21x21(t) + α22x22(t) + . . .+ α2nx2n(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) α21xn1(t) + α22xn2(t) + . . .+ α2nxnn(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · αn1x11(t) + αn2x12(t) + . . .+ αnnx1n(t)
x21(t) x22(t) · · · αn1x21(t) + αn2x22(t) + . . .+ αnnx2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · αn1xn1(t) + αn2xn2(t) + . . .+ αnnxnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Розкривши кожний з визначникiв, i з огляду на те, що визначники з однако-
вими стовпцями дорiвнюють нулю, одержимо

d

dt
W [x1, . . . , xn] = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+ a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a11 + a22 + . . .+ ann)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= trA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = trA ·W [x1, . . . , xn].

Або
d

dt
W [x1, . . . , xn] = trA ·W [x1, . . . , xn].

Роздiливши змiннi, одержимо

dW [x1, . . . , xn]

W [x1, . . . , xn]
= trA dt.

Проiнтегруємо в межах t0 ≤ s ≤ t,

lnW [x1, . . . , xn](t)− lnW [x1, . . . , xn](t0) =

∫ t

t0

trA dt,
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або

W [x1, . . . , xn](t) = W [x1, . . . , xn](t0) exp

{∫ t

t0

trA dt

}
.

Взагалi кажучи, доведення проводилося в припущеннi, що система рiвнянь
може залежати вiд часу, тобто

W [x1, . . . , xn](t) = W [x1, . . . , xn](t0) exp

{∫ t

t0

trA(t) dt

}
.

Отримана формула називається формулою Якобi.

4.3 Системи лiнiйних однорiдних рiвнянь з сталими кое-
фiцiєнтами

Система диференцiальних рiвнянь вигляду
ẋ1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,
ẋ1 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋ1 = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

де aij, i, j = 1, n — сталi величини, називається лiнiйною однорiдною системою
з сталими коефiцiєнтами. У матричному виглядi вона записується

ẋ = Ax.

4.3.1 Розв’язування систем однорiдних рiвнянь з сталими коефiцi-
єнтами методом Ейлера

Розглянемо один з методiв побудови розв’язку систем з сталими коефiцiєнта-
ми.

Розв’язок системи шукаємо у виглядi вектора

x(t) = (α1e
λt, α2e

λt, . . . , αne
λt)T .

Пiдставивши в систему диференцiальних рiвнянь, одержимо
α1λe

λt = a11α1e
λt + a12α2e

λt + . . .+ a1nαne
λt,

α2λe
λt = a21α1e

λt + a22α2e
λt + . . .+ a2nαne

λt,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αnλe

λt = an1α1e
λt + an2α2e

λt + . . .+ annαne
λt.
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Скоротивши на eλt, i перенiсши всi члени вправо, запишемо
(a11 − λ)α1 + a12α2 + . . .+ a1nαn = 0,
a21α1 + (a22 − λ)α2 + . . .+ a2nαn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1α1 + an2α2 + . . .+ (ann − λ)αn = 0.

Отримана однорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь має розв’язок тодi
i тiльки тодi, коли її визначник дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння, може бути записаним у векторно-матричнiй формi

det(A− λE) = 0.

i воно називається характеристичним рiвнянням. Розкриємо його

λn + p1λ
n−1 + . . .+ pn−1λ+ pn = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го ступеня має n коренiв. Розглянемо рiзнi випадки:

1. Всi коренi характеристичного рiвняння λ1, λ2, . . . , λn (власнi числа ма-
трицi A) дiйснi i рiзнi. Пiдставляючи їх по черзi в систему алгебраїчних
рiвнянь 

(a11 − λi)α1 + a12α2 + . . .+ a1nαn = 0,
a21α1 + (a22 − λi)α2 + . . .+ a2nαn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1α1 + an2α2 + . . .+ (ann − λi)αn = 0.

одержуємо вiдповiднi ненульовi розв’язки системи

α1 =


α1

1

α1
2
...
α1
n

 , α2 =


α2

1

α2
2
...
α2
n

 , . . . , αn =


αn1
αn2
...
αnn


що являють собою власнi вектори, якi вiдповiдають власним числам λi,
i = 1, n.
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У такий спосiб одержимо n розв’язкiв

x1(t) =


α1

1e
λ1x

α1
2e
λ1x

...
α1
ne
λ1x

 , x2(t) =


α2

1e
λ2x

α2
2e
λ2x

...
α2
ne
λ2x

 , . . . , xn(t) =


αn1e

λnx

αn2e
λnx

...
αnne

λnx


Причому оскiльки λ1, λ2, . . . , λn — рiзнi а α1, α2, . . . , αn – вiдповiднi їм
власнi вектори, то розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) — лiнiйно незалежнi, i
загальний розв’язок системи має вигляд

x(t) =
n∑
i=1

Cixi(t).

Або у векторно-матричнiй формi запису
x1

x2
...
xn

 =


α1

1e
λ1t α2

1e
λ2t · · · αn1e

λnt

α1
2e
λ1t α2

2e
λ2t · · · αn2e

λnt

...
... . . . ...

α1
ne
λ1t α2

ne
λ2t · · · αnne

λnt

 ·

C1

C2
...
Cn

 ,

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.

2. Нехай λ1,2 = p±iq — пара комплексно спряжених коренiв. Вiзьмемо один
з них, наприклад λ = p + iq. Комплексному власному числу вiдповiдає
комплексний власний вектор

α1

α2
...
αn

 =


r1 + is1

r2 + is2
...

rn + isn


i, вiдповiдно, розв’язок

x1

x2
...
xn

 =


(r1 + is1)e(p+iq)t

(r2 + is2)e(p+iq)t

...
(rn + isn)e(p+iq)t


Використовуючи залежнiсть e(p+iq)t = ept(cos qt + i sin qt), перетворимо
розв’язок до вигляду:
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x1

x2
...
xn

 =


(r1 + is1)ept(cos qt+ i sin qt)
(r2 + is2)ept(cos qt+ i sin qt)

...
(rn + isn)ept(cos qt+ i sin qt)

 =

=


ept(r1 cos qt− s1 sin qt)
ept(r2 cos qt− s2 sin qt)

...
ept(rn cos qt− sn sin qt)

+ i


ept(s1 cos qt+ r1 sin qt)
ept(s2 cos qt+ r2 sin qt)

...
ept(sn cos qt+ rn sin qt)

 =

= u(t) + iv(t).

I, як випливає з властивостi 4 розв’язкiв однорiдних систем, якщо ком-
плексна функцiя u(t) + iv(t) дiйсного аргументу є розв’язком однорiдної
системи, то окремо дiйсна i уявна частини також будуть розв’язками,
тобто комплексним власним числам λ1,2 = p ± iq вiдповiдають лiнiйно
незалежнi розв’язки

u(t) =


ept(r1 cos qt− s1 sin qt)
ept(r2 cos qt− s2 sin qt)

...
ept(rn cos qt− sn sin qt)

 ,

v(t) =


ept(s1 cos qt+ r1 sin qt)
ept(s2 cos qt+ r2 sin qt)

...
ept(sn cos qt+ rn sin qt)


3. Якщо характеристичне рiвняння має кратний корiнь λ кратностi γ, тобто
λ1 = λ2 = . . . = λγ = λ, то розв’язок системи рiвнянь має вигляд

x1

x2
...
xn

 =


(α1

1 + α2
1t+ . . .+ αγ1t

γ−1) eλt

(α1
2 + α2

2t+ . . .+ αγ2t
γ−1) eλt

...
(α1

n + α2
nt+ . . .+ αγnt

γ−1) eλt


Пiдставивши його у вихiдне диференцiальне рiвняння i прирiвнявши ко-
ефiцiєнти при однакових степенях, одержимо γn рiвнянь, що мiстять γn
невiдомих. Тому що корiнь характеристичного рiвняння λ має кратнiсть
γ, то ранг отриманої системи γn − γ = γ(n − 1). Уводячи γ довiльних
сталих C1, C2, . . . , Cγ i розв’язуючи систему, одержимо

αji = αji (C1, C2, . . . , Cγ), i = 1, n, j = 1, γ.
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4.3.2 Розв’язок систем однорiдних рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-
ми матричним методом

Досить унiверсальним методом розв’язку лiнiйних однорiдних систем з ста-
лими коефiцiєнтами є матричний метод. Вiн полягає в наступному. Розгля-
дається лiнiйна система з сталими коефiцiєнтами, що записана у векторно-
матричному виглядi

ẋ(t) = Ax, x ∈ Rn.

Робиться невироджене перетворення x = Sy, y ∈ Rn, detS 6= 0, де вектор y(t)
— нова невiдома векторна функцiя. Тодi рiвняння прийме вигляд

Sẏ = ASy,

або
ẏ = S−1ASy.

Для довiльної матрицi A завжди iснує неособлива матриця S, що приводить
її до жорданової форми, тобто S−1AS = Λ, де Λ — жорданова форма матрицi
A. I система диференцiальних рiвнянь прийме вигляд

ẏ = Λy, y ∈ Rn.

Складемо характеристичне рiвняння матрицi A

det(D − λE) = 0,

або
λn + p1λ

n−1 + . . .+ pn−1λ+ pn = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го ступеня має n коренiв. Розглянемо рiзнi випадки:

1. Нехай λ1, λ2, . . . , λn — дiйснi рiзнi числа. Тодi матриця Λ має вигляд

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn.


I перетворена система диференцiальних рiвнянь розпадається на n неза-
лежних рiвнянь

ẏ1 = λ1y1, ẏ2 = λ2y2, . . . , ẏn = λnyn.
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Розв’язуючи кожне окремо, отримаємо

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2e

λ2t, . . . , yn = Cne
λnt.

Або в матричному виглядi
y = eΛtC,

де

eΛt =


eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · eλnt

 , C =


C1

C2
...
Cn

 .

Звiдси розв’язок вихiдного рiвняння має вигляд x = SeΛtC. Для знахо-
дження матрицi S треба розв’язати матричне рiвняння

S−1AS = Λ

або
AS = SΛ

де Λ — жорданова форма матрицi A. Якщо матрицю S записати у ви-
глядi

S =


α1

1 α2
1 · · · αn1

α1
2 α2

2 · · · αn2
...

... . . . ...
α1
n α2

n · · · αnn

 ,

то для кожного з стовпчикiв si = (αi1, α
i
2, . . . , α

i
n)T , матричне рiвняння

перетвориться до
Asi = λisi, i = 1, n.

Таким чином, у випадку рiзних дiйсних власних чисел матриця S являє
собою набiр n власних векторiв, що вiдповiдають рiзним власним числам.

2. Нехай λ1,2 = p± iq — комплексний корiнь. Тодi вiдповiдна клiтка Жор-
дана має вигляд

Λ1,2 =

(
p q
−q p

)
,

а перетворена система диференцiальних рiвнянь{
ẏ1 = py1 + qy2,

ẏ2 = −qy1 + py2.
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Неважко перевiрити, що розв’язок отриманої системи диференцiальних
рiвнянь має вигляд

y1 = c1e
pt cos qt+ c2e

pt sin qt,

y2 = c2e
pt cos qt− c1e

pt sin qt.

Або в матричному виглядi(
y1

y2

)
=

(
ept cos qt ept sin qt
−ept sin qt ept cos qt

)(
c1

c2

)
.

Таким чином, комплексно-спряженим власним числам λ1,2 вiдповiдає
розв’язок

y = eΛtC,

де

eΛt =

(
ept cos qt ept sin qt
−ept sin qt ept cos qt

)
3. Нехай λ — кратний корiнь, кратностi m ≤ n, тобто λ1 = λ2 = . . . = λm =
λ i йому вiдповiдають r ≤ m лiнiйно незалежних векторiв. Тодi клiтка
Жордана, що вiдповiдає цьому власному числу, має вид

Λ =

(
Λ1 0
0 Λ2,

)
де

Λ1 =


λ 0 · · · 0 0
0 λ · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · λ 0
0 0 · · · 0 λ

 ∈ Rr×r,

Λ2 =


λ 1 · · · 0 0

0 λ
. . . 0 0

...
... . . . . . . ...

0 0 · · · λ 1
0 0 · · · 0 λ

 ∈ R(m−r)×(m−r).

I перетворена пiдсистема, що вiдповiдає власному числу λ, розпадається
не двi пiдсистеми

ẏ1 = Λ1y1, y1 ∈ Rr,
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ẏ2 = Λ2y2, y2 ∈ Rm−r,

Розв’язок першої знаходиться з використанням зазначеного в першому
пунктi пiдходу. Розглянемо другу пiдсистему. Запишемо її в координа-
тному виглядi

Розв’язок останнього рiвняння цiєї пiдсистеми має вигляд

y2,m−r = c2,m−re
λt

Пiдставимо його в передостаннє рiвняння. Одержуємо

ẏ2,m−r−1 = λy2,m−r−1 + c2,m−re
λt.

Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння має вигляд суми
загального розв’язку однорiдного i частинного розв’язку неоднорiдних
рiвнянь, тобто

y2,m−r−1 = y2,m−r−1,homo + y2,m−r−1,hetero.

Загальний розв’язок однорiдного має вигляд

ẏ2,m−r−1,homo = c2,m−r−1e
λt.

Частинний розв’язок неоднорiдного шукаємо методом невизначених ко-
ефiцiєнтiв у виглядi

y2,m−r−1,hetero = Ateλt,

де A — невiдома стала. Пiдставивши в неоднорiдне рiвняння, одержимо

Aeλt + Aλteλt = Aλteλt + c2,m−re
λt.

Звiдси A = c2,m−r i загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має ви-
гляд

y2,m−r−1 = c2,m−r−1e
λt + c2,m−rte

λt.

Пiднявшись ще на один крок нагору одержимо

y2,m−r−1 = c2,m−r−2e
λt + c2,m−r−1te

λt + c2,m−r
t2

2!
eλt.

Продовжуючи процес далi, маємо

y2,1 = c2,1e
λt + c2,2te

λt + . . .+ c2,m−r
tm−r−1

(m− r − 1)!
eλt.
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Або у векторно-матричному виглядi

y2(t) =



eλt teλt · · · tm−r−2

(m− r − 2)!

tm−r−1

(m− r − 1)!

0 eλt · · · tm−r−3

(m− r − 3)!

tm−r−2

(m− r − 2)!
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt teλt

0 0 · · · 0 eλt




c2,1

c2,2
...

c2,m−r−1

c2,m−r

 .

Додавши першу пiдсистему, одержимо

y =

(
eΛ1t 0
0 eΛ2t

)
C,

де

eΛ1t =


eλt 0 · · · 0 0
0 eλt · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt 0
0 0 · · · 0 eλt

 ,

eΛ2t =



eλt teλt · · · tm−r−2

(m− r − 2)!

tm−r−1

(m− r − 1)!

0 eλt · · · tm−r−3

(m− r − 3)!

tm−r−2

(m− r − 2)!
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt teλt

0 0 · · · 0 eλt


,

C =
(
c1,1 · · · c1,r c2,1 · · · c2,m−r

)T
.

Для останнiх двох випадкiв матриця знаходиться як розв’язок матри-
чного рiвняння

AS = SΛ

4.3.3 Вправи для самостiйної роботи

При розв’язуваннi систем методом Ейлера складають характеристичне рiв-
няння, i в залежностi вiд його коренiв для кожного λi, i = 1, n знаходять
вiдповiдний лiнiйно незалежний розв’язок.
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Приклад 4.13
Розв’язати систему: {

ẋ = 2x+ 3y,

ẏ = 3x+ 4y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
3 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 5 = 0.

Коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 5.

1. Знайдемо власний вектор, що вiдповiдає λ1 = 1. Пiдставивши в систему{
(2− λ)α1 + α2 = 0,

3α1 + (4− λ)α2 = 0,

одержимо {
α1 + α2 = 0,

3α1 + 3α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = −1.

2. Знайдемо власний вектор, що вiдповiдає λ2 = 5. Пiдставивши в систему,
одержимо {

−3α1 + α2 = 0,

3α1 − α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = 3.

Таким чином, одержимо розв’язок системи у виглядi(
x
y

)
= c1e

t

(
1
−1

)
+ C2e

5t

(
1
3

)
=

(
et e5t

−et 3e5t

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.14
Розв’язати систему: {

ẋ = x+ y,

ẏ = −2x+ 3y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 4λ+ 5 = 0.

Коренями будуть λ1,2 = 2± i.

Вiзьмемо λ1 = 2 + i. Пiдставивши в систему{
(1− λ)α1 + α2 = 0,

−2α1 + (3− λ)α2 = 0,

одержимо {
(−1− i)α1 + α2 = 0,

−2α1 + (1− i)α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = 1 + i.

Запишемо вектор розв’язку(
x
y

)
=

(
e(2+i)t

(1 + i)e(2+i)t

)
=

(
e2t(cos t+ i sin t)

e2t(1 + i)(cos t+ i sin t)

)
=

=

(
e2t cos t

e2t(cos t− sin t)

)
+ i

(
e2t sin t

e2t(cos t+ sin t)

)
.

Оскiльки комплексно-спряженому розв’язку вiдповiдають два лiнiйно незале-
жних розв’язки, то загальний розв’язок має вигляд(

x
y

)
= c1

(
e2t cos t

e2t cos t− sin t

)
+ c2

(
e2t sin t

e2t(cos t+ sin t)

)
=

=

(
e2t cos t e2t sin t

e2t(cos t− sin t) e2t(cos t+ sin t)

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.15
Розв’язати систему: {

ẋ = 2x+ y,

ẏ = −x+ 4y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Коренями будуть λ1 = λ2 = 3. Оскiльки

rang

(
2− λ 1
−1 4− λ

)∣∣∣∣
λ=3

= rang

(
−1 1
−1 1

)
= 1,

то матриця має один власний вектор. Тому розв’язок шукаємо у виглядi

x = (a1
1 + a2

1t)e
3t, y = (a1

2 + a2
2t)e

3t.

Пiдставимо в систему{
3e3t(a1

1 + a2
1t) + a2

1e
3t = 2(a1

1 + a2
1t)e

3t + (a1
2 + a2

2)e3t,

3e3t(a1
2 + a2

2t) + a2
2e

3t = −(a1
1 + a2

1t)e
3t + 4(a1

2 + a2
2)e3t.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових членах, одержимо двi системи{
3a2

1 = 2a2
1 + a2

2,

3a2
2 = −a2

1 + 4a2
2,

{
3a1

1 + a2
1 = 2a1

1 + a1
2,

3a1
2 + a2

2 = −a1
1 + 4a1

2.

Або {
−a2

1 + a2
2 = 0,

−a2
1 + a2

2 = 0,

{
−a1

1 + a1
2 = a2

1,

−a1
1 + a1

2 = a2
1.

З першої системи одержуємо a2
1 = a2

2 = c1. Пiдставивши в другу, одержимо
−a1

1 + a1
2 = c1. Поклавши a1

1 = c2, одержимо c1
2 = c1 + c2. Таким чином,(

x
y

)
=

(
(c2 + c1t)e

3t

(c1 + c2 + c1t)e
3t

)
= c1

(
te3t

(1 + t)e3t

)
+ c2

(
e3t

e3t

)
=

=

(
te3t e3t

(1 + t)e3t e3t

)(
c1

c2

)
.

Розв’яжемо цi ж системи матричним методом.

Приклад 4.16
Розв’язати систему: {

ẋ = 2x+ 3y,

ẏ = 3x+ 4y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
3 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 5 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 5. Тому

Λ =

(
1 0
0 5

)
eΛt =

(
et 0
0 e5t

)
.

Розв’язуємо матричне рiвняння AS = SΛ, або(
2 1
3 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
1 0
0 5

)
.

Воно розпадається на два{
2a1

1 + a1
2 = a1

1,

3a1
1 + 4a1

2 = a1
2,

{
2a2

1 + a2
2 = 5a2

1,

3a2
1 + 4a2

2 = 5a2
2,

Пiсля перенесення всiх членiв улiво, одержимо{
a1

1 + a1
2 = 0,

3a1
1 + 3a1

2 = 0,

{
−3a2

1 + a2
2 = 0,

3a2
1 − a2

2 = 0,

Звiдси a1
1 = 1, a1

2 = −1, a2
1 = 1, a2

2 = 3.

Таким чином, загальний розв’язок має вигляд

S =

(
1 1
−1 3

)
,

(
x
y

)
=

(
et e5t

−et 3e5t

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.17
Розв’язати систему: {

ẋ = x+ y,

ẏ = −2x+ 3y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 4λ+ 5 = 0.

Коренями будуть λ1,2 = 2± i. Тому

Λ =

(
2 1
−1 2

)
eΛt =

(
e2t cos t e2t sin t
−e2t sin t e2t cos t

)
.

Матричне рiвняння має вигляд AS = SΛ, чи(
1 1
−2 3

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
2 1
−1 2

)
.

Розпишемо його поелементно
a1

1 + a1
2 = 2a1

1 − a2
1,

−2a1
1 + 3a1

2 = 2a1
2 − a2

2,

a2
1 + a2

2 = a1
1 + 2a2

1,

−2a2
1 + 3a2

2 = a1
2 + 2a2

2.

На вiдмiну вiд попереднього пункту (i це iстотно ускладнює обчислення) си-
стема не розщеплюється на двi незалежнi пiдсистеми. Пiсля перенесення всiх
членiв в одну сторону, одержимо систему

−a1
1 − a2

1 + a1
2 = 0,

−2a1
1 + a1

2 + a2
2 = 0,

−a1
1 − a2

1 + a2
2 = 0,

−2a2
1 + a1

2 + a2
2 = 0.

Помножимо перше рiвняння на −2 i, склавши з другим, пiдставимо на мiсце
другого. Далi, помножимо перше рiвняння на −1 i, склавши з третiм, поста-
вимо його на мiсце третього. Одержуємо систему

−a1
1 + a2

1 + a1
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0.
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Останнi два рiвняння можна вiдкинути. Залишається{
−a1

1 + a2
1 + a1

2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0.

Покладаємо a2
1 = a2

2 = 1. Тодi a1
2 = −1, a1

1 = 0. Таким чином,

S =

(
0 1
−1 1

)
,

(
x
y

)
=

(
0 1
−1 1

)(
e2t cos t e2t sin t
−e2t sin t e2t cos t

)(
c1

c2

)
=

=

(
−e2t sin t e2t cos t

−e2t(cos t+ sin t) e2t(cos t− sin t)

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.18
Розв’язати систему: {

ẋ = 2x+ y,

ẏ = −x+ 4y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Коренями будуть λ1 = λ2 = 3. Оскiльки

rang

(
2− λ 1
−1 4− λ

)∣∣∣∣
λ=3

= rang

(
−1 1
−1 1

)
= 1,

то матриця має один власний вектор i клiтка Жордана має вигляд

Λ =

(
3 1
0 3

)
eΛt =

(
e3t te3t

0t e3t cos t

)
.

Матричне рiвняння має вигляд AS = SΛ, чи(
2 1
−1 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
3 1
0 3

)
.

Розпишемо його поелементно{
2a1

1 + a1
2 = 3a1

1,

−a1
1 + 4a1

2 = 3a1
2,

{
2a2

1 + a2
2 = a1

1 + 3a2
1,

−a2
1 + 4a2

2 = a1
2 + 3a2

2.
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На вiдмiну вiд комплексних коренiв, можна розв’язати спочатку першу пiд-
систему, а потiм другу. Перша має вид{

−a1
1 + a1

2 = 0,

−a1
1 + a1

2 = 0,

Звiдси a1
1 = a1

2 = 1.

Пiдставивши в другу, одержимо{
−a2

1 + a2
2 = 1,

−a2
1 + a2

2 = 1.

Звiдси a2
2 = 1, a2

1 = 0. Таким чином одержали

S =

(
1 0
1 1

)
,

(
x
y

)
=

(
1 0
1 1

)(
e3t te3t

−0 e3t

)(
c1

c2

)
=

=

(
e3t te3t

e3t (t+ 1)e3t

)(
c1

c2

)
.

Зауваження 4.19 — Якщо власнi числа дiйснi рiзнi, то обидва методи
еквiвалентнi. Якщо власнi числа комплекснi, переважнiше метод Ейлера,
якщо кратнi, то матричний метод.

Розв’язати лiнiйнi однорiднi системи методом Ейлера чи матричним методом.

Задача 4.1.{
ẋ = x− y,
ẏ = −4x+ y.

Задача 4.2.{
ẋ = −x+ 8y,

ẏ = x+ y.

Задача 4.3.{
ẋ = x− 3y,

ẏ = 3x+ y.

Задача 4.4.{
ẋ = −x− 5y,

ẏ = x+ y.

Задача 4.5.{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 4x− y.

Задача 4.6.{
ẋ = −3x+ 2y,

ẏ = −2x+ y.
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Задача 4.7.{
ẋ = 5x+ 3y,

ẏ = −3x− y.

Розв’язати лiнiйнi однорiднi системи методом Ейлера чи матричним методом
(пiсля системи вкзанi власнi числа для спрощення обчислень).

Задача 4.8.
ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = 2x− y.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1)

Задача 4.9.
ẋ = x− 2y − z,
ẏ = −x+ y + z,

ż = x− z.

(λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −1)

Задача 4.10.
ẋ = 2x− y + z,

ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3)

Задача 4.11.
ẋ = 3x− y + z,

ẏ = x+ y + z,

ż = 4x− y + 4z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5)

Задача 4.12.
ẋ = −3x− 4y − 2z,

ẏ = x+ z,

ż = 6z − 6y + 5z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1)

Задача 4.13.
ẋ = x− y − z,
ẏ = x+ y,

ż = 3x+ z.

(λ1 = 1, λ2,3 = 1 +±3i)

Задача 4.14.
ẋ = 2x+ y,

ẏ = x+ 3y − z,
ż = −x+ y − z.

(λ1 = 2, λ2,3 = 3± i)

Задача 4.15.
ẋ = 2x− y + 2z,

ẏ = x+ z,

ż = −2x− y + 2z.

(λ1 = 2, λ2,3 = ±i)

Задача 4.16.
ẋ = 4x− y − z,
ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z.

(λ1 = 2, λ2 = λ3 = 3)
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Задача 4.17.
ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 3x− 2y − 3z,

ż = −x+ y + 2z.

(λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1)

Задача 4.18.
ẋ = −2x+ y − 2z,

ẏ = x− 2y + 2z,

ż = 3x− 3y + 5z.

(λ1 = 3, λ2 = λ3 = −1)

Задача 4.19.
ẋ = 3x− 2y − z,
ẏ = 3x− 4y + 2z,

ż = 2x− 4y.

(λ1 = λ2 = 2, λ3 = −5)

Задача 4.20.
ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = −y + 2z.

(λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2)

Задача 4.21.
ẋ = −x+ y − 2z,

ẏ = 4x+ y,

ż = −y + 2z.

(λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1)

Задача 4.22.
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 2y + 4z,

ż = x− z.

(λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3)

Задача 4.23.
ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 2x− y − z,
ż = −x+ z.

(λ1 = λ2 = λ3 = 2)

4.4 Лiнiйнi неоднорiднi системи

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + f1(t),
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn + f2(t),

чи у векторно-матричному виглядi

ẋ = A(t)x+ f(t)

називається системою лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь.
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4.4.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних систем

Властивiсть 4.1
Якщо вектор

x(t) =
(
x1(t) · · · xn(t)

)T
є розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи, a

y(t) =
(
y1(t) · · · yn(t)

)T
розв’язком вiдповiдної лiнiйної однорiдної системи, то сума x(t) + y(t) є
розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ f(t)

i
ẏ(t)− A(t)y(t) ≡ 0.

Але тодi i

d

dt
(x(t) + y(t))− A(t)(x(t) + y(t)) =

(
d

dt
x(t)− A(t)x(t)

)
+

+

(
d

dt
y(t)− A(t)y(t)

)
≡ f(t) + 0 ≡ f(t),

тобто x(t) + y(t) є розв’язком неоднорiдної системи.
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Властивiсть 4.2 (Принцип суперпозицiї)
Якщо вектори

xi(t) =
(
x1i(t) · · · xni(t)

)T
, i = 1, n

є розв’язками лiнiйних неоднорiдних систем

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ fi(t) i = 1, n

де
fi(t) =

(
f1i(t) · · · fni(t)

)T
, i = 1, n,

то вектор x(t) =
∑n

i=1Cixi(t), де Ci — довiльнi сталi буде розв’язком лi-
нiйної неоднорiдної системи

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡
n∑
i=1

Cifi(t) i = 1, n.

Доведення. Дiйсно, за умовою виконуються n тотожностей

ẋi(t)− A(t)xi(t) ≡ fi(t) i = 1, n.

Склавши лiнiйну комбiнацiю з лiвих i правих частин, одержимо

d

dt

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
− A(t)

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
=

=
n∑
i=1

Ci(ẋi(t)− A(t)xi(t)) ≡
n∑
i=1

Cifi(t),

тобто лiнiйна комбiнацiя x(t) =
∑n

i=1 Cixi(t) буде розв’язком системи

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡
n∑
i=1

Cifi(t) i = 1, n.

140



Властивiсть 4.3
Якщо комплексний вектор з дiйсними елементами

x(t) = u(t) + iv(t) =
(
u1(t) · · · un(t)

)T
+ i
(
v1(t) · · · vn(t)

)T
є розв’язком неоднорiдної системи ẋ = A(t)x+ f(t), де

f(t) = p(t) + iq(t) =
(
p1(t) · · · pn(t)

)T
+ i
(
q1(t) · · · qn(t)

)T
,

то окремо дiйсна i уявна частини є розв’язками систем ẋ = A(t)x + p(t) i
ẋ = A(t)x+ q(t) вiдповiдно.

Доведення. Дiйсно, за умовою

d

dt
(u(t) + iv(t))− A(t)(u(t) + iv(t) ≡ p(t) + iq(t).

Розкривши дужки i перетворивши, одержимо

(u̇(t)− A(t)u(t)) + i(v̇(t)− A(t)v(t)) ≡ p(t) + iq(t).

Але комплекснi вирази рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли рiвнi дiйснi та
уявнi частини, що i було потрiбно довести.

Теорема 4.4 (про загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи)
Загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи складається iз суми за-
гального розв’язку однорiдної системи i якого-небудь частинного розв’язку
неоднорiдної системи.

Доведення. Нехай x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдної систе-
ми i y(t) — частинний розв’язок неоднорiдної. Тодi, як випливає з властивостi
1, їхня сума x(t) + y(t) буде розв’язком неоднорiдної системи.

Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто пiдбором сталих Ci, i = 1, n
можна розв’язати довiльну задачу Кошi

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

Оскiльки x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдного рiвняння,
то вектори x1(t), . . . , xn(t) лiнiйно незалежнi, W [x1, . . . , xn](t) 6= 0 i система
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алгебраїчних рiвнянь
C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = x0

1 − y1(t0),
C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = x0

2 − y2(t0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = x0

n − yn(t0)

має єдиний розв’язок C0
i , i = 1, n. I лiнiйна комбiнацiя z(t) = y(t)+

∑n
i=1C

0
i xi(t)

з отриманими сталими є розв’язком поставленої задачi Кошi.

4.4.2 Побудова частинного розв’язку неоднорiдної системи мето-
дом варiацiї довiльних сталих

Як випливає з останньої теореми, для побудови загального розв’язку неодно-
рiдної системи потрiбно розв’язати однорiдну i яким-небудь засобом знайти
частинний розв’язок неоднорiдної системи. Розглянемо метод, який називає-
ться методом варiацiї довiльної сталої.

Нехай маємо систему
ẋ = A(t)x+ f(t)

i x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдної системи. Розв’язок
неоднорiдної будемо шукати в такому ж виглядi, але вважати Ci не сталими,
а невiдомими функцiями, тобто Ci = Ci(t) i

xhetero(t) =
n∑
i=1

Ci(t)xi(t),

чи в матричнiй формi
xhetero(t) = X(t)C(t),

де X(t) — фундаментальна матриця розв’язкiв, C(t) — вектор з невiдомих
функцiй. Пiдставивши в систему, одержимо

d

dt
X(t)C(t) +X(t)

dC(t)

dt
= A(t)X(t)C(t) + f(t),

чи (
d

dt
X(t)− A(t)X(t)

)
C(t) +X(t)

dC(t)

dt
= f(t).

ОскiлькиX(t) —фундаментальна матриця, тобто матриця складена з розв’язкiв,
то

d

dt
X(t)− A(t)X(t) ≡ 0
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i залишається система рiвнянь

X(t)C ′(t) = f(t).

Розписавши покоординатно, одержимо
C ′1x11(t) + C ′2x12(t) + . . .+ C ′nx1n(t) = f1(t),
C ′1x21(t) + C ′2x22(t) + . . .+ C ′nx2n(t) = f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C ′1xn1(t) + C ′2xn2(t) + . . .+ C ′nxnn(t) = fn(t).

Оскiльки визначником системи є визначник Вронського i вiн не дорiвнює ну-
лю, то система має єдиний розв’язок i функцiї визначаються в такий спосiб

C1(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(t) x12(t) · · · x1n(t)
f2(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

... . . . ...
fn(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt,

C2(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) f1(t) · · · x1n(t)
x21(t) f2(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) fn(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · f1(t)
x21(t) x22(t) · · · f2(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · fn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt.

Звiдси частинний розв’язок неоднорiдної системи має вигляд

xhetero(t) =
n∑
i=1

Ci(t)xi(t).

Для лiнiйної неоднорiдної системи на площинi{
ẋ1 = a11x1 + a12(t)x2 + f1(t),

ẋ2 = a21x1 + a22(t)x2 + f2(t)
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метод варiацiї довiльної сталої реалiзується таким чином.

Нехай
X(t) =

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t).

)
Фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи. Тодi частинний розв’язок
неоднорiдної шукається з системи{

C ′1x11(t) + C ′2x12(t) = f1(t),

C ′2x21(t) + C ′2x22(t) = f2(t).

Звiдси

C1(t) =

∫ ∣∣∣∣f1(t) x12(t)
f2(t) x22(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

∣∣∣∣ , C2(t) =

∫ ∣∣∣∣x11(t) f1(t)
x21(t) f2(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

∣∣∣∣
I загальний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

)(
C1

C2

)
+

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

)(
C1(t)
C2(t)

)
,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

4.4.3 Формула Кошi

Нехай X(t, t0) — фундаментальна система, нормована при t = t0 тобто X(t0,
t0) = E, де E — одинична матриця. Загальний розв’язок однорiдної системи
має вигляд

x(t) = X(t, t0)C.

Вважаючи C невiдомою вектором-функцiєю i повторюючи викладення методу
варiацiї довiльної постiйний, одержимо

X(t, t0)C ′(t) = f(t).

Звiдси
dC(t)

dt
= X−1(t, t0)f(t).

Проiнтегруємо отриманий вираз

C(t) = C +

∫ t

t0

X−1(τ, t0)f(τ) dτ.
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Тут C — вектор iз сталих, що отриманий при iнтегруваннi системи. Пiдста-
вивши у вихiдний вираз, одержимо:

x(t) = X(t, t0)

(
C +

∫ t

t0

X−1(τ, t0)f(τ) dτ

)
=

= X(t, t0)C +

∫ t

t0

X(t, t0)X−1(τ, t0)f(τ) dτ

Якщо X(t, t0) — фундаментальна матриця, нормована при t = t0, то X(t,
t0) = X(t)X−1(t0). Звiдси

X(t, t0)X−1(τ, t0) = X(t)X−1(t0)
(
X(τ)X−1(t0)

)−1
=

= X(t)X−1(τ) = X(t, τ).

Пiдставивши початковi значення x(t0 = x0) i з огляду на те, що фундаме-
тнальна матриця нормована, тобто X(t0, t0) = E, одержимо

x(t) = X(t, t0)x0 +

∫ t

t0

X(t, τ)f(τ) dτ.

Отримана формула називається формулою Кошi загального розв’язку нео-
днорiдного рiвняння.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння, що задовольняє нульовiй поча-
тковiй умовi, має вид

x(t) =

∫ t

t0

X(t, τ)f(τ) dτ.

Якщо система з сталою матрицею A, то

X(t, t0) = X(t− t0), X(t, τ) = X(t− τ).

I формула Кошi має вигляд

x(t) = X(t− t0)x0 +

∫ t

t0

X(t− τ)f(τ) dτ.

4.4.4 Метод невизначених коефiцiєнтiв

Якщо система лiнiйних диференцiальних рiвнянь з сталими коефiцiєнтами,
а векторна функцiя f(t) спецiального виду, то частинний розв’язок можна
знайти методом невизначених коефiцiєнтiв. Доведення iснування частинного
розв’язку зазначеного виду аналогiчно доведенню для лiнiйних рiвнянь вищих
порядкiв.
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1. Нехай кожна з компонент вектора f(x) є многочленом степеню не бiльш
нiж s, тобто

f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s

A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s

...
An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans

 .

(а) Якщо характеристичне рiвняння не має нульового кореня, тобто
λi 6= 0, i = 1, n, то частинний розв’язок шукається в такому ж
виглядi, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s

B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s

...
Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s

 .

(б) Якщо характеристичне рiвняння має нульовий корiнь кратностi r,
тобто λ1 = λ2 = . . . = λr = 0, то частинний розв’язок шукається у
виглядi многочлена степеню s+ r, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


B1

0t
s+r +B1

1t
s+r−1 + . . .+B1

s+r−1t+B1
s+r

B2
0t
s+r +B2

1t
s+r−1 + . . .+B2

s+r−1t+B2
s+r

...
Bn

0 t
s+r +Bn

1 t
s+r−1 + . . .+Bn

s+r−1t+Bn
s+r

 .

Причому першi (s+1)n коефiцiєнти Bj
i , i = 0, s, j = 1, n знаходяться

точно, а iншi rn — з точнiстю до сталих iнтегрування C1, . . . , Cn, що
входять у загальний розв’язок однорiдних систем.

2. Нехай f(t) має вид
f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


ept(A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s)

ept(A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s)

...
ept(An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans )

 .

(а) Якщо характеристичне рiвняння не має коренем значення p, тобто
λi 6= p, i = 1, n, то частинний розв’язок шукається в такому ж
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виглядi, тобто
x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s )

ept(B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s )

...
ept(Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s )

 .

(б) Якщо p є коренем характеристичного рiвняння кратностi r, тобто
λ1 = λ2 = . . . = λr = p, то частинний розв’язок шукається у виглядi

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(B1

0t
s+r +B1

1t
s+r−1 + . . .+B1

s+r−1t+B1
s+r)

ept(B2
0t
s+r +B2

1t
s+r−1 + . . .+B2

s+r−1t+B2
s+r)

...
ept(Bn

0 t
s+r +Bn

1 t
s+r−1 + . . .+Bn

s+r−1t+Bn
s+r)

 .

I, як у попередньому пунктi, першi (s+ 1)n коефiцiєнти Bj
i , i = 0, s,

j = 1, n, а iншi з точнiстю до сталих iнтегрування C1, . . . , Cn.

3. Нехай f(t) має вигляд:
f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


ept(A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s) cos qt

ept(A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s) cos qt

...
ept(An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans ) cos qt

+

+


ept(B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s ) sin qt

ept(B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s ) sin qt

...
ept(Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s ) sin qt

 .

(а) Якщо характеристичне рiвняння не має коренем значення p± iq, то
частинний розв’язок шукається в такому ж виглядi, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(C1

0 t
s + C1

1 t
s−1 + . . .+ C1

s−1t+ C1
s ) cos qt

ept(C2
0 t
s + C2

1 t
s−1 + . . .+ C2

s−1t+ C2
s ) cos qt

...
ept(Cn

0 t
s + Cn

1 t
s−1 + . . .+ Cn

s−1t+ Cn
s ) cos qt

+

+


ept(D1

0t
s +D1

1t
s−1 + . . .+D1

s−1t+D1
s) sin qt

ept(D2
0t
s +D2

1t
s−1 + . . .+D2

s−1t+D2
s) sin qt

...
ept(Dn

0 t
s +Dn

1 t
s−1 + . . .+Dn

s−1t+Dn
s ) sin qt

 .
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(б) Якщо p± iq є коренем характеристичного рiвняння кратностi r, то
частинний розв’язок має вигляд

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =

=


ept(C1

0 t
s+r + C1

1 t
s+r−1 + . . .+ C1

s+r−1t+ C1
s+r) cos qt

ept(C2
0 t
s+r + C2

1 t
s+r−1 + . . .+ C2

s+r−1t+ C2
s+r) cos qt

...
ept(Cn

0 t
s+r + Cn

1 t
s+r−1 + . . .+ Cn

s+r−1t+ Cn
s+r) cos qt

+

+


ept(D1

0t
s+r +D1

1t
s+r−1 + . . .+D1

s+r−1t+D1
s+r) sin qt

ept(D2
0t
s+r +D2

1t
s+r−1 + . . .+D2

s+r−1t+D2
s+r) sin qt

...
ept(Dn

0 t
s+r +Dn

1 t
s+r−1 + . . .+Dn

s+r−1t+Dn
s+r) sin qt

 .

4.4.5 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 4.5
Розв’язати систему неоднорiдних рiвнянь методом варiацiї довiльної ста-
лої 

ẋ = −4x− 2y +
2

et − 1
,

ẏ = 6x+ 3y − 3

et − 1
.

Розв’язок. Розв’язуємо спочатку однорiдну систему. Її характеристичне рiв-
няння має вигляд

det(A− λE) =

∣∣∣∣−4− λ −2
6 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ = 0 =⇒ λ1 = 0, λ2 = −1.

Розв’язуємо (наприклад) матричним методом. Маємо

Λ =

(
0 0
0 −1

)
, eΛt =

(
1 0
0 e−t

)
Матричне рiвняння AS = SΛ має вигляд(

−4 −2
6 3

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
0 0
0 −1

)
.
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Звiдси маємо двi системи рiвнянь{
−4a1

1 − 2a1
2 = 0,

6a1
1 + 3a1

2 = 0,

{
−4a2

1 − 2a2
2 = −a2

1,

6a2
1 + 3a2

2 = −a2
2,

Їх розв’язками будуть

a1
1 = 1, a1

2 = −2, a2
1 = −2, a2

2 = 3.

I розв’язок однорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2
−2 3

)(
1 0
0 et

)(
C1

C2

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1

C2

)
.

Частинний розв’язок неоднорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1(t)
C2(t)

)
.

Функцiї C1(t), C2(t) задовольняють системi рiвнянь
C ′1(t)− 2C2(r)e−t =

2

et − 1
,

−2C ′1(t) + 3C2(r)e−t = − 3

et − 1
.

Звiдси

C1(t) =

∫ ∣∣∣∣ 2/et−1 −2e−t
−3/et−1 3e−t

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −2e−t

−2 3e−t

∣∣∣∣ dt = 0 + C̄1,

C2(t) =

∫ ∣∣∣∣ 1 2/et−1

−2 −3/et−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −2e−t

−2 3e−t

∣∣∣∣ dt =

∫ 1
et−1

−e−t
dt = −

∫
et

et − 1
dt =

= − ln |et − 1|+ C̄2.

Поклавши C̄1 = C̄2 = 0, одержуємо C1(t) ≡ 0, C2(t) = − ln |et − 1|. Таким
чином, частинний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
0

− ln |et − 1|

)
=

(
2e−t ln |et − 1|
−3e−t ln |et − 1|

)
А загальний розв’язок(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1

C2

)
+

(
2e−t ln |et − 1|
−3e−t ln |et − 1|

)
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Приклад 4.6
Розв’язати систему неоднорiдних рiвнянь за допомогою формули Кошi

ẋ = −x+ 2y,

ẏ = 3x+ 4y +
e3t

e2t + 1
.

Розв’язок. Розв’язуємо спочатку однорiдну систему. Характеристичне рiвня-
ння має вигляд

det(A− λE) =

∣∣∣∣−1− λ 2
3 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Розв’язуємо матричним методом. Маємо

Λ =

(
1 0
0 2

)
, eΛt =

(
et 0
0 e2t

)
Матричне рiвняння AS = SΛ має вигляд(

−1 2
3 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
1 0
0 2

)
.

Одержуємо двi системи{
−a1

1 + 2a1
2 = a1

1,

3a1
1 + 4a1

2 = a1
2,

{
−a2

1 + 2a2
2 = 2a2

1,

3a2
1 + 4a2

2 = 2a2
2,

Їх розв’язками будуть

a1
1 = 1, a1

2 = 1, a2
1 = 2, a2

2 = 3.

I розв’язок однорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 2
1 3

)(
et 0
0 e2t

)(
C1

C2

)
=

(
et 2e2t

et 3e2t

)(
C1

C2

)
.

Фундаментальна матриця лiнiйної однорiдної системи, нормована в точцi t =
0, має вигляд

X(t) =

(
et 2e2t

et 3e2t

)(
1 2
1 3

)−1

=

(
(3− 2et)et −2(1− et)et
3(1− et)et (−2 + 3et)et

)
.
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Використовуючи формулу Кошi, одержуємо частинний розв’язок, який задо-
вольняє нульовим початковим умовам(

x1(t)
x2(t)

)
=

∫ t

0

(
(3− 2es)es −2(1− es)es
3(1− es)es (−2 + 3es)es

)(
C1

C2

)
ds =

=


∫ t

0

−2(1− et−s)et+2s

e2s
ds

∫ t

0

(−2 + 3et−s)et+2s

e2s
ds

 =

=


−2et

∫ t

0

e2s

e2s
ds+ 2e2t

∫ t

0

e2s

e2s
ds

−2et
∫ t

0

e2s

e2s
ds+ 3e2t

∫ t

0

e2s

e2s
ds

 =

=

(
−et ln |e2s + 1|+ 2e2t arctan es

−et ln |e2s + 1|+ 3e2t arctan es

)∣∣∣∣s=t
s=0

=

=

(
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 2e2t

(
arctan et − π

4

)
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 3e2t

(
arctan et − π

4

)) .
I загальний розв’язок системи у формi Кошi має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(3− 2et)et −2(1− et)et
3(1− et)et (−2 + 3et)et

)(
x1(0)
x2(0)

)
+

+

(
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 2e2t

(
arctan et − π

4

)
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 3e2t

(
arctan et − π

4

)) .
Зауваження 4.7 — Якщо шукати розв’язок не в формi Кошi, то вiн має
бiльш простiший вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
et 2et

et 3et

)(
C1

C2

)
+

(
−et ln |e2t + 1|+ 2e2t arctan et

−et ln |e2t + 1|+ 3e2t arctan et

)
.

Приклад 4.8
Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних неоднорiдних рiвнянь за до-
помогою методу невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x1 + t.
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Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Оскiльки рiвняння не мiстить нульових коренiв, частинний розв’язок шукаємо
у виглядi (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
at+ b
ct+ d

)
.

Пiдставивши в систему, отримаємо{
a = ct+ d,

c = at+ b+ t.

Прирiвнявши коефiцiєнти при членах з однаковими степенями, отримаємо

0 = c, 0 = a+ 1, a = d, c = b.

Звiдси a = −1, b = c = 0, d = −1. I частинний розв’язок має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t
−1

)
.

Приклад 4.9
Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних неоднорiдних рiвнянь за до-
помогою методу невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x1 + 2x2,

ẋ2 = 2x1 + 4x2 + t.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣1− λ 2
2 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ = 0 =⇒ λ1 = 0, λ2 = 5.

Оскiльки є один нульовий корiнь, то частинний розв’язок шукаємо у виглядi(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
at2 + bt+ c
dt2 + et+ f

)
.
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Пiдставляємо в неоднорiдну систему{
2at+ b = at2 + bt+ c+ 2(dt2 + et+ f),

2dt+ e = 2(at2 + bt+ c) + 4(dt2 + et+ f) + t.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при членах з однаковими степенями.{
0 = a+ 2d,

0 = 2a+ 4d,

{
2a = b+ 2e,

2d = 2b+ 4e+ 1,

{
b = c+ 2f,

e = 2c+ 4f.

Помноживши перше рiвняння у другiй пiдсистемi на мiнус два i склавши з
другим рiвнянням, одержуємо−4a+2d = 1. Разом з першим рiвнянням першої
системи маємо {

a+ 2d = 0,

−4a+ 2d = 1.

Звiдси a = −1/5, d = −1/10. I перше рiвняння другої пiдсистеми має вигляд*

b− 2e = −2/5.

Помноживши перше рiвняння останньої пiдсистеми на два i вiднявши друге
рiвняння, маємо

2b− e = 0.

З одержаних двох рiвнянь дiстаємо b = −2/25, e = −4/25. I остання пiдсистема
дає спiввiдношення c = −2/25 − 2f . Таким чином частинний розв’язок має
вигляд (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t2/5− 2t/25− 2/25− 2f
−t2/10− 4t/25 + f

)
.

Стала f входить в загальний розв’язок однорiдної системи i точно не визна-
чається. Поклавши f = 0, одержуємо(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t2/5− 2t/25− 2/25
−t2/10− 4t/25

)
.

Приклад 4.10
Знайти частинний розв’язок системи за допомогою методу невизначених
коефiцiєнтiв: {

ẋ1 = x2 + et,

ẋ2 = −x1 + tet.
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Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння однорiдної системи

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0 =⇒ λ1,2 = ±i.

Оскiльки одиниця не є коренем, то частинний розв’язок шукаємо у виглядi(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
(at+ b)et

(ct+ d)et

)
.

Пiдставляємо в неоднорiдну систему, одержуємо{
aet + (at+ b)et = (ct+ d)et + et,

cet + (ct+ d)et = −(at+ b)et + tet.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах, одержуємо{
a = c,

c = −a+ 1,

{
a+ b = d+ 1,

e = 2c+ 4f.

Розв’язавши, одержуємо: b = 0, a = c = d = 1/2. Таким чином частинний
розв’язок має вигляд (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
tet/2

(t+ 1)et/2

)
.

Приклад 4.11
Знайти частинний розв’язок системи за допомогою методу невизначених
коефiцiєнтiв: {

ẋ1 = x2 + et,

ẋ2 = x1 + tet.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Оскiльки характеристичне рiвняння має коренем одиницю кратностi один, то
частинний розв’язок шукаємо у виглядi(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(at2 + bt+ c)et

(dt2 + et+ f)et

)
.
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Пiдставляємо в неоднорiдну систему, одержуємо{
(2at+ b)et + (at2 + bt+ c)et = (dt2 + et+ f)et + et,

(2dt+ e)et + (dt2 + et+ f)et = (at2 + bt+ c)et + tet.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах, одержуємо{
a = d,

d = a,

{
2a+ b = e,

2d+ e = b+ 1,

{
b+ c = f + 1,

e+ f = c.

З першої пiдсистеми одержуємо a = d. Пiдставляємо в другу{
2a+ b− e = 0,

2a+ e− b = 1,

Склавши два рiвняння, одержуємо: a = 1/4, b − e = −1/2. Склавши два
рiвняння останньої пiдсистеми, маємо b + e = 1. Звiдси b = 1/4, e = 3/4,
f − c = 3/4. Таким чином частинний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(t2/4 + t/4 + c)et

(t2/4 + 3t/4− 3/4 + c)et

)
.

Поклавши c = 0, одержуємо(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
(t2 + t)et/4

(t2 + 3t− 3)et/4

)
.

Знайти загальний розв’язок неоднорiдної системи.

Задача 4.24.{
ẋ = y + tan2 t− 1,

ẏ = −x+ tan t.

Задача 4.25.{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 2x− y + 15et

√
t.

Задача 4.26.{
ẋ = y − 5 cos t,

ẏ = 2x+ y.

Задача 4.27.{
ẋ = 2x− 4y + 4e−2t,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.28.{
ẋ = −x+ 2y + 1,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.29.{
ẋ = 2x+ y + et,

ẏ = −2x+ 2t.
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Задача 4.30.{
ẋ = 3x− 4y,

ẏ = x− 3y + 3et.

Задача 4.31.{
ẋ = x+ 2y + 16tet,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.32.{
ẋ = 2x− 3y,

ẏ = x− 2y + 2 sin t.

Задача 4.33.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = x+ 2et.

Задача 4.34.{
ẋ = 2x+ y + 2et,

ẏ = x+ 2y − 3e4t.

Задача 4.35.{
ẋ = x− y + 1/ cos t,

ẏ = 2x− y.

Задача 4.36.{
ẋ = y + 2et,

ẏ = x+ t2.

Задача 4.37.{
ẋ = 3x+ 2y + 4e5t,

ẏ = x+ 2y.

Задача 4.38.{
ẋ = 4x+ y − e2t,

ẏ = −2x+ t.

Задача 4.39.{
ẋ = 5x− 3y + 2e3t,

ẏ = x+ y + 5e−t.

Задача 4.40.{
ẋ = x+ 2y,

ẏ = x− 5 sin t.

Задача 4.41.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = −2x+ y + 18t.

Задача 4.42.{
ẋ = 2x+ 4t− 8,

ẏ = 3x+ 4y.

Задача 4.43.{
ẋ = x− y + 2 sin t,

ẏ = 2x− y.

Задача 4.44.{
ẋ = 4x− 3y + sin t,

ẏ = 2x− y − 2 cos t.

Задача 4.45.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = −x+ 2y − 5et sin t.
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