
4 Системи рiвнянь

4.1 Загальна теорiя

Спiввiдношення вигляду
F1(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
F2(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fn(ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, x1, x2, . . . , xn, t) = 0,

називається системою n звичайних диференцiальних рiвнянь першого
порядку.

Якщо система розв’язана вiдносно похiдних i має вигляд
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t) = 0,

то вона називається системою в нормальнiй формi.

Визначення. Розв’язком системи диференцiальних рiвнянь називаєть-
ся набiр n неперервно диференцiйованих функцiй x1(t), . . . , xn(t) що то-
тожно задовольняють кожному з рiвнянь системи.

У загальному випадку розв’язок системи залежить вiд n довiльних ста-
лих i має вигляд x1(t, C1, . . . , Cn), . . . , xn(t, C1, . . . , Cn) i задача Кошi для
системи звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку ставиться
в такий спосiб. Потрiбно знайти розв’язок, що задовольняє початковим
умовам (умовам Кошi):

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n

Визначення. Розв’язок x1(t, C1, . . . , Cn), . . ., xn(t, C1, . . . , Cn) називаєть-
ся загальним, якщо за рахунок вибору сталих C1, . . . , Cn можна розв’яз-
ати довiльну задачу Кошi.

Для систем звичайних диференцiальних рiвнянь досить важливим є по-
няття iнтеграла системи. В залежностi вiд гладкостi (тобто диференцi-
йованостi) можна розглядати два визначення iнтеграла.

Визначення. 1. Функцiя F (x1, x2, . . . , xn, t) стала уздовж розв’язкiв
системи, називається iнтегралом системи.
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2. Функцiя F (x1, x2, . . . , xn, t) повна похiдна, якої в силу системи то-
тожно дорiвнює нулю, називається iнтегралом системи.

Для лiнiйних рiвнянь iснує поняття лiнiйної залежностi i незалежностi
розв’язкiв. Для нелiнiйних рiвнянь (систем рiвнянь) аналогiчним понят-
тям є функцiональна незалежнiсть.

Визначення. Iнтеграли

F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)

називаються функцiонально незалежними, якщо не iснує функцiї n змiн-
них Φ(z1, z2, . . . , zn) такої, що

Φ(F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)) = 0.

Теорема 4.1. Для того щоб iнтеграли

F1(x1, x2, . . . , xn, t), F2(x1, x2, . . . , xn, t), . . . , Fn(x1, x2, . . . , xn, t)

системи звичайних диференцiальних рiвнянь були функцiонально неза-
лежними, необхiдно i достатньо, щоб визначник Якобi був вiдмiнний
вiд тотожного нуля, тобто

D(F1, F2, . . . , Fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
6= 0.

Визначення. Якщо F (x1, x2, . . . , xn, t) — iнтеграл системи диференцi-
альних рiвнянь, то рiвнiсть F (x1, x2, . . . , xn, t) = C називається першим
iнтегралом.

Визначення. Сукупнiсть n функцiонально незалежних iнтегралiв на-
зивається загальним iнтегралом системи диференцiальних рiвнянь.

Власне кажучи загальний iнтеграл — це загальний розв’язок системи
диференцiальних рiвнянь у неявному виглядi.

Теорема 4.2 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi). Щоб систе-
ма диференцiальних рiвнянь, розв’язаних вiдносно похiдної, мала єдиний
розв’язок, що задовольняє умовам Кошi:

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n

досить, щоб:
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1. функцiї f1, f2, . . . , fn були неперервними по змiнним x1, x2, . . . , xn, t
в околi точки (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n, t0);

2. функцiї f1, f2, . . . , fn задовольняли умовi Лiпшиця по аргументах
x1, x2, . . . , xn у тому ж околi.

Зауваження. Умову Лiпшиця можна замiнити бiльш грубою умовою,
але такою, що перевiряється легше, iснування обмежених частинних по-
хiдних, тобто ∣∣∣∣ ∂fi∂xj

∣∣∣∣ ≤M, i, j = 1, 2, . . . , n.

4.1.1 Геометрична iнтерпретацiя розв’язкiв

Назвемо (n + 1)-вимiрний простiр змiнних x1, x2, . . . , xn, t розширеним
фазовим простором Rn+1. Тодi розв’язок x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn =
xn(t) визначає в просторi Rn+1 деяку криву, що називається iнтеграль-
ною кривою. Загальний розв’язок (чи загальний iнтеграл) визначає сiм’ю
iнтегральних кривих, що всюди щiльно заповнюють деяку область D ⊆
Rn+1 (область iснування та єдиностi розв’язкiв). Задача Кошi ставиться
як видiлення iз сiм’ї iнтегральних кривих, окремої кривої, що проходить
через задану початкову точку M (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n, t0) ∈ D.

4.1.2 Механiчна iнтерпретацiя розв’язкiв

В евклiдовому просторi Rn змiнних x1(t), x2(t), . . . , xn(t) розв’язок x1 =
x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) визначає закон руху по деякiй траєкторiї
в залежностi вiд часу t. При такiй iнтерпретацiї функцiї f1, f2, . . . , fn є
складовими швидкостi руху, простiр змiни перемiнних називається фа-
зовим простором, система динамiчної, а крива, по якiй вiдбувається рух
x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) – фазовою траєкторiєю. Фазова
траєкторiя є проекцiєю iнтегральної кривої на фазовий простiр.

4.1.3 Зведення одного рiвняння вищого порядку до системи
рiвнянь першого порядку

Нехай маємо диференцiальне рiвняння

dny

dxn
= f

(
x, y,

dy

dx
,

d2y

dx2
, . . . ,

dn−1y

dxn−1

)
.

Розглянемо замiну змiнних

x 7→ t, y 7→ x1, ,
dy

dx
7→ x2, . . . ,

dn−1y

dxn−1
7→ xn.
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Тодi одержимо систему рiвнянь
ẋ1 = x2,
ẋ2 = x3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn−1 = xn,
ẋn = f(t, x1, x2, . . . , xn).

4.1.4 Зведення системи рiвнянь до одного рiвняння вищого по-
рядку

Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).

i заданий її розв’язок x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t). Якщо цей
розв’язок пiдставити в перше рiвняння, то вийде тотожнiсть i її можна
диференцiювати

d2x1

dt2
=
∂f1

∂t
+

n∑
i=1

∂f1

∂xi
· dxi(t)

dt
.

Пiдставивши замiсть dxi(t)/ dt їх значення, одержимо

d2x1

dt2
=
∂f1

∂t
+

n∑
i=1

∂f1

∂xi
fi = F2(t, x1, x2, . . . , xn).

Знову диференцiюємо це рiвняння й одержимо

d3x1

dt3
=
∂F2

∂t
+

n∑
i=1

∂F2

∂xi
· dxi(t)

dt
=
∂F2

∂t
+

n∑
i=1

∂F2

∂xi
fi = F3(t, x1, x2, . . . , xn).

Продовжуючи процес далi, одержимо

dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn),

dnx1

dtn
= Fn(t, x1, x2, . . . , xn).
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Таким чином, маємо систему

dx1

dt
= f1(x1, x2, . . . , xn, t),

d2x1

dt2
= F2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn),

dnx1
dtn

= Fn(t, x1, x2, . . . , xn).

Припустимо, що
D(f1, F2, . . . , Fn−1)

D(x2, x3, . . . , xn)
6= 0.

Тодi систему перших (n− 1) рiвнянь

dx1

dt
= f1(x1, x2, . . . , xn, t),

d2x1

dt2
= F2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−1x1

dtn−1
= Fn−1(t, x1, x2, . . . , xn).

можна розв’язати вiдносно останнiх (n− 1) змiнних x2, x3, . . . , xn i одер-
жати 

x2 = ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

x3 = ϕ3

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

Пiдставивши одержанi вирази в останнє рiвняння, запишемо

dnx1

dtn
= Fn

(
t, x1, ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
, . . . ,

ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

))
.

Або, пiсля перетворень

dnx1

dtn
= Φ

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,
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одержимо одне диференцiальне рiвняння n-го порядку.

У загальному випадку, одержимо, що система диференцiальних рiвнянь
першого порядку 

ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).

зводиться до одного рiвняння n-го порядку

dnx1

dtn
= Φ

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

i системи (n− 1) рiвнянь зв’язку

x2 = ϕ2

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

x3 = ϕ3

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ϕn

(
t, x1,

dx1

dt
, . . . ,

dn−1x1

dtn−1

)
,

Зауваження. Було зроблене припущення, що

D(f1, F2, . . . , Fn−1)

D(x2, x3, . . . , xn)
6= 0.

Якщо ця умова не виконана, то можна зводити до рiвняння щодо iнших
змiнних, наприклад вiдносно x2.

4.1.5 Комбiнацiї, що iнтегруються

Визначення. Комбiнацiєю, що iнтегрується, називається диференцiаль-
не рiвняння, отримане шляхом перетворень iз системи, диференцiальних
рiвнянь, але яке вже можна легко iнтегрувати.

dΦ(t, x1, x2, . . . , xn) = 0.

Одна комбiнацiя, що iнтегрується, дає можливiсть одержати одне кiнцеве
рiвняння

Φ(t, x1, x2, . . . , xn) = C,

яке є першим iнтегралом системи.

6



Геометрично перший iнтеграл являє собою n-вимiрну поверхню в (n+1)-
вимiрному просторi, що цiлком складається з iнтегральних кривих.

Якщо знайдено k комбiнацiй, що iнтегруються, то одержуємо k перших
iнтегралiв 

Φ1(t, x1, x2, . . . , xn) = C1,
Φ2(t, x1, x2, . . . , xn) = C2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φn(t, x1, x2, . . . , xn) = Cn.

I, якщо iнтеграли незалежнi, то хоча б один з визначникiв

D(Φ1,Φ2, . . . ,Φk)

D(xi1 , xi2 , . . . , xik)
6= 0.

Звiдси з системи можна виразити k невiдомих функцiй xi1 , xi2 , . . . , xik
через iншi i пiдставивши їх у вихiдну систему, понизити порядок до (n−k)
рiвнянь. Якщо n = k i всi iнтеграли незалежнi, то одержимо загальний
iнтеграл системи.

Особливо поширеним засобом знаходження комбiнацiй, що iнтегруються,
є використання систем у симетричному виглядi.

Систему диференцiальних рiвнянь, що записана в нормальнiй формi
ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t).

можна переписати у виглядi

dx1

f1(x1, x2, . . . , xn, t)
=

dx2

f2(x1, x2, . . . , xn, t)
= . . . =

dxn
fn(x1, x2, . . . , xn, t)

=
dt

1
.

При такiй формi запису всi змiннi x1, x2, . . . , xn, t рiвнозначнi.

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi

dx1

X1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

X2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
Xn(x1, x2, . . . , xn)

.

називається системою у симетричному виглядi.

При знаходженнi комбiнацiй, що iнтегруються, найбiльш часто викори-
стовується властивiсть “пропорцiйностi”. А саме, для систем в симетри-
чному виглядi справедлива рiвнiсть
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dx1

X1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

X2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
Xn(x1, x2, . . . , xn)

=

=
k1 dx1 + k2 dx2 + . . . kn dxn

(k1X1 + k2X2 + . . .+ knXn)(x1, x2, . . . , xn)
.

4.1.6 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 4.1.1. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь зведен-
ням до одного рiвняння вищого порядку:

dy

dx
=
x

z
,

dz

dx
= −x

y
.

Розв’язок. Диференцiюємо перше рiвняння по змiннiй x:

y′′ =
1

z
− x

z2
z′ =

1

z
+
x

z2
· x
y
.

Таким чином, одержали допомiжну систему:

y′ =
x

z
, y′′ =

1

z
+
x

z2
· x
y
.

З першого рiвняння отримаємо z = x/y′. Пiдставляємо одержане значе-
ння в другу систему

y′′ =
y′

x
+

(y′)2

y
.

Маємо однорiдне (по y, y′, y′′) диференцiальне рiвняння другого порядку.
Робимо замiну

y = exp

{∫
u dx

}
,

y′ = u exp

{∫
u dx

}
,

y′′ = (u2 + u′) exp

{∫
u dx

}
.

Пiсля пiдстановки та скорочення на e
∫
u dx одержуємо

u2 + u′ =
u

x
+ u2,

або
du

dx
=
u

x
.
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Далi
du

u
=

dx

x
=⇒ u =

C1x

2
.

Звiдси

y = exp

{∫
C1x

2
dx

}
= eC1x2+lnC2 ,

або
y2 = C2e

C1x2 .

Змiнна z знаходиться з умови z = x/y′, або

z =
x

2C2C1xeC1x2
=

1

2C1C2

e−C1x2 .

Приклад 4.1.2. Розв’язати систему в симетричному виглядi за допомо-
гою iнтегрованих комбiнацiй

dx

y
=

dy

x
=

dz

z
.

Розв’язок. Використовуючи властивостi “пропорцiйностi”, маємо

dx

y
=

dy

x
=

dz

z
=

d(x− y)

−(x− y)
=

d(x+ y + z)

(x+ y + z)
.

1. Вiзьмемо
dz

z
=

d(x− y)

−(x− y)
.

Звiдси
ln |z|+ ln |x− y| = lnC1,

i перший iнтеграл має вигляд z(x− y) = C1.

2. Вiзьмемо
dz

z
=

d(x+ y + z)

(x+ y + z)
.

Звiдси
ln |z|+ ln |x+ y + z| = lnC2,

i ще один iнтеграл має вигляд

x+ y + z

z
= C2.
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Умовою функцiональної незалежностi одержаних iнтегралiв є

D(C1, C2)

D(x, y)
6= 0.

Перевiряємо:

D(C1, C2)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∂C1/∂x
∂C1/∂y

∂C2/∂x
∂C2/∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ z −z
1/z

1/z

∣∣∣∣ = 2 6= 0.

Таким чином
z(x− y) = C1,

x+ y + z

z
= C2

є загальним iнтегралом системи.

Розв’язати системи диференцiальних рiвнянь, зведенням до одного рiв-
няння вищого порядку

Задача 4.1.3.

dy

dx
=

y2

z − x
,

dz

dx
= y + 1;

Задача 4.1.4.

dy

dx
=
z

x
,

dz

dx
=
z(y + 2z − 1)

x(y − 1)
;

Задача 4.1.5.

dy

dx
= y2z,

dz

dx
=
z

x
− yz2;

Задача 4.1.6.

dy

dx
=
y2 − z2 + 1

2z
,

dz

dx
= z + y.

Розв’язати системи диференцiальних рiвнянь за допомогою iнтегрованих
комбiнацiй.

Задача 4.1.7.

dx

y + z
=

dy

x+ z
=

dz

x+ y
;

Задача 4.1.8.

dx

y − x
=

dy

x+ y + z
=

dz

x− y
;

Задача 4.1.9.

dx

z
=

dy

xz
=

dz

y
;

Задача 4.1.10.

dx

z2 − y2
=

dy

z
=

dz

−y
;

Задача 4.1.11.

dx

x
=

dy

y
=

dz

xy + z
;

Задача 4.1.12.

dx

x+ y2 + z2
=

dy

y
=

dz

z
;
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Задача 4.1.13.

dx

x(y + z)
=

dy

z(z − y)
=

dz

y(y − z)
;

Задача 4.1.14.

dx

−x2
=

dy

xy − 2z2
=

dz

xz
;

Задача 4.1.15.

dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
;

Задача 4.1.16.

dx

x(y2 − z2)
=

dy

−y(z2 + x2)
=

dz

z(x2 + y2)
.

4.2 Системи лiнiйних рiвнянь. Загальнi положення

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + f1(t),
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn + fn(t),

називається лiнiйною неоднорiдною системою диференцiальних рiвнянь.
Система 

ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn,
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn,

називається лiнiйною однорiдною системою диференцiальних рiвнянь.
Якщо ввести векторнi позначення

x =


x1

x2
...
xn

 , f(t) =


f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 , A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
... . . . ...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 ,

то лiнiйну неоднорiдну систему можна переписати у виглядi

ẋ = A(t)x+ f(t),

а лiнiйну однорiдну систему у виглядi

ẋ = A(t)x.

Якщо функцiї aij(t), fi(t), i, j = 1, n неперервнi в околi точки

(x0, t0) = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n, t0),
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то виконанi умови теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi,
i iснує єдиний розв’язок

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t),

системи рiвнянь, що задовольняє початковим даним

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

4.2.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних однорiдних систем

Властивiсть 1. Якщо вектор x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T є розв’язком
лiнiйної однорiдної системи, то i

Cx(t) = (Cx1(t), Cx2(t), . . . , Cxn(t))T ,

де C — стала скалярна величина, також є розв’язком цiєї системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ 0.

Але тодi i
d

dt
(Cx(t))− A(t)(Cx(t)) = = C(ẋ(t)− A(t)x(t)) ≡ 0

оскiльки дорiвнює нулю вираз в дужках. Тобто Cx(t) є розв’язком одно-
рiдної системи.

Властивiсть 2. Якщо двi векторнi функцiї

x1 = (x11(t), x21(t), . . . , xn1(t))T ,

x2 = (x12(t), x22(t), . . . , xn2(t))T

є розв’язками однорiдної системи, то i їхня сума також буде розв’язком
однорiдної системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ1(t)− A(t)x1(t) ≡ 0,

ẋ2(t)− A(t)x2(t) ≡ 0.

Але тодi i

d

dt
(x1(t) + x2(t))− A(t)(x1(t) + x2(t)) =

= (ẋ1(t)− A(t)x1(t)) + (ẋ2(t)− A(t)x2(t)) ≡ 0

тому що дорiвнюють нулю вирази в дужках, тобто x1(t)+x2(t) є розв’яз-
ком однорiдної системи.
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Властивiсть 3. Якщо вектори x1 = (x11(t), x21(t), . . . , xn1(t))T , . . ., xn =
(x1n(t), x2n(t), . . . , xnn(t))T є розв’язками однорiдної системи, та i їхня
лiнiйна комбiнацiя з довiльними коефiцiєнтами також буде розв’язком
однорiдної системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋi(t)− A(t)xi(t) ≡ 0, i = 1, n.

Але тодi i

d

dt

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
− A(t)

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
=

n∑
i=1

Ci (ẋi(t)− A(t)xi(t)) ≡ 0

тому що дорiвнює нулю кожний з доданкiв, тобто
∑n

i=1Cixi(t) є розв’яз-
ком однорiдної системи.

Властивiсть 4. Якщо комплексний вектор з дiйсними елементами u(t)+
iv(t) = (u1(t), . . . , un(t))T + i(v1(t), . . . , vn(t))T є розв’язком однорiдної си-
стеми, то окремо дiйсна та уявна частини є розв’язками системи.

Доведення. Дiйсно за умовою

d

dt
(u(t) + iv(t))− A(t)(u(t) + iv(t)) ≡ 0.

Розкривши дужки i зробивши перетворення, одержимо

(u̇(t)− A(t)u(t)) + i(v̇(t)− A(t)v(t)) ≡ 0.

А комплексний вираз дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють
нулю дiйсна i уявна частини, тобто

u̇(t)− A(t)u(t) ≡ 0,

v̇(t)− A(t)v(t) ≡ 0.

що i було потрiбно довести.

Визначення. Вектори

x1 =


x11(t)
x21(t)

...
xn1(t)

 , x2 =


x12(t)
x22(t)

...
xn2(t)

 , . . . , xn =


x1n(t)
x2n(t)

...
xnn(t)


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називаються лiнiйно залежними на вiдрiзку t ∈ [a, b], якщо iснують не
всi рiвнi нулю сталi C1, C2, . . . , Cn, такi, що

C1x1(t) + C2x2(t) + . . .+ Cnxn(t) ≡ 0

при t ∈ [a, b].

Якщо тотожнiсть справедлива лише при Ci = 0, i = 1, n, то вектори
лiнiйно незалежнi.

Визначення. Визначник, що складається з векторiв x1(t), x2(t), . . . , xn(t),
тобто

W [x1, x2, . . . , xn](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
називається визначником Вронського.

Теорема 4.3. Якщо векторнi функцiї x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйно зале-
жнi, то визначник Вронського тотожно дорiвнює нулю.

Доведення. За умовою iснують не всi рiвнi нулю C1, C2, . . . , Cn, такi, що
C1x1(t) + C2x2(t) + . . .+ Cnxn(t) ≡ 0 при t ∈ [a, b].

Або, розписавши покоординатно, одержимо
C1x11(t) + C2x12(t) + . . .+ Cnx1n(t) ≡ 0,
C1x21(t) + C2x22(t) + . . .+ Cnx2n(t) ≡ 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t) + C2xn2(t) + . . .+ Cnxnn(t) ≡ 0.

А однорiдна система має ненульовий розв’язок C1, C2, . . . , Cn тодi i тiльки
тодi, коли визначник дорiвнює нулю, тобто

W [x1, x2, . . . , xn](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0, t ∈ [a, b].

Теорема 4.4. Якщо розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйної однорiдної
системи лiнiйно незалежнi, то визначник Вронського не дорiвнює нулю
в жоднiй точцi t ∈ [a, b].
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Доведення. Нехай, вiд супротивного, iснує точка t0 ∈ [a, b] i

W [x1, x2, . . . , xn](t0) = 0.

Тодi виконується система однорiдних алгебраїчних рiвнянь

C1x1(t0) + C2x2(t0) + . . .+ Cnxn(t0) = 0.

Або, розписавши покоординатно, одержимо
C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = 0,
C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = 0.

має ненульовий розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. Розглянемо лiнiйну комбiнацiю

розв’язкiв з отриманими коефiцiєнтами

x(t) = C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t).

Вiдповiдно до властивостi 4, ця комбiнацiя буде розв’язком. Крiм того, як
випливає iз системи алгебраїчних рiвнянь, для отриманих C0

1 , C
0
2 , . . . , C

0
n:

x(t0) = 0, t0 ∈ [a, b]. Але розв’язком, що задовольняють таким умовам, є
x ≡ 0. I в силу теореми iснування та єдиностi цi два розв’язки збiгаються,
тобто x(t) ≡ 0 при t ∈ [a, b], або

C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t) ≡ 0,

або розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) лiнiйно залежнi, що суперечить умовi
теореми.

Таким чином, W [x1, x2, . . . , xn](t) 6= 0 у жоднiй точцi t ∈ [a, b], що i було
потрiбно довести.

Теорема 4.5. Для того щоб розв’язки x1(t), . . . , xn(t) були лiнiйно неза-
лежнi, необхiдно i достатно, щоб W [x1, . . . , xn](t) 6= 0 у жоднiй точцi
t ∈ [a, b].

Доведення. Випливає з попереднiх двох теорем.

Теорема 4.6. Загальний розв’язок лiнiйної однорiдної системи пред-
ставляється у виглядi лiнiйної комбiнацiї n лiнiйно незалежних роз-
в’язкiв.
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Доведення. Як випливає з властивостi 3, лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв
також буде розв’язком. Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто
завдяки вибору коефiцiєнтiв C1, . . . , Cn можна розв’язати будь-яку зада-
чу Кошi x(t0) = x0 або в координатнiй формi:

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

Оскiльки розв’язки x1(t), . . . , xn(t) лiнiйно незалежнi, то визначник Врон-
ського вiдмiнний вiд нуля. Отже, система алгебраїчних рiвнянь

C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = x0
1,

C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = x0
2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = x0

n.

має єдиний розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n.

Тодi лiнiйна комбiнацiя

x(t) = C0
1x1(t) + C0

2x2(t) + . . .+ C0
nxn(t)

є розв’язком поставленої задачi Кошi. Теорема доведена.

Зауваження. Максимальне число незалежних розв’язкiв дорiвнює кiль-
костi рiвнянь n.

Доведення. Це випливає з теореми про загальний розв’язок системи одно-
рiдних рiвнянь, тому що будь-який iнший розв’язок може бути представ-
лений у виглядi лiнiйної комбiнацiї n лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Визначення. Матриця, складена з будь-яких n лiнiйно незалежних роз-
в’язкiв, називається фундаментальною матрицею розв’язкiв системи.

Якщо лiнiйно незалежними розв’язками будуть

x1 =


x11(t)
x21(t)

...
xn1(t)

 , x2 =


x12(t)
x22(t)

...
xn2(t)

 , . . . , xn =


x1n(t)
x2n(t)

...
xnn(t)


то матриця

X(t) =


x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)


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буде фундаментальною матрицею розв’язкiв.

Як випливає з попередньої теореми загальний розв’язок може бути пред-
ставлений у виглядi

xhomo =
n∑
i=1

Cixi(t),

де Ci — довiльнi сталi. Якщо ввести вектор C = (C1, C2, . . . , Cn)T , то
загальний розв’язок можна записати у виглядi xhomo = X(t)C.

4.2.2 Формула Якобi

Нехай x1(t), . . . , xn(t) — лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдної системи,
W [x1, . . . , xn] — визначник Вронського. Обчислимо похiдну визначника
Вронського

d

dt
W [x1, . . . , xn] =

d

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x′21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

x′n1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x′12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x′22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) x′n2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x′1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x′2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · x′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Оскiльки для похiдних виконується спiввiдношення
x′11(t) = α11x11(t) + α12x12(t) + . . .+ α1nx1n(t),
x′12(t) = α11x21(t) + α12x22(t) + . . .+ α1nx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′1n(t) = α11xn1(t) + α12xn2(t) + . . .+ α1nxnn(t),
x′21(t) = α21x11(t) + α22x12(t) + . . .+ α2nx1n(t),
x′22(t) = α21x21(t) + α22x22(t) + . . .+ α2nx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′2n(t) = α21xn1(t) + α22xn2(t) + . . .+ α2nxnn(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n1(t) = αn1x11(t) + αn2x12(t) + . . .+ αnnx1n(t),
x′2n(t) = αn1x21(t) + αn2x22(t) + . . .+ αnnx2n(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′nn(t) = αn1xn1(t) + αn2xn2(t) + . . .+ αnnxnn(t),

то пiсля пiдстановки одержимо

d

dt
W [x1, . . . , xn] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11x11(t) + α12x12(t) + . . .+ α1nx1n(t) x12(t) · · · x1n(t)
α11x21(t) + α12x22(t) + . . .+ α1nx2n(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

α11xn1(t) + α12xn2(t) + . . .+ α1nxnn(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) α21x11(t) + α22x12(t) + . . .+ α2nx1n(t) · · · x1n(t)
x21(t) α21x21(t) + α22x22(t) + . . .+ α2nx2n(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) α21xn1(t) + α22xn2(t) + . . .+ α2nxnn(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · αn1x11(t) + αn2x12(t) + . . .+ αnnx1n(t)
x21(t) x22(t) · · · αn1x21(t) + αn2x22(t) + . . .+ αnnx2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · αn1xn1(t) + αn2xn2(t) + . . .+ αnnxnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Розкривши кожний з визначникiв, i з огляду на те, що визначники з
однаковими стовпцями дорiвнюють нулю, одержимо

d

dt
W [x1, . . . , xn] = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
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+a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a11 + a22 + . . .+ ann)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= trA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = trA ·W [x1, . . . , xn].

Або
d

dt
W [x1, . . . , xn] = trA ·W [x1, . . . , xn].

Роздiливши змiннi, одержимо

dW [x1, . . . , xn]

W [x1, . . . , xn]
= trA dt.

Проiнтегруємо в межах t0 ≤ s ≤ t,

lnW [x1, . . . , xn](t)− lnW [x1, . . . , xn](t0) =

∫ t

t0

trA dt,

або

W [x1, . . . , xn](t) = W [x1, . . . , xn](t0) exp

{∫ t

t0

trA dt

}
.

Взагалi кажучи, доведення проводилося в припущеннi, що система рiв-
нянь може залежати вiд часу, тобто

W [x1, . . . , xn](t) = W [x1, . . . , xn](t0) exp

{∫ t

t0

trA(t) dt

}
.

Отримана формула називається формулою Якобi.
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4.3 Системи лiнiйних однорiдних рiвнянь з сталими
коефiцiєнтами

Система диференцiальних рiвнянь вигляду
ẋ1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,
ẋ1 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋ1 = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

де aij, i, j = 1, n — сталi величини, називається лiнiйною однорiдною
системою з сталими коефiцiєнтами. У матричному виглядi вона запису-
ється

ẋ = Ax.

4.3.1 Розв’язування систем однорiдних рiвнянь з сталими ко-
ефiцiєнтами методом Ейлера

Розглянемо один з методiв побудови розв’язку систем з сталими коефi-
цiєнтами.

Розв’язок системи шукаємо у виглядi вектора

x(t) = (α1e
λt, α2e

λt, . . . , αne
λt)T .

Пiдставивши в систему диференцiальних рiвнянь, одержимо
α1λe

λt = a11α1e
λt + a12α2e

λt + . . .+ a1nαne
λt,

α2λe
λt = a21α1e

λt + a22α2e
λt + . . .+ a2nαne

λt,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αnλe

λt = an1α1e
λt + an2α2e

λt + . . .+ annαne
λt.

Скоротивши на eλt, i перенiсши всi члени вправо, запишемо
(a11 − λ)α1 + a12α2 + . . .+ a1nαn = 0,
a21α1 + (a22 − λ)α2 + . . .+ a2nαn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1α1 + an2α2 + . . .+ (ann − λ)αn = 0.

Отримана однорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь має розв’яз-
ок тодi i тiльки тодi, коли її визначник дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Це рiвняння, може бути записаним у векторно-матричнiй формi

det(A− λE) = 0.

i воно називається характеристичним рiвнянням. Розкриємо його

λn + p1λ
n−1 + . . .+ pn−1λ+ pn = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го ступеня має n коренiв. Розглянемо рiзнi ви-
падки:

1. Всi коренi характеристичного рiвняння λ1, λ2, . . . , λn (власнi числа
матрицi A) дiйснi i рiзнi. Пiдставляючи їх по черзi в систему алге-
браїчних рiвнянь

(a11 − λi)α1 + a12α2 + . . .+ a1nαn = 0,
a21α1 + (a22 − λi)α2 + . . .+ a2nαn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1α1 + an2α2 + . . .+ (ann − λi)αn = 0.

одержуємо вiдповiднi ненульовi розв’язки системи

α1 =


α1

1

α1
2
...
α1
n

 , α2 =


α2

1

α2
2
...
α2
n

 , . . . , αn =


αn1
αn2
...
αnn


що являють собою власнi вектори, якi вiдповiдають власним чи-
слам λi, i = 1, n.

У такий спосiб одержимо n розв’язкiв

x1(t) =


α1

1e
λ1x

α1
2e
λ1x

...
α1
ne
λ1x

 , x2(t) =


α2

1e
λ2x

α2
2e
λ2x

...
α2
ne
λ2x

 , . . . , xn(t) =


αn1e

λnx

αn2e
λnx

...
αnne

λnx


Причому оскiльки λ1, λ2, . . . , λn — рiзнi а α1, α2, . . . , αn – вiдповiд-
нi їм власнi вектори, то розв’язки x1(t), x2(t), . . . , xn(t) — лiнiйно
незалежнi, i загальний розв’язок системи має вигляд

x(t) =
n∑
i=1

Cixi(t).
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Або у векторно-матричнiй формi запису
x1

x2
...
xn

 =


α1

1e
λ1t α2

1e
λ2t · · · αn1e

λnt

α1
2e
λ1t α2

2e
λ2t · · · αn2e

λnt

...
... . . . ...

α1
ne
λ1t α2

ne
λ2t · · · αnne

λnt

 ·

C1

C2
...
Cn

 ,

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.

2. Нехай λ1,2 = p±iq — пара комплексно спряжених коренiв. Вiзьмемо
один з них, наприклад λ = p + iq. Комплексному власному числу
вiдповiдає комплексний власний вектор

α1

α2
...
αn

 =


r1 + is1

r2 + is2
...

rn + isn


i, вiдповiдно, розв’язок

x1

x2
...
xn

 =


(r1 + is1)e(p+iq)t

(r2 + is2)e(p+iq)t

...
(rn + isn)e(p+iq)t


Використовуючи залежнiсть e(p+iq)t = ept(cos qt + i sin qt), перетво-
римо розв’язок до вигляду:

x1

x2
...
xn

 =


(r1 + is1)ept(cos qt+ i sin qt)
(r2 + is2)ept(cos qt+ i sin qt)

...
(rn + isn)ept(cos qt+ i sin qt)

 =

=


ept(r1 cos qt− s1 sin qt)
ept(r2 cos qt− s2 sin qt)

...
ept(rn cos qt− sn sin qt)

+ i


ept(s1 cos qt+ r1 sin qt)
ept(s2 cos qt+ r2 sin qt)

...
ept(sn cos qt+ rn sin qt)

 =

= u(t) + iv(t).

I, як випливає з властивостi 4 розв’язкiв однорiдних систем, якщо
комплексна функцiя u(t) + iv(t) дiйсного аргументу є розв’язком
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однорiдної системи, то окремо дiйсна i уявна частини також бу-
дуть розв’язками, тобто комплексним власним числам λ1,2 = p± iq
вiдповiдають лiнiйно незалежнi розв’язки

u(t) =


ept(r1 cos qt− s1 sin qt)
ept(r2 cos qt− s2 sin qt)

...
ept(rn cos qt− sn sin qt)

 ,

v(t) =


ept(s1 cos qt+ r1 sin qt)
ept(s2 cos qt+ r2 sin qt)

...
ept(sn cos qt+ rn sin qt)


3. Якщо характеристичне рiвняння має кратний корiнь λ кратностi
γ, тобто λ1 = λ2 = . . . = λγ = λ, то розв’язок системи рiвнянь має
вигляд 

x1

x2
...
xn

 =


(α1

1 + α2
1t+ . . .+ αγ1t

γ−1) eλt

(α1
2 + α2

2t+ . . .+ αγ2t
γ−1) eλt

...
(α1

n + α2
nt+ . . .+ αγnt

γ−1) eλt


Пiдставивши його у вихiдне диференцiальне рiвняння i прирiвняв-
ши коефiцiєнти при однакових степенях, одержимо γn рiвнянь, що
мiстять γn невiдомих. Тому що корiнь характеристичного рiвняння
λ має кратнiсть γ, то ранг отриманої системи γn − γ = γ(n − 1).
Уводячи γ довiльних сталих C1, C2, . . . , Cγ i розв’язуючи систему,
одержимо

αji = αji (C1, C2, . . . , Cγ), i = 1, n, j = 1, γ.

4.3.2 Розв’язок систем однорiдних рiвнянь зi сталими коефiцi-
єнтами матричним методом

Досить унiверсальним методом розв’язку лiнiйних однорiдних систем з
сталими коефiцiєнтами є матричний метод. Вiн полягає в наступному.
Розглядається лiнiйна система з сталими коефiцiєнтами, що записана у
векторно-матричному виглядi

ẋ(t) = Ax, x ∈ Rn.
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Робиться невироджене перетворення x = Sy, y ∈ Rn, detS 6= 0, де вектор
y(t) — нова невiдома векторна функцiя. Тодi рiвняння прийме вигляд

Sẏ = ASy,

або
ẏ = S−1ASy.

Для довiльної матрицi A завжди iснує неособлива матриця S, що при-
водить її до жорданової форми, тобто S−1AS = Λ, де Λ — жорданова
форма матрицi A. I система диференцiальних рiвнянь прийме вигляд

ẏ = Λy, y ∈ Rn.

Складемо характеристичне рiвняння матрицi A

det(D − λE) = 0,

або
λn + p1λ

n−1 + . . .+ pn−1λ+ pn = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го ступеня має n коренiв. Розглянемо рiзнi ви-
падки:

1. Нехай λ1, λ2, . . . , λn — дiйснi рiзнi числа. Тодi матриця Λ має вигляд

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn.


I перетворена система диференцiальних рiвнянь розпадається на n
незалежних рiвнянь

ẏ1 = λ1y1, ẏ2 = λ2y2, . . . , ẏn = λnyn.

Розв’язуючи кожне окремо, отримаємо

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2e

λ2t, . . . , yn = Cne
λnt.

Або в матричному виглядi

y = eΛtC,
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де

eΛt =


eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · eλnt

 , C =


C1

C2
...
Cn

 .

Звiдси розв’язок вихiдного рiвняння має вигляд x = SeΛtC. Для
знаходження матрицi S треба розв’язати матричне рiвняння

S−1AS = Λ

або
AS = SΛ

де Λ — жорданова форма матрицi A. Якщо матрицю S записати у
виглядi

S =


α1

1 α2
1 · · · αn1

α1
2 α2

2 · · · αn2
...

... . . . ...
α1
n α2

n · · · αnn

 ,

то для кожного з стовпчикiв si = (αi1, α
i
2, . . . , α

i
n)T , матричне рiвня-

ння перетвориться до

Asi = λisi, i = 1, n.

Таким чином, у випадку рiзних дiйсних власних чисел матриця
S являє собою набiр n власних векторiв, що вiдповiдають рiзним
власним числам.

2. Нехай λ1,2 = p ± iq — комплексний корiнь. Тодi вiдповiдна клiтка
Жордана має вигляд

Λ1,2 =

(
p q
−q p

)
,

а перетворена система диференцiальних рiвнянь{
ẏ1 = py1 + qy2,

ẏ2 = −qy1 + py2.

Неважко перевiрити, що розв’язок отриманої системи диференцi-
альних рiвнянь має вигляд

y1 = c1e
pt cos qt+ c2e

pt sin qt,
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y2 = c2e
pt cos qt− c1e

pt sin qt.

Або в матричному виглядi(
y1

y2

)
=

(
ept cos qt ept sin qt
−ept sin qt ept cos qt

)(
c1

c2

)
.

Таким чином, комплексно-спряженим власним числам λ1,2 вiдпо-
вiдає розв’язок

y = eΛtC,

де

eΛt =

(
ept cos qt ept sin qt
−ept sin qt ept cos qt

)
3. Нехай λ — кратний корiнь, кратностi m ≤ n, тобто λ1 = λ2 = . . . =
λm = λ i йому вiдповiдають r ≤ m лiнiйно незалежних векторiв.
Тодi клiткаЖордана, що вiдповiдає цьому власному числу, має вид

Λ =

(
Λ1 0
0 Λ2,

)
де

Λ1 =


λ 0 · · · 0 0
0 λ · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · λ 0
0 0 · · · 0 λ

 ∈ Rr×r,

Λ2 =


λ 1 · · · 0 0

0 λ
. . . 0 0

...
... . . . . . . ...

0 0 · · · λ 1
0 0 · · · 0 λ

 ∈ R(m−r)×(m−r).

I перетворена пiдсистема, що вiдповiдає власному числу λ, розпа-
дається не двi пiдсистеми

ẏ1 = Λ1y1, y1 ∈ Rr,

ẏ2 = Λ2y2, y2 ∈ Rm−r,
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Розв’язок першої знаходиться з використанням зазначеного в пер-
шому пунктi пiдходу. Розглянемо другу пiдсистему. Запишемо її в
координатному виглядi

Розв’язок останнього рiвняння цiєї пiдсистеми має вигляд

y2,m−r = c2,m−re
λt

Пiдставимо його в передостаннє рiвняння. Одержуємо

ẏ2,m−r−1 = λy2,m−r−1 + c2,m−re
λt.

Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння має вигляд
суми загального розв’язку однорiдного i частинного розв’язку нео-
днорiдних рiвнянь, тобто

y2,m−r−1 = y2,m−r−1,homo + y2,m−r−1,hetero.

Загальний розв’язок однорiдного має вигляд

ẏ2,m−r−1,homo = c2,m−r−1e
λt.

Частинний розв’язок неоднорiдного шукаємо методом невизначе-
них коефiцiєнтiв у виглядi

y2,m−r−1,hetero = Ateλt,

де A — невiдома стала. Пiдставивши в неоднорiдне рiвняння, одер-
жимо

Aeλt + Aλteλt = Aλteλt + c2,m−re
λt.

Звiдси A = c2,m−r i загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має
вигляд

y2,m−r−1 = c2,m−r−1e
λt + c2,m−rte

λt.

Пiднявшись ще на один крок нагору одержимо

y2,m−r−1 = c2,m−r−2e
λt + c2,m−r−1te

λt + c2,m−r
t2

2!
eλt.

Продовжуючи процес далi, маємо

y2,1 = c2,1e
λt + c2,2te

λt + . . .+ c2,m−r
tm−r−1

(m− r − 1)!
eλt.

27



Або у векторно-матричному виглядi

y2(t) =



eλt teλt · · · tm−r−2

(m− r − 2)!

tm−r−1

(m− r − 1)!

0 eλt · · · tm−r−3

(m− r − 3)!

tm−r−2

(m− r − 2)!
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt teλt

0 0 · · · 0 eλt




c2,1

c2,2
...

c2,m−r−1

c2,m−r

 .

Додавши першу пiдсистему, одержимо

y =

(
eΛ1t 0
0 eΛ2t

)
C,

де

eΛ1t =


eλt 0 · · · 0 0
0 eλt · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt 0
0 0 · · · 0 eλt

 ,

eΛ2t =



eλt teλt · · · tm−r−2

(m− r − 2)!

tm−r−1

(m− r − 1)!

0 eλt · · · tm−r−3

(m− r − 3)!

tm−r−2

(m− r − 2)!
...

... . . . ...
...

0 0 · · · eλt teλt

0 0 · · · 0 eλt


,

C =
(
c1,1 · · · c1,r c2,1 · · · c2,m−r

)T
.

Для останнiх двох випадкiв матриця знаходиться як розв’язок ма-
тричного рiвняння

AS = SΛ

4.3.3 Вправи для самостiйної роботи

При розв’язуваннi систем методом Ейлера складають характеристичне
рiвняння, i в залежностi вiд його коренiв для кожного λi, i = 1, n знахо-
дять вiдповiдний лiнiйно незалежний розв’язок.
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Приклад 4.3.1. Розв’язати систему:{
ẋ = 2x+ 3y,

ẏ = 3x+ 4y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
3 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 5 = 0.

Коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 5.

1. Знайдемо власний вектор, що вiдповiдає λ1 = 1. Пiдставивши в
систему {

(2− λ)α1 + α2 = 0,

3α1 + (4− λ)α2 = 0,

одержимо {
α1 + α2 = 0,

3α1 + 3α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = −1.

2. Знайдемо власний вектор, що вiдповiдає λ2 = 5. Пiдставивши в
систему, одержимо {

−3α1 + α2 = 0,

3α1 − α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = 3.

Таким чином, одержимо розв’язок системи у виглядi(
x
y

)
= c1e

t

(
1
−1

)
+ C2e

5t

(
1
3

)
=

(
et e5t

−et 3e5t

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.3.2. Розв’язати систему:{
ẋ = x+ y,

ẏ = −2x+ 3y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 4λ+ 5 = 0.

Коренями будуть λ1,2 = 2± i.
Вiзьмемо λ1 = 2 + i. Пiдставивши в систему{

(1− λ)α1 + α2 = 0,

−2α1 + (3− λ)α2 = 0,

одержимо {
(−1− i)α1 + α2 = 0,

−2α1 + (1− i)α2 = 0.

Звiдси α1 = 1, α2 = 1 + i.

Запишемо вектор розв’язку(
x
y

)
=

(
e(2+i)t

(1 + i)e(2+i)t

)
=

(
e2t(cos t+ i sin t)

e2t(1 + i)(cos t+ i sin t)

)
=

=

(
e2t cos t

e2t(cos t− sin t)

)
+ i

(
e2t sin t

e2t(cos t+ sin t)

)
.

Оскiльки комплексно-спряженому розв’язку вiдповiдають два лiнiйно
незалежних розв’язки, то загальний розв’язок має вигляд(

x
y

)
= c1

(
e2t cos t

e2t cos t− sin t

)
+ c2

(
e2t sin t

e2t(cos t+ sin t)

)
=

=

(
e2t cos t e2t sin t

e2t(cos t− sin t) e2t(cos t+ sin t)

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.3.3. Розв’язати систему:{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = −x+ 4y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

30



або λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Коренями будуть λ1 = λ2 = 3. Оскiльки

rang

(
2− λ 1
−1 4− λ

)∣∣∣∣
λ=3

= rang

(
−1 1
−1 1

)
= 1,

то матриця має один власний вектор. Тому розв’язок шукаємо у виглядi

x = (a1
1 + a2

1t)e
3t, y = (a1

2 + a2
2t)e

3t.

Пiдставимо в систему{
3e3t(a1

1 + a2
1t) + a2

1e
3t = 2(a1

1 + a2
1t)e

3t + (a1
2 + a2

2)e3t,

3e3t(a1
2 + a2

2t) + a2
2e

3t = −(a1
1 + a2

1t)e
3t + 4(a1

2 + a2
2)e3t.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових членах, одержимо двi системи{
3a2

1 = 2a2
1 + a2

2,

3a2
2 = −a2

1 + 4a2
2,

{
3a1

1 + a2
1 = 2a1

1 + a1
2,

3a1
2 + a2

2 = −a1
1 + 4a1

2.

Або {
−a2

1 + a2
2 = 0,

−a2
1 + a2

2 = 0,

{
−a1

1 + a1
2 = a2

1,

−a1
1 + a1

2 = a2
1.

З першої системи одержуємо a2
1 = a2

2 = c1. Пiдставивши в другу, одер-
жимо −a1

1 + a1
2 = c1. Поклавши a1

1 = c2, одержимо c1
2 = c1 + c2. Таким

чином,(
x
y

)
=

(
(c2 + c1t)e

3t

(c1 + c2 + c1t)e
3t

)
= c1

(
te3t

(1 + t)e3t

)
+ c2

(
e3t

e3t

)
=

=

(
te3t e3t

(1 + t)e3t e3t

)(
c1

c2

)
.

Розв’яжемо цi ж системи матричним методом.

Приклад 4.3.1. Розв’язати систему:{
ẋ = 2x+ 3y,

ẏ = 3x+ 4y.
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Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
3 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 5 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 5. Тому

Λ =

(
1 0
0 5

)
eΛt =

(
et 0
0 e5t

)
.

Розв’язуємо матричне рiвняння AS = SΛ, або(
2 1
3 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
1 0
0 5

)
.

Воно розпадається на два{
2a1

1 + a1
2 = a1

1,

3a1
1 + 4a1

2 = a1
2,

{
2a2

1 + a2
2 = 5a2

1,

3a2
1 + 4a2

2 = 5a2
2,

Пiсля перенесення всiх членiв улiво, одержимо{
a1

1 + a1
2 = 0,

3a1
1 + 3a1

2 = 0,

{
−3a2

1 + a2
2 = 0,

3a2
1 − a2

2 = 0,

Звiдси a1
1 = 1, a1

2 = −1, a2
1 = 1, a2

2 = 3.

Таким чином, загальний розв’язок має вигляд

S =

(
1 1
−1 3

)
,

(
x
y

)
=

(
et e5t

−et 3e5t

)(
c1

c2

)
.

Приклад 4.3.2. Розв’язати систему:{
ẋ = x+ y,

ẏ = −2x+ 3y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 4λ+ 5 = 0.
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Коренями будуть λ1,2 = 2± i. Тому

Λ =

(
2 1
−1 2

)
eΛt =

(
e2t cos t e2t sin t
−e2t sin t e2t cos t

)
.

Матричне рiвняння має вигляд AS = SΛ, чи(
1 1
−2 3

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
2 1
−1 2

)
.

Розпишемо його поелементно
a1

1 + a1
2 = 2a1

1 − a2
1,

−2a1
1 + 3a1

2 = 2a1
2 − a2

2,

a2
1 + a2

2 = a1
1 + 2a2

1,

−2a2
1 + 3a2

2 = a1
2 + 2a2

2.

На вiдмiну вiд попереднього пункту (i це iстотно ускладнює обчислення)
система не розщеплюється на двi незалежнi пiдсистеми. Пiсля перенесе-
ння всiх членiв в одну сторону, одержимо систему

−a1
1 − a2

1 + a1
2 = 0,

−2a1
1 + a1

2 + a2
2 = 0,

−a1
1 − a2

1 + a2
2 = 0,

−2a2
1 + a1

2 + a2
2 = 0.

Помножимо перше рiвняння на −2 i, склавши з другим, пiдставимо на
мiсце другого. Далi, помножимо перше рiвняння на −1 i, склавши з тре-
тiм, поставимо його на мiсце третього. Одержуємо систему

−a1
1 + a2

1 + a1
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0.

Останнi два рiвняння можна вiдкинути. Залишається{
−a1

1 + a2
1 + a1

2 = 0,

−2a2
1 − a1

2 + a2
2 = 0.

Покладаємо a2
1 = a2

2 = 1. Тодi a1
2 = −1, a1

1 = 0. Таким чином,

S =

(
0 1
−1 1

)
,

(
x
y

)
=

(
0 1
−1 1

)(
e2t cos t e2t sin t
−e2t sin t e2t cos t

)(
c1

c2

)
=

=

(
−e2t sin t e2t cos t

−e2t(cos t+ sin t) e2t(cos t− sin t)

)(
c1

c2

)
.
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Приклад 4.3.3. Розв’язати систему:{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = −x+ 4y.

Розв’язок. Характеристичне рiвняння має вигляд∣∣∣∣2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

або λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Коренями будуть λ1 = λ2 = 3. Оскiльки

rang

(
2− λ 1
−1 4− λ

)∣∣∣∣
λ=3

= rang

(
−1 1
−1 1

)
= 1,

то матриця має один власний вектор i клiтка Жордана має вигляд

Λ =

(
3 1
0 3

)
eΛt =

(
e3t te3t

0t e3t cos t

)
.

Матричне рiвняння має вигляд AS = SΛ, чи(
2 1
−1 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
3 1
0 3

)
.

Розпишемо його поелементно{
2a1

1 + a1
2 = 3a1

1,

−a1
1 + 4a1

2 = 3a1
2,

{
2a2

1 + a2
2 = a1

1 + 3a2
1,

−a2
1 + 4a2

2 = a1
2 + 3a2

2.

На вiдмiну вiд комплексних коренiв, можна розв’язати спочатку першу
пiдсистему, а потiм другу. Перша має вид{

−a1
1 + a1

2 = 0,

−a1
1 + a1

2 = 0,

Звiдси a1
1 = a1

2 = 1.

Пiдставивши в другу, одержимо{
−a2

1 + a2
2 = 1,

−a2
1 + a2

2 = 1.
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Звiдси a2
2 = 1, a2

1 = 0. Таким чином одержали

S =

(
1 0
1 1

)
,

(
x
y

)
=

(
1 0
1 1

)(
e3t te3t

−0 e3t

)(
c1

c2

)
=

=

(
e3t te3t

e3t (t+ 1)e3t

)(
c1

c2

)
.

Зауваження. Якщо власнi числа дiйснi рiзнi, то обидва методи еквiва-
лентнi. Якщо власнi числа комплекснi, переважнiше метод Ейлера, якщо
кратнi, то матричний метод.

Розв’язати лiнiйнi однорiднi системи методом Ейлера чи матричним ме-
тодом.

Задача 4.3.4.{
ẋ = x− y,
ẏ = −4x+ y.

Задача 4.3.5.{
ẋ = −x+ 8y,

ẏ = x+ y.

Задача 4.3.6.{
ẋ = x− 3y,

ẏ = 3x+ y.

Задача 4.3.7.{
ẋ = −x− 5y,

ẏ = x+ y.

Задача 4.3.8.

{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 4x− y.

Задача 4.3.9.

{
ẋ = −3x+ 2y,

ẏ = −2x+ y.

Задача 4.3.10.

{
ẋ = 5x+ 3y,

ẏ = −3x− y.

Розв’язати лiнiйнi однорiднi системи методом Ейлера чи матричним ме-
тодом (пiсля системи вкзанi власнi числа для спрощення обчислень).

Задача 4.3.11.
ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = 2x− y.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1)

Задача 4.3.12.
ẋ = x− 2y − z,
ẏ = −x+ y + z,

ż = x− z.

(λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −1)
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Задача 4.3.13.
ẋ = 2x− y + z,

ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3)

Задача 4.3.14.
ẋ = 3x− y + z,

ẏ = x+ y + z,

ż = 4x− y + 4z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5)

Задача 4.3.15.
ẋ = −3x− 4y − 2z,

ẏ = x+ z,

ż = 6z − 6y + 5z.

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1)

Задача 4.3.16.
ẋ = x− y − z,
ẏ = x+ y,

ż = 3x+ z.

(λ1 = 1, λ2,3 = 1 +±3i)

Задача 4.3.17.
ẋ = 2x+ y,

ẏ = x+ 3y − z,
ż = −x+ y − z.

(λ1 = 2, λ2,3 = 3± i)

Задача 4.3.18.
ẋ = 2x− y + 2z,

ẏ = x+ z,

ż = −2x− y + 2z.

(λ1 = 2, λ2,3 = ±i)

Задача 4.3.19.
ẋ = 4x− y − z,
ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z.

(λ1 = 2, λ2 = λ3 = 3)

Задача 4.3.20.
ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 3x− 2y − 3z,

ż = −x+ y + 2z.

(λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1)

Задача 4.3.21.
ẋ = −2x+ y − 2z,

ẏ = x− 2y + 2z,

ż = 3x− 3y + 5z.

(λ1 = 3, λ2 = λ3 = −1)

Задача 4.3.22.
ẋ = 3x− 2y − z,
ẏ = 3x− 4y + 2z,

ż = 2x− 4y.

(λ1 = λ2 = 2, λ3 = −5)

Задача 4.3.23.
ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = −y + 2z.

(λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2)

Задача 4.3.24.
ẋ = −x+ y − 2z,

ẏ = 4x+ y,

ż = −y + 2z.

(λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1)
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Задача 4.3.25.
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 2y + 4z,

ż = x− z.

(λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3)

Задача 4.3.26.
ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 2x− y − z,
ż = −x+ z.

(λ1 = λ2 = λ3 = 2)

4.4 Лiнiйнi неоднорiднi системи

Система диференцiальних рiвнянь, що записана у виглядi
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + f1(t),
ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn + f2(t),

чи у векторно-матричному виглядi

ẋ = A(t)x+ f(t)

називається системою лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь.

4.4.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних систем

Властивiсть 1. Якщо вектор

x(t) =
(
x1(t) · · · xn(t)

)T
є розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи, a

y(t) =
(
y1(t) · · · yn(t)

)T
розв’язком вiдповiдної лiнiйної однорiдної системи, то сума x(t) + y(t) є
розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи.

Доведення. Дiйсно, за умовою

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ f(t)

i
ẏ(t)− A(t)y(t) ≡ 0.

Але тодi i
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d

dt
(x(t) + y(t))− A(t)(x(t) + y(t)) =

(
d

dt
x(t)− A(t)x(t)

)
+

+

(
d

dt
y(t)− A(t)y(t)

)
≡ f(t) + 0 ≡ f(t),

тобто x(t) + y(t) є розв’язком неоднорiдної системи.

Властивiсть 2 (Принцип суперпозицiї). Якщо вектори

xi(t) =
(
x1i(t) · · · xni(t)

)T
, i = 1, n

є розв’язками лiнiйних неоднорiдних систем

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡ fi(t) i = 1, n

де
fi(t) =

(
f1i(t) · · · fni(t)

)T
, i = 1, n,

то вектор x(t) =
∑n

i=1Cixi(t), де Ci — довiльнi сталi буде розв’язком
лiнiйної неоднорiдної системи

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡
n∑
i=1

Cifi(t) i = 1, n.

Доведення. Дiйсно, за умовою виконуються n тотожностей

ẋi(t)− A(t)xi(t) ≡ fi(t) i = 1, n.

Склавши лiнiйну комбiнацiю з лiвих i правих частин, одержимо

d

dt

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
− A(t)

(
n∑
i=1

Cixi(t)

)
=

=
n∑
i=1

Ci(ẋi(t)− A(t)xi(t)) ≡
n∑
i=1

Cifi(t),

тобто лiнiйна комбiнацiя x(t) =
∑n

i=1 Cixi(t) буде розв’язком системи

ẋ(t)− A(t)x(t) ≡
n∑
i=1

Cifi(t) i = 1, n.
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Властивiсть 3. Якщо комплексний вектор з дiйсними елементами

x(t) = u(t) + iv(t) =
(
u1(t) · · · un(t)

)T
+ i
(
v1(t) · · · vn(t)

)T
є розв’язком неоднорiдної системи ẋ = A(t)x+ f(t), де

f(t) = p(t) + iq(t) =
(
p1(t) · · · pn(t)

)T
+ i
(
q1(t) · · · qn(t)

)T
,

то окремо дiйсна i уявна частини є розв’язками систем ẋ = A(t)x + p(t)
i ẋ = A(t)x+ q(t) вiдповiдно.

Доведення. Дiйсно, за умовою
d

dt
(u(t) + iv(t))− A(t)(u(t) + iv(t) ≡ p(t) + iq(t).

Розкривши дужки i перетворивши, одержимо

(u̇(t)− A(t)u(t)) + i(v̇(t)− A(t)v(t)) ≡ p(t) + iq(t).

Але комплекснi вирази рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли рiвнi
дiйснi та уявнi частини, що i було потрiбно довести.

Теорема 4.7 (про загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи).
Загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи складається iз су-
ми загального розв’язку однорiдної системи i якого-небудь частинного
розв’язку неоднорiдної системи.

Доведення. Нехай x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдної
системи i y(t) — частинний розв’язок неоднорiдної. Тодi, як випливає з
властивостi 1, їхня сума x(t)+y(t) буде розв’язком неоднорiдної системи.

Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто пiдбором сталих Ci, i =
1, n можна розв’язати довiльну задачу Кошi

x1(t0) = x0
1, x2(t0) = x0

2, . . . , xn(t0) = x0
n.

Оскiльки x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдного рiвня-
ння, то вектори x1(t), . . . , xn(t) лiнiйно незалежнi, W [x1, . . . , xn](t) 6= 0 i
система алгебраїчних рiвнянь

C1x11(t0) + C2x12(t0) + . . .+ Cnx1n(t0) = x0
1 − y1(t0),

C1x21(t0) + C2x22(t0) + . . .+ Cnx2n(t0) = x0
2 − y2(t0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1xn1(t0) + C2xn2(t0) + . . .+ Cnxnn(t0) = x0

n − yn(t0)

має єдиний розв’язок C0
i , i = 1, n. I лiнiйна комбiнацiя z(t) = y(t) +∑n

i=1C
0
i xi(t) з отриманими сталими є розв’язком поставленої задачi Ко-

шi.
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4.4.2 Побудова частинного розв’язку неоднорiдної системи ме-
тодом варiацiї довiльних сталих

Як випливає з останньої теореми, для побудови загального розв’язку
неоднорiдної системи потрiбно розв’язати однорiдну i яким-небудь засо-
бом знайти частинний розв’язок неоднорiдної системи. Розглянемо ме-
тод, який називається методом варiацiї довiльної сталої.

Нехай маємо систему
ẋ = A(t)x+ f(t)

i x(t) =
∑n

i=1Cixi(t) — загальний розв’язок однорiдної системи. Розв’язок
неоднорiдної будемо шукати в такому ж виглядi, але вважати Ci не ста-
лими, а невiдомими функцiями, тобто Ci = Ci(t) i

xhetero(t) =
n∑
i=1

Ci(t)xi(t),

чи в матричнiй формi

xhetero(t) = X(t)C(t),

де X(t) — фундаментальна матриця розв’язкiв, C(t) — вектор з невiдо-
мих функцiй. Пiдставивши в систему, одержимо

d

dt
X(t)C(t) +X(t)

dC(t)

dt
= A(t)X(t)C(t) + f(t),

чи (
d

dt
X(t)− A(t)X(t)

)
C(t) +X(t)

dC(t)

dt
= f(t).

Оскiльки X(t) — фундаментальна матриця, тобто матриця складена з
розв’язкiв, то

d

dt
X(t)− A(t)X(t) ≡ 0

i залишається система рiвнянь

X(t)C ′(t) = f(t).

Розписавши покоординатно, одержимо
C ′1x11(t) + C ′2x12(t) + . . .+ C ′nx1n(t) = f1(t),
C ′1x21(t) + C ′2x22(t) + . . .+ C ′nx2n(t) = f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C ′1xn1(t) + C ′2xn2(t) + . . .+ C ′nxnn(t) = fn(t).
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Оскiльки визначником системи є визначник Вронського i вiн не дорiвнює
нулю, то система має єдиний розв’язок i функцiї визначаються в такий
спосiб

C1(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(t) x12(t) · · · x1n(t)
f2(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

... . . . ...
fn(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt,

C2(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) f1(t) · · · x1n(t)
x21(t) f2(t) · · · x2n(t)

...
... . . . ...

xn1(t) fn(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn(t) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) · · · f1(t)
x21(t) x22(t) · · · f2(t)

...
... . . . ...

xn1(t) xn2(t) · · · fn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [x1, . . . , xn](t)

dt.

Звiдси частинний розв’язок неоднорiдної системи має вигляд

xhetero(t) =
n∑
i=1

Ci(t)xi(t).

Для лiнiйної неоднорiдної системи на площинi{
ẋ1 = a11x1 + a12(t)x2 + f1(t),

ẋ2 = a21x1 + a22(t)x2 + f2(t)

метод варiацiї довiльної сталої реалiзується таким чином.

Нехай
X(t) =

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t).

)
Фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи. Тодi частинний
розв’язок неоднорiдної шукається з системи{

C ′1x11(t) + C ′2x12(t) = f1(t),

C ′2x21(t) + C ′2x22(t) = f2(t).
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Звiдси

C1(t) =

∫ ∣∣∣∣f1(t) x12(t)
f2(t) x22(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

∣∣∣∣ , C2(t) =

∫ ∣∣∣∣x11(t) f1(t)
x21(t) f2(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

∣∣∣∣
I загальний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

)(
C1

C2

)
+

(
x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

)(
C1(t)
C2(t)

)
,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

4.4.3 Формула Кошi

Нехай X(t, t0) — фундаментальна система, нормована при t = t0 тобто
X(t0, t0) = E, де E — одинична матриця. Загальний розв’язок однорiдної
системи має вигляд

x(t) = X(t, t0)C.

Вважаючи C невiдомою вектором-функцiєю i повторюючи викладення
методу варiацiї довiльної постiйний, одержимо

X(t, t0)C ′(t) = f(t).

Звiдси
dC(t)

dt
= X−1(t, t0)f(t).

Проiнтегруємо отриманий вираз

C(t) = C +

∫ t

t0

X−1(τ, t0)f(τ) dτ.

Тут C — вектор iз сталих, що отриманий при iнтегруваннi системи. Пiд-
ставивши у вихiдний вираз, одержимо:

x(t) = X(t, t0)

(
C +

∫ t

t0

X−1(τ, t0)f(τ) dτ

)
=

= X(t, t0)C +

∫ t

t0

X(t, t0)X−1(τ, t0)f(τ) dτ
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Якщо X(t, t0) — фундаментальна матриця, нормована при t = t0, то
X(t, t0) = X(t)X−1(t0). Звiдси

X(t, t0)X−1(τ, t0) = X(t)X−1(t0)
(
X(τ)X−1(t0)

)−1
=

= X(t)X−1(τ) = X(t, τ).

Пiдставивши початковi значення x(t0 = x0) i з огляду на те, що фунда-
метнальна матриця нормована, тобто X(t0, t0) = E, одержимо

x(t) = X(t, t0)x0 +

∫ t

t0

X(t, τ)f(τ) dτ.

Отримана формула називається формулою Кошi загального розв’язку
неоднорiдного рiвняння.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння, що задовольняє нульовiй
початковiй умовi, має вид

x(t) =

∫ t

t0

X(t, τ)f(τ) dτ.

Якщо система з сталою матрицею A, то

X(t, t0) = X(t− t0), X(t, τ) = X(t− τ).

I формула Кошi має вигляд

x(t) = X(t− t0)x0 +

∫ t

t0

X(t− τ)f(τ) dτ.

4.4.4 Метод невизначених коефiцiєнтiв

Якщо система лiнiйних диференцiальних рiвнянь з сталими коефiцiєнта-
ми, а векторна функцiя f(t) спецiального виду, то частинний розв’язок
можна знайти методом невизначених коефiцiєнтiв. Доведення iснування
частинного розв’язку зазначеного виду аналогiчно доведенню для лiнiй-
них рiвнянь вищих порядкiв.

1. Нехай кожна з компонент вектора f(x) є многочленом степеню не
бiльш нiж s, тобто

f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s

A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s

...
An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans

 .
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(а) Якщо характеристичне рiвняння не має нульового кореня, тоб-
то λi 6= 0, i = 1, n, то частинний розв’язок шукається в такому
ж виглядi, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s

B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s

...
Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s

 .

(б) Якщо характеристичне рiвняння має нульовий корiнь кратно-
стi r, тобто λ1 = λ2 = . . . = λr = 0, то частинний розв’язок
шукається у виглядi многочлена степеню s+ r, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


B1

0t
s+r +B1

1t
s+r−1 + . . .+B1

s+r−1t+B1
s+r

B2
0t
s+r +B2

1t
s+r−1 + . . .+B2

s+r−1t+B2
s+r

...
Bn

0 t
s+r +Bn

1 t
s+r−1 + . . .+Bn

s+r−1t+Bn
s+r

 .

Причому першi (s+1)n коефiцiєнти Bj
i , i = 0, s, j = 1, n знахо-

дяться точно, а iншi rn — з точнiстю до сталих iнтегрування
C1, . . . , Cn, що входять у загальний розв’язок однорiдних си-
стем.

2. Нехай f(t) має вид
f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


ept(A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s)

ept(A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s)

...
ept(An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans )

 .

(а) Якщо характеристичне рiвняння не має коренем значення p,
тобто λi 6= p, i = 1, n, то частинний розв’язок шукається в
такому ж виглядi, тобто

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s )

ept(B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s )

...
ept(Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s )

 .
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(б) Якщо p є коренем характеристичного рiвняння кратностi r,
тобто λ1 = λ2 = . . . = λr = p, то частинний розв’язок шукає-
ться у виглядi

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(B1

0t
s+r +B1

1t
s+r−1 + . . .+B1

s+r−1t+B1
s+r)

ept(B2
0t
s+r +B2

1t
s+r−1 + . . .+B2

s+r−1t+B2
s+r)

...
ept(Bn

0 t
s+r +Bn

1 t
s+r−1 + . . .+Bn

s+r−1t+Bn
s+r)

 .

I, як у попередньому пунктi, першi (s + 1)n коефiцiєнти Bj
i ,

i = 0, s, j = 1, n, а iншi з точнiстю до сталих iнтегрування
C1, . . . , Cn.

3. Нехай f(t) має вигляд:
f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 =


ept(A1

0t
s + A1

1t
s−1 + . . .+ A1

s−1t+ A1
s) cos qt

ept(A2
0t
s + A2

1t
s−1 + . . .+ A2

s−1t+ A2
s) cos qt

...
ept(An0 t

s + An1 t
s−1 + . . .+ Ans−1t+ Ans ) cos qt

+

+


ept(B1

0t
s +B1

1t
s−1 + . . .+B1

s−1t+B1
s ) sin qt

ept(B2
0t
s +B2

1t
s−1 + . . .+B2

s−1t+B2
s ) sin qt

...
ept(Bn

0 t
s +Bn

1 t
s−1 + . . .+Bn

s−1t+Bn
s ) sin qt

 .

(а) Якщо характеристичне рiвняння не має коренем значення p±
iq, то частинний розв’язок шукається в такому ж виглядi, тоб-
то

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =


ept(C1

0 t
s + C1

1 t
s−1 + . . .+ C1

s−1t+ C1
s ) cos qt

ept(C2
0 t
s + C2

1 t
s−1 + . . .+ C2

s−1t+ C2
s ) cos qt

...
ept(Cn

0 t
s + Cn

1 t
s−1 + . . .+ Cn

s−1t+ Cn
s ) cos qt

+

+


ept(D1

0t
s +D1

1t
s−1 + . . .+D1

s−1t+D1
s) sin qt

ept(D2
0t
s +D2

1t
s−1 + . . .+D2

s−1t+D2
s) sin qt

...
ept(Dn

0 t
s +Dn

1 t
s−1 + . . .+Dn

s−1t+Dn
s ) sin qt

 .

(б) Якщо p± iq є коренем характеристичного рiвняння кратностi
r, то частинний розв’язок має вигляд
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
x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 =

=


ept(C1

0 t
s+r + C1

1 t
s+r−1 + . . .+ C1

s+r−1t+ C1
s+r) cos qt

ept(C2
0 t
s+r + C2

1 t
s+r−1 + . . .+ C2

s+r−1t+ C2
s+r) cos qt

...
ept(Cn

0 t
s+r + Cn

1 t
s+r−1 + . . .+ Cn

s+r−1t+ Cn
s+r) cos qt

+

+


ept(D1

0t
s+r +D1

1t
s+r−1 + . . .+D1

s+r−1t+D1
s+r) sin qt

ept(D2
0t
s+r +D2

1t
s+r−1 + . . .+D2

s+r−1t+D2
s+r) sin qt

...
ept(Dn

0 t
s+r +Dn

1 t
s+r−1 + . . .+Dn

s+r−1t+Dn
s+r) sin qt

 .

4.4.5 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 4.4.1. Розв’язати систему неоднорiдних рiвнянь методом ва-
рiацiї довiльної сталої 

ẋ = −4x− 2y +
2

et − 1
,

ẏ = 6x+ 3y − 3

et − 1
.

Розв’язок. Розв’язуємо спочатку однорiдну систему. Її характеристичне
рiвняння має вигляд

det(A− λE) =

∣∣∣∣−4− λ −2
6 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ = 0 =⇒ λ1 = 0, λ2 = −1.

Розв’язуємо (наприклад) матричним методом. Маємо

Λ =

(
0 0
0 −1

)
, eΛt =

(
1 0
0 e−t

)
Матричне рiвняння AS = SΛ має вигляд(

−4 −2
6 3

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
0 0
0 −1

)
.

Звiдси маємо двi системи рiвнянь{
−4a1

1 − 2a1
2 = 0,

6a1
1 + 3a1

2 = 0,

{
−4a2

1 − 2a2
2 = −a2

1,

6a2
1 + 3a2

2 = −a2
2,
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Їх розв’язками будуть

a1
1 = 1, a1

2 = −2, a2
1 = −2, a2

2 = 3.

I розв’язок однорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2
−2 3

)(
1 0
0 et

)(
C1

C2

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1

C2

)
.

Частинний розв’язок неоднорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1(t)
C2(t)

)
.

Функцiї C1(t), C2(t) задовольняють системi рiвнянь
C ′1(t)− 2C2(r)e−t =

2

et − 1
,

−2C ′1(t) + 3C2(r)e−t = − 3

et − 1
.

Звiдси

C1(t) =

∫ ∣∣∣∣ 2/et−1 −2e−t
−3/et−1 3e−t

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −2e−t

−2 3e−t

∣∣∣∣ dt = 0 + C̄1,

C2(t) =

∫ ∣∣∣∣ 1 2/et−1

−2 −3/et−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −2e−t

−2 3e−t

∣∣∣∣ dt =

∫ 1
et−1

−e−t
dt = −

∫
et

et − 1
dt =

= − ln |et − 1|+ C̄2.

Поклавши C̄1 = C̄2 = 0, одержуємо C1(t) ≡ 0, C2(t) = − ln |et − 1|. Таким
чином, частинний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
0

− ln |et − 1|

)
=

(
2e−t ln |et − 1|
−3e−t ln |et − 1|

)
А загальний розв’язок(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −2e−t

−2 3e−t

)(
C1

C2

)
+

(
2e−t ln |et − 1|
−3e−t ln |et − 1|

)
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Приклад 4.4.2. Розв’язати систему неоднорiдних рiвнянь за допомогою
формули Кошi 

ẋ = −x+ 2y,

ẏ = 3x+ 4y +
e3t

e2t + 1
.

Розв’язок. Розв’язуємо спочатку однорiдну систему. Характеристичне
рiвняння має вигляд

det(A− λE) =

∣∣∣∣−1− λ 2
3 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Розв’язуємо матричним методом. Маємо

Λ =

(
1 0
0 2

)
, eΛt =

(
et 0
0 e2t

)
Матричне рiвняння AS = SΛ має вигляд(

−1 2
3 4

)(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
=

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)(
1 0
0 2

)
.

Одержуємо двi системи{
−a1

1 + 2a1
2 = a1

1,

3a1
1 + 4a1

2 = a1
2,

{
−a2

1 + 2a2
2 = 2a2

1,

3a2
1 + 4a2

2 = 2a2
2,

Їх розв’язками будуть

a1
1 = 1, a1

2 = 1, a2
1 = 2, a2

2 = 3.

I розв’язок однорiдної системи має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 2
1 3

)(
et 0
0 e2t

)(
C1

C2

)
=

(
et 2e2t

et 3e2t

)(
C1

C2

)
.

Фундаментальна матриця лiнiйної однорiдної системи, нормована в точцi
t = 0, має вигляд

X(t) =

(
et 2e2t

et 3e2t

)(
1 2
1 3

)−1

=

(
(3− 2et)et −2(1− et)et
3(1− et)et (−2 + 3et)et

)
.

Використовуючи формулу Кошi, одержуємо частинний розв’язок, який
задовольняє нульовим початковим умовам(

x1(t)
x2(t)

)
=

∫ t

0

(
(3− 2es)es −2(1− es)es
3(1− es)es (−2 + 3es)es

)(
C1

C2

)
ds =
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=


∫ t

0

−2(1− et−s)et+2s

e2s
ds

∫ t

0

(−2 + 3et−s)et+2s

e2s
ds

 =

=


−2et

∫ t

0

e2s

e2s
ds+ 2e2t

∫ t

0

e2s

e2s
ds

−2et
∫ t

0

e2s

e2s
ds+ 3e2t

∫ t

0

e2s

e2s
ds

 =

=

(
−et ln |e2s + 1|+ 2e2t arctan es

−et ln |e2s + 1|+ 3e2t arctan es

)∣∣∣∣s=t
s=0

=

=

(
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 2e2t

(
arctan et − π

4

)
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 3e2t

(
arctan et − π

4

)) .
I загальний розв’язок системи у формi Кошi має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(3− 2et)et −2(1− et)et
3(1− et)et (−2 + 3et)et

)(
x1(0)
x2(0)

)
+

+

(
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 2e2t

(
arctan et − π

4

)
−et(ln |e2t + 1| − ln 2) + 3e2t

(
arctan et − π

4

)) .
Зауваження. Якщо шукати розв’язок не в формi Кошi, то вiн має бiльш
простiший вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
et 2et

et 3et

)(
C1

C2

)
+

(
−et ln |e2t + 1|+ 2e2t arctan et

−et ln |e2t + 1|+ 3e2t arctan et

)
.

Приклад 4.4.3. Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних неодно-
рiдних рiвнянь за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x1 + t.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Оскiльки рiвняння не мiстить нульових коренiв, частинний розв’язок шу-
каємо у виглядi (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
at+ b
ct+ d

)
.
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Пiдставивши в систему, отримаємо{
a = ct+ d,

c = at+ b+ t.

Прирiвнявши коефiцiєнти при членах з однаковими степенями, отрима-
ємо

0 = c, 0 = a+ 1, a = d, c = b.

Звiдси a = −1, b = c = 0, d = −1. I частинний розв’язок має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t
−1

)
.

Приклад 4.4.4. Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних неодно-
рiдних рiвнянь за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x1 + 2x2,

ẋ2 = 2x1 + 4x2 + t.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣1− λ 2
2 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ = 0 =⇒ λ1 = 0, λ2 = 5.

Оскiльки є один нульовий корiнь, то частинний розв’язок шукаємо у
виглядi (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
at2 + bt+ c
dt2 + et+ f

)
.

Пiдставляємо в неоднорiдну систему{
2at+ b = at2 + bt+ c+ 2(dt2 + et+ f),

2dt+ e = 2(at2 + bt+ c) + 4(dt2 + et+ f) + t.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при членах з однаковими степенями.{
0 = a+ 2d,

0 = 2a+ 4d,

{
2a = b+ 2e,

2d = 2b+ 4e+ 1,

{
b = c+ 2f,

e = 2c+ 4f.

Помноживши перше рiвняння у другiй пiдсистемi на мiнус два i склавши
з другим рiвнянням, одержуємо −4a+2d = 1. Разом з першим рiвнянням
першої системи маємо {

a+ 2d = 0,

−4a+ 2d = 1.
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Звiдси a = −1/5, d = −1/10. I перше рiвняння другої пiдсистеми має
вигляд*

b− 2e = −2/5.

Помноживши перше рiвняння останньої пiдсистеми на два i вiднявши
друге рiвняння, маємо

2b− e = 0.

З одержаних двох рiвнянь дiстаємо b = −2/25, e = −4/25. I остання
пiдсистема дає спiввiдношення c = −2/25− 2f . Таким чином частинний
розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t2/5− 2t/25− 2/25− 2f
−t2/10− 4t/25 + f

)
.

Стала f входить в загальний розв’язок однорiдної системи i точно не
визначається. Поклавши f = 0, одержуємо(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
−t2/5− 2t/25− 2/25
−t2/10− 4t/25

)
.

Приклад 4.4.5. Знайти частинний розв’язок системи за допомогою ме-
тоду невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x2 + et,

ẋ2 = −x1 + tet.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння однорiдної системи

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0 =⇒ λ1,2 = ±i.

Оскiльки одиниця не є коренем, то частинний розв’язок шукаємо у ви-
глядi (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(at+ b)et

(ct+ d)et

)
.

Пiдставляємо в неоднорiдну систему, одержуємо{
aet + (at+ b)et = (ct+ d)et + et,

cet + (ct+ d)et = −(at+ b)et + tet.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах, одержуємо{
a = c,

c = −a+ 1,

{
a+ b = d+ 1,

e = 2c+ 4f.
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Розв’язавши, одержуємо: b = 0, a = c = d = 1/2. Таким чином частинний
розв’язок має вигляд (

x1(t)
x2(t)

)
=

(
tet/2

(t+ 1)et/2

)
.

Приклад 4.4.6. Знайти частинний розв’язок системи за допомогою ме-
тоду невизначених коефiцiєнтiв:{

ẋ1 = x2 + et,

ẋ2 = x1 + tet.

Розв’язок. Складаємо характеристичне рiвняння

det(A− λE) =

∣∣∣∣−λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = −1.

Оскiльки характеристичне рiвняння має коренем одиницю кратностi один,
то частинний розв’язок шукаємо у виглядi(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(at2 + bt+ c)et

(dt2 + et+ f)et

)
.

Пiдставляємо в неоднорiдну систему, одержуємо{
(2at+ b)et + (at2 + bt+ c)et = (dt2 + et+ f)et + et,

(2dt+ e)et + (dt2 + et+ f)et = (at2 + bt+ c)et + tet.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах, одержуємо{
a = d,

d = a,

{
2a+ b = e,

2d+ e = b+ 1,

{
b+ c = f + 1,

e+ f = c.

З першої пiдсистеми одержуємо a = d. Пiдставляємо в другу{
2a+ b− e = 0,

2a+ e− b = 1,

Склавши два рiвняння, одержуємо: a = 1/4, b− e = −1/2. Склавши два
рiвняння останньої пiдсистеми, маємо b + e = 1. Звiдси b = 1/4, e = 3/4,
f − c = 3/4. Таким чином частинний розв’язок має вигляд(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
(t2/4 + t/4 + c)et

(t2/4 + 3t/4− 3/4 + c)et

)
.

Поклавши c = 0, одержуємо(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
(t2 + t)et/4

(t2 + 3t− 3)et/4

)
.

Знайти загальний розв’язок неоднорiдної системи.
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Задача 4.4.7.{
ẋ = y + tan2 t− 1,

ẏ = −x+ tan t.

Задача 4.4.8.{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 2x− y + 15et

√
t.

Задача 4.4.9.{
ẋ = y − 5 cos t,

ẏ = 2x+ y.

Задача 4.4.10.{
ẋ = 2x− 4y + 4e−2t,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.4.11.{
ẋ = −x+ 2y + 1,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.4.12.{
ẋ = 2x+ y + et,

ẏ = −2x+ 2t.

Задача 4.4.13.{
ẋ = 3x− 4y,

ẏ = x− 3y + 3et.

Задача 4.4.14.{
ẋ = x+ 2y + 16tet,

ẏ = 2x− 2y.

Задача 4.4.15.{
ẋ = 2x− 3y,

ẏ = x− 2y + 2 sin t.

Задача 4.4.16.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = x+ 2et.

Задача 4.4.17.{
ẋ = 2x+ y + 2et,

ẏ = x+ 2y − 3e4t.

Задача 4.4.18.{
ẋ = x− y + 1/ cos t,

ẏ = 2x− y.

Задача 4.4.19.{
ẋ = y + 2et,

ẏ = x+ t2.

Задача 4.4.20.{
ẋ = 3x+ 2y + 4e5t,

ẏ = x+ 2y.

Задача 4.4.21.{
ẋ = 4x+ y − e2t,

ẏ = −2x+ t.

Задача 4.4.22.{
ẋ = 5x− 3y + 2e3t,

ẏ = x+ y + 5e−t.

Задача 4.4.23.{
ẋ = x+ 2y,

ẏ = x− 5 sin t.

Задача 4.4.24.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = −2x+ y + 18t.
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Задача 4.4.25.{
ẋ = 2x+ 4t− 8,

ẏ = 3x+ 4y.

Задача 4.4.26.{
ẋ = x− y + 2 sin t,

ẏ = 2x− y.

Задача 4.4.27.{
ẋ = 4x− 3y + sin t,

ẏ = 2x− y − 2 cos t.

Задача 4.4.28.{
ẋ = 2x− y,
ẏ = −x+ 2y − 5et sin t.
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