
3 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв

Рiвняння вигляду

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = b(x)

називається лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням n-го по-
рядку.

Рiвняння вигляду

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0

називається лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням n-го по-
рядку.

Якщо при x ∈ [a, b], a0(x) 6= 0 коефiцiєнти b(x), ai(x), i = 0, n неперервнi,
то для рiвняння

y(n) = −a1(x)

a0(x)
y(n−1) − . . .− an(x)

a0(x)
y +

b(x)

a0(x)
.

виконуються умови теореми iснування та єдиностi i iснує єдиний розв’яз-
ок y = y(x), що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1) = y
(n−1)
0 .

3.1 Лiнiйнi однорiднi рiвняння

3.1.1 Властивостi лiнiйних однорiдних рiвнянь

Теорема 3.1. Лiнiйнiсть i однорiднiсть зберiгаються при довiльному
перетвореннi незалежної змiнної x = ϕ(t).

Доведення. Справдi, пiсля замiни x = ϕ(t), одержимо

y′x =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

1

ϕ′(t)
· dy

dt
,

y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dt

(
1

ϕ′(t)
· dy

dt

)
1

ϕ′(t)
=

= − ϕ′′(t)

(ϕ′(t))2
· dy

dt
+

1

(ϕ′(t))2
· d2y

dt2
,
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i так далi до n-го порядку. Пiсля пiдстановки i приведення подiбних,
знову отримуємо лiнiйне однорiдне рiвняння

A0(t)
dny

dtn
+ A1(t)

dn−1y

dtn−1
+ . . .+ An(t)y = 0.

Теорема 3.2. Лiнiйнiсть i однорiднiсть зберiгаються при лiнiйному
перетвореннi невiдомої функцiї y = α(x)z.

Доведення. Справдi, пiсля замiни y = α(x)z, одержимо

y′x = α′(x)z + α(x)z′,

y′′x2 = α′′(x)z + 2α′(x)z′ + α(x)z′′,

i так далi до n-го порядку. Пiсля пiдстановки знову отримаємо лiнiйне
однорiдне рiвняння

Ā0(x)z(n) + Ā1(x)z(n−1) + . . .+ Ān(x)z = 0.

3.1.2 Властивостi розв’язкiв лiнiйних однорiдних рiвнянь

Теорема 3.3. Якщо y = y1(x) є розв’язком однорiдного лiнiйного рiв-
няння, то i y = Cy1(x), де C — довiльна стала, теж буде розв’язком
однорiдного лiнiйного рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y = y1(x) — розв’язок лiнiйного однорiдного
рiвняння, тобто

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) ≡ 0.

Тодi i

a0(x)(Cy1)
(n)(x) + a1(x)(Cy1)

(n−1)(x) + . . .+ an(x)(Cy1)(x) =

= C
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
≡ 0,

оскiльки вираз в дужках дорiвнює нулю.

Теорема 3.4. Якщо y1(x) i y2(x) є розв’язками лiнiйного однорiдного рiв-
няння, то i y = y1(x) +y2(x) теж буде розв’язком лiнiйного однорiдного
рiвняння.
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Доведення. Справдi, нехай y1(x) i y2(x) — розв’язки лiнiйного рiвняння,
тобто

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) ≡ 0,

a0(x)y
(n)
2 (x) + a1(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ an(x)y2(x) ≡ 0.

Тодi i

a0(x)(y1 + y2)
(n)(x) + a1(x)(y1 + y2)

(n−1)(x) + . . .+ an(x)(y1 + y2)(x) =

=
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
+

+
(
a0(x)y

(n)
2 (x) + a1(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ an(x)y2(x)

)
≡ 0,

оскiльки обидвi дужки дорiвнюють нулю.

Теорема 3.5. Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) — розв’язки однорiдного лi-
нiйного рiвняння, то i y =

∑n
i=1Ciyi(x), де Ci — довiльнi сталi, також

буде розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння.

Доведення. Справдi, нехай y1(x), y2(x), . . . , yn(x) — розв’язки лiнiйного
однорiдного рiвняння, тобто

a0(x)y
(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x) ≡ 0, i = 1, n.

Тодi i

a0(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)(n)

(x) + a1(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)(n−1)

(x) + . . .

. . .+ an−1(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)′
(x) + an(x)

(
n∑
i=1

Ciyi

)
(x) =

=
n∑
i=1

Ci

(
a0(x)y

(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x)

)
≡ 0,

оскiльки кожна дужка дорiвнює нулю.

Теорема 3.6. Якщо комплексна функцiя дiйсного аргументу, тобто
y = u(x) + iv(x) є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння, то окре-
мо дiйсна частина u(x) i уявна v(x) будуть також розв’язками цього
рiвняння.
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Доведення. Справдi, нехай y = u(x) + iv(x) є розв’язком лiнiйного одно-
рiдного рiвняння, тобто

a0(x)(u) + iv)(n)(x) + a1(x)(u+ iv)(n−1)(x) + . . .

. . .+ an−1(x)(u+ iv)′(x) + an(x)(u+ iv)(x) ≡ 0.

Розкривши дужки i перегрупувавши члени, одержимо(
a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x)

)
+

+ i
(
a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x)

)
≡ 0.

Комплексний вираз дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють
нулю дiйсна i уявна частини, тобто

a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x) ≡ 0,

a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x) ≡ 0,

або функцiї u(x), v(x) є розв’язками рiвняння, що i було потрiбно довести.

3.1.3 Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть розв’язкiв. Загальний
розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння вищого поряд-
ку

Визначення. Функцiї y0(x), y1(x), . . . , yn(x) називаються лiнiйно зале-
жними на вiдрiзку [a, b] якщо iснують не всi рiвнi нулю сталi C0, . . . , Cn
такi, що при всiх x ∈ [a, b]:

C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0.

Якщо ж тотожнiсть справедлива лише коли C0 = C1 = . . . = Cn = 0, то
функцiї y1(x), y2(x), . . . , yn(x) називаються лiнiйно незалежними.

Приклади:

1. Функцiї 1, x, x2, . . . , xn — лiнiйно незалежнi на будь-якому вiдрiзку
[a, b], тому що вираз C0 + C1x+ . . .+ Cnx

n є многочленом ступеню
n i має не бiльш, нiж n дiйсних коренiв.

2. Функцiї eλ1x, eλ2x, . . . , eλnx, де всi λi — дiйснi рiзнi числа — лiнiйно
незалежнi.

3. Функцiї 1, sinx, cosx, . . . , sinnx, cosnx — лiнiйно незалежнi.
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Теорема 3.7 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi функцiй). Якщо
функцiї y0(x), y1(x), . . . , yn(x) — лiнiйно залежнi, то визначник Врон-
ського W [y0, y1, . . . , yn](x) тотожно дорiвнює нулю при всiх x ∈ [a, b]:

W [y0, y1, . . . , yn](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y0(x) y1(x) · · · yn(x)
y′0(x) y′1(x) · · · y′n(x)
...

... . . . ...
y
(n)
0 (x) y

(n)
1 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Доведення. Нехай y0(x), y1(x), . . . , yn(x) — лiнiйно залежнi. Тодi iснують
не всi рiвнi нулю сталi C0, . . . , Cn такi, що при x ∈ [a, b] буде тотожно
виконуватися

C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0.

Продиференцiювавши n разiв, одержимо
C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,
C0y

′
0(x) + C1y

′
1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C0y
(n)
0 (x) + C1y

(n)
1 (x) + . . .+ Cny

(n)
n (x) = 0.

Для кожного фiксованого x ∈ [a, b] одержимо лiнiйну однорiдну систему
алгебраїчних рiвнянь, що має ненульовий розв’язок C0, . . . , Cn. А це мо-
жливо тодi i тiльки тодi, коли визначник системи дорiвнює нулю, тобто
W [y0, y1, . . . , yn](x) = 0 при всiх x ∈ [a, b].

Теорема 3.8 (достатня умова лiнiйної незалежностi розв’язкiв). Якщо
розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння y0(x), y1(x), . . . , yn(x) — лiнiй-
но незалежнi, то визначник Вронського W [y0, y1, . . . , yn](x) не дорiвнює
нулю в жоднiй точцi x ∈ [a, b].

Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що iснує x0 ∈ [a, b], при яко-
му W [y0, y1, . . . , yn](x0) = 0. Оскiльки визначник дорiвнює нулю, то iснує
ненульовий розв’язок C0

0 , C
0
1 , . . . , C

0
n лiнiйної однорiдної системи алгебра-

їчних рiвнянь
C0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,
C0y

′
0(x) + C1y

′
1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C0y
(n)
0 (x) + C1y

(n)
1 (x) + . . .+ Cny

(n)
n (x) = 0.

Розглянемо лiнiйну комбiнацiю

y(x) = C0
0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x)
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з отриманими коефiцiєнтами.

У силу третьої властивостi ця комбiнацiя буде розв’язком. У силу вибору
сталих C0

0 , C
0
1 , . . . , C

0
n, розв’язок буде задовольняти умовам

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n)(x0) = 0.

Але цим же умовам, як неважко перевiрити простою пiдстановкою, за-
довольняє i тотожний нуль, тобто y ≡ 0. I в силу теореми iснування та
єдиностi цi два розв’язки спiвпадають, тобто

y(x) = C0
0y0(x) + C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x) = 0

при x ∈ [a, b], або система функцiй y0(x), y1(x), . . . , yn(x) лiнiйно зале-
жна, що суперечить припущенню. Таким чином W [y0, y1, . . . , yn](x0) 6= 0
у жоднiй точцi x0 ∈ [a, b], що i було потрiбно довести .

На пiдставi попереднiх двох теорем сформулюємо необхiднi i достатнi
умови лiнiйної незалежностi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.

Теорема 3.9. Для того щоб розв’язки лiнiйного однорiдного диферен-
цiального рiвняння y0(x), y1(x), . . . , yn(x) були лiнiйно незалежними, не-
обхiдно i достатньо, щоб визначник Вронського не дорiвнював нулю в
жоднiй точцi x ∈ [a, b], тобто W [y0, y1, . . . , yn](x) 6= 0.

Теорема 3.10. Загальним розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an−1(x)y′ + any = 0

є лiнiйна комбiнацiя n лiнiйно незалежних розв’язкiв y =
∑n

i=1Ciyi(x).

Доведення. Оскiльки yi(x), i = 1, 2, . . . , n є розв’язками, то в силу третьої
властивостi їхня лiнiйна комбiнацiя також буде розв’язком.

Покажемо, що цей розв’язок загальний, тобто вибором сталих C1, . . . , Cn
можна розв’язати довiльну задачу Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Дiйсно, оскiльки система розв’язкiв лiнiйно незалежна, то визначник
Вронського вiдмiнний вiд нуля й алгебраїчна система неоднорiдних рiв-
нянь 

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y′0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n)
n (x0) = y

(n−1)
0 ,
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має єдиний розв’язок C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. I лiнiйна комбiнацiя y =

∑n
i=1C

0
i yi(x)

є розв’язком, причому, як видно iз системи алгебраїчних рiвнянь, буде
задовольняти довiльно обраним умовам Кошi.

Зауважимо, що максимальне число лiнiйно незалежних розв’язкiв до-
рiвнює порядку рiвняння. Це випливає з попередньої теореми, тому що
будь-який розв’язок виражається через лiнiйну комбiнацiю n лiнiйно не-
залежних розв’язкiв.

Визначення. Будь-якi n лiнiйно незалежних розв’язкiв лiнiйного одно-
рiдного рiвняння n-го порядку називаються фундаментальною системою
розв’язкiв.

3.1.4 Формула Остроградського-Лiувiля

Оскiльки максимальне число лiнiйно незалежних розв’язкiв дорiвнює n,
то система y1(x), . . . , yn(x), y(x) буде залежною i W [y1, . . . , yn, y] ≡ 0, тоб-
то ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yn y
y′1 · · · y′n y′

... . . . ...
...

y
(n)
1 · · · y

(n)
n y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Розкладаючи визначник по елементах останнього стовпця, одержимо

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
(n) −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
(n−1) + . . .

. . .+ (−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′′1 y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y
′+ (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y′1 y′2 · · · y′n
y′′1 y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y ≡ 0.

Порiвнюючи з рiвнянням

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0
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одержимо, що

a1(x)

a0(x)
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 (x) y

(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n (x)

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](x)

.

Але оскiльки

d

dx
W [y1, y2, . . . , yn] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y′1 y′2 · · · y′n
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y_1′′ y′′2 · · · y′′n
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
то, пiдставивши в попереднiй вираз, одержимо

−a1(x)

a0(x)
=

d
dx
W [y1, y2, . . . , yn](x)

W [y1, y2, . . . , yn](x)
.

Роздiлимо змiннi

−a1(x)

a0(x)
dx =

dW [y1, y2, . . . , yn](x)

W [y1, y2, . . . , yn](x)
.

Проiнтегрувавши, одержимо

lnW [y1, y2, . . . , yn](x)− lnW [y1, y2, . . . , yn](x0) = −
∫ x

x0

a1(x)

a0(x)
dx

або

W [y1, y2, . . . , yn](x) = W [y1, y2, . . . , yn](x0) exp

{
−
∫ x

x0

a1(x)

a0(x)
dx

}
.

8



Отримана формула називається формулою Остроградського-Лiувiлля.
Зокрема, якщо рiвняння має вид

y(n) + p1y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = 0,

то формула запишеться у виглядi

W [y1, y2, . . . , yn](x) = W [y1, y2, . . . , yn](x0) exp

{
−
∫ x

x0

p1(x) dx

}
.

3.1.5 Формула Абеля

Розглянемо застосування формули Остроградського-Лiувiля до рiвняння
2-го порядку

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0.

Нехай y1(x) — один з розв’язкiв. Тодi∣∣∣∣y1(x) y(x)
y′1(x) y′(x)

∣∣∣∣ = C2 exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
.

Розкривши визначник, одержимо

y1(x)y′(x)− y(x)y′1(x) = C2 exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
.

Роздiливши на y21(x), запишемо

y1(x)y′(x)− y(x)y′1(x)

y21(x)
=

C2

y21(x)
exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
,

або
d

dx

(
y(x)

y1(x)

)
=

C2

y21(x)
exp

{
−
∫
p1(x) dx

}
,

Проiнтегрувавши, одержимо

y(x)

y1(x)
= C2

∫ (
1

y21(x)
exp

{
−
∫
p1(x) dx

})
dx+ C1,

Остаточно

y(x) = C1y1(x) + C2y1(x)

∫ (
1

y21(x)
exp

{
−
∫
p1(x) dx

})
dx,

Отримана формула називається формулою Абеля. Вона дозволяє по одно-
му вiдомому розв’язку знайти загальний розв’язок однорiдного лiнiйного
рiвняння другого порядку.

9



3.1.6 Вправи для самостiйної роботи

Розв’язати лiнiйне однорядне диференцiальне рiвняння другого порядку,
якщо вiдомий один розв’язок

Приклад 3.1.1. (x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(x) = x.

Розв’язок. За формулою Абеля маємо

y2(x) = x

∫ (
1

x
exp

{∫
2x dx

x2 + 1

})
dx = x

∫ (
1

x
eln |x

2+1|
)

dx =

= x

∫ (
x2 + 1

x

)
dx = x

(
x− 1

x

)
= x2 − 1.

Загальний розв’язок має вигляд

y(x) = C1x+ C2(x
2 − 1).

Розв’язати рiвняння:

Задача 3.1.2.

x2 · (x+ 1)y′′ − 2y = 0, y1(x) = 1 +
1

x
;

Задача 3.1.3.

xy′′ + 2y′ − xy = 0, y1(x) =
ex

x
;

Задача 3.1.4.

y′′ − 2 · (1 + tan2 x)y = 0, y1(x) = tan x;

Задача 3.1.5.

(ex + 1)y′′ − 2y′ + exy = 0, y1(x) = ex − 1;

Задача 3.1.6.

y′′ − y′ · tanx+ 2y = 0, y1(x) = sinx;

Задача 3.1.7.

y′′ + 4xy′ + (4x2 + 2)y = 0, y1(x) = eax
2

.

Знайти загальний розв’язок пiдiбравши один частинний

Задача 3.1.8.
(2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0;

Задача 3.1.9.
xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0;

Задача 3.1.10.
x · (x− 1)y′′ − xy′ + y = 0.
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3.2 Лiнiйнi однорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєн-
тами

3.2.1 Загальна теорiя

Розглянемо лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння з сталими коефi-
цiєнтами

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = 0

Розв’язок будемо шукати у виглядi y = eλx. Продиференцiювавши, одер-
жимо

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx, . . . y(n) = λneλx.

Пiдставивши y′, y′′, . . . , y(n) в диференцiальне рiвняння, отримаємо

λneλx + a1λ
n−1eλx + . . .+ ane

λx = 0.

Скоротивши на eλx, одержимо характеристичне рiвняння

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0.

Алгебраїчне рiвняння n-го степеня має n коренiв. У залежностi вiд їхньо-
го вигляду будемо мати рiзнi розв’язки.

1. Нехай λ1, λ2, . . . , λn — дiйснi i рiзнi. Тодi функцiї eλ1x, eλ2x, . . . , eλnx
є розв’язками й оскiльки всi λi рiзнi, то eλix — розв’язки лiнiйно
незалежнi, тобто

{
eλix
}n
i=1

фундаментальна система розв’язкiв. За-
гальним розв’язком буде лiнiйна комбiнацiя y =

∑n
i=1Cie

λix.

2. Нехай маємо комплексно спряженi коренi λ = p+ iq, λ̄ = p− iq. Їм
вiдповiдають розв’язки e(p+iq)x, e(p−iq)x . Розкладаючи їх по формулi
Ейлера, одержимо:

e(p+iq)x = epxeiqx = epx(cos qx+ i sin qx) = u(x) + iv(x),

e(p−iq)x = epxe−iqx = epx(cos qx− i sin qx) = u(x)− iv(x).

I, як випливає з властивостi 4, функцiї u(x) й v(x) будуть окремими
розв’язками. Таким чином, кореням λ = p+ iq, λ̄ = p− iq вiдповiда-
ють два лiнiйно незалежних розв’язки u = epx cos qx, v = epx sin qx.
Загальним розв’язком, що вiдповiдає цим двом кореням, буде y =
C1e

px cos qx+ C2e
px sinx.

3. Нехай λ — кратний корiнь, кратностi k, тобто λ1 = λ2 = . . . = λk,
k ≤ n.
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(а) Розглянемо випадок λ = 0. Тодi характеристичне рiвняння
вироджується в рiвняння

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−kλ

k = 0.

Диференцiальне рiвняння, що вiдповiдає цьому характеристи-
чному, запишеться у виглядi

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−ky

(k) = 0

Неважко бачити, що частковими, лiнiйно незалежними розв’я-
зками цього рiвняння, будуть функцiї 1, x, x2, . . . , xk−1. Загаль-
ним розв’язком, що вiдповiдає кореню λ = 0 кратностi k, буде
лiнiйна комбiнацiя цих функцiй y = C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1.
(б) Нехай λ = ν 6= 0 — корiнь дiйсний. Зробивши замiну y = eνxz,

на пiдставi властивостi 2 лiнiйних рiвнянь пiсля пiдстановки
знову одержимо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

z(k) + b1z
(k−1) + . . .+ bkz = 0.

Причому, оскiльки yi(x) = eλix а xi(x) = eµix, то показники λi,
µi зв’язанi спiввiдношенням λi = ν + µi. Звiдси кореню λ = ν
кратностi k вiдповiдає корiнь µ = 0 кратностi k. Як випливає
з попереднього пункту, кореню µ = 0 кратностi k вiдповiдає
загальний розв’язок вигляду z = C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1.

З огляду на те, що y = eνxz, одержимо, що кореню λ = ν
кратностi k вiдповiдає розв’язок

y =
(
C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1) eνx.
(в) Нехай характеристичне рiвняння має коренi λ = p + iq, λ̄ =

p− iq кратностi k. Проводячи аналогiчнi викладки одержимо,
що їм вiдповiдають лiнiйно незалежнi розв’язки

epx cos qx, xepx cos qx, . . . , xk−1epx cos qx,

epx sin qx, xepx sin qx, . . . , xk−1epx sin qx.

I загальним розв’язком, що вiдповiдає цим кореням буде

y = C1e
px cos qx+ C2xe

px cos qx+ Ckx
k−1epx cos qx+

+ Ck+1e
px sin qx+ Ck+2xe

px sin qx+ . . .+ C2kx
k−1epx sin qx.
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3.2.2 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 3.2.1. Розв’язати рiвняння y′′ + y′ − 2y = 0.

Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + λeλx − 2eλx = 0.

Скоротивши на eλx, одержуємо характеристичне рiвняння

λ2 + λ− 2 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = 2. Їм вiдповiдають два лiнiйно
незалежнi розв’язки e−x, e2x. I загальним розв’язком диференцiального
рiвняння буде

y(x) = C1e
−x + C2e

2x.

Приклад 3.2.2. Розв’язати рiвняння y′′ + y′ + 2y = 0.

Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + λeλx + 2eλx = 0.

Скоротимо на eλx:
λ2 + λ+ 2 = 0.

Коренями характеристичного рiвняння будуть λ1 = −1± i. Їм вiдповiд-
ають два лiнiйно незалежнi розв’язки

y1(x) = e−x cosx, y2(x) = e−x sinx.

I загальним розв’язком рiвняння буде

y(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx.

Приклад 3.2.3. Розв’язати рiвняння y′′ + 4y′ + 4y = 0.
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Розв’язок. Розв’язок шукаємо у виглядi y = eλx. Тодi

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx.

Пiдставляємо в диференцiальне рiвняння, одержуємо

λ2eλx + 4λeλx + 4eλx = 0.

Скоротимо на eλx:
λ2 + 4λ+ 4 = 0.

Коренями характеристичного рiвняння будуть λ1 = λ2 = −2. Оскiльки
вони кратнi їм вiдповiдають два лiнiйно незалежнi розв’язки

y1(x) = e−2x, y2(x) = xe−2x.

I загальним розв’язком рiвняння буде

y(x) = C1e
−2x + C2xe

−2x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 3.2.4.

y′′ − 5y′ + 6y = 0;

Задача 3.2.5.

y′′ − 9y = 0;

Задача 3.2.6.

y′′ − y′ = 0;

Задача 3.2.7.

y′′ + 2y′ + y = 0;

Задача 3.2.8.

2y′′ + 5y′ + 2y = 0;

Задача 3.2.9.

y′′ − 4y = 0;

Задача 3.2.10.

y′′ + 3y′ = 0;

Задача 3.2.11.

y′′ − y′ − 2y = 0;

Задача 3.2.12.

y′′ − 4y′ + 2y = 0;

Задача 3.2.13.

y′′ + 6y′ + 13y = 0;

Задача 3.2.14.

y′′ − 4y′ + 15y = 0;

Задача 3.2.15.

y′′ − 6y′ + 34y = 0;

Задача 3.2.16.

y′′ + 4y = 0;

Задача 3.2.17.

y′′ + 2y′ + 10y = 0;

Задача 3.2.18.

y′′ + y = 0.
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Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють зазначеним початковим
умовам при x = 0:

Задача 3.2.19.

y′′ − 5y′ + 4y = 0, y = 5, y′ = 8;

Задача 3.2.20.

y′′ + 3y′ + 2y = 0, y = 1, y′ = −1;

Задача 3.2.21.
y′′ + 4y = 0, y = 0, y′ = 2;

Задача 3.2.22.
y′′ + 2y′ = 0, y = 1, y′ = 0;

Задача 3.2.23.

y′′ − 4y′ + 4y = 0, y = 3, y′ = −1;

Задача 3.2.24.

y′′ + 4y′ + 29y = 0, y = 0, y′ = 15;

Задача 3.2.25.
y′′ + 3y = 0, y = 0, y′ = 1;

Задача 3.2.26.

y′′ − 2y′ + y = 0, y = 4, y′ = 2;

Розв’язати рiвняння:

Задача 3.2.27.

y′′′ − 13y′′ + 12y′ = 0;

Задача 3.2.28.

y′′ − y′ = 0;

Задача 3.2.29.

y(4) − 2y′′ = 0;

Задача 3.2.30.

y′′′ − 3y′′ + 3y − y = 0;

Задача 3.2.31.

y(4) + 4y = 0;

Задача 3.2.32.

y′′′ + y = 0;
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Задача 3.2.33.

y(4) + 8y′′ + 16y = 0;

Задача 3.2.34.

y(4) + y′ = 0;

Задача 3.2.35.

y(4) − 2y′′ + y = 0;

Задача 3.2.36.

y(4) − a4y = 0;

Задача 3.2.37.

y(4) − 6y′′ + 9y = 0;

Задача 3.2.38.

y(4) + a2y′′ = 0;

Задача 3.2.39.

y(4) + 2y′′′ + y′′ = 0;

Задача 3.2.40.

y(4) + 2y′′ + y = 0;

Задача 3.2.41.

y′′′ + 9y′ = 0;

Задача 3.2.42.

y′′′ − 3y′ − 2y = 0;

Задача 3.2.43.

y(4) + 10y′′ + 9y = 0.

Знайти частиннi розв’язки диференцiальних рiвнянь:

Задача 3.2.44.

y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;

Задача 3.2.45.

y(5) − y′ = 0, y(0) = y′′(0) = 0, y′(0) = 1, y′′′(0) = 1, y(4) = 2;

Задача 3.2.46.

y′′′ + 2y′′ + 10y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.2.47.

y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1;

Задача 3.2.48.

y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1.
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3.3 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння

Загальний вигляд лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь на-
ступний

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = b(x).

3.3.1 Властивостi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних рiвнянь.
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

Властивiсть 1. Якщо y0(x) — розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння,
y1(x) — розв’язок неоднорiдного рiвняння, то y(x) = y0(x) + y1(x) буде
розв’язком лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння.

Доведення. Дiйсно, нехай y0(x) i y1(x) — розв’язки вiдповiдно однорiдно-
го i неоднорiдного рiвнянь, тобто

a0(x)y
(n)
0 (x) + a1(x)y

(n−1)
0 (x) + . . .+ an(x)y0(x) = 0,

a0(x)y
(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x) = b(x).

Тодi

a0(x)(y0 + y1)
(n)(x) + a1(x)(y0 + y1)

(n−1)(x) + . . .+ an(x)(y0 + y1)(x) =

=
(
a0(x)y

(n)
0 (x) + a1(x)y

(n−1)
0 (x) + . . .+ an(x)y0(x)

)
+

+
(
a0(x)y

(n)
1 (x) + a1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ an(x)y1(x)

)
=

= 0 + b(x) = b(x),

тобто y(x) = y0(x) + y1(x) — розв’язок неоднорiдного диференцiального
рiвняння.

Властивiсть 2 (Принцип суперпозицiї). Якщо yi(x), i = 1, n— розв’язки
лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = bi(x), i = 1, n

то y(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) з довiльними сталими Ci буде розв’язком лiнiйного
неоднорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) =
n∑
i=1

Cibi(x)
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Доведення. Дiйсно, нехай yi(x), i = 1, n — розв’язки вiдповiдних неодно-
рiдних рiвнянь, тобто

a0(x)y
(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x) = bi(x), i = 1, n

Склавши лiнiйну комбiнацiю з рiвнянь i їхнiх правих частин з коефiцi-
єнтами Ci одержимо

n∑
i=1

Ci

(
a0(x)y

(n)
i (x) + a1(x)y

(n−1)
i (x) + . . .+ an(x)yi(x)

)
=

n∑
i=1

Cibi(x),

або, перегрупувавши, запишемо

a0(x)

(
n∑
i=1

Ciy
(n)
i (x)

)
+ a1(x)

(
n∑
i=1

Ciy
(n−1)
i (x)

)
+ . . .

. . .+ an(x)

(
n∑
i=1

Ciyi(x)

)
=

n∑
i=1

Cibi(x),

що i було потрiбно довести.

Властивiсть 3. Якщо комплексна функцiя y(x) = u(x) + iv(x) з дiй-
сними елементами є розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння з ком-
плексною правою частиною b(x) = f(x) + ip(x), то дiйсна частина u(x) є
розв’язком рiвняння з правою частиною f(x), а уявна v(x) є розв’язком
рiвняння з правою частиною p(x).

Доведення. Дiйсно, як випливає з умови,

a0(x)(u+ iv)(n)(x) + a1(x)(u+ iv)(n−1)(x) + . . .+ an(x)(u+ iv)(x) =

= f(x) + ip(x).

Розкривши дужки, одержимо(
a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x)

)
+

+ i
(
a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x)

)
=

= f(x) + ip(x).

А комплекснi вирази рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли дорiвнюють
окремо дiйснi та уявнi частини, тобто

a0(x)u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . .+ an(x)u(x) = f(x),

a0(x)v(n)(x) + a1(x)v(n−1)(x) + . . .+ an(x)v(x) = p(x),

що i було потрiбно довести.
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Теорема 3.11. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння складається з загального розв’язку лiнiйного однорi-
дного рiвняння i частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння.

Доведення. Нехай yhomo(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) — загальний розв’язок одно-
рiдного1 рiвняння, а yhetero(x) — частинний розв’язок неоднорiдного2 рiв-
няння.

Тодi, як випливає з першої властивостi, y(x) =
∑n

i=1Ciyi(x) + yhetero(x),
буде розв’язком неоднорiдного рiвняння. Покажемо, що цей розв’язок
загальний, тобто вибором коефiцiєнтiв Ci можна розв’язати довiльну за-
дачу Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Дiйсно, оскiльки yhomo загальний розв’язок однорiдного рiвняння, то си-
стема функцiй yi, i = 1, n лiнiйно незалежна, тому визначник Вронського
W [y1, y2, . . . , yn] 6= 0. Звiдси, неоднорiдна система лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0 − yhetero(x0),
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) = y′0 − y′hetero(x0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = y0 − y(n−1)hetero(x0),

має єдиний розв’язок для довiльних наперед обраних y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 .

Нехай розв’язком системи буде C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
n. Тодi, як випливає з вигля-

ду системи, функцiя y(x) =
∑n

i=1C
0
i yi(x)+yhetero є розв’язком поставленої

задачi Кошi.

Як випливає з теореми для знаходження загального розв’язку лiнiйного
неоднорiдного рiвняння треба шукати загальний розв’язок однорiдного
рiвняння, тобто будь-якi n лiнiйно незалежнi розв’язки i якийсь частин-
ний розв’язок неоднорiдного рiвняння. Розглянемо три методи побудови
частинного розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

3.3.2 Метод варiацiї довiльної сталої побудови частинного роз-
в’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвня-
ння

Метод варiацiї довiльної сталої полягає в тому, що розв’язок неоднорi-
дного рiвняння шукається в такому ж виглядi, як i розв’язок однорi-

1Homogeneous equation — однорiдне рiвняння.
2Heterogeneous equation — неоднорiдне рiвняння.
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дного, але сталi Ci, i = 1, n вважаються невiдомими функцiями. Нехай
загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = 0.

записано у виглядi y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x).

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + . . .+ an(x)y(x) = b(x).

шукаємо у виглядi y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + . . . + Cn(x)yn(x), де
Ci(x), i = 1, n — невiдомi функцiї. Оскiльки пiдбором n функцiй необ-
хiдно задовольнити одному рiвнянню, тобто однiй умовi, то n − 1 умо-
ву можна накласти довiльно. Розглянемо першу похiдну вiд записаного
розв’язку

y′(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y′i(x) +
n∑
i=1

C ′i(x)yi(x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)yi(x) = 0. Розглянемо другу похiдну

y′(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y′′i (x) +
n∑
i=1

C ′i(x)y′i(x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)y′i(x) = 0. Продовжимо процес взяття похi-

дних до (n− 1)-ої

y(n−1)(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y
(n−1)
i (x) +

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−2)
i (x).

i зажадаємо, щоб
∑n

i=1C
′
i(x)y

(n−2)
i (x). На цьому (n − 1) умова вичерпа-

лася. I для n-ої похiдної справедливо

y(n)(x) =
n∑
i=1

Ci(x)y
(n)
i (x) +

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x).

Пiдставимо взяту функцiю та її похiднi в неоднорiдне диференцiальне
рiвняння

a0(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)y
(n)
i (x)

)
+ a0(x)

(
n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x)

)
+
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+ a1(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)y
(n−1)
i (x)

)
+ . . .+ an(x)

(
n∑
i=1

Ci(x)yi(x)

)
= b(x).

Оскiльки y(x) =
∑n

i=1Ci(x)yi(x) — розв’язок однорiдного диференцiаль-
ного рiвняння, то пiсля скорочення одержимо n-у умову(

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x)

)
=

b(x)

a0(x)
.

Додаючи першi (n− 1) умови, одержимо систему

C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) + . . .+ C ′n(x)yn(x) = 0,
C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) + . . .+ C ′n(x)y′n(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C ′1(x)y
(n−2)
1 (x) + C ′2(x)y

(n−2)
2 (x) + . . .+ C ′n(x)y

(n−2)
n (x) = 0,

C ′1(x)y
(n−1)
1 (x) + C ′2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ C ′n(x)y

(n−1)
n (x) = b(x)

a0(x)
.

Оскiльки визначником системи є визначник Вронського i вiн вiдмiнний
вiд нуля, то система має єдиний розв’язок

C1(x) =

∫

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 y2(x) · · · yn−1(x) y′n(x)
0 y′2(x) · · · y′n−1(x) y′n(x)
...

... . . . ...
...

0 y
(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n−1 (x) y

(n−2)
n (x)

b(x)
a0(x)

y
(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n−1 (x) y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn]

dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn(x) =

∫

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn−1(x) 0
y′1(x) y′2(x) · · · y′n−1(x) 0
...

... . . . ...
...

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n−1 (x) 0

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n−1 (x) b(x)

a0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn]

dx.

I загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвня-
ння запишеться у виглядi

y(x) = C̄1y1(x) + C̄2y2(x) + . . .+ C̄nyn(x) + yhetero(x),

де C̄i — довiльнi сталi, а

yhetero(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + . . .+ Cn(x)yn(x).
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Якщо розглядати диференцiальне рiвняння другого порядку

a0(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a2(x)y(x) = b(x),

i загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

yhomo(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

то частинний розв’язок неоднорiдного має вигляд

yhetero(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

I для знаходження функцiй C1(x), C2(x) маємо систему
C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0,

C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) =
b(x)

a0(x)
.

Звiдси

C1(x) =

∫
∣∣∣∣∣ 0 y2(x)
b(x)
a0(x)

y′2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ dx, C2(x) =

∫
∣∣∣∣∣y1(x) 0

y′1(x) b(x)
a0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ dx

I одержуємо yhetero(x) = C1(x)y1(x)+C2(x)y2(x) з обчисленими функцiями
C1(x) i C2(x).

3.3.3 Метод Кошi

Нехай y(x) = K(x, s) — розв’язок однорiдного диференцiального рiвня-
ння, що задовольняє умовам

K(s, s) = K ′x(s, s) = . . . = K
(n−2)
xn−2 (s, s) = 0, K

(n−1)
xn−1 (s, s) = 1.

Тодi функцiя

y(x) =

∫ x

x0

K(x, s)
b(s)

a0(s)
ds

буде розв’язком неоднорiдного рiвняння, що задовольняє початковим
умовам

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0.
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Дiйсно, розглянемо похiднi вiд функцiї y(x):

y′(x) =

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds+K(x, x)

b(x)

a0(x)
.

I, оскiльки K(x, x) = 0, то

y′(x) =

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds.

Аналогiчно

y′′(x) =

∫ x

x0

K ′′x2(x, s)
b(s)

a0(s)
ds+K ′x(x, x)

b(x)

a0(x)
=

∫ x

x0

K ′′x2(x, s)
b(s)

a0(s)
ds,

i так далi до

y(n−1)(x) =

∫ x

x0

K
(n−1)
xn−1 (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+K

(n−2)
xn−2 (x, x)

b(x)

a0(x)
=

=

∫ x

x0

K
(n−1)
xn−1 (x, s)

b(s)

a0(s)
ds,

y(n)(x) =

∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+K

(n−1)
xn−1 (x, x)

b(x)

a0(x)
.

I, оскiльки K(n−1)
xn−1 (x, x) = 1, то

y(n)(x) =

∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+

b(x)

a0(x)
.

Пiдставивши функцiю y(x) i її похiднi у вихiдне диференцiальне рiвня-
ння, одержимо

a0(x)

(∫ x

x0

K
(n)
xn (x, s)

b(s)

a0(s)
ds+

b(x)

a0(x)

)
+

+ a1(x)

(∫ x

x0

K
(n−1)
xn−1 (x, s)

b(s)

a0(s)
ds

)
+ . . .+ an(x)

∫ x

x0

K ′x(x, s)
b(s)

a0(s)
ds =

=

∫ x

x0

(
a0(x)K

(n)
xn (x, s) + a1(x)K

(n−1)
xn−1 (x, s) + . . .+ an(x)K(x, s)

)
.

Оскiльки K(x, s) — є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння i, отже,

a0(x)K
(n)
xn (x, s) + a1(x)K

(n−1)
xn−1 (x, s) + . . .+ an(x)K(x, s) = 0.
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У такий спосiб показано, що

y(x) =

∫ x

x0

K(x, s)
b(s)

a0(s)
ds

є розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

Пiдставляючи x = x0 в значення y(x), y′(x), . . . , y(n)(x) одержимо, що

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0.

Для знаходження функцiї K(x, s) (iнтегрального ядра) можна викори-
стати такий спосiб. Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) лiнiйно незалежнi роз-
в’язки однорiдного рiвняння, то загальний розв’язок однорiдного рiвня-
ння має вигляд

yhomo(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x).

Оскiльки K(x, s) є розв’язком однорiдного рiвняння, то його слiд шукати
у виглядi

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x) + . . .+ Cn(s)yn(x).

Вiдповiднi початковi умови мають вигляд

K(s, s) = 0⇒ C1(s)y1(s) + C2(s)y2(s) + . . .+ Cn(s)yn(s) = 0,

K ′x(s, s) = 0⇒ C1(s)y
′
1(s) + C2(s)y

′
2(s) + . . .+ Cn(s)y′n(s) = 0,

i так далi до

K
(n−2)
xn−2 (s, s) = 0⇒

⇒ C1(s)y
(n−2)
1 (s) + C2(s)y

(n−2)
2 (s) + . . .+ Cn(s)y(n−2)n (s) = 0,

i

K
(n−1)
xn−1 (s, s) = 1⇒

⇒ C1(s)y
(n−1)
1 (s) + C2(s)y

(n−1)
2 (s) + . . .+ Cn(s)y(n−1)n (s) = 0.

Звiдси

C1(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 y2(s) · · · yn(s)
...

... . . . ...
0 y

(n−2)
2 (s) · · · y

(n−2)
n (s)

1 y
(n−1)
2 (s) · · · y

(n−1)
n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds,
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C2(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(s) 0 · · · yn(s)
...

... . . . ...
y
(n−2)
2 0 · · · y

(n−2)
n (s)

y
(n−1)
2 (s) 1 · · · y

(n−1)
n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds,

i так далi до

Cn(s) =

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(s) y2(s) · · · 0
...

... . . . ...
y
(n−2)
1 (s) y

(n−2)
2 (s) · · · 0

y
(n−1)
1 (s) y

(n−1)
2 (s) · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W [y1, y2, . . . , yn](s)

ds.

I ядро K(x, s) має вигляд

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x) + . . .+ Cn(s)yn(x)

з одержаними функцiями C1(s), C2(s), . . . , Cn(s).

Якщо розглядати диференцiальне рiвняння другого порядку

a0(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a2(x)y(x) = b(x),

то функцiя має вигляд

K(x, s) = C1(s)y1(x) + C2(s)y2(x),

де

C1(s) =

∣∣∣∣0 y2(s)
1 y′2(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣y1(s) y2(s)
y′1(s) y′2(s)

∣∣∣∣ , C1(s) =

∣∣∣∣y1(s) 0
y′1(s) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣y1(s) y2(s)
y′1(s) y′2(s)

∣∣∣∣ .
Звiдси

K(x, s) =

∣∣∣∣0 y2(s)
1 y′2(s)

∣∣∣∣ y1(x) +

∣∣∣∣y1(s) 0
y′1(s) 1

∣∣∣∣ y2(x)

W [y1, y2](s)
=
y1(s)y2(x)− y1(x)y2(s)

W [y1, y2](s)
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3.3.4 Метод невизначених коефiцiєнтiв

Якщо лiнiйне диференцiальне рiвняння є рiвнянням з сталими коефiцi-
єнтами, а функцiя b(x) спецiального виду, то частинний розв’язок можна
знайти за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

1. Нехай b(x) має вид многочлена, тобто

b(x) = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As−1x+ As.

(а) Розглянемо випадок, коли характеристичне рiвняння не має
нульового кореня, тобто λ 6= 0. Частинний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння шукаємо виглядi:

ypart = B0x
s +B1x

s−1 + . . .+Bs−1 +Bs,

де B0, . . . , Bs — невiдомi сталi. Тодi

y′part = sB0x
s−1 + (s− 1)B1x

s−2 + . . .+ 1Bs−1,

y′′part = s(s− 1)B0x
s−2 + (s− 1)(s− 2)B1x

s−3 + . . .

. . .+ 2 · 1 ·Bs−2,

i так далi.

Пiдставляючи у вихiдне диференцiальне рiвняння, одержимо

a0 (s!Bs) + . . .

+ an−2
(
s(s− 1)B0x

s−2 + (s− 1)(s− 2)B1x
s−3 + . . .+ 2Bs−1

)
+

+ an−1
(
sB0x

s−1 + (s− 1)B1x
s−2 + . . .+Bs−1

)
+

+ an
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs−1 +Bs

)
=

= A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As−1x+ As.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях x запише-
мо:

xs anB0 = A0

xs−1 anB1 + san−1B0 = A1

xs−2 anB2 + (s− 1)an−1B1 + s(s− 1)an−2B0 = A2

i так далi.

Оскiльки характеристичне рiвняння не має нульового кореня,
то an 6= 0. Звiдси одержимо B0 = A0

an
, B1 = A1−san−1B0

an
, i так

далi.
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(б) Розглянемо випадок, коли характеристичне рiвняння має ну-
льовий корiнь кратностi r. Тодi диференцiальне рiвняння має
вигляд

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−ry
(r) = A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As.

Зробивши замiну y(r) = z одержимо диференцiальне рiвняння

a0z
(n−r) + a1z

(n−r−1) + . . .+ an−rz = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As,

характеристичне рiвняння якого вже не має нульового кореня,
тобто повернемося до попереднього випадку. Звiдси частинний
розв’язок шукається у виглядi

zpart = B̄0x
s + B̄1x

s−1 + . . .+ B̄s.

Проiнтегрувавши його r-разiв, одержимо, що частиний роз-
в’язок вихiдного однорiдного рiвняння має вигляд

ypart =
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr.

2. Нехай b(x) має вигляд b(x) = epx (A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As).

(а) Розглянемо випадок, коли p не є коренем характеристичного
рiвняння. Зробимо замiну

y = epxz,

y′ = pepxz + epxz = epx(pz + z′),

y′′ = pepx(pz + z′) + epx(pz′ + z′′) = epx(p2z + 2pz′ + z′′),

i так далi до

y(n) = epx
(
pnz + npn−1z′ + . . .+ z(n)

)
.

Пiдставивши отриманi вирази у вихiдне диференцiальне рiв-
няння, одержимо

epx
(
B0z

(n) +B1z
(n−1) + . . . Bnz

)
=

= epz
(
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
.

де Bi — сталi коефiцiєнти, що виражаються через ai i p. Ско-
ротивши на epx, одержимо рiвняння

B0z
(n) +B1z

(n−1) + . . . Bnz = A0x
s + A1x

s−1 + . . .+ As.
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Причому, оскiльки p не є коренем характеристичного рiвнян-
ня, то пiсля замiни y = epxz, отримане диференцiальне рiвня-
ння не буде мати коренем характеристичного рiвняння µ = 0.
Таким чином, повернулися до випадку 1.a). Частинний роз-
в’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

zpart = B0x
s +B1x

s−1 + . . .+Bs−1 +Bs,

А частинний розв’язок вихiдного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння у виглядi:

ypart = epx
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs−1 +Bs

)
,

(б) Розглянемо випадок, коли p — корiнь характеристичного рiв-
няння кратностi r. Це значить, що пiсля, замiни y = epxz i
скорочення на epx, вийде диференцiальне рiвняння, що має ко-
ренем характеристичного рiвняння, число µ = 0 кратностi r,
тобто

B0z
(n) +B1z

(n−1) + . . . Bn−rz
(r) = A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As.

Як випливає з пункту 1.б) частинний розв’язок шукається у
виглядi

zpart =
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr,

а частинний розв’язок вихiдного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння у виглядi

ypart = epx
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
xr,

3. Нехай b(x) має вигляд:

b(x) = epx (Ps(x) cos(qx) +Q`(x) sin(qx)) ,

де Ps(x), Q`(x) — многочлени степеня s i `, вiдповiдно, i, наприклад,
` ≤ s. Використовуючи формулу Ейлера, перетворимо вираз до
вигляду:

b(x) = e(p+iq)xRs(x) + e(p−iq)xTs(x),

де Rs(x), Ts(x) — многочлени степеня не вище, нiж s. Використову-
ючи властивостi 2, 3 розв’язкiв неоднорiдних диференцiальних рiв-
нянь, а також випадки 2.а), 2.б) знаходження частинного розв’язку
лiнiйних неоднорiдних рiвнянь, одержимо, що частинний розв’язок
шукається у виглядах:
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(а)

ypart = epx
((
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
cos(qx) +

+
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
sin(qx)

)
,

якщо p± iq не є коренем характеристичного рiвняння;
(б)

ypart = epx
((
A0x

s + A1x
s−1 + . . .+ As

)
cos(qx) +

+
(
B0x

s +B1x
s−1 + . . .+Bs

)
sin(qx)

)
xr,

якщо p ± iq є коренем характеристичного рiвняння кратностi
r.

3.3.5 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 3.3.1. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′− 2y′+ y = ex

x
.

Розв’язок. Загальний розв’язок складається з суми загального розв’яз-
ку однорiдного та частинного розв’язку неоднорiдного рiвнянь.

Розглянемо однорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 1. I загальний розв’язок однорiдного
має вигляд yhomo(x) = C1e

x + C2xe
x.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо методом варiацiї
довiльної сталої у виглядi ypart(x) = C1(x)ex+C2(x)xex. Для знаходження
функцiй C1(x), C2(x) отримаємо систему C ′1(x)ex + C ′2(x)xex = 0,

C ′1(x)ex + C ′2(x) (xex + ex) =
ex

x
.

Звiдси

C1(x) =

∫ ∣∣∣∣ 0 xex
ex

x
xex + ex

∣∣∣∣∣∣∣∣ex xex

ex xex + ex

∣∣∣∣ dx =

∫
e2x

e2x
dx = x+ C̄1,
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C2(x) =

∫ ∣∣∣∣ex 0
ex ex

x

∣∣∣∣∣∣∣∣ex xex

ex xex + ex

∣∣∣∣ dx =

∫
e2x

xe2x
dx = ln |x|+ C̄2.

Поклавши (для зручностi) C̄1 = 0, C̄2 = 0, одержимо

ypart(x) = xex + xex ln |x|.

Загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x + xex ln |x|.

Приклад 3.3.2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
.

Розв’язок. Загальний розв’язок складається з суми загального розв’яз-
ку однорiдного та частинного розв’язку неоднорiдного. Розглянемо одно-
рiдне рiвняння

y′′ + 3y′ + 2y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 3λ+ 2 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = −2. I загальний розв’язок однорi-
дного має вигляд yhomo(x) = C1e

−x + C2e
−2x.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо методом Кошi.
Враховуючи вигляд загального розв’язку однорядного рiвняння функцiю
K(x, s) шукаємо у виглядi

K(x, s) = C1(s)e
−x + C2(s)e

−2x.

Початковi умови дають наступне

K(s, s) = 0 =⇒ C1(s)e
−x + C2(s)e

−2s = 0,

K ′x(s, s) = 1 =⇒ C1(s)e
−x − 2C2(s)e

−2s = 1,

Звiдси

C1(s) =

∣∣∣∣ e−s 0
−e−s 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ e−s e−2s

−e−s −2e−2s

∣∣∣∣ =
e−s

−e−3s
= −e2s.
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Таким чином K(x, s) = es−x − e2(s−x). I частинний розв’язок, що задо-
вольняє нульовим початковим умовам, має вигляд

ypart(x) =

∫
es−x − e2(s−x)

es + 1
ds = e−x

∫ x

x0

es

es + 1
ds− e−2x e2s

es + 1
ds =

= e−x ln |es + 1||s=xs=x0
− e−2x

∫ x

x0

es + 1− 1

es + 1
d(es) =

= e−x (ln |ex + 1| − ln |ex0 − 1|) +

+ e−2x (ex − ex0 − ln |ex + 1|+ ln |ex0 + 1|) .

Враховуючи, що початковi данi не заданi, остаточно отримаємо

yhetero(x) = C1e
−x + C2e

−2x + e−x ln |ex + 1|+ e−2x ln |ex + 1|.

Розв’язати лiнiйнi неоднорiднi рiвняння

Задача 3.3.3.

y′′ + y =
1

sinx
;

Задача 3.3.4.

y′′ + 4y = 2 tan x;

Задача 3.3.5.

y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+1;

Задача 3.3.6.

y′′ + y = 2 sec3 x;

Задача 3.3.7.

y′′ − y =
x2 − 2

x3
.

Якщо рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, а функцiя b(x) спецiального
вигляду, то зручнiше використовувати метод невизначених коефiцiєнтiв.

Приклад 3.3.8. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + y = x2 + 1.

Розв’язок. Спочатку розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = −1, λ2 = −1. I загальним розв’язком однорi-
дного рiвняння буде yhomo(x) = C1e

−x + C2xe
−x. Оскiльки справа стоїть
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многочлени другого ступеня i характеристичне рiвняння не мiстить ну-
льових коренiв, то частинний розв’язок має вигляд

ypart(x) = ax2 + bx+ c.

Звiдси
y′part(x) = 2ax+ b.

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

2a+ 2(2ax+ b) + (ax2 + bx+ c) = x2 + 1

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях

x2 a = 1
x 4a+ b = 0
1 a+ 2b+ c = 1

Звiдси a = 1, b = −4, c = 7.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
−x + C2xe

−x + x2 − 4x+ 7.

Приклад 3.3.9. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′′ + y′′ = x+ 1.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′′ + y′′ = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ3 + λ2 = 0

Його коренями будуть λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1. I загальним розв’язком
однорiдного рiвняння буде

yhomo(x) = C1 + C2x+ C3e
−x.

Оскiльки справа стоїть многочлен другого порядку, а характеристичне
рiвняння має нульовий корiнь кратностi два, то частинний розв’язок має
вигляд

ypart(x) = x2(ax+ b),
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або
ypart(x) = ax3 + bx2.

Звiдси

y′part(x) = 3ax2 + 2bx,

y′′part(x) = 6ax+ 2b.

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

6a+ (6ax+ 2b) = x+ 1.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових ступенях

x 6a = 1
1 6a+ 2b = 1

Звiдси a = 1
6
, b = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1 + C2x+ C3e
−x +

x3

6

Приклад 3.3.10. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння y′′+ y = exx.

Розв’язок. Розв’язуємо лiнiйне однорiдне рiвняння

y′′ + y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + 1 = 0.

Його коренями будуть λ1,2 = ±i. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде

yhomo(x) = C1 cosx+ C2 sinx.

Оскiльки справа стоїть многочлен першого порядку, помножений на екс-
поненту, то частинний розв’язок має вигляд

ypart(x) = ex(ax+ b).

Звiдси

y′part(x) = ex(ax+ a+ b),
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y′part(x) = ex(ax+ 2a+ b).

Пiдставляємо одержанi вирази у диференцiальне рiвняння

ex(ax+ 2a+ b) + ex(ax+ b) = exx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

xex 2a = 1
ex 2a+ 2b = 0

Звiдси a = 1
2
, b = −1

2
.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1 cosx+ C2 sinx+
ex(x− 1)

2
.

Приклад 3.3.11. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = exx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ − 2y′ + y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = 1. I загальним розв’язком однорiдного
рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
x + C2xe

x.

Оскiльки справа стоїть многочлен першого порядку, а показник при екс-
понентi є двократним коренем характеристичного рiвняння, частинний
розв’язок має вигляд

ypart(x) = x2ex(ax+ b),

або
ypart(x) = ex(ax3 + bx2),

Звiдси

y′part(x) = ex(ax3 + (3a+ b)x2 + 2bx),
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y′′part(x) = ex(ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b)x+ 2b).

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

ex(ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b)x+ 2b)− 2ex(ax3 + (3a+ b)x2 + 2bx)+

+ ex(ax3 + bx2) = exx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

xex 6a+ 4b+ 2b = 1
ex 2b = 0

Звiдси a = 1
6
, b = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x +
x3ex

6
. (.1)

Приклад 3.3.12. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′ − y = x cosx+ sinx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ − y = 0.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 1 = 0.

Його коренями будуть λ1 = 1, λ2 = −1. I загальним розв’язком однорi-
дного рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
x + C2e

−x.

Частинний розв’язок неоднорiдного має вигляд

ypart(x) = (ax+ b) cosx+ (cx+ d) sinx.

Звiдси

y′part(x) = (cx+ a+ d) cosx+ (−ax− b+ c) sinx,

y′′part(x) = (−ax− b+ 2c) cosx+ (−cx− 2a− d) sinx
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Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння

(−ax− b+ 2c) cosx+ (−cx− 2a− d) sinx−
− (ax+ b) cosx− (cx+ d) sinx = x cosx+ sinx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових виразах

x cosx −2a = 1
x sinx −2c = 0
cosx −b+ 2c− b = 0
sinx −2a− d− d = 1

Звiдси a = −1
2
, b = c = d = 0.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
x + C2xe

x − cosx

2
.

Приклад 3.3.13. Розв’язати диференцiальне рiвняння

y′′ + 2y′ + 2y = e−x sinx.

Розв’язок. Розв’язуємо однорiдне рiвняння

y′′ + 2y′ + 2y = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 + 2λ + 2 = 0 має коренi λ1,2 = −1 ± i. I
загальним розв’язком однорiдного рiвняння буде

yhomo(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx.

Оскiльки λ1 = 1 + i корiнь кратностi один, то частинний розв’язок нео-
днорiдного має вигляд

ypart(x) = xe−x(a cosx+ b sinx).

Звiдси

y′part(x) = e−x((b− ax) sinx+ (a− (a− b)x) cosx)

y′part(x) = −2e−x((a+ b− ax) sinx+ ((a− b) + bx) cosx)

Пiдставляємо одержанi вирази в диференцiальне рiвняння
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− 2e−x((a+ b− ax) sinx+ ((a− b) + bx) cosx)+

+ 2e−x((b− ax) sinx+ (a− (a− b)x) cosx)+

+ 2xe−x(a cosx+ b sinx) = e−x sinx.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових членах

e−x cosx 2a+ 2b = 0
e−x sinx −2a− 2b+ c = 1

Звiдси a = −1, b = 1.

Таким чином загальний розв’язок має вигляд

yhetero(x) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx+ xe−x (sinx− cosx) .

Знайти загальний розв’язок рiвнянь:

Задача 3.3.14.

y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 2x+ 3;

Задача 3.3.15.

y′′′ − 3y′ + 2y = e−x(4x2 + 4x− 10);

Задача 3.3.16.

y(4) + 8y′′ + 16y = cosx;

Задача 3.3.17.

y(5) + y′′′ = x2 − 1;

Задача 3.3.18.

y(4) − y = xex + cosx;

Задача 3.3.19.

y(4) + 2y′′ + y = x2 cosx;

Задача 3.3.20.

y(4) − y = 5ex sinx+ x4;

Задача 3.3.21.

y(4) + 5y′′ + 4y = sinx cos 2x;

Задача 3.3.22.

y′′′ − 4y′′ + 3y′ = x3e2x;

Задача 3.3.23.

y(4) + y′′ = 7x− 3 cosx;

Задача 3.3.24.

y′′′ − y′′ − y′ + y = 3ex + 5x sinx;

Задача 3.3.25.

y′′′−2y′′+ 4y′−8y = e2x sin 2x+ 2x2;

Задача 3.3.26.

y′′′ + y′ = sinx+ x cosx;

Задача 3.3.27.

y′′′ − y = x3 − 1;
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Задача 3.3.28.

y′′′ + y′′ = x2 + 1 + 3xex;

Задача 3.3.29.

y′′′ + y′′ + y′ + y = xex;

Задача 3.3.30.

y′′′−9y′ = −9(e3x−2 sin 3x+cos 3x);

Задача 3.3.31.

y′′′ − y′ = 10 sin x+ 6 cosx+ 4ex;

Задача 3.3.32.

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 4xex;

Задача 3.3.33.

y′′′ + 2y′′ − 3y′ = (8x+ 6)ex;

Задача 3.3.34.

y(4) + y′′ = x2 + x;

Задача 3.3.35.

y′′′ − 3y′ + 2y = (2x2 − x)ex + cosx;

Задача 3.3.36.

y(4) − y = 5ex cosx+ 3;

Задача 3.3.37.

y(5) − y′′′ = x2 + cosx;

Задача 3.3.38.

y(4) − 2y′′ + y′ = ex;

Задача 3.3.39.

y(4) − 2y′′′ + y′′ = x3;

Задача 3.3.40.

y(4) + y′′′ = cos 3x.

Знайти частинний розв’язок диференцiальних рiвнянь:

Задача 3.3.41.

y′′′ − 2y′′ + y′ = 4(sinx+ cosx), y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;

Задача 3.3.42.

y′′′ + 2y′′ + y′ = −2e−2x, y(0) = 2, y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.3.43.

y′′′ − 3y′ = 3(2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1;

Задача 3.3.44.

y′′′ + 2y′′ + y′ = 5ex, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0;

Задача 3.3.45.

y′′′ − y′ = 3(2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1;
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Задача 3.3.46.

y′′′ + 2y′′ + 2y′ + y = x, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.
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