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2 Нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв

2.1 Загальнi визначення. Iснування та єдинiсть роз-
в’язкiв рiвнянь

Диференцiальне рiвняння n-го порядку має вигляд

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

Рiвняння розв’язане вiдносно старшої похiдної має вигляд

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0.

Його називають рiвнянням у нормальнiй формi. Для рiвняння, розв’яз-
аного вiдносно похiдної, задача Кошi ставиться таким чином: знайти
функцiю y = y(x), n разiв неперервно диференцiйовану яка задоволь-
няє останнє рiвняння (тотожно) i початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Для рiвняння, не розв’язаного вiдносно похiдної, задача Кошi полягає в
знаходженнi розв’язку y = y(x), що задовольняє початковим даним

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , y(n)(x0) = y

(n)
0 ,

де x0, y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 довiльнi, а y(n)0 корiнь F

(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n)
0

)
= 0.
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Теорема 2.1 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi рiвняння,
розв’язаного вiдносно похiдної)

Нехай у деякому замкненому околi точки
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
фун-

кцiя f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
задовольняє умовам:

1. вона визначена i неперервна по всiм змiнним;

2. лiпшицева по всiм змiнним, починаючи з другої.

Тодi при x0 − h ≤ x ≤ x0 + h, де h — досить мала величина, iснує i
єдиний розв’язок y = y(x) рiвняння

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0,

що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .
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Теорема 2.2 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi рiвняння,
не розв’язаного вiдносно похiдної)

Нехай у деяком замкненому околi точки
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 , y

(n)
0

)
функцiя F

(
x, y, y′, . . . , y(n−1), y(n)

)
задовольняє умовам:

1. вона визначена i неперервна по всiм змiнним;

2. її частиннi похiднi по всiм змiнним з другої до пердеостанньої
обмеженi:∣∣∣∣∂F∂y

∣∣∣∣ < M0,

∣∣∣∣∂F∂y′
∣∣∣∣ < M1, . . . ,

∣∣∣∣ ∂F

∂y(n−1)

∣∣∣∣ < Mn−1.

3. її частинна похiдна по останнiй змiннiй не обертаєтсья на нуль:∣∣∣∣ ∂F∂y(n)
∣∣∣∣ 6= 0.

Тодi при x0 − h ≤ x ≤ x0 + h, де h — досить мала величина, iснує i
єдиний розв’язок y = y(x) рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

що задовольняє початковим умовам

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , y(n)(x0) = y

(n)
0 .

Означення 2.3. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння n-го
порядку називається n разiв неперервно диференцiйована функцiя вигля-
ду y = y(x,C1, C2, . . . , Cn), що обертає при пiдстановцi рiвняння в тото-
жнiсть, у якiй вибором сталих C1, C2, . . . , Cn можна одержати розв’язок
довiльної задачi Кошi в областi iснування та єдиностi розв’язкiв.

2.2 Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв, що iн-
тегруються в квадратурах

Розглянемо деякi типи диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в ква-
дратурах.
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1. Рiвняння вигляду
y(n) = f(x).

Проiнтегрувавши його n разiв одержимо загальний розв’язок у ви-
глядi

y =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n

f(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
n

+ C1x
n−1 + C2x

n−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn.

Якщо заданi умови Кошi

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

то розв’язок має вигляд

y =

∫ x

x0

· · ·
∫ x

x0︸ ︷︷ ︸
n

f(t) dt · · · dt︸ ︷︷ ︸
n

+
y0

(n− 1)!
(x− x0)n−1+

+
y′0

(n− 2)!
(x− x0)n−2 + . . .+ y

(n−2)
0 (x− x0) + y

(n−1)
0 .

2. Рiвняння вигляду
F
(
x, y(n)

)
= 0.

Нехай це рiвняння вдалося записати в параметричному виглядi{
x = ϕ(t),

y(n) = ψ(t).

Використовуючи основне спiввiдношення dy(n−1) = y(n) dx, одержи-
мо

dy(n−1) = ψ(t)ϕ(t) dt

Проiнтегрувавши його, маємо

y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ(t) dt+ C1 = ψ1(t, C1).

I одержимо параметричний запис рiвняння (n− 1)-го порядку:{
x = ϕ(t),

y(n−1) = ψ1(t, C1).
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Проробивши зазначений процес ще (n−1) раз, одержимо загальний
розв’язок рiвняння в параметричному виглядi{

x = ϕ(t),

y = ψn(t, C1, . . . , Cn).

3. Рiвняння вигляду
F
(
y(n−1), y(n)

)
= 0.

Нехай це рiвняння вдалося записати в параметричному виглядi{
y(n−1) = ϕ(t),

y(n) = ψ(t).

Використовуючи основне спiввiдношення dy(n−1) = y(n) dx, одержу-
ємо

dx =
dy(n−1)

y(n)
=
ϕ′(t)

ψ(t)
dt.

Проiнтегрувавши, маємо

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C1 = ψ1(t, C1).

I одержали параметричний запис майже з попереднього пункту.

Використовуючи попереднiй пункт, запишемо загальний розв’язок
у параметричному виглядi:{

x = ψ(t, C1),

y = ϕn(t, C2, . . . , Cn).

4. Нехай рiвняння вигляду

F
(
y(n−2), y(n)

)
= 0

можна розв’язати вiдносно старшої похiдної

y(n) = f
(
y(n−2)

)
.

Домножимо його на 2y(n−1) dx й одержимо

2y(n−1)y(n) dx = 2f
(
y(n−2)

)
y(n−1) dx.
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Перепишемо його у виглядi

d
(
y(n−1)

)2
= 2f

(
y(n−2)

)
dy(n−2).

Проiнтегрувавши, маємо(
y(n−1)

)2
= 2

∫
f
(
y(n−2)

)
dy(n−2) + C1,

тобто

y(n−1) = ±

√
2

∫
f (y(n−2)) dy(n−2) + C1,

або
y(n−1) = ±ψ1

(
y(n−2), C1

)
.

Таким чином одержали повернулися до третього випадку.

2.3 Найпростiшi випадки зниження порядку в дифе-
ренцiальних рiвняннях вищих порядкiв

Розглянемо деякi типи диференцiальних рiвнянь вищого порядку, що
допускають зниження порядку.

1. Рiвняння не мiстить шуканої функцiї i її похiдних до (k − 1)-го
порядку включно:

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0.

Зробивши замiну:

y(k) = z, y(k+1) = z′, . . . , y(n) = z(n−k),

одержимо рiвняння (n− k)-го порядку

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0.

2. Рiвняння не мiстить явно незалежної змiнної

F
(
y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

Будемо вважати, що y — нова незалежна змiнна, а y′, . . . , y(n) —
функцiї вiд y. Тодi

y′x = p(y),
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y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dx
p(y)

dy

dx
= p′yp(y),

y′′′x3 =
d

dx
y′′x2 =

d

dx
(p′yp)

dy

dx
=
(
p′′y2p+

(
p′y
)2)

p,

i так далi до y(n)xn . Пiсля пiдстановки одержимо

F
(
y, p, p′yp(y),

(
p′′y2p+

(
p′y
)2)

p, . . . , p(n−1)
)

= 0,

диференцiальне рiвняння (n− 1)-го порядку.

3. Нехай функцiя F диференцiального рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

є однорiдної щодо аргументiв y, y′, . . . , y(n).

Робимо замiну y = e
∫
udx, де u = u(x) — нова невiдома функцiя.

Одержимо

y′ = e
∫
udxu,

y′′ = e
∫
udxu2 + e

∫
udxu′ = e

∫
u dx
(
u2 + u′

)
,

y′′′ = e
∫
udxu

(
u2 + u′

)
+ e

∫
udx (2uu′ + u′′) =

= e
∫
udx
(
u3 + 3uu′ + u′′

)
,

i так далi до y(n). Пiсля пiдстановки одержимо

F
(
x, e

∫
udx, e

∫
u dxu, e

∫
u dx
(
u2 + u′

)
, e

∫
u dx
(
u3 + 3uu′ + u′′

)
, . . .

)
= 0.

Оскiльки наше початкове (а отже i останнє) рiвняння однорiдне
вiдносно e

∫
udx, то цей член можна винести i на нього скоротити.

Одержимо

F
(
x, 1, u, u2 + u′, u3 + 3uu′ + u′′, . . .

)
= 0,

диференцiальне рiвняння (n− 1)-го порядку.

4. Нехай лiва частина рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.

є похiдної деякого диференцiального виразу ступеня (n− 1), тобто

d

dx
Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.
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У цьому випадку легко обчислюється так званий перший iнтеграл

Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C.

5. Нехай диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

розписано у виглядi диференцiалiв

F
(
x, y, dy, d2y, . . . , dny

)
= 0,

i F — функцiя однорiдна по всiм змiнним. Зробимо замiну x = et,
y = uet, де u, t — новi змiннi. Тодi одержуємо

dx = et dt,

y′x =
y′t
x′y

=
u′te

t + uet

et
= u′t + u,

y′′x2 =
d

dx
y′x =

d

dt
(u′t + u)

dt

dx
=
u′′t2 + u′t
et

,

y′′′x3 =
d

dx
y′′x2 =

d

dt

(
u′′t2 + u′t
et

)
dt

dx
=

=

(
u′′′t3 + u′′t2

)
et −

(
u′′t2 + u′t

)
et

e3t
=
u′′′t3 − u′t
e2t

,

i так далi до y(n). Пiдставивши, одержимо

Φ
(
x, y, dy, d2y, . . . , dny

)
=

= Φ
(
et, uet, et dt, (u′t + u)et dt, (u′′t2 + u′t) e

t dt, . . .
)

= 0.

Скоротивши на et одержимо

Φ (1, u, dt, u′t + u, u′′t2 + u′t, . . .) = 0.

Тобто повертаємося до другого випадку.

2.4 Вправи для самостiйної роботи

Розглянемо приклади.
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Приклад 2.4
Розв’язати рiвняння: y′′ = x+ sinx.

Розв’язок. Iнтегруємо два рази

y′ =

∫
(x+ sinx) dx+ C1 =

x2

2
− cosx+ C1;

y =

∫ (
x2

2
− cosx+ C1

)
dx =

x3

6
− sinx+ C1x+ C2.

Приклад 2.5
Розв’язати рiвняння (y′′)3 − 2y′′ − x = 0.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = y, x = t3 − 2t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dy′ = t(3t2 − 2) dt,

або
dy′ = (3t2 − 2t) dt.

Звiдси понижуємо порядок рiвняння на одиницю

y′ =
3t3

4
− t2 + C1, x = t3 − 2t.

Знов використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержуємо

dy =

(
3t3

4
− t2 + C1

)
(3t2 − 2) dt,

або
dy =

(
9t5

4
− 3t4 − 3t3

2
+ (2 + 3C1)t

2 − 2C1

)
dt.

Звiдси загальний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = t3 − 2t, y =
3t6

8
− 3t5

5
− 3t4

8
+

(2 + 3C1)t
3

3
− 2C1t+ C2.
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Приклад 2.6
Розв’язати рiвняння: (y′′)3 + xy′′ = y′.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = t, y′′′ = e−t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dt = e−t dx.

Звiдси dx = et dt i x = et + C1. Запишемо рiвняння другого порядку

x = er + C1, y′′ = t.

Запишемо рiвняння у параметричнiй формi

y′′ = t, x = t3 − 2t.

Використовуючи спiввiдношення dy′ = y′′ dx, одержуємо

dy′ = tet dt.

Звiдси

y′ =

∫
tet dt = et(t− 1) + C2.

Одержали диференцiальне рiвняння першого порядку

x = et + C1, y′ = et(t− 1) + C2.

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, запишемо

dy = (et(t− 1) + C2)e
t dt.

Звiдси

y =
e2t(t− 1)

2
− e2t

4
+ C2e

t + C3.

Остаточно загальний розв’язок має вигляд

x = et + C1, y =
e2t(2t− 3)

4
+ C2e

t + C3.

Якщо вилучити параметр t, то одержимо загальний розв’язок

y =
(x− C1)

2

4
(2 ln |x− C1| − 3) + C2(x− C1) + C3.
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Приклад 2.7
Розв’язати рiвняння: 3 3

√
yy′′ = 1.

Розв’язок. Запишемо рiвняння у виглядi

y′′ =
1

3 3
√
y
.

Помножимо обидвi частини на 2y′ dx. Одержимо

2y′′y′ dx =
2y′ dx

3 3
√
y
,

або
d(y′)2 =

2 dy

3 3
√
y
.

Проiнтегруємо i одержимо

(y′)2 = 3
√
y2 + C1.

Звiдси y′ = ±
√
y2/3 + C1. Нехай початковi умови такi, що C1 = C̄2

1 > 0.
Тобто рiвняння має вигляд

dy

dx
= ±

√
y2/3 + C̄2

1 .

Роздiлимо змiннi ∫
dy√

y2/3 + C̄2
1

= ±
∫

dx+ C2.

Робимо замiну
√
y2/3 + C̄2

1 = t. Тодi

y =
(
t2 − C̄2

1

)3/2
, dy = 3

(
t2 − C̄2

1

)1/2
t dt,

i iнтеграл має вигляд∫
dy√

y2/3 + C̄2
1

= 3

∫ √
t2 − C̄2

1 dt = 3.

Розв’язати рiвняння:
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Задача 2.1.

y′′x lnx = y′;

Задача 2.2.

y′′′ = x+ cosx;

Задача 2.3. 2xy′′ = y′ при x0 = 0, y0 = 0, y′0 = 0, y′′0 = 0;

Задача 2.4. xy′′ + y′ = x+ 1 при x0 = 0, y0 = 0, y′0 = 0, y′′0 = 0;

Задача 2.5. y′′ tanx = y′ + 1
sinx

= 0 при x0 = 0, y0 = 2, y′0 = 1, y′′0 = 1;

Задача 2.6.

(y′′)4 + y′′ − x = 0;

Задача 2.7.

y′′ + ln y′′ − x = 0;

Задача 2.8.

y′′ − a(1 + (y′)2)3/2 = 0;

Задача 2.9.

y′′′ − (y′′)3;

Задача 2.10.

y′′′ − y′′ = 0;

Задача 2.11.

y′′ + 2y′′ ln y′ − 1 = 0;

Задача 2.12.

(y′′′)2 + (y′′)2 − 1 = 0;

Задача 2.13.

y′′y3 − 1 = 0;

Задача 2.14.

y3y′′ − y4 + 0;

Задача 2.15.

4
√
yy′′ = 1;

Задача 2.16.

3y′′ = y−5/3;

Задача 2.17.

(y′′)2 + (y′)2 − (y′)4 = 0;

Приклад 2.8
Розв’язати рiвняння: (y′′)3 + xy′′ = y′.

Розв’язок. Позначимо y′ = z, y′′ = z′. Одержимо рiвняння (z′)3 +xz′ = z,
тобто рiвняння Клеро, що легко iнтегрується введенням параметра.

Нехай z′ = p. Тодi z = xp+ p3. Продиференцюємо це спiввiдношення:

dz + x dp+ p dx+ 3p2 dp.
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Пiдставивши dz = p dz, отримаємо (x + 3p2) dp = 0. Це рiвняння роздi-
ляється на два:

1. x + 3p2 = 0. Звiдси маємо x = −3p2, z = −2p2. Повертаємось до
вихiдних змiнних x = −3p2, y′ = −2p3. Використовуємо основне
спiввiдношення dy = y′ dx. Одержуємо

dy = 12p4 dp =⇒ y =
12p5

5
+ C1.

Таким чином перша гiлка дає розв’язок

x = −3p2, y =
12p5

5
+ C1.

2. dp = 0. Звiдси маємо z = C1x + C3
1 . Повертаємось до вихiдних

змiнних y′ = C1x + C3
1 . Проiнтегруємо i отримаємо другу гiлку

розв’язкiв

y =
C1x

2

2
+ C3

1x+ C2.

Приклад 2.9
Розв’язати рiвняння: y4 − y3y′′ = 1.

Розв’язок. Вiдсутнiй аргумент x, отже, його порядок знижується замi-
ною:

y′ = p, y′′ = p
dp

dy
.

Звiдси одержуємо

y4 − y3pdp

dy
= 1.

Роздiлимо змiннi:
y4 − 1

y3
dy = p dp.

Проiнтегруємо
y2

2
+

1

2y2
=
p2

2
− C1

2
.

Звiдси одержали
p2 = y2 + C1 + y−2.
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Повертаємось до вихiдних змiнних

(y′)2 = y2 + C1 + y−2.

Розв’яжемо рiвняння вiдносно похiдної

y′ = ±
√
y2 + C1 + y−2.

Роздiлимо змiннi

± dy√
y2 + C1 + y−2

= dx.

Вiзьмемо iнтеграл

±
∫

dy√
y2 + C1 + y−2

= ±
∫

y dy√
y4 + C1y2 + 1

=

= ±
∫

d
(
y2 + C1

2

)√(
y2 + C1

2

)2
+
(
1− C1

4

) = ±1

2
ln

∣∣∣∣y2 +
C1

2
+
√
y4 + C1y2 + 1

∣∣∣∣ .
Таким чином загальний розв’язок має вигляд:

x = ±1

2
ln
∣∣∣y2 + C1/2 +

√
y4 + C1y2 + 1

∣∣∣ .
Приклад 2.10
Розв’язати рiвняння: yy′′ = (y′)2.

Розв’язок. Оскiльки рiвняння однорiдне по змiнним y, y′, y′′, то робимо
замiну

y = e
∫
udx, y′ = e

∫
udxu, y′′ = e

∫
udx(u2 + u).

Рiвняння буде мати вигляд

e
∫
udxe

∫
u dx(u2 + u) =

(
e
∫
udxu

)2
.

Скоротимо на e
∫
u dx. Маємо u2 + u′ = u2, або u′ = 0. Звiдси u′ = C1 i

одержимо загальний розв’язок

y = e
∫
C1xdx = ec1x

2+ln |c2| = c2e
c1x2

.

14



Приклад 2.11
Розв’язати рiвняння: yy′′ − (y′)2 = y2.

Розв’язок. Роздiлимо рiвняння на y2:

yy′′ − (y′)2

y2
= 1,

i перепишемо у виглядi:
d

dx

(
y′

y

)
= 1.

Проiнтегрувавши, одержимо загальний розв’зок

y′

y
= x+ C1 =⇒ ln |y| = x2

2
+ C1x+ ln |C2| =⇒ y = C2e

x2/2+C1x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 2.18.

xy′′ = y′ ln

(
y′

x

)
;

Задача 2.19.

2yy′′ − 3(y′)2 = 4y2;

Задача 2.20.

2xy′′ = y′;

Задача 2.21.

xy′′ + y′ = x+ 1;

Задача 2.22.

y′′ tanx− y′ + 1

sinx
= 0;

Задача 2.23.

x2y′′ + xy′ = 1;

Задача 2.24.

y′′ cot 2x+ 2y′ = 0;

Задача 2.25.

x3y′′ + x2y = 0;

Задача 2.26.

y′′ tanx = 2y′;

Задача 2.27.

yy′′ − (y′)2 − y2 ln y = 0;

Задача 2.28.

x4y′′ + x3y′ = 1;

Задача 2.29.

xyy′′ − x(y′)2 − 2yy′ = 0;

Задача 2.30.

xyy′′ − x(y′)2 = yy′ +
x(y′)2√
1− x2

;

Задача 2.31.

x2y′′′ − x(y′′)2 = 0;

Задача 2.32.

x5y′′ + x4y′ = 1.
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