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Вступ

Наведемо декiлька основних визначень теорiї диференцiальних рiвнянь,
що будуть використовуватися надалi.

Означення 0.1. Рiвняння, що мiстять похiднi вiд шуканої функцiї та
можуть мiстити шукану функцiю та незалежну змiнну, називаються ди-
ференцiальними рiвняннями.
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Означення 0.2. Якщо в диференцiальному рiвняннi невiдомi функцiї є
функцiями однiєї змiнної:

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0,

то диференцiальне рiвняння називається звичайним.

Означення 0.3. Якщо невiдома функцiя, що входить в диференцiальне
рiвняння, є функцiєю двох або бiльшої кiлькостi незалежних змiнних:

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y
, . . . ,

∂kz

∂x`∂yk−`
, . . . ,

∂nz

∂yn

)
= 0,

то диференцiальне рiвняння називається рiвнянням у частинних похiдних.

Означення 0.4. Порядком диференцiального рiвняння називається ма-
ксимальний порядок похiдної вiд невiдомої функцiї, що входить в дифе-
ренцiальне рiвняння.

Означення 0.5. Розв’язком диференцiального рiвняння називається фун-
кцiя, що має необхiдний ступiнь гладкостi, i яка при пiдстановцi в дифе-
ренцiальне рiвняння обертає його в тотожнiсть.

Означення 0.6. Процес знаходження розв’язку диференцiального рiвня-
ння називається iнтегруванням диференцiального рiвняння.

1 Рiвняння першого порядку
Рiвняння першого порядку, що розв’язане вiдносно похiдної, має вигляд

dy

dx
= f(x, y).

Диференцiальне рiвняння встановлює зв’язок мiж координатами точки
та кутовим коефiцiєнтом дотичної dy/ dx до графiка розв’язку в цiй же
точцi. Якщо знати x та y, то можна обчислити f(x, y) тобто dy/ dx.

Таким чином, диференцiальне рiвняння визначає поле напрямкiв, i зада-
ча iнтегрування рiвнянь зводиться до знаходження кривих, що звуться
iнтегральними кривими, напрям дотичних до яких в кожнiй точцi збiга-
ється з напрямом поля.
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1.1 Рiвняння зi змiнними, що роздiляються

1.1.1 Загальна теорiя

Рiвняння вигляду
dy

dx
= f(x)g(y),

або бiльш загального вигляду

f1(x)f2(y) dx+ g1(x)g2(y) dy = 0

називаються рiвняннями зi змiнними, що роздiляються. Роздiлимо його
на f2(y)g1(x) i одержимо рiвняння з роздiленими змiнними:

f1(x)

g1(x)
dx+

g2(y)

f2(y)
dy = 0.

Узявши iнтеграли, отримаємо∫
f1(x)

g1(x)
dx+

∫
g2(y)

f2(y)
dy = C,

або
Φ(x, y) = C.

Означення 1.1. Це кiнцеве рiвняння, що визначає розв’язок диференцi-
ального рiвняння як неявну функцiю вiд x, називається iнтегралом роз-
глянутого рiвняння.

Означення 1.2. Це ж рiвняння, що визначає всi без винятку розв’язки
даного диференцiального рiвняння, називається загальним iнтегралом.

Бувають випадки (в основному), що невизначенi iнтеграли з рiвняння
з роздiленими змiнними не можна записати в елементарних функцiях.
Попри це, задача iнтегрування вважається виконаною. Кажуть, що ди-
ференцiальне рiвняння розв’язне у квадратурах.

Можливо, що iнтеграл рiвняння розв’язується вiдносно y:

y = y(x,C).

Тодi, завдяки вибору C, можна одержати всi розв’язки.
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Означення 1.3. Ця залежнiсть, що тотожно задовольняє вихiдному ди-
ференцiальному рiвнянню, де C — довiльна стала, називається загальним
розв’язком диференцiального рiвняння.

Геометрично загальний розв’язок являє собою сiм’ю кривих, що не пе-
ретинаються, якi заповнюють деяку область. Iнодi треба видiлити одну
криву сiм’ї, що проходить через задану точку M(x0, y0).

Означення 1.4. Знаходження розв’язку y = y(x), що проходить через
задану точку M(x0, y0), називається розв’язком задачi Кошi.

Означення 1.5. Розв’язок, який записаний у виглядi y = y(x, x0, y0) i
задовольняє умовi y(x, x0, y0) = y0, називається розв’язком у формi Кошi.

1.1.2 Рiвняння, що зводяться до рiвнянь зi змiнними, що роз-
дiляються

Розглянемо рiвняння вигляду

dy

dx
= f(ax+ by + c)

де a, b, c — сталi.

Зробимо замiну ax+ by + c = z. Тодi

a dx+ b dy = dz,
dy

dx
=

1

b

(
dz

dx
− a
)
.

Пiдставивши в початкове рiвняння, одержимо

1

b

(
dz

dx
− a
)

= f(z),

або
dz

dx
= a+ bf(z).

Роздiливши змiннi, запишемо

dz

a+ bf(z)
− dx = 0

i ∫
dz

a+ bf(z)
− x = C.

Загальний iнтеграл має вигляд Φ(ax+ by + c, x) = C.
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1.1.3 Вправи для самостiйної роботи

Рiвняння зi змiнними, що роздiляються можуть бути записанi у виглядi

y′ = f(x)g(y)

або
f1(x)f2(y) dx+ g1(x)g2(y) dy.

Для розв’язкiв такого рiвняння необхiдно обидвi частини помножити або
роздiлити на такий вираз, щоб в одну частину входило тiльки x, а в другу
— тiльки y. Тодi обидвi частини рiвняння можна проiнтегрувати.

Якщо дiлити на вираз, що мiстить x та y, може бути загублений розв’яз-
ок, що обертає цей вираз в нуль.

Приклад 1.6
Розв’язати рiвняння

x2y2y′ + y = 1.

Розв’язок. Пiдставивши y = dy/ dx в рiвняння, отримаємо

x2y2
dy

dx
+ y = 1.

Помножимо обидвi частини рiвняння на dx i роздiлимо на x2(y − 1).
Перевiримо, що y = 1 при цьому є розв’язком, а x = 0 цим розв’язком
не є:

y2

y − 1
dy = −dx

x2
.

Проiнтегруємо обидвi частини рiвняння:∫
y2

y − 1
dy = −

∫
dx

x2
.

y2

2
+ y + ln |y − 1| = 1

x
+ C

Приклад 1.7
Розв’язати рiвняння

y′ =
√

4x+ 2y − 1.
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Розв’язок. Введемо замiну змiнних z = 4x + 2y − 1. Тодi x′ = 4 + 2y′.
Рiвняння перетвориться до вигляду

z′ − 4 = 2
√
z

z′ = 4 + 2
√
z

dz

2 +
√
z

= 2 dx.

Проiнтегруємо обидвi частини рiвняння:∫
dz

2 +
√
z

=

∫
2 dx

Обчислимо iнтеграл, що стоїть злiва. При обчисленнi будемо використо-
вувати таку замiну:

√
z = t, dz = 2t dt, 2 +

√
z = 2 + t,

тодi∫
dz

2 +
√
z

=

∫
2t dt

2 + t
= 2

∫
t+ 2− 2

t+ 2
dt =

= 2t− 4 ln |2 + t| = 2
√
z − 4 ln

(
2 +
√
z
)
.

Пiсля iнтегрування отримаємо

2
√
z − 4 ln

(
2 +
√
z
)

= 2x+ 2C.

Зробимо обернену замiну, z = 4x+ 2y − 1:√
4x+ 2y − 1− 2 ln

(
2 +

√
4x+ 2y − 1

)
= x+ C.

Розв’язати рiвняння:

Задача 1.1.

xy dx+ (x+ 1) dy = 0;

Задача 1.2.

x(1 + y) dx = y(1 + x2) dy;

Задача 1.3.

y′ = 10x+y;

Задача 1.4.

y′ − xy2 = 2xy;

Задача 1.5.√
y2 + 1 dx = xy dy;

Задача 1.6.

y′ = x tan y;
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Задача 1.7.

yy′ + x = 1;

Задача 1.8.

3y2y′ + 15x = 2xy3;

Задача 1.9.

y′ = cos(y − x);

Задача 1.10.

y′ − y = 2x− 3;

Задача 1.11.

xy′ + y = y2;

Задача 1.12.

e−y(1 + y′) = 1;

Задача 1.13.

2x2yy′ + y2 = 2;

Задача 1.14.

y′ − xy3 = 2xy2.

Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють заданим початковим умо-
вам:

Задача 1.15.
(x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1;

Задача 1.16.
y′ cotx+ y = 2, y(0) = −1;

Задача 1.17.
y′ = 3 3

√
y2, y(2) = 0.

1.2 Однорiднi рiвняння

1.2.1 Загальна теорiя

Нехай рiвняння має вигляд

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0.

Якщо функцiї M(x, y) та N(x, y) однорiднi одного ступеня, то рiвнян-
ня називається однорiдним. Нехай функцiї M(x, y) та N(x, y) однорiднi
ступеня k, тобто

M(tx, ty) = tkM(x, y), N(tx, ty) = tkN(x, y).

Робимо замiну
y = ux, dy = u dx+ x du.
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Пiсля пiдстановки одержуємо

M(x, ux) dx+N(x, ux)(u dx+ x du) = 0,

або
xkM(1, u) dx+ xkN(1, u)(u dx+ x du) = 0.

Скоротивши на xk i розкривши дужки, запишемо

M(1, u) dx+N(1, u)u dx+N(1, u)x du = 0.

Згрупувавши, одержимо рiвняння зi змiнними, що роздiляються

(M(1, u) +N(1, u)u) dx+N(1, u)x du = 0,

або ∫
dx

x
+

∫
N(1, u) du

M(1, u) +N(1, u)u
= C.

Явно узявши iнтеграли та замiняючи u = y/x, отримаємо загальний
iнтеграл Φ (x, y/x) = C.

1.2.2 Рiвняння, що зводяться до однорiдних

Нехай маємо дробово-лiнiйне рiвняння вигляду

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
.

Розглянемо два випадки

1.
∆ =

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0.

Тодi система алгебраїчних рiвнянь{
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0,

має єдиний розв’язок (x0, y0). Проведемо замiну{
x = x1 + x0,

y = y1 + y0
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та отримаємо

dy1
dx1

= f

(
a1(x1 + x0) + b1(y1 + y0) + c1
a2(x1 + x0) + b2(y1 + y0) + c2

)
=

= f

(
a1x1 + b1y1 + (a1x0 + b1y0 + c1)

a2x1 + b2y1 + (a2x0 + b2y0 + c2)

)
Оскiльки (x0, y0) — розв’язок алгебраїчної системи, то диференцi-
альне рiвняння набуде вигляду

dy1
dx1

= f

(
a1x1 + b1y1
a2x1 + b2y1

)
i є однорiдним нульового ступеня. Робимо замiну

y1 = ux1, dy1 = u dx1 + x1 du.

Пiдставимо в рiвняння

u+ x1
du

dx1
= f

(
a1x1 + b1ux1
a2x1 + b2ux1

)
.

Одержимо

x1 du+

(
u− f

(
a1x1 + b1ux1
a2x1 + b2ux1

))
dx1 = 0.

Роздiливши змiннi, маємо∫
du

u− f
(
a1x1+b1ux1
a2x1+b2ux1

) + ln(x1) = C.

I загальний iнтеграл рiвняння має вигляд Φ(u, x1) = C. Повернув-
шись до вихiдних змiнних, запишемо

Φ

(
y − y0
x− x0

, x− x0
)

= C.

2. Нехай
∆ =

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = 0,

9



тобто коефiцiєнти рядкiв лiнiйно залежнi i

a1x+ b1y = α(a2x+ b2y).

Робимо замiну a2x+ b2y = z. Звiдси

dy

dx
=

1

b2

(
dz

dx
− a2

)
Пiдставивши в диференцiальне рiвняння, одержимо

1

b2

(
dz

dx
− a2

)
= f

(
αz + c1
z + c2

)
,

або
dz

dx
= a2 + b2f

(
αz + c1
z + c2

)
,

Роздiливши змiннi, отримаємо∫
dz

a2 + b2f
(
αz+c1
z+c2

) − x = C,

Загальний iнтеграл має вигляд Φ(a2x+ b2y, x) = C.

1.2.3 Вправи для самостiйної роботи

Однорiднi рiвняння можуть бути записанi у виглядi

y′ = f
(y
x

)
або

M(x, y) dy +N(x, y) dy = 0,

де M(x, y) i N(x, y) — однорiднi функцiї одного й того ж ступеня. Для
того, щоб розв’язати однорiдне рiвняння, необхiдно провести замiну

y = ux, dy = u dx+ x du,

в результатi якої отримаємо рiвняння зi змiнними, що роздiляються.
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Приклад 1.8
Розв’язати рiвняння x dy = (x+ y) dy.

Розв’язок. Дане рiвняння однорiдне, оскiльки x та x + y є однорiдними
функцiями першого ступеня.

Проведемо замiну: y = ux. Тодi dy = u dx + x dy. Пiдставивши y та dy в
задане рiвняння, отримаємо

x(x du+ u dx) = (x+ xu) dx,

x2 du = x dx

Розв’яжемо це рiвняння зi змiнними, що роздiляються:

du =
dx

x
,

u = ln |x|+ C.

Повернувшись до вихiдних змiнних u = y/x, отримаємо

y = x(ln |x|+ C).

Крiм того розв’язком є x = 0, що було загублене при подiленнi рiвняння
на x.

Розв’язати рiвняння:

Задача 1.18.

(x+ 2y) dx− x dy = 0;

Задача 1.19.

(x− y) dx+ (x+ y) dy = 0;

Задача 1.20.

y2 + x2y′ = xyy′;

Задача 1.21.

(x2 + y2)y′ = 2xy;

Задача 1.22.

xy′ − y = x tan
(y
x

)
;

Задача 1.23.

xy′ = y − xey/x;

Задача 1.24.

xy′ − y = (x+ y) ln

(
x+ y

x

)
;

Задача 1.25.

(3x+ y) dx− (2x+ 3y) dy = 0;

Задача 1.26.

xy′ = y cos
(

ln
(y
x

))
;
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Задача 1.27.

(y +
√
xy) dx = x dy;

Задача 1.28.

xy′ =
√
x2 − y2 + y;

Задача 1.29.

x2y′ = y(x+ y);

Задача 1.30.

y(−y + xy′) =
√
x4 + y4;

Задача 1.31.

x dy − y dx =
√
x2 + y2 dx;

Задача 1.32.

(y2 − 2xy) dx+ x2 dy = 0;

Задача 1.33.

2x3y′ = y(2x2 − y2);

Задача 1.34.

(x− y cos (y/x)) dx = −x cos (y/x) dy;

Задача 1.35.

y′(xy − x2) = y2;

Задача 1.36.

2xyy′ = x2 + y2;

Задача 1.37.

(6x+ 3y) dx = (7x− 2y) dy;

Задача 1.38.

y2x dx = y(xy − 2y2) dy;

Задача 1.39.

x2y dx = y(xy − 2y2) dy;

Задача 1.40.

2y3 = xy′(2y2 − x2);

Задача 1.41.

(x+
√
xy) dy = y dx;

Задача 1.42.

y =
(√

y2 − x2 + x
)
y′;

Задача 1.43.

(3x− 2y) dx− (2x+ y) dy = 0;

Задача 1.44.

(7x+ 6y) dx− (x+ 3y) dy = 0;

Задача 1.45.

xy′ = y + x cot
(y
x

)
.

Знайти частиннi розв’язки, що задовольняють заданi початковi умови:

Задача 1.46.
xy′ = 4

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 2;

Задача 1.47.

(2y2 + 3x2)xy′ = 3y3 + 6yx2, y(2) = 1;
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Задача 1.48.

y′(x2 − 2xy) = x2 + xy − y2, y(3) = 0;

Задача 1.49.

2y′ =
y2

x2
+

8y

x
+ 8, y(1) = 1;

Задача 1.50.

y′(x2 − 4xy) = x2 + xy − 3y2, y(1) = 1;

Задача 1.51.
xy′ = 3

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 1;

Задача 1.52.

(2y2 + 7x2)xy′ = 3y3 + 14yx2, y(1) = 1;

Задача 1.53.

2y′ =
y2

x2
+

6y

x
+ 3, y(3) = 1;

Задача 1.54.
x2y′ = y2 + 4xy + 2x2, y(1) = 1;

Задача 1.55.
xy′ =

√
2x2 + y2 + y, y(1) = 1;

Задача 1.56.
xy′ = 3

√
x2 + y2 + y, y(3) = 4;

Задача 1.57.
xy′ = 2

√
x2 + y2 + y, y(4) = 3;

Задача 1.58.

y′ =
x+ 2y

2x− y
, y(3) = 8.
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1.3 Лiнiйнi рiвняння першого порядку

1.3.1 Загальна теорiя

Рiвняння, що є лiнiйним вiдносно невiдомої функцiї та її похiдної, на-
зивається лiнiйним диференцiальним рiвнянням. Його загальний вигляд
такий:

dy

dx
+ p(x)y = q(x).

Якщо q(x) ≡ 0, тобто рiвняння має вигляд

dy

dx
+ p(x)y = 0,

то воно зветься однорiдним. Однорiдне рiвняння є рiвнянням зi змiнни-
ми, що роздiляються i розв’язується таким чином:

dy

y
= −p(x) dx,∫

dy

y
= −

∫
p(x) dx,

ln y = −
∫
p(x) dx+ lnC.

Нарештi

y = C exp

{
−
∫
p(x) dx

}
Розв’язок неоднорiдного рiвняння будемо шукати методом варiацiї до-
вiльних сталих (методом невизначених множникiв Лагранжа). Вiн скла-
дається в тому, що розв’язок неоднорiдного рiвняння шукається в такому
ж виглядi, як i розв’язок однорiдного, але C вважається невiдомою фун-
кцiєю вiд x, тобто C = C(x) i

y = C(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
Для знаходження C(x) пiдставимо y у рiвняння

dC(x)

dx
exp

{
−
∫
p(x) dx

}
= −C(x)p(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
+

+ p(x)C(x) exp

{
−
∫
p(x) dx

}
= q(x).
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Звiдси

dC(x) = q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx.

Проiнтегрувавши, одержимо

C(x) =

∫
q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx+ C.

I загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

y = exp

{
−
∫
p(x) dx

}(∫
q(x) exp

{∫
p(x) dx

}
dx+ C

)
.

Якщо використовувати початковi умови y(x0) = y0, то розв’язок можна
записати у формi Кошi:

y(x, x0, y0) = exp

{
−
∫ x

x0

p(t) dt

}(∫ x

x0

q(t) exp

{∫ x

t

p(ξ) dξ

}
dt+ y0

)
.

1.3.2 Рiвняння Бернуллi

Рiвняння вигляду

dy

dx
+ p(x)y = q(x)ym, m 6= 1

називається рiвнянням Бернуллi. Роздiлимо на ym i одержимо

y−m
dy

dx
+ p(x)y1−m = q(x).

Зробимо замiну:

y1−m = z, (1−m)y−m
dy

dx
= dz.

Пiдставивши в рiвняння, отримаємо

1

1−m
· dz

dx
+ p(x)z = q(x).

Одержали лiнiйне диференцiальне рiвняння. Його розв’язок має вигляд

z = exp

{
−(1−m)

∫
p(x) dx

}
·

·
(

(1−m)

∫
q(x) exp

{
(1−m)

∫
p(x) dx

}
dx+ C

)
.
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1.3.3 Рiвняння Рiкаттi

Рiвняння вигляду
dy

dx
+ p(x)y + r(x)y2 = q(x)

називається рiвнянням Рiкаттi. В загальному випадку рiвняння Рiкаттi
не iнтегрується. Вiдомi лише деякi частиннi випадки рiвнянь Рiкаттi, що
iнтегруються в квадратурах. Розглянемо один з них. Нехай вiдомий один
частинний розв’язок y = y1(x). Робимо замiну y = y1(x) + z i одержуємо

dy1(x)

dx
+

dz

dx
+ p(x)(y1(x) + z) + r(x)(y1(x) + z)2 = q(x).

Оскiльки y1(x) — частинний розв’язок, то

dy1(x)

dx
+ p(x)y1 + r(x)y21 = q(x).

Розкривши в попереднiй рiвностi дужки i використовуючи останнє за-
уваження, одержуємо

dz

dx
+ p(x)z + 2r(x)y1(x)z + r(x)z2 = 0.

Перепишемо одержане рiвняння у виглядi

dz

dx
+ (p(x) + 2r(x)y1(x)) z = −r(x)z2,

це рiвняння Бернуллi з m = 2.

1.3.4 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 1.9
Розв’язати рiвняння

y′ − y tanx = cosx.

Розв’язок. Використовуючи вигляд загального розв’язку, отримаємо

y = exp

{∫
tanx dx

}(∫
exp

{
−
∫

tanx dx

}
cosx dx+ C

)
.

Оскiльки ∫
tanx dx = − ln | cosx|,
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то отримаємо

y = e− ln | cosx|
(∫

eln | cosx| cosx dx+ C

)
=

=
1

cosx

(∫
cos2 x dx+ C

)
=

=
1

cosx

(
x

2
+

sin 2x

4
+ C

)
.

Або
y =

C

cosx
+

x

2 cosx
+

sinx

2
.

Приклад 1.10
Знайти частинний розв’язок рiвняння

y′ − y

x
= x2,

що задовольняє початковiй умовi y(2) = 2.

Розв’язок. Використовуючи вигляд загального розв’язку, отримаємо

y = exp

{∫
1

x
dx

}(∫
exp

{
−
∫

1

x
dx

}
x2 dx+ C

)
=

= eln |x|
(∫

e− ln |x|x2 dx+ C

)
=

= x

(∫
x dx+ C

)
=

= x

(
x2

2
+ C

)
.

Таким чином
y = Cx+

x3

2
.

Пiдставивши початковi умови y(2) = 2, одержимо 2 = 2C + 4. Звiдси
C = −1 i частинний розв’язок має вигляд

yчаст. =
x3

2
− x.

Розв’язати рiвняння:
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Задача 1.59.

xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x;

Задача 1.60.

(2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

Задача 1.61.

y′ = 2x(x2 + y);

Задача 1.62.

x2y′ + xy + 1 = 0;

Задача 1.63.

y′ + y tanx = secx;

Задача 1.64.

x(y′ − y) = ex;

Задача 1.65.

(xy′ − 1) lnx = 2y;

Задача 1.66.

(y + x2) dx = x dy;

Задача 1.67.

(2ex − y) dx = dy;

Задача 1.68.

sin2 y + x cot y =
1

y2
;

Задача 1.69.

(x+ y2)y′ = y;

Задача 1.70.

(3ey − x)y′ = 1;

Задача 1.71.

y = x(y′ − x cosx).

Знайти частиннi розв’язки рiвняння з заданими початковими умовами:

Задача 1.72.

y′ − y

x
= − lnx

x
, y(1) = 1;

Задача 1.73.

y′ − 2xy

1 + x2
= 1 + x2, y(1) = 3;

Задача 1.74.

y′ − 2y

x+ 1
= ex(x+ 1)2, y(0) = 1;

Задача 1.75.

xy′ + 2y = x64, y(1) = −5

8
;

Задача 1.76.
y′ − y

x
= x sinx, y

(π
2

)
= 1;
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Задача 1.77.

y′ +
y

x
= sinx, y(π) =

1

π
;

Задача 1.78.
(13y3 − x)y′ = 4y, y(5) = 1;

Задача 1.79.
2(x+ ln2 y − ln y)y′ = y, y(2) = 1.

Розв’язати рiвняння Бернуллi:

Задача 1.80.

y′ + xy = (1 + x)e−xy2;

Задача 1.81.

xy′ + y = 2y2 lnx;

Задача 1.82.

2(2xy′ + y) = xy2;

Задача 1.83.

3(xy′ + y) = y2 lnx;

Задача 1.84.

2(y′ + y) = xy2.

Розв’язати рiвняння Рiкаттi:

Задача 1.85.

x2y′ + xy + x2y2 = 4;

Задача 1.86.

3y′ + y2 +
2

x
= 0;

Задача 1.87.

xy′ − (2x+ 1)y + y2 = 5− x2;

Задача 1.88.

y′ − 2xy + y2 = 5− x2;

Задача 1.89.

y′ + 2yex − y2 = e2x + ex.

1.4 Рiвняння в повних диференцiалах

1.4.1 Загальна теорiя

Якщо лiва частина диференцiального рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0,

є повним диференцiалом деякої функцiї u(x, y), тобто

du(x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy,
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i, таким чином, рiвняння набуває вигляду du(x, y) = 0 то рiвняння нази-
вається рiвнянням в повних диференцiалах. Звiдси вираз

u(x, y) = C

є загальним iнтегралом диференцiального рiвняння.

Критерiєм того, що рiвняння є рiвнянням в повних диференцiалах, тобто
необхiдною та достатньою умовою, є виконання рiвностi

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.

Нехай маємо рiвняння в повних диференцiалах. Тодi

∂u(x, y)

∂x
= M(x, y),

∂u(x, y)

∂y
= N(x, y).

Звiдси

u(x, y) =

∫
M(x, y) dx+ ϕ(y),

де ϕ(y) — невiдома функцiя. Для її визначення продиференцiюємо спiв-
вiдношення по y i прирiвняємо N(x, y):

∂u(x, y)

∂y
=

∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

)
+

dϕ(y)

dy
= N(x, y).

Звiдси

ϕ(y) =

∫ (
N(x, y)− ∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

))
dy.

Остаточно, загальний iнтеграл має вигляд∫
M(x, y) dx+

∫ (
N(x, y)− ∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

))
dy = C.

Як вiдомо з математичного аналiзу, якщо вiдомий повний диференцiал,
то функцiю u(x, y) можна визначити, взявши криволiнiйний iнтеграл по
довiльному контуру, що з’єднує фiксовану точку (x0, y0) i точку iз змiн-
ними координатами (x, y).

Бiльш зручно брати криву, що складається iз двох вiдрiзкiв прямих. В
цьому випадку криволiнiйний iнтеграл розпадається на два простих iн-
теграла

20



u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

M(x, y) dx+N(x, y) dy =

=

∫ (x,y0)

(x0,y0)

M(x, y) dx+

∫ (x,y)

(x,y0)

N(x, y) dy =

=

∫ x

x0

M(ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

N(x, η) dη.

У цьому випадку одразу одержуємо розв’язок задачi Кошi.∫ x

x0

M(ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

N(x, η) dη = 0.

1.4.2 Множник, що iнтегрує

В деяких випадках рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0,

не є рiвнянням в повних диференцiалах, але iснує функцiя µ = µ(x, y)
така, що рiвняння

µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0,

вже буде рiвнянням в повних диференцiалах. Необхiдною та достатньою
умовою цього є рiвнiсть

∂

∂y
(µ(x, y)M(x, y)) =

∂

∂x
(µ(x, y)N(x, y)),

або
∂µ

∂y
M + µ

∂M

∂y
=
∂µ

∂x
N + µ

∂N

∂x
.

Таким чином замiсть звичайного диференцiального рiвняння вiдносно
функцiї y(x) одержимо диференцiальне рiвняння в частинних похiдних
вiдносно функцiї µ(x, y).

Задача iнтегрування його значно спрощується, якщо вiдомо в якому ви-
глядi шукати функцiю µ(x, y), наприклад µ = µ(ω(x, y)) де ω(x, y) —
вiдома функцiя. В цьому випадку одержуємо

∂µ

∂y
=

dµ

dω
· ∂ω
∂y
,

∂µ

∂x
=

dµ

dω
· ∂ω
∂x
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Пiсля пiдстановки в попереднє рiвняння маємо

dµ

dω
· ∂ω
∂y
·M + µ

∂M

∂y
=

dµ

dω
· ∂ω
∂x
·N + µ

∂N

∂x
.

або
dµ

dω

(
∂ω

∂x
N − ∂ω

∂y
M

)
= µ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
.

Роздiлимо змiннi
dµ

µ
=

∂M
∂y
− ∂N

∂x

∂ω
∂x
N − ∂ω

∂y
M

dω.

Проiнтегрувавши i поклавши сталу iнтегрування одиницею, одержимо:

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

∂ω
∂x
N − ∂ω

∂y
M

dω

}
.

Розглянемо частиннi випадки.

1. Нехай ω(x, y) = x. Тодi ∂ω/∂x = 1, ∂ω/∂y = 0, dω = dx i формула
має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

N
dx

}
.

2. Нехай ω(x, y) = y. Тодi ∂ω/∂x = 0, ∂ω/∂y = 1, dω = dy i формула
має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

−M
dy

}
.

3. Нехай ω(x, y) = x2 ± y2. Тодi ∂ω/∂x = 2x, ∂ω/∂y = ±2y, dω =
d(x2 ± y2) i формула має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

2xN ∓ 2yM
d(x2 ± y2)

}
.

4. Нехай ω(x, y) = xy. Тодi ∂ω/∂x = y, ∂ω/∂y = x, dω = d(xy) i
формула має вигляд

µ(ω(x, y)) = exp

{∫ ∂M
∂y
− ∂N

∂x

yN − xM
d(xy)

}
.
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1.4.3 Вправи для самостiйної роботи

Як вже було сказано, рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

буде рiвнянням в повних диференцiалах, якщо його лiва частина є пов-
ним диференцiалом деякої функцiї. Це має мiсце при

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.

Приклад 1.11
Розв’язати рiвняння

(2x+ 3x2y) dx+ (x3 − 3y2) dy = 0.

Розв’язок. Перевiримо, що це рiвняння є рiвнянням в повних диферен-
цiалах. Обчислимо

∂

∂y
(2x+ 3x2y) = 3x2,

∂

∂x
(x3 − 3y2) = 3x2.

Таким чином iснує функцiя u(x, y), що

∂u(x, y)

∂x
= 2x+ 3x2y.

Проiнтегруємо по x. Отримаємо

u(x, y) =

∫
(2x+ 3x2y) dx+ Φ(y) = x2 + x3y + Φ(y).

Для знаходження функцiї Φ(y) вiзьмемо похiдну вiд u(x, y) по y i при-
рiвняємо до x3 − 3y2. Отримаємо

∂u(x, y)

∂y
= x3 + Φ′(y) = x3 − 3y2.

Звiдси Φ′(y) = −3y2 i Φ(y) = −y3. Таким чином,

u(x, y) = x2 + x3y − y3

i загальний iнтеграл диференцiального рiвняння має вигляд

x2 + x3y − y3 = C.
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Перевiрити, що данi рiвняння є рiвняннями в повних диференцiалах, i
розв’язати їх:

Задача 1.90.
2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0;

Задача 1.91.
(2− 9xy2)x dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0;

Задача 1.92.
e−y dx− (2y + xe−y) dy = 0;

Задача 1.93.
y

x
dx+ (y3 + lnx) dy = 0;

Задача 1.94.
3x2 + y2

y2
dx− 2x3 + 5y

y3
dy = 0;

Задача 1.95.

2x
(

1 +
√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0;

Задача 1.96.
(1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0;

Задача 1.97.

3x2(1 + ln y) dx =

(
2y − x3

y

)
dy;

Задача 1.98. (
x

sin y
+ 2

)
dx+

(x2 + 1) cos y

cos 2y − 1
dy = 0;

Задача 1.99.
(2x+ yexy) dx+ (xexy + 3y2) dy = 0;

Задача 1.100. (
2 +

1

x2 + y2

)
x dx+

y

x2 + y2
dy = 0;

Задача 1.101.(
3y2 − y

x2 + y2

)
dx+

(
6xy +

x

x2 + y2

)
dy = 0.
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Розв’язати, використовуючи множник, що iнтегрує:

Задача 1.102. µ = µ(x− y),

(2x3 + 3x2y + y2 − y3) dx+ (2y3 + 3xy2 + x2 − x3) dx = 0;

Задача 1.103.(
y − ay

x
+ x
)

dx+ a dy = 0, µ = µ(x+ y);

Задача 1.104.

(x2 + y) dy + x(1− y) dx = 0, µ = µ(xy);

Задача 1.105.

(x2 − y2 + y) dx+ x(2y − 1) dy = 0;

Задача 1.106.
(2x2y2 + y) dx+ (x3y − x) dy = 0.

1.5 Диференцiальнi рiвняння першого порядку, не
розв’язанi вiдносно похiдної

Диференцiальне рiвняння першого порядку, не розв’язане вiдносно похi-
дної, має такий вигляд

F (x, y, y′) = 0.

1.5.1 Частиннi випадки рiвнянь, що iнтегруються в квадрату-
рах

Розглянемо ряд диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в квадрату-
рах.

1. Рiвняння вигляду
F (y′) = 0.

Нехай алгебраїчне рiвняння F (k) = 0 має принаймнi один дiйсний
корiнь k = k0. Тодi, iнтегруючи y′ = k0, одержимо y = k0x + C.
Звiдси знаходимо k0 = (y − C)/x i вираз

F

(
y − c
x

)
= 0

мiстить всi розв’язки вихiдного диференцiального рiвняння.
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2. Рiвняння вигляду
F (x, y′) = 0.

Нехай це рiвняння можна записати у параметричному виглядi{
x = ϕ(t),

y′ = ψ(t).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

dy = ψ(t)ϕ′(t) dt.

Проiнтегрувавши, запишемо

y =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C.

I загальний розв’язок в параметричнiй формi має вигляд
x = ϕ(t),

y =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C.

3. Рiвняння вигляду
F (y, y′) = 0.

Нехай це рiвняння можна записати у параметричному виглядi{
y = ϕ(t),

y′ = ψ(t).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

ϕ′(t) dt = ψ(t) dx

i
dx =

ϕ′(t)

ψ(t)
dt

Проiнтегрувавши, запишемо

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C.
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I загальний розв’язок в параметричнiй формi має виглядx =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C,

y = ϕ(t).

4. Рiвняння Лагранжа

y = ϕ(y′)x+ ψ(y′).

Введемо параметр y′ = dy/ dx = p i отримаємо

y = ϕ(p)x+ ψ(p).

Продиференцiювавши, запишемо

dy = ϕ′(p)x dp+ ϕ(p) dx+ ψ′(p) dp.

Замiнивши dy = p dx одержимо

p dx = ϕ′(p)x dp+ ϕ(p) dx+ ψ′(p) dp.

Звiдси
(p− ϕ(p)) dx− ϕ′(p)x dp = ψ′(p) dp.

I отримали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

dx

dp
+

ϕ′(p)

ϕ(p)− p
x =

ϕ′(p)

p− ϕ(p)
.

Його розв’язок

x = exp

{∫
ϕ′(p)

p− ϕ(p)
dp

}
·

·
(∫

ϕ′(p)

p− ϕ(p)
exp

{∫
ϕ′(p)

ϕ(p)− p
dp

}
dp+ C

)
= Ψ(p, C).

I остаточний розв’язок рiвняння Лагранжа в параметричнiй формi
запишеться у виглядi{

x = Ψ(p, C),

y = ϕ(p)Φ(p, C) + ψ(p).
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5. Рiвняння Клеро.

Частинним випадком рiвняння Лагранжа, що вiдповiдає ϕ(y′) = y′

є рiвняння Клеро
y = y′x+ ψ(y′).

Поклавши y′ = dy/ dx = p, отримаємо y = px + ψ(p). Продиферен-
цiюємо

dy = p dx+ x dp+ ψ′(p) dp.

Оскiльки dy = p dx, то

p dx = p dx+ x dp+ ψ′(p) dp.

Скоротивши, одержимо

(x+ ψ′(p)) dp = 0.

Можливi два випадки.

(а) x+ ψ′(p)− 0 i розв’язок має вигляд{
x = −ψ′(p),
y = −pψ′(p) + ψ(p).

(б) dp = 0, p = C i розв’язок має вигляд

y = Cx+ ψ(C).

Загальним розв’язком рiвняння Клеро буде сiм’я “прямих”. Її огинає
особлива крива.

6. Параметризацiя загального вигляду. Нехай диференцiальне рiвня-
ння

F (x, y, y′) = 0

вдалося записати у виглядi системи рiвнянь з двома параметрами

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), y′ = θ(u, v).

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо

∂ψ(u, v)

∂u
du+

∂ψ(u, v)

∂v
dv = θ(u, v)

(
∂ϕ(u, v)

∂u
du+

∂ϕ(u, v)

∂v
dv

)
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Перегрупувавши члени, одержимо(
∂ψ(u, v)

∂u
− θ(u, v)

∂ϕ(u, v)

∂u

)
du =

(
θ(u, v)

∂ϕ(u, v)

∂v
− ∂ψ(u, v)

∂v

)
dv.

Звiдси
du

dv
=
θ(u, v) · ∂ϕ(u,v)

∂v
− ∂ψ(u,v)

∂v
∂ψ(u,v)
∂u
− θ(u, v) · ∂ϕ(u,v)

∂u

.

Або отримали рiвняння вигляду

du

dv
= f(u, v).

Параметризацiя загального вигляду не дає iнтеграл диференцiаль-
ного рiвняння. Вона дозволяє звести диференцiальне рiвняння, не
розв’язане вiдносно похiдної, до диференцiального рiвняння, роз-
в’язаного вiдносно похiдної.

7. Нехай рiвняння F (x, y, y′) = 0 можна розв’язати вiдносно y′ i воно
має n коренiв, тобто його можна записати у виглядi

n∏
i=1

(y′ − fi(x, y)) = 0.

Розв’язавши кожне з рiвнянь y′ = fi(x, y), i = 1, n, отримаємо n
загальних розв’язкiв (або iнтервалiв) y = ϕi(x,C), i = 1, n (або
ϕu(x, y) = C, i = 1, n). I загальний розв’язок вихiдного рiвняння,
не розв’язаного вiдносно похiдної має вигляд

n∏
i=1

(y − ϕi(x,C)) = 0,

або
n∏
i=1

(ϕi(x, y)− C) = 0.

1.5.2 Вправи для самостiйної роботи

1. Розв’язати рiвняння вигляду F (y′) = 0:
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Приклад 1.12
(y′)3 − 1 = 0;

Розв’язок. Рiвняння має дiйсний розв’язок, тобто воно поставлене
коректно. Тому його розв’язком буде(

y − C
x

)3

− 1 = 0.

Задача 1.107.

(y′)2 − 2y′ + 1 = 0;

Задача 1.108.

(y′)4 − 16 = 0.

2. Розв’язати рiвняння вигляду F (x, y′) = 0:

Приклад 1.13
x = (y′)3 + y′;

Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, x = t3 + t. Використову-
ючи основну форму запису dy = y′ dx одержимо

dy = t(3t2 + 1) dt.

Звiдси

y =

∫
t(3t2 + 1) dt =

3t4

4
+
t2

2
+ C.

Остаточний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = t3 + t, y =
3t4

4
+
t2

2
+ C.

Задача 1.109.

x((y′)2 − 1) = 2y′;

Задача 1.110.

x = y′
√

(y′)2 − 1;

Задача 1.111.

y′(x− ln y′)− 1.

3. Розв’язати рiвняння вигляду F (y, y′) = 0:
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Приклад 1.14
y = (y′)2 + 2(y′)3;

Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, y = t2 + 2t3. Використо-
вуючи основну форму запису dy = y′ dx, одержуємо

(2t+ 6t2) dt = t dx.

Звiдси

dx = (2 + 6t) dt, x =

∫
(2 + 6t) dt = 2t+ 3t2 + C.

Остаточний розв’язок у параметричнiй формi має вигляд

x = 2t+ 3t2, y = t2 + 2t.

Крiм того за рахунок скорочення втрачено y ≡ 0.

Задача 1.112.

y = ln(1 + (y′)2);

Задача 1.113.

y = (y′ − 1)ey
′
;

Задача 1.114.

(y′)4 − (y′)2 = y2.

4. Розв’язати рiвняння Лагранжа

Приклад 1.15
y = −xy′ + 4

√
y′;

Розв’язок. Робимо параметризацiю

y′ = t, y = −xt+ 4
√
t.

Диференцiюємо друге рiвняння.

dy = −x dt− t dx+
2√
t

dt.

Оскiльки зроблено замiну dy = t dx, то одержимо

t dx = −x dt− t dx+
2 dt√
t
,
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або
2t dx = −x dt+

2 dt√
t
.

Звiдси
dx

dt
+
x

2t
=

1

t
√
t
.

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння може бути представле-
ний у виглядi

x = exp

{
−
∫

dt

2t

}(∫
exp

{∫
dt

2t

}
1

t
√
t

+ C

)
=

=
1√
t

(∫
dt

t
+ C

)
=

ln |t|+ C√
t

.

Остаточно маємо

x =
ln |t|+ C√

t
, y = −

√
t(ln |t|+ C) + 4

√
t.

Крiм того при дiленнi на t втратили y ≡ 0.

Задача 1.115.

y = 2xy′ − 4(y′)3;

Задача 1.116.

y = x(y′)2 − 2(y′)3;

Задача 1.117.

xy′(y′ + 2) = y;

Задача 1.118.

2xy′ − y = ln y′.

5. Розв’язати рiвняння Клеро

Приклад 1.16
y = xy′ − (y′)2;

Розв’язок. Робимо параметризацiю y′ = t, y = xt − t2. Диференцi-
юємо друге рiвняння:

dy = x dt+ t dx− 2t dt.

Оскiльки зроблено замiну dy = t dx, то одержимо

t dx = x dt+ t dx− 2t dt.

Звiдси (x− 2t) dt = 0. I маємо двi гiлки
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(а) Особливий розв’язок x = 2t, y = t2, або y = x2/4.
(б) Загальний розвозок y = Cx− C2.

Задача 1.119.

y = xy′ + 4
√
y′;

Задача 1.120.

y = xy′ + 2− y′;

Задача 1.121.

y = xy′ − ln y′;

Задача 1.122.

y = xy′ + sin y′;

Задача 1.123.

y = xy′ +
√

1 + (y′)2;

Задача 1.124.

y = xy′ + (y′)3;

Задача 1.125.

y = xy′ + cos(2 + y′);

Задача 1.126.

y = xy′ − ln
√

1 + (y′)2;

Задача 1.127.

y = xy′ − y′ − (y′)3;

Задача 1.128.

y = xy′ −
√

2− (y′)2;

Задача 1.129.

y = xy′ +
√

2y′ + 2;

Задача 1.130.

y = xy′ − ey′ ;

Задача 1.131.

y = xy′ − tan y′;

Задача 1.132.

(y′)3 = 3(xy′ − y).

6. Розв’язати рiвняння параметризацiєю загального виду

Приклад 1.17
(y′)2 − 2xy′ = x2 − 4y;

Розв’язок. Введемо параметризацiю рiвняння

x = u, y′ = v, y =
u2 + 2uv − v2

4
.

Використовуючи спiввiдношення dy = y′ dx, одержимо рiвняння
1

u
(2u du+ 2u dv + 2v du− 2v dv) = v du.
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Перепишемо його у виглядi

(u+ v) du+ (u− v) dv = 2v du,

або
(u− v) du+ (u− v) dv = 0,

Воно роздiляється на два

(а) du+ dv = 0 =⇒ v = −u+ C.

Пiдставивши в параметризовану систему, одержуємо

x = u, y =
u2 + 2u(−u+ C)− (−u+ C)2

4
,

або

y =
x2 + 2x(−x+ C)− (−x+ C)2

4
=
−2x2 + 4Cx− C2

4
.

(б) u− v = 0 =⇒ v = u. I розв’язок має вигляд y = x2/2.

Задача 1.133.

5y + (y′)2 = x(x+ y′);

Задача 1.134.

x2(y′)2 = xyy′ + 1;

Задача 1.135.

(y′)3 + y2 = xyy′;

Задача 1.136.

y = x(y′)2 − 2(y′)3;

Задача 1.137.

2xy′ − y = y′ ln(yy′);

Задача 1.138.

y′ = exy
′/y.

7. Розв’язати рiвняння

Приклад 1.18
(y′)2 − y2 = 0;

Розв’язок. Це рiвняння розв’язується вiдносно y′. Маємо

y′ = y, y′ = −y.

Розв’язок першого має вигляд y = cex, другого Ce−x. Загальний
розв’язок має вигляд

(y − cex)(y − Ce−x) = 0.
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Задача 1.139.

y2((y′)2 + 1) = 1;

Задача 1.140.

(y′)2 − 4y3 = 0;

Задача 1.141.

x(y′)2 = y;

Задача 1.142.

(y′)2 + xy = y2 + xy′;

Задача 1.143.

xy′(xy′ + y) = 2y2.

1.6 Iснування та єдинiсть розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь першого порядку. Неперервна зале-
жнiсть та диференцiйованiсть

Клас диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в квадратурах, досить
невеликий, тому мають велике значення наближенi методи розв’язку ди-
ференцiальних рiвнянь. Але, щоб використовувати цi методи, треба бути
впевненим в iснуваннi розв’язку шуканого рiвняння та в його єдиностi.

Зараз значна частина теорем iснування та єдиностi розв’язкiв не тiльки
диференцiальних, але й рiвнянь iнших видiв доводиться методом стиска-
ючих вiдображень.

Означення 1.19. Простiр M називається метричним, якщо для довiль-
них двох точок x, y ∈M визначена функцiя ρ(x, y), що задовольняє аксi-
омам:

1. ρ(x, y) ≥ 0, причому ρ(x, y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = y;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) (комутативнiсть);

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) (нерiвнiсть трикутника).

Функцiя ρ(x, y) називається вiдстанню (метрикою) в просторi M .
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Приклад 1.20
Векторний n-вимiрний простiр Rn.

Нехай x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). За метрику можна взя-
ти:

ρ(x, y) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)2
)1/2

,

або
ρ(x, y) = max

i=1,n
|xi − yi|.

Приклад 1.21
Простiр неперервних функцiй на вiдрiзку [a, b] позначається C([a, b]).
За метрику можна взяти

ρ(x(t), y(t)) =

(∫ b

a

(x(t)− y(t))2 dt

)1/2

,

або
ρ(x(t), y(t)) = max

t∈[a,b]
|x(t)− y(t)|.

Означення 1.22. Послiдовнiсть {xn}∞n=1 називається фундаментальною,
якщо для довiльного ε > 0 iснує n ≥ N(ε) таке, що при n ≥ N(ε) i
довiльному m ∈ N буде ρ(xn, xn+m) < ε.

Означення 1.23. Метричний простiр називається повним, якщо довiльна
фундаментальна послiдовнiсть точок простору збiгається до деякої точки
простору.
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Теорема 1.24 (принцип стискаючих вiдображень)
Нехай в повному метричному просторi M задано оператор A, що
задовольняє умовам.

1. Оператор A переводить точки простору M в точки цього ж
простору, тобто якщо x ∈M , то i Ax ∈M .

2. Оператор A є оператором стиску, тобто ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y),
де стала 0 < α < 1, а x, y — довiльнi точки M .

Тодi iснує єдина нерухома точка x̄ ∈ M , яка є розв’язком оператор-
ного рiвняння Ax̄ = x̄ i вона може бути знайдена методом послiдов-
них вiдображень, тобто x = limn→∞ xn, де xn+1 = Axn, причому x0
вибирається довiльно.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ M i побудуємо послiдовнiсть
Anx0. Покажемо, що побудована послiдовнiсть є фундаментальною. Дiй-
сно

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) ≤ αρ(x1, x0),

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) ≤ αρ(x2, x1) ≤ α2ρ(x1, x0),

ρ(xn+1, xn) = ρ(Axn, Axn−1) ≤ αρ(xn, xn−1) ≤ . . . ≤ αnρ(x1, x0).

Оцiнимо ρ(xn, xn+m). Застосувавши m − 1 раз нерiвнiсть трикутника,
отримуємо

ρ(xn, xn+m) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+m−1, xn+m) ≤
≤ αnρ(x1, x0) + αn+1ρ(x1, x0) + αn+m−1ρ(x1, x0) =

= (αn + αn+1 + . . .+ αn+m)ρ(x1, x0) <
αn

1− α
ρ(x1, x0) −−−→

n→∞
0.

Тобто послiдовнiсть {xn} є фундаментальною i, в силу повноти простору
M , збiгається до деякого елемента цього ж простора x.

Покажемо, що x є нерухомою точкою A, тобто Ax = x.

Нехай вiд супротивного Ax = x̄ i x 6= x̄. Застосувавши нерiвнiсть три-
кутника, одержимо ρ(x, x̄) < ρ(x, xn+1) + ρ(xn+1, x̄). Оцiнимо кожний з
доданкiв.

1. ρ(x, xn+1) −−−→
n→∞

0.
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2. ρ(xn+1, x̄) = ρ(Axn, Ax) ≤ αρ(xn, x) −−−→
n→∞

0.

Таким чином ρ(x, x̄) ≤ 0, а в силу невiд’ємностi метрики це значить, що
x = x̄.

Покажемо, що нерухома точка єдина. Нехай, вiд супротивного, iснують
двi точки x i y: Ax = x i Ay = y. Але тодi

ρ(x, y) = ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y) < ρ(x, y),

що суперечить припущенню про стислiсть оператора. Таким чином, при-
пущення про неєдинiсть нерухомої точки помилкове.

З використанням теореми про нерухому точку доведемо теорему про
iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi диференцiального рiвняння,
розв’язаного вiдносно похiдної.

Теорема 1.25 (про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi)
Нехай у диференцiальному рiвняннi dy/ dx = f(x, y) функцiя f(x, y)
визначена в прямокутнику

D = {(x, y) : x0 − a ≤ x ≤ x0 + a, y0 − b ≤ y ≤ y0 + b},

i задовольняє умовам:

1. f(x, y) неперервна по x та y у D;

2. f(x, y) задовольняє умовi Лiпшиця по змiннiй y, тобто

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ N |y1 − y2|, N = const.

Тодi iснує єдиний розв’язок y = y(x) диференцiального рiвняння,
який визначений при x0−h ≤ x ≤ x0+h, i задовольняє умовi y(x0) =
y0, де позначено h < min{a, b/M, 1/N}, M = max(x,y)∈D |f(x, y)|.

Доведення. Розглянемо простiр, елементами якого є функцiї y(x), непе-
рервнi на вiдрiзку [x0 − h, x0 + h] й обмеженi |y(x) − y0| ≤ b. Введемо
метрику ρ(y(x), z(x)). Одержимо повний метричний простiр C([x0 − h,
x0 + h]). Замiнимо диференцiальне рiвняння

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0
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еквiвалентним iнтегральним рiвнянням

y(x) =

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt+ y0 = Ay.

Розглянемо оператор A. Через те, що∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, y(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t, y(t))| dt ≤M |x− x0| ≤Mh ≤ b,

то оператор A ставить у вiдповiднiсть кожнiй неперервнiй функцiї y(x),
визначенiй при x ∈ [x0 − h, x0 + h] й обмеженiй |y(x) − y0| ≤ b також
неперервну функцiю Ay, визначену при x ∈ [x0 − h, x0 + h] й обмежену
|y(x)− y0| ≤ b.

Перевiримо, чи є оператор A оператором стиску:

ρ(Ay,Az) = max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dy − y0 −
∫ x

x0

f(t, z(t)) dt

∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈[x0−h,x0+h]

∫ x

x0

|f(t, y(t))− f(t, z(t))| dt ≤

≤ N max
x∈[x0−h,x0+h]

∫ x

x0

|y(t)− z(t)| dt ≤

≤ N max
x∈[x0−h,x0+h]

|y(t)− z(t)|
∫ x

x0

dt ≤ Nρ(y, z)h.

Оскiльки Nh < 1, то оператор A є оператором стиску. Вiдповiдно до
принципу стискаючих вiдображень операторне рiвняння Ay = y має єди-
ний розв’язок. Тобто iнтегральне рiвняння чи початкова задача Кошi
також має єдиний розв’язок.

Зауваження 1.26 — Умову Лiпшиця можна замiнити iншою, бiльш
грубою, але легше перевiряємою умовою iснування обмеженої по мо-
дулю частинної похiдної f ′y(x, y) в областi D. Дiйсно,

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |f ′y(x, ξ)||y1 − y2| ≤ N |y1 − y2|,

де N = max(x,y)∈D |f ′y(x, y)|.

Використовуючи доведену теорему про iснування та єдинiсть розв’яз-
ку задачi Кошi розглянемо ряд теорем, що описують якiсну поведiнку
розв’язкiв.
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Теорема 1.27 (про неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд параметру)
Якщо права частина диференцiального рiвняння

dy

dx
= f(x, y, µ)

неперервна по µ при µ ∈ [µ1, µ2] i при кожному фiксованому µ за-
довольняє умовам теореми iснування й єдиностi, причому стала Лi-
пшиця N не залежить вiд µ, то розв’язок y = y(x, µ), що задовольняє
початковiй умовi y(x0) = y0, неперервно залежить вiд µ.

Доведення. Оскiльки члени послiдовностi

yn(x, µ) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn(t, µ)) dt

є неперервними функцiями змiнних x i µ, а стала N не залежить вiд µ, то
послiдовнiсть {yn} збiгається до y рiвномiрно по µ. I, як випливає з мате-
матичного аналiзу, якщо послiдовнiсть неперервних функцiй збiгається
рiвномiрно, то вона збiгається до неперервної функцiї, тобто y = y(x, µ)
— функцiя, неперервна по µ.

Теорема 1.28 (про неперервну залежнiсть вiд початкових умов)
Нехай виконанi умови теореми про iснування та єдинiсть розв’язкiв
рiвняння

dy

dx
= f(x, y)

з початковими умовами y(x0) = y0. Тодi, розв’язки y = y(x0, y0, x), що
записанi у формi Кошi, неперервно залежать вiд початкових умов.

Доведення. Роблячи замiну x = y(x0, y0, x) − y0, t = x − x0 одержимо
диференцiальне рiвняння

dz

dt
= f(t+ x0, z + y0)

з нульовими початковими умовами. На пiдставi попередньої теореми ма-
ємо неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд x0, y0 як вiд параметрiв.
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Теорема 1.29 (про диференцiйованiсть розв’язкiв)
Якщо в околi деякої точки (x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi
змiшанi похiднi до k-го порядку, то розв’язок y(x) рiвняння

dy

dx
= f(x, y)

з початковими умовами y(x0) = y0 в деякому околi точки (x0, y0)
буде k разiв неперервно диференцiйований.

Доведення. Пiдставивши y(x) в рiвняння, одержимо тотожнiсть

dy(x)

dx
≡ f(x, y(x)),

яку можна диференцiювати

d2y

dx2
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
f.

Якщо k > 1, то праворуч функцiя неперервно диференцiйована. Проди-
ференцiюємо її ще раз

d3y

dx3
=
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂x∂y

dy

dx
+

(
∂2f

∂y∂x
+
∂2f

∂y2
dy

dx

)
f +

∂f

∂y

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

)
,

або
d3y

dx3
=
∂2f

∂x2
+ 2

∂2f

∂x∂y
f +

∂2f

∂y2
f 2 +

∂f

∂y

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y
F

)
,

Проробивши це k разiв, отримаємо твердження теореми.

Розглянемо диференцiальне рiвняння, не розв’язане вiдносно похiдної

F (x, y, y′) = 0.

Нехай (x0, y0) — точка на площинi. Пiдставивши її в рiвняння, одержимо
вiдносно y′ алгебраїчне рiвняння

F (x0, y0, y
′) = 0.

Це рiвняння має коренi y′0, y′1, . . . , y′n. Задача Кошi для диференцiального
рiвняння, не розв’язаного вiдносно похiдної, ставиться в такий спосiб.

Потрiбно знайти розв’язок y = y(x) диференцiального, що задовольняє
умовам y(x0) = y0, y′(x0) = y′i, де x0, y0 — довiльнi значення, а y′i — один
з вибраних наперед коренiв алгебраїчного рiвняння.
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Теорема 1.30 (iснування й єдинiсть розв’язку задачi Кошi рiвняння,
не розв’язаного вiдносно похiдної)
Нехай у замкненому околi точки (x0, y0, y

′
i) функцiя F (x, y, y′) задо-

вольняє умовам:

1. F (x, y, y′) — неперервна по всiх аргументах;

2. ∂F/∂y′ iснує i вiдмiнна вiд нуля;

3. |∂F/∂y| ≤ N0.

Тодi при x ∈ [x0−h, x0+h], де h— досить мале, iснує єдиний розв’язок
y = y(x) рiвняння F (x, y, y′) = 0, що задовольняє початковiй умовi
y(x0) = y0, y′(x0) = y′i.

Доведення. Як випливає з математичного аналiзу вiдповiдно до теореми
про неявну функцiю можна стверджувати, що умови 1) i 2) гарантують
iснування єдиної неперервної в околi точки (x0, y0, y

′
i) функцiї y′ = f(x,

y), обумовленої рiвнянням F (x, y, y′) = 0, для якої y′(x0) = y′i. Перевi-
римо, чи задовольняє функцiя f(x, y) умовi Лiпшиця чи бiльш грубiй
|∂f/∂y| ≤ N . Диференцiюємо F (x, y, y′) = 0 по y. Оскiльки y′ = f(x, y),
то одержуємо

∂F

∂y
+
∂F

∂y′
∂f

∂y
= 0.

Звiдси
∂f

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂y′

З огляду на умови 2), 3), одержимо, що в деякому околi точки (x0, y0)
буде |∂f/∂y| ≤ N i для рiвняння y′ = f(x, y) виконанi умови теореми
iснування й єдиностi розв’язку задачi Кошi.

1.6.1 Особливi розв’язки

Означення 1.31. Розв’язок y = ϕ(x) диференцiального рiвняння, в ко-
жнiй точцi якого M(x, y) порушена єдинiсть розв’язку задачi Кошi, нази-
вається особливим розв’язком.

Очевидно, особливi розв’язки треба шукати в тих точках областi D, де
порушенi умови теореми про iснування й єдинiсть розв’язку задачi Кошi.
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Але, оскiльки умови теореми носять достатнiй характер, то їхнє не вико-
нання для iснування особливих розв’язкiв, носить необхiдний характер.
I точки N(x, y) областi D, у яких порушенi умови теореми про iснування
та єдинiсть розв’язку диференцiального рiвняння, є лише “пiдозрiлими”
на особливi розв’язки.

Розглянемо рiвняння
y′ = f(x, y).

Неперервнiсть f(x, y) в областi D зазвичай виконується, i особливi роз-
в’язки варто шукати там, де ∂f/∂y = +±∞.

Для диференцiального рiвняння, не розв’язаного вiдносно похiдної

F (x, y, y′) = 0,

умови неперервностi F (x, y, y′) й обмеженостi ∂F/∂y зазвичай виконую-
ться. I особливi розв’язки варто шукати там, де задовольняється остання
рiвнiсть i

∂F (x, y, y′)

∂y′
= 0.

Вилучаючи iз системи y′, одержимо Φ(x, y) = 0. Однак не в кожнiй точцi
M(x, y), у якiй Φ(x, y), порушується єдинiсть розв’язку, тому що умови
теореми мають лише достатнiй характер i не є необхiдними. Якщо ж яка-
небудь гiлка y = ϕ(x) кривої Φ(x, y) є iнтегральною кривою, то y = ϕ(x)
називається особливим розв’язком.

Таким чином, для знаходження особливого розв’язку F (x, y, y′) = 0 треба

1. знайти p-дискримiнантну криву на якiй виконується F (x, y, y′) = 0
та ∂F (x, y, y′)/∂y′ = 0.

2. з’ясувати шляхом пiдстановки чи є серед гiлок p-дискримiнантної
кривої iнтегральнi кривi;

3. з’ясувати чи порушена умова одиничностi в точках цих кривих.

1.6.2 Вправи для самостiйної роботи

Приклад 1.32
Побудувати послiдовнi наближення y0(x), y1(x), y2(x) для рiвняння
y′ = x− y2, y(0) = 0.
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Розв’язок. Вiзьмемо початкову функцiю y0(0) ≡ 0. Пiдставивши в iтера-
цiйну залежнiсть

yn+1(x) = y(x0) +

∫ x

x0

f(s, yn(s)) ds

отримаємо

y1(x) =

∫ x

0

s ds =
x2

2
,

y2(x) =

∫ x

0

(s− y21(s)) ds =

∫ x

0

(
s− s4

4

)
ds =

x2

2
− x5

20
.

Побудувати послiдовнi наближення y0(x), y1(x), y2(x) для рiвнянь

Задача 1.1.
y′ = y2 + 3x2 − 1, y(0) = 1;

Задача 1.2.
y′ = y + ey−1, y(0) = 1;

Задача 1.3.
y′ = 1 + x sin y, y(π) = 2π.

Приклад 1.33
Вказати на промiжок з a = 1, b = 1, на якому гарантується iснування
та єдинiсть розв’язку диференцiального рiвняння y′ = y3+x за умови
y(0) = 1.

Розв’язок. Як випливає з теореми про iснування та єдинiсть розв’язку,
промiжок, на якому гарантується iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi дорiвнює h = min {a, b/M, 1/L}, де

M = max
(x,y)∈D

|f(x, y)|, L = max
(x,y)∈D

∣∣∣∣∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣ .
Для цiєї задачi отримаємо D = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}, M = 2, L = 3.
Тому h = 1/3.
Вказати промiжки, де гарантується iснування та єдинiсть розв’язку за-
дачi Кошi рiвняння

Задача 1.4.

y′ = y + ey, x0 = 0, y0 = 0, a = 1, b = 2;
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Задача 1.5.

y′ = 2xy + y3, x0 = 1, y0 = 1, a = 2, b = 1;

Задача 1.6.

y′ = 2 + 3
√
y − 2x, x0 = 0, y0 = 1, a = 1, b = 1.

Приклад 1.34
Знайти особливий розв’язок рiвняння y′ −√y.

Розв’язок. Особливий розв’язок слiд шукати там, де ∂f(x, y)/∂y = ±∞.

Оскiльки
∂f(x, y)

∂y
=

1

2
√
y
,

то отримаємо ȳ(x) = 0 — крива, що пiдозрiла на особливу. Перевiрка
показує, що це дiйсно iнтегральна крива. Щоб до кiнця переконатися,
що ця крива особлива, розв’язуємо рiвняння

y′ =
√
y =⇒ dy

√
y

= dx =⇒ 2
√
y = x+ C =⇒ y(x) =

(x+ c)2

4
.

Легко переконатися, що ȳ(x) = 0 є кривою, що огинає сiм’ю iнтегральних
кривих y(x) = (x+ c)2/4.

Приклад 1.35
Знайти особливий розв’язок рiвняння y = x+ y′ − ln y′.

Розв’язок. Складаємо рiвняння p-дискриминантної кривої

y = x+ p− ln p, 0 = 1− 1

p
.

Iз другого рiвняння p = 1. Пiдставивши в перше, отримаємо, що крива,
що є пiдозрiлою як особлива, має вигляд ȳ(x) = x+ 1.

Пiдставивши у рiвняння, отримаємо x+1 = x+1−ln 1, тобто впевнились,
що ȳ(x) = x+ 1 є iнтегральною кривою.
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Розв’яжемо рiвняння методом введення параметру. Його загальний роз-
в’язок має вигляд

y = Cex − lnC.

Можна переконатися, що ȳ(x) = x + 1 є кривою, що огинає сiм’ю iнте-
гральних кривих.

Щоб перевiрити це аналiтично, запишемо умову дотику кривої y = x+ 1
та y = Cex − lnC в точцi (x0, y0). Вона має вигляд:

ȳ(x0) = y(x0, C), ȳ′(x0) = y′(x0, C).

Тобто
x0 + 1 = Cex0 − lnC, 1 = Cex0 .

З другого рiвняння отримаємо C = e−x0 . Пiдставивши у перше рiвняння,
маємо x0+1 = 1−ln e−x0 , тобто x0+1 = x0+1 — тотожнiсть. Таким чином
при кожному x0 вiдбувається дотик iнтегральних кривих та ȳ(x) = x+1,
що огинає сiм’ю iнтегральних кривих.

Знайти особливi розв’язки та зробити рисунок.

Задача 1.7.

8(y′)3 − 27y = 0;

Задача 1.8.

(y′ + 1)3 − 27(x+ y)2 = 0;

Задача 1.9.

y2((y′)2 + 1) = 1;

Задача 1.10.

(y′)2 − 4y3 = 0.
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